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Einleitung

Die Tatsache, dafl die Realitéit sehr kompliziert aufgebaut ist und keine vollstdndige Beschreibung
zuldflt, ist grundséitzlich allgemein bekannt. In Wissenschaften wie der Geodésie, in denen die Be-
schreibung der Gegebenheiten auf Messungsergebnissen beruht und auf einem mathematischen Wege
erfolgt, ist die Spaltung zwischen der Realitdt und dem Modell besonders offensichtlich. Alle Berech-
nungen und Datenmanipulationen werden in einem Modell durchgefiihrt, der Bezug zur Realitdt ist
prinzipiell mehr oder weniger fragwiirdig.

Die Feststellung, dafl es streng genommen vollstindige Modelle weder gibt noch geben kann, ist
zunichst deprimierend. Sie ist jedoch gleichzeitig auch sehr hilfreich um einzusehen, daf3 die Be-
trachtungen auf eine relative Vollstdndigkeit eingeschrinkt werden miissen. Da die Mefldaten selbst
nur eine eingeschrinkte Auflosung und Genauigkeit besitzen kénnen, kann jede Beschreibung der
geometrischen oder physikalischen Realitdt nur innerhalb der gleichen Grenzen erfolgen.

Mit der oben eingefiihrten Einschréinkung wird prinzipiell eine Modellbildung méglich, die im Rah-
men der gegebenen oder gestellten Auflésungs- und Genauigkeitsgrenzen als vollsténdig betrachtet
werden kann. In der vorliegenden Arbeit wird deshalb der Begriff Vollstindigkeit in diesem Sinne be-
nutzt. In den praktischen Anwendungen ist hiufig eine derartig vollstéindige Modellbildung tatséichlich
moglich. Das Problem der Auflésung wird meist gar nicht erdrtert, statt dessen wird implizit postu-
liert, daf eine ausreichende Auflssung gewéhrleistet ist (obwohl dies nicht immer zu rechtfertigen
ist) und das Problem der Genauigkeit wird durch Aufstellung eines stochastischen Modells fiir die
zufilligen Fehler gelGst.

Oftmals ist aber eine Modellbildung, die innerhalb der gegebenen Grenzen als vollstindig angese-
hen werden kénnte, gar nicht moglich. Das ist dann der Fall, wenn unbekannte systematische Anteile
vorhanden sind und keine Hypothesen im voraus vorliegen, die eine Einbeziehung dieser Einfliisse in
die mathematische Beschreibung erméglichen wiirden. Dies ist ein sehr schwieriges Problem, welches
gar nicht in vollem Umfang gel6st werden kann.

Unter gewissen Umstinden ist es jedoch moglich, ausgehend von einem unvollstindigen Mo-
dell, die fehlenden systematischen Anteile zu identifizieren und eine Modellerweiterung oder sogar
-vervollsténdigung zu erreichen. Zu den in der Literatur dokumentierten Verfahren wird in dieser
Arbeit eine weitere Moglichkeit vorgeschlagen, welche die Aussichten zur erfolgreichen Losung des
Problems erweitert und auf einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation basiert.

Die Zielsetzung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation ist eine Bestimmung der Parame-
ter des unvollstindigen Modells derart, daf3 der Korrelationskoeffizient zwischen den Daten und dem
unvollstindigen Modell maximiert wird. Dazu ist zuniichst eine Aufthebung der Einschrinkung, dafl
der Korrelationskoeffizient nur zwischen stochastischen und nicht zwischen beliebigen Funktionen be-
rechnet werden darf, unumginglich. Dann kann dieser auch zum Vergleich der geometrischen Formen
eingesetzt werden.

Zu den ersten Ansitzen fiir die Einfiihrung einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation kam
es wihrend meiner Beteiligung an den Forschungsarbeiten der Geoditischen Fakultdt in Zagreb
(Kroatien), die unter Leitung des im vorigen Jahr zu friih verstorbenen Professors Kresimir Coli¢
durchgefiihrt wurden. Dabei wurde festgestellt, dal in einem Gebiet, in dem Isostasie iiberwiegend
vom Airy-Typ herrschen sollte (junge Faltgebirge), aus vorhandenen Daten fiir die Undulationen
des Geoids und fiir die Tiefen der Mohorovici¢-Diskontinuitdt niedrige Betrige fiir den Korrelations-
koeffizienten resultierten, s. [Coli¢ und Petrovié¢ 1984]. Da die Qualitiit der Lagerung des benutzten
kleinriumigen astro-geoditischen Geoidmodells unsicher war, ergab sich die Frage, ob eine Ande-
rung dieser Orientierung betrichtlichere Anderungen des Korrelationskoeffizienten hervorrufen wiirde.
Die Antwort war positiv und der maximal erreichte Betrag des Korrelationskoeffizienten konnte als

1



Maf fiir die Formenverwandschaft der betrachteten Flichen interpretiert werden, s. [Colié u.a. 1987],
[Coli¢ u.a. 1988], [Coli¢ u.a. 1989b], [Petrovi¢ u.a. 1989], [Petrovi¢ u.a. 1993] und [Coli¢ u.a. 1994].
Die Hauptzielsetzung dieser Untersuchungen war jedoch nicht die Einfiihrung einer neuen Art von
Ausgleichung, sondern die Uberpriifung der Lagerung eines lokalen Geoidmodells sowie anschlieBende
geophysikalisch-geoditische Fragestellungen, wie z.B. eine Abschiitzung des Dichtesprunges an der
Mohoroviié-Diskontinuitit, s. [Petrovié und Coli¢ 1994].

Professor Helmut Moritz hat mich daraufhin ermutigt, die Maximierung des Korrelationskoeffizi-
enten allgemeiner zu betrachten und eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation auszuarbeiten.
Dies wurde in meiner Dissertation [Petrovi¢ 1991] durchgefiihrt, s. auch [Petrovi¢ 1993].

Professor Dieter Lelgemann hat mich motiviert, die Ausgleichung nach maximaler Korrelation
auch von anderen Standpunkten aus zu betrachten und Moglichkeiten einer Anwendung bei der Un-
tersuchung von Unzulinglichkeiten in der Modellbildung zu iiberpriifen. Die Ergebnisse erster Versu-
che dazu wurden in [Petrovi¢ 1995], [Petrovi¢ 1996] und [Petrovi¢ 1997] verdffentlicht. Ein Vorschlag
fiir eine systematische Vorgehensweise wird nun in der vorliegenden Arbeit présentiert.



Kapitel 1

Motivation

1.1 Unvollstindige Modelle

Die Zielsetzung der Geodisie besteht grundsétzlich darin, Teile der physikalisch-geometrischen Rea-
litdt zu beschreiben. Dabei handelt es sich vor allem um eine quantitative Beschreibung, die auf
MefBergebnissen beruht. Zu diesem Zwecke soll ein mathematisches Modell aufgestellt werden, dessen
Parameter zu bestimmen sind. In der Regel ist es nicht moglich, alle Parameter, die die physikali-
sche oder geometrische Realitdt beschreiben, direkt zu beobachten. Mefibar sind statt dessen andere
Grofen, die mit den gesuchten Parametern in einer gewissen Beziehung stehen.

Die Betrachtungen in dieser Arbeit werden auf den Fall beschriinkt, in dem mindestens theoretisch
ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Parametern (Vektor z) und den meBbaren Grofien
(Vektor L) existiert:

L = F(z). (L.1)

Das funktionale Modell F', welches zunéchst nur theoretisch existiert, sei vollstindig und habe
keine Unzulédnglichkeiten. Leider ist die vollstindige Gesetzmifligkeit eines solchen Modells hiufig
nicht bekannt, sondern nur seine Hauptkomponente f(u)!. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn
systematische Einflisse (s¢) in f(u) nicht einbezogen werden, weil entweder deren Existenz oder deren
funktionales Gesetz nicht bekannt ist.

Andererseits enthalten die gemessenen Daten [, neben den mefibaren Gréfien selbst (Sollwerte),
mindestens noch zuféllige Fehler (z) und eventuell grobe Fehler (g). Die Gleichung (1.1) geht dement-
sprechend in den folgenden Ausdruck iiber:

l= {f(u)+ss} + {9+ 2z} . (1.2)
—_—— ———
Funktionales Modell Stochastisches Modell

Das erste Problem besteht darin, diejenigen Daten zu eliminieren, die grobe Feh-
ler enthalten. Im allgemeinen wird das mit den bekannten Methoden versucht, die
auf iiberschiissigen Beobachtungen, robusten Ausgleichungsverfahren und statistischen Tests
basieren (s. z.B. [Koch 1980], [Kampmann 1986], [Koch und Yang 1998], [Konak u.a. 1999],
[Hekimoglu und Koch 1999]). Tatséchlich aber suchen alle diese Methoden nach Ausreifiern und nicht
nach groben Fehlern, da sie nicht die Natur, sondern den Betrag der Widerspriiche zugrunde legen?.
Somit entscheidet letztendlich ein stochastisches Modell dariiber, welche Betrége als zu grof3 und inak-
zeptabel betrachtet werden. Trotzdem kénnen diese Methoden als ausreichend oder gar als erfolgreich
betrachtet werden. Die Ausreifler werden dadurch aufgedeckt und beseitigt; ob iibriggebliebene ,klei-
ne grobe Fehler* von den zufilligen tiberhaupt zu unterscheiden sind, ist eher eine linguistische Frage.

IDie gesuchten (unbekannten) Parameter wurden absichtlich mit » und nicht mit = bezeichnet, weil « méglicherweise
nicht alle in £ vorhandenen Parameter enthilt. Dariiberhinaus ist es moglich, dal u sogar einige falsche Parameter
beinhalten kann, die es in dem theoretisch existierenden wirklichen Zusammenhang tiberhaupt nicht gibt.

2Bei der Definition grober Fehler wird in der Regel die Entstehungsgeschichte, d.h. ihre Natur, zugrunde gelegt (s.
z.B. [Gotthardt 1968] oder [Wolf 1968]). Die Entstehungsgeschichte ist aber mathematisch nicht beschreibbar. Deshalb
verzichten einige Autoren auf eine derartige Definition grober Fehler und setzen diese von Anfang an mit den Ausreiflern
gleich. Diese Vorgehensweise ist schon in [Helmert 1872] zu finden und ist bei einigen spiteren Autoren erhalten geblie-
ben. Beispielsweise ist in [Reissmann 1962] zu lesen: ,, Grobe Fehler sind solche, die weit iiber der dem Messungsvorgang
iiberschldgig zugeordneten Genauigkeit liegen“.



Die Annahme, da das Datenmaterial von Ausreiflern gesdubert werden kann, ist also zuldssig und
fiir die weitere Bearbeitung der Medaten notwendig®. Somit vereinfacht sich die Gleichung (1.2) zu

l={f(u) +ss}+=. (1.3)

Die weiteren Betrachtungen in der vorliegenden Arbeit werden auf diesen Fall beschrinkt.

Vorausgesetzt, daf dariiber hinaus auch keine systematischen Fehler vorhanden sind (sy = 0),
gibt es einen akzeptablen Losungsweg. Die sogenannten ,,Verbesserungen“ v = —z werden eingefiihrt,
worauf sich die Gleichung (1.3) in

I4+v=f(u) (1.4)

umwandelt. Gegebenenfalls kénnen noch Gewichte p einbezogen werden. Eine Ausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate, die auf der Bedingung

vav — min (1.5)

basiert, liefert eine Losung, die oft als ,bestmoglich® betrachtet werden darf*.

Leider sind hiufig unbekannte systematische Fehler existent (s; # 0). Die einfachste Idee (die
in der Praxis bewuflt oder unbewufit Anwendung findet) besteht darin, die Existenz systematischer
Fehler im ersten Schritt zu ignorieren und eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten mit dem
unvollstéindigen Modell gemifl Gleichung (1.4) und (1.5) durchzufiihren, was einer neuen Bedeutung
der Residuen (,, Verbesserungen“ v), namlich v = —(sy + 2), entsprechen wiirde. Die auf diese Weise
bestimmten Residuen kénnen im besten Falle als

v=—(v; +v) (1.6)

interpretiert werden, wobei es sehr fragwiirdig ist, inwieweit vy und v, die tatséchlichen s; und z
reprisentieren.

Trotzdem kann nach einer solchen Ausgleichung versucht werden, die Residuen v zu interpretieren,
um das Modell zu erweitern.

Leider 16st diese Vorgehensweise bekanntlich das Problem nicht in geeigneter Weise, weil sowohl
die Schitzwerte fiir die Modellparameter als auch die Residuen im allgemeinen verzerrt sind (s.
z.B. [Helmert 1924], [Wolf 1968], [Koch 1980], [Coli¢ u.a. 1989a]). Das Ergebnis verwundert wenig,
denn eine erfolgreiche Residuenanalyse erfordert nicht minimale Residuen, sondern Residuen, die den
fehlenden systematischen Anteil reprisentieren.

1.2 Behandlung systematischer Fehler in der Literatur

In der traditionellen Literatur zur Ausgleichungsrechnung wird der Begriff der systematischen Fehler
meist in einem der ersten Abschnitte erwéhnt oder definiert und knapp diskutiert. So ist beispielsweise
in [Gotthardt 1968] folgendes zu finden:

»Systematische Fehler ergeben sich, wenn physikalische Gesetzmifligkeiten aufler acht gelassen
werden. . .. Weil diese Fehler dadurch entstehen, dafl man die Wirklichkeit durch ein allzu vereinfachtes
mathematisches Modell ersetzt, den mit der Temperatur verdnderlichen Maf3stab durch einen solchen
konstanter Linge, den verdnderlichen Luftdruck durch einen gleichbleibenden, spricht man auch von
Modelifehlern. Sie lassen sich durch das Anbringen entsprechender Korrekturen beseitigen.“

Eine derartige Definition der systematischen Fehler als Modellfehler kann ohne Zweifel akzep-
tiert werden. Fragwiirdig ist aber die Annahme, daf die Benutzung eines unvollstéindigen Modells
allein auf einer bewuften Entscheidung basiert, so dafl entsprechende Korrekturen, falls gewiinscht,
immer angebracht werden kinnten. In diesem Falle wiirde sich das gesamte Problem auf die blofle
Beriicksichtigung zufilliger Fehler beschrinken.

3,Grobe Fehler kénnen nicht der Gegenstand einer Ausgleichung sein, sondern miissen vorher beseitigt werden®, s.
[Reissmann 1962]. Ahnliche Aussagen sind bei anderen Autoren zu finden, wobei der Begriff , Ausgleichung® meistens
im engeren Sinne einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten verwendet wird.

4Diese Behauptung kann statistisch begriindet werden, die Begriindung ist in jedem Lehrbuch zur Ausgleichungs-
rechnung zu finden. Es ist jedoch zu beachten, dafl die Behauptung nur im Kontext der beschriebenen Einschrinkungen
sinnvoll ist.



Die oben erwihnte Annahme wird in einem {iberwiegenden Teil der Literatur implizit postuliert
und nur die Theorie der Ausgleichung allein im Vorhandensein zufélliger Fehler detailliert ausgear-
beitet®. Die Frage der Identifizierung unbekannter systematischer Fehler wird selten erortert.

Scheinbar allgemeiner ist der Vorschlag in [Wolf 1968]: ,Schliellich besteht noch die Moglichkeit,
..., das Gewicht einzelner Beobachtungen wegen eventueller systematischer Fehler herabzusetzen, so
da im ganzen ihr Einflufl auf das Ausgleichungsergebnis entsprechend zuriickgedringt wird.“ Die
Durchfiihrung dieser Strategie ist wiederum von den a priori Kenntnissen dariiber abhéngig, welche
Beobachtungen wie stark von systematischen Fehlern betroffen sind. Weiterhin kann eine solche Stra-
tegie nur dann zum Erfolg fithren, wenn die systematischen Fehler blof3 wenige einzelne Beobachtungen
wesentlich verfilschen®. Bei einem andersartigen Defizit des Modells ist das Herabsetzen der Gewichte
aller Beobachtungen offensichtlich nicht zu empfehlen. Dementsprechend kann ein Aufdecken der im
voraus nicht bekannten systematischen Einfliisse auf diesem Wege nicht erwartet werden.

Ein vergleichbarer Vorschlag in der Literatur riit, die systematischen Anteile oder Trendanteile zu
schitzen (s. z.B. [Koch 1980]). Dazu muf aber offensichtlich ein Modell fiir diese Anteile im voraus
entweder vorhanden sein oder postuliert werden.

Ahnlich wird in [Chatfield 1982] vorgegangen, wobei die Erfahrung zur Hilfe genommen wird,
um zu entscheiden, bei welchen Anwendungen welche Arten der mathematischen Modellierung von
systematischen Anteilen in Frage kiimen. Auch in diesem Falle handelt es sich darum, ein Modell fiir
systematische Einfliisse zu postulieren.

Aufgrund des Titels” der Verdffentlichung [Yang u.a. 1999] wiire zu erwarten, dafl im Artikel eine
Methode vorgestellt wird, welche mittels eines robusten Ausgleichungsverfahrens die Form (funktio-
naler Zusammenhang) der systematischen Fehler identifizieren kann. Es stellt sich aber heraus, daf§
auch in diesem Falle ein Modell fiir die systematischen Anteile vorgegeben wurde (eine Gerade im
ersten und Polynome vom Grade m im zweiten Schritt des vorgeschlagenen Verfahrens), wihrend die
robusten Schiitzer den Einflufl der Ausreifler minimieren sollten.

Aufgrund dieser kleinen Auswahl einiger charakteristischen Stellen aus der Literatur 1d8t sich
feststellen, dal das Problem der systematischen Fehler auch ein terminologisches Problem ist. Hiufig
werden gewisse Einfliisse (z.B. solche, die aus den Eigenschaften des Mefsystems folgen) systematische
Fehler genannt®. Spiiter wird neben dem ,, Hauptmodell“ auch ein Modell fiir diese Anteile postuliert
(welches selbstversténdlich perfekt, akzeptabel oder fragwiirdig sein kann). Auf diese Weise verliert
der Begriff systematische Fehler seine Bedeutung als Modellfehler — die sogenannten systematischen
Fehler sind von Anfang an ein Teil des Modells, mit dem eine Ausgleichung durchgefiihrt wird. Vor-
ausgesetzt, dafl die gesamte Modellbildung korrekt und vollstindig sei, sollte es nicht verwundern,
wenn dadurch alle Modellparameter zufriedenstellend bestimmt werden, inklusive jener, die sich auf
angebliche systematische Fehler beziehen.

Die beschriebene Umbenennung eines Begriffes kann aber nicht die Frage beantworten, wie ein
unvollstindiges Modell, dessen fehlende Anteile vollig unbekannt sind, vervollstindigt werden kann.
Diese Frage ist aber das eigentliche Problem. Deshalb wird in dieser Arbeit der Begriff , systematische
Fehler“ nur im Sinne von ,Modellfehler” benutzt®. Sobald systematische Fehler identifiziert worden

5Einige Autoren betonen die Notwendigkeit der Beseitigung systematischer Fehler, sind aber etwas vorsichtiger
beziiglich der Mdglichkeit, diese Beseitigung durchzufiihren. Beispielsweise ist in [Reissmann 1962] zu finden: ,,Die Aus-
schaltung der systematischen Fehler ist eine oft viel Uberlegung erfordernde Notwendigkeit, denn die in die Ausgleichung
einzufithrenden Messungsergebnisse miissen von ihnen befreit sein.*

Sweil z.B. nur die Modellierung eines Teils des MeBsystems unvollstindig ist

7 Robust estimation of systematic errors of satellite laser range®

8Sollte beispielsweise der Titel ,,On the elimination of biases in processing differential GPS observations® des her-
vorragenden Artikels [Vanicek u.a. 1985] durch ,,Zur Elimination systematischer Fehler bei der Bearbeitung von diffe-
rentiellen GPS Beobachtungen“ iibersetzt werden, dann sollte nicht vergessen werden, dafl der Begriff , systematische
Fehler“ in einem vo6llig anderen Sinne als in der vorliegenden Arbeit benutzt wird. In dem zitierten Artikel handelt es
sich um bekannte ,Biases®, die entweder modelliert oder eliminiert (,, Differences® und ,,double differences“ in der Bear-
beitung von GPS-Daten beruhen grundsitzlich auf der gleichen Idee wie die Differenzbildung bei Winkelbeobachtungen
in zwei Lagen in der traditionellen Vermessung.) werden und nicht um die Identifizierung von Modellunvollstindigkeiten
unbekannter Herkunft und Auswirkungen.

9Bin zusitzliches Problem besteht darin, daB es manchmal schwierig ist, eine wohldefinierte Grenze zwischen sy-
stematischen Fehlern und Ausreifiern zu ziehen. Ein Beispiel dazu liefert die Uberwachung von Punktbewegungen.
Die Natur dieser Bewegungen kann sehr verschiedenartig sein. Manchmal gibt es offensichtliche Gemeinsamkeiten in
den Bewegungen benachbarter Punkte, so dafl eine systematische GesetzmifBigkeit, die diese Bewegungen teilweise
oder vollstindig beschreibt bzw. erklirt, zu erwarten ist. Dies wire der Fall z.B. bei der Uberwachung tektonischer
Plattenbewegungen, bei denen alle Punkte einer Gruppe grundsitzlich die gleiche Bewegung aufweisen (,homogene



sind, kénnen sie modelliert werden und dadurch Bestandteil des Modells werden.
Vom gerade beleuchteten Standpunkt aus betrachtet, ist die Identifizierung der systematischen
Fehler von zwei Fragestellungen gepragt:

1. Nachweis des Vorhandenseins systematischer Einfliisse in den Daten und

2. Aufstellen eines zufriedenstellenden (mathematischen) Modells zur Beschreibung der bis dahin
fehlenden Modellanteile, oder zumindest eine realistische Parameterschitzung fiir das vorhan-
dene unvollstdndige Modell.

Diese zwei Probleme sollen klar voneinander getrennt werden, nicht nur deshalb, weil sie von
wesentlich unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad sind.

Als Grundlage fiir den Nachweis der systematischen Fehler kénnen Residuen aus einer Ausglei-
chung mit einem unvollstindigen Modell dienen. Diese kann z.B. eine Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate sein. Obwohl die daraus resultierenden Residuen fiir die fehlenden Modellantei-
le im allgemeinen nicht représentativ sind, weisen sie beim Vorhandensein systematischer Fehler in der
Regel zu hohe Betrige und eine nicht zufillige Struktur auf. Einige Vorschlége fiir eine entsprechende
Residuenanalyse finden sich schon in [Helmert 1872]. Weitere Moglichkeiten kénnen beispielsweise in
[Chatfield 1982] gefunden werden. Alle derartigen Verfahren basieren auf statistischen Untersuchun-
gen der Verteilung der Residuen. Eine kurze Darstellung findet sich im néichsten Abschnitt.

Der Nachweis der Existenz systematischer Fehler wird schwieriger, wenn die Betrige dieser Ein-
fliisse, verglichen mit den Betrégen der in Daten enthaltenen zufélligen Fehler, relativ klein wer-
den. Unter Einschrinkung auf sehr spezielle Problemstellungen (némlich solche, bei denen gewisse
konkrete Eigenschaften der vorhandenen systematischen Einfliisse als bekannt vorausgesetzt werden
kénnen) ist der Nachweis systematischer Anteile trotzdem manchmal moglich. Beispielsweise wird in
[Fritzensmeier u.a. 1986] eine Methode vorgestellt, die mit statistischen Mitteln systematische Fehler
in wiederholt gemessenen geodétischen Netzen erfolgreich aufdecken kann. Die beste Erklarung dafiir
geben die Autoren selbst: ,,In diesem Beitrag soll fiir eine spezielle Konstellation von Mef3daten und
von systematischen Effekten ein Verfahren vorgestellt werden, mit dem der Nachweis auch kleine-
rer Systematiken im Datenmaterial moglich erscheint: Liegen wiederholt ausgemessene geodétische
Netze vor und konnen in etwa gleiche systematische Verfilschungen in allen Epochen angenommen
werden, so ist es durch Anwendung einfacher Teststatistiken auf die Verbesserungen der Einzele-
pochenausgleichungen moglich, diese systematischen Effekte nachzuweisen.“ Die gleichen Autoren
warnen aber: ; ...aufgrund der heterogenen Struktur und der unterschiedlichen Ursachen fiir syste-
matische Verfilschungen im Datenmaterial kann jedoch bisher keine Globallosung zum Aufdecken
oder gar zum Ausschalten systematischer Fehler angegeben werden.“

Trotz allem scheint die Behauptung gerechtfertigt zu sein, dafl die bestehende Literatur ausrei-
chende Verfahren zum Nachweis der Existenz nicht allzu kleiner systematischer Fehler anbietet. Sind
diese Einfliisse so klein, daf ein zuverlissiger Existenzbeweis nicht mehr moglich ist, stellt sich die Fra-
ge, ob vom Datenmaterial mehr verlangt werden darf, als aufgrund des Informationsgehalts wirklich
moglich ist.

Das zweite Problem ist wesentlich komplizierter und offensichtlich noch nicht zufriedenstellend
gelost: die Aufstellung eines Modells zur Beschreibung der fehlenden Modellanteile, oder eine akzep-
table Parameterschitzung im gegebenen unvollstidndigen Modell.

Nachdem die Existenz der systematischen Fehler im konkreten Beispiel nachgewiesen wurde (oder
zumindest der Verdacht erhiirtet wurde), wird versucht ein passendes Modell zu ,erraten. Es wird
beispielsweise versucht, aufgrund der verfiilschten Residuen aus einer Ausgleichung auf mogliche Ur-
sachen zu schlieflen und den moéglichen Zusammenhang mathematisch zu beschreiben. Eine derarti-
ge Vorgehensweise mufl nicht unbedingt scheitern. Die aus einer mit einem unvollsténdigen Modell
durchgefiihrten Ausgleichung resultierenden Residuen kénnen betréchtlich, oder auch nur geringfiigig
verfélscht sein. Das eigentliche Problem besteht darin, dal unbekannt ist, wie stark die Verfilschung
tatséchlich ist. Aus diesem Grund kann eine derartige Residuenanalyse sowohl in einer korrekten
Identifizierung der systematischen Effekte, als auch in grob falschen Vorstellungen enden.

Deformationen®). Andererseits konnen in der Literatur zur Deformationsanalyse Beispiele gefunden werden, in denen
jeder bewegliche Punkt eine vollig eigensténdige Verschiebung zeigt, s. z.B. [HSBw 1979] oder [Reinking 1994] (,,inho-
mogene Deformationen). Sollte in einem solchen Falle nicht sinnvollerweise von Ausreifiern statt von systematischen
Einfliissen gesprochen werden?



Ein anderer Weg besteht darin, eine rein mathematische Erweiterung des Modells vorzunehmen!?,

mit der Zielsetzung, die Residuen durch die Modellerweiterung so zu verringern, dafl eine weitere In-
terpretation nicht sinnvoll erscheint. Es ist nicht zu bestreiten, dafl ein solches Gesamtmodell die
benutzten Daten reproduzieren kann. Es ist aber nicht zu erwarten, dafl eine polynomiale Reihe
bzw. ein anderes mathematisches und kiinstliches Gebilde der physikalischen Natur des Problems
entsprechen kann. Daher kommt es hiufig zu einer ,, Uberparametrisierung® und der ,die Systematik
beschreibende“ Teil eines solchen Modells ist physikalisch nicht interpretierbar'!'. Die Konsequenz ist
leider, daf§ dadurch auch eine physikalische (oder eine andere, der Natur des Problems entsprechen-
de) Interpretation des Hauptteils zweifelhaft wird, weil auf diese Weise seine Parameter wesentlich
verfilscht sein kénnen.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl das Problem der Identifizierung der unbekannten systema-
tischen Anteile noch nicht vollstéindig gel6st wurde, obwohl sich zahlreiche Autoren damit beschéftigt
haben. Die Ursache ist die Tatsache, daf} eine eindeutige Trennung zwischen deterministischen und
zufillligen Anteilen nur dann relativ einfach ist, wenn von Anfang an ein vollstindiges Modell fiir die
deterministischen Anteile vorliegt.

1.3 Zum Nachweis der Existenz systematischer Einfliisse in
den Daten

Die Voraussetzung fiir die Durchfiihrung einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ist, dafl das
Datenmaterial nur zufillige Fehler enthilt. Ist diese Voraussetzung erfiillt, sind als Ergebnis zufillig!'2
verteilte Residuen zu erwarten. Diese Tatsache ist schon lange bekannt, s. [Helmert 1872].

Sollte die Voraussetzung nicht erfiillt sein und das Datenmaterial systematische Einfliisse enthal-
ten, dann konnen aus einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten Residuen erwartet werden, die
nicht einer Vorstellung von zuféllig verteilten Groflen entsprechen. Obwohl die resultierende Verteilung
eine realistische Rekonstruktion der systematischen Einfliisse nicht garantiert, bietet sie zumindest
einen Nachweis ihrer Existenz, d.h. der Tatsache, dafl das zugrundegelegte Modell nicht vollstindig
war.

Die Grundséitze einer derartigen Untersuchung der Verteilung von Residuen wurden schon in
[Helmert 1872] aufgestellt und in der spéteren, erweiterten Auflage [Helmert 1924]'3 weiter ausgear-
beitet. Diese Grundsitze werden nun in den néchsten Absdtzen kurz geschildert.

Zweck der Untersuchung in [Helmert 1924] ist ,,... zu entscheiden, ob die Rechnungsergebnisse
wahrscheinlichste Ergebnisse sind oder nur gréfite Gewichte haben, oder ob sie den Beobachtungen
nur moglichst angepaft sind“!*

Als erstes wird gezeigt, dafl das Vorhandensein systematischer Einfliisse die Residuen dndern kann,
aber nicht unbedingt #ndern muf'®. Ausgehend davon, da8 die Residuen von jenen unterschiedlich
sein kénnen, die sich in Abwesenheit systematischer Einfliisse ergeben wiirden, soll die Verteilung der
Residuen untersucht werden.

Zuerst wird {iberpriift, ob die Fehlerverteilung ein ,gerades“ Gesetz befolgt. Dafiir sollen ,die
gemessenen Groflen gleichartig oder gleichsinnig eingefithrt werden“. Der Erwartungswert fiir die
Vorzeichensumme bei rein zufiilligen Fehlern ist Null mit einem mittleren Fehler von ++/n. ,Ist die

107y dieser Gruppe gehort das schon erwihnte Beispiel ([Yang u.a. 1999]), in dem die Systematik durch Polynome
modelliert wird.

' Dies geschieht beispielsweise bei jedem Versuch, eine aus beliebigen Frequenzen zusammengesetzte physikalische
Erscheinung mit Hilfe einer Fourier-Reihe zu modellieren, s. [Mautz 2001]. Das gleiche gilt fiir die Anwendung der
Kugelfunktionsmodelle zur Darstellung physikalischer Felder.

12Vielleicht wire der Begriff pseudozufillig besser geeignet.

131n diesem Werk wurde ein ganzes Kapitel dieser Untersuchung gewidmet. Die systematischen Einfliisse werden dort
meistens regelmdfige Fehlerursachen genannt.

4 Eine schtne Warnung an jene, die noch heutzutage daran glauben, daf eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
unabhidngig von den Umstdnden immer ,die plausibelste* Losung liefert.

150bwohl ich dem zustimme, halte ich die im Buch von Helmert aufgefiihrten Beispiele nicht fiir bestens geeignet, weil
die in die Gruppe der improperly posed problems eingeordnet werden kénnten. Wenn die Daten keinen ausreichenden
Informationsgehalt haben, um daraus die Parameter des ,vollstdndigen“ Modells bestimmen zu kdnnen, dann ist es
auch nicht verwunderlich, daf§ dies nicht gelingen kann. Viel wichtiger fiir die Anwendung ist die Situation, in der aus
den Daten die Parameter eines vollstindigen Modells ermittelt werden kénnten, vorausgesetzt, dafl eine vollstindige
Modellbildung vorhanden ist.



Vorzeichensumme s, absolut genommen, grofier als +4/n, so hat man daher ernste Veranlassung,
systematische Fehlereinfliisse anzunehmen. ... Da systematische Fehler die eben behandelte Vorzei-
chenverteilung nicht immer ungiinstig beeinflussen, so ist es weiter nétig, die Vorzeichenwechsel der
Fehlerreihe zu untersuchen.“ Dazu sollen die Residuen (im mehrdimensionalen Falle) z.B. nach einer
geeigneten Variablen (wie z.B. Zeit) geordnet werden'®.

Um die Vorzeichenverteilung zu iiberpriifen, wird in [Helmert 1924] die Differenz der Vorzeichen-
folgen f und der Vorzeichenwechsel w,

f—w:‘/i‘/é+V2V3+...+Vn_1Vn (17)

eingefiihrt, wobei V; = £1 einzelne Vorzeichen sind. Bei rein zufilligen Fehlern ergibt sich Null als
Erwartungswert fiir die Differenz f —w mit einem mittleren Fehler von £+/n — 1. ,Ist diese Differenz,
absolut genommen, gréfler als £+1/n — 1, so ist ein systematischer Einfluf} der Variablen, nach der die
Beobachtungen geordnet sind, zu vermuten®.

Um die Symmetrie der Verteilung noch niher zu iiberpriifen wird weiterhin empfohlen, die Summe
der Quadrate der positiven Residuen mit der gleichartigen Summe der negativen zu vergleichen. Als
zusitzliche Moglichkeiten sind die Anwendung des Abbéschen Kriteriums'? und Vergleiche der aus den
Residuengruppen berechneten Mittelwerte untereinander und mit dem aus allen Residuen berechneten
Mittelwert aufgelistet.

Anschliefflend wird im Abschnitt ,Ndhere Priifung des Verteilungsgesetzes der Fehler* vorgeschla-
gen, einen Vergleich mit bekannten Fehlergesetzen fiir zufillige Verteilungen durchzufithren. Dieser
Vergleich wird in [Helmert 1924] anhand graphischer Darstellungen visuell durchgefiihrt.

In der zitierten Arbeit wird festgestellt, dafl bei einer Verteilung der Residuen, die kein zufilliges
Fehlergesetz befolgt, die Verteilung der wahren Fehler in der Regel erst recht diese Eigenschaft nicht
besitzen kann. Der Autor warnt aber, dafl das Umgekehrte leider nicht gilt und dafl eine Benutzung
der Residuen anstelle wahrer Fehler ,nicht unbedenklich® ist.

Zusammenfassend gesehen kann eine anomale Verteilung der Residuen als Nachweis der Existenz
systematischer Einfliisse betrachtet werden; sollten die Residuen zufillig verteilt sein, ist das noch
kein Beweis dafiir, dafl das benutzte Modell vollsténdig ist. In [Helmert 1924] wurde an einem Bei-
spiel gezeigt, dafl in einem solchen Fall, bei dem der Vergleich der Verteilung der Residuen mit einer
bekannten zufilligen Verteilung keine Antwort geben kann, die davor dargestellten einfacheren Kri-
terien zu einer Entscheidung fithren kénnen. Deshalb sollen sie nicht blof§ als primitive Notlosungen
betrachtet werden, sondern als vollwertige Untersuchungsmoglichkeiten.

Neuere Literatur hat wenig neue Ideen zum Nachweis der Existenz systematischer Einfliisse ge-
bracht. Die oben knapp dargestellten Grundsétze sind im Prinzip erhalten geblieben. Die Techniken
der mathematischen Statistik wurden aber inzwischen sehr entwickelt und haben in allen Teilen der
Geodisie, insbesondere in der Ausgleichungsrechnung'®, eine breite Anwendung gefunden, s. beispiels-
weise [Koch 1980] oder [Griindig 1999]. Die heutigen Darstellungen der Uberpriifung der Verteilung
von Residuen nehmen damit eine neue Form an.

Die Hypothesen iiber Verteilungen werden heutzutage mit statistischen Testverfahren tiberpriift
(s. z.B. [Wolf 1968], [Bjerhammar 1973], [Koch 1980]), wodurch die Willkiir bei den Entscheidungen

16Neben diesem Vorschlag aus [Helmert 1924] sind auch andere Mbglichkeiten zur Ordnung von Residuen in einem
ein- oder mehrdimensionalen Raum denkbar.

I7Vergleiche auch die Darstellung dieses Kriteriums in [Linnik 1961].

8 H3ufig wird die Ausgleichungsrechnung sogar als Teil der Statistik betrachtet. Neben offensichtlicher Vorteile birgt
diese Herangehensweise auch erhebliche Gefahren in sich. Messungen sind von ihrer Natur aus keine stochastischen
Grdfien. MeBfehler konnen beispielsweise anscheinend ndherungsweise normalverteilt sein. Eine wirkliche Normalver-
teilung ist aber ausgeschlossen. Es gibt ndmlich keine Ablesungen mit einer unbeschrédnkten Auflésung im Kleinen.
Weiterhin ist ein wahrer Fehler von 100 km bei der Messung einer 10 m langen Strecke statistisch sehr unwahrscheinlich,
aber trotzdem moglich, bei wirklichen Messungen kann aber ein solcher zufilliger Fehler {iberhaupt nicht vorkommen,
usw. Messungen kénnen nur ndherungsweise und nur bedingt als stochastische Gréfien betrachtet werden. Dies soll
deswegen nicht automatisch durch Gleichsetzung der Ausgleichungsrechnung mit (einem Teil) der Statistik realisiert
werden, da dadurch das Bewuftsein verlorengeht, daf3 sich der Charakter der Messungen in stochastischen Eigenschaf-
ten nicht vollig erschopft. Sonst kann es passieren, dafl versucht wird, mit Hilfe der Statistik auch die Erscheinungen zu
erklédren, die sich auf diese Weise nicht erkldren lassen. Deshalb ist es sinnvoll, die Ausgleichungsrechnung als Anpassung
mathematischer Modelle an empirische Daten (z.B. durch Minimierung einer Norm) zu betrachten; unabh#ngig davon
aber stochastische Modelle auszuarbeiten und ,, Aquivalenzsitze* aufzustellen, die die Ausgleichungsrechnung statistisch
rechtfertigen, s. [Grafarend und Schaffrin 1993]. Dann ist der Einsicht nicht der Weg versperrt, daf die statistischen
Rechtfertigungen und Interpretationen nur insoweit gelten, inwieweit die Stochastik die gesamte Natur der Messungen
vertritt.



scheinbar verschwindet und der Eindruck von Objektivitit erweckt wird. Tatséichlich tritt die Willkiir
durch die Wahl des Signifikanzniveaus'? in den Hintergrund. Neben einer angenehmeren und objekti-
veren Durchfithrung der Verteilungsuntersuchungen kann die Anwendung der Statistik also auch eine
unkritische Betrachtungsweise mit sich bringen.

Ein weiteres Problem bei einem Vergleich mit einer theoretischen Verteilung besteht darin, daf}
die Parameter dieser Verteilung benotigt werden. Zu diesem Thema ist in [Koch 1980] folgendes zu
finden: ,,. .. Hiufig wird mit diesen Tests die Annahme der Normalverteilung fiir die Beobachtungen bei
Parameterschitzungen gepriift. Diese Vorgehensweise ist dann problematisch, wenn die Schétzwerte
der Parameter dazu benutzt werden, um die theoretische Normalverteilung zu berechnen. Sind die
Schitzwerte durch die im Kapitel 329 behandelten Modellabweichungen?® verfilscht, kann sich schon
aus diesem Grund eine Abweichung von der Normalverteilung ergeben.“

Bei der Analyse der Residuen einer Zeitreihe wird heutzutage zuséitzlich Autokorrelation benutzt,
um zu liberpriifen, ob benachbarte Residuen als untereinander unabhéngig betrachtet werden diirfen,
s. beispielsweise [Wiener 1970] oder [Chatfield 1982]. Aus dieser Vorgehensweise resultieren hiufig
niitzliche Informationen.

Stellt das untersuchte Problem keine Zeitreihe dar, dann ist ein Einsatz von Autokorrelations-
funktionen trotzdem moglich. Dazu sollen die Residuen nach einer geeigneten Variablen geordnet
werden?!. Diese Vorgehensweise wurde in [Vanicek und Craymer 1983] beispielhaft durchgefiihrt. Als
Grunddatenmaterial wurden Widerspriiche zwischen den Nivellementsmessungen in beiden Richtun-
gen fiir jedes Segment einer Linie oder eines Netzes verwendet??. Diese Widerspriiche wurden nach
verschiedenen Parametern geordnet, wie z.B. nach den dazugehorigen Héhen, Hohenunterschieden,
der Linge der Segmente oder der Anzahl der Instrumentenstandpunkte. Die Anwendung der Au-
tokorrelation auf die konstruierten Reihen zeigte in einigen Féllen signifikante und interpretierbare
Trends. In der Schlufifolgerung betonen die Autoren, dafl in den Nivellementsdaten eine Menge an
Informationen enthalten ist, welche nur darauf wartet, systematisch benutzt zu werden. Weiterhin:
,,Clearly, the more kinds of auxiliary data we can get, the more complete picture on the character of
the levelling we can assemble?3.“ Diese Warnungen erinnern an eine hiufig vergessene Tatsache: Nor-
malerweise werden die originiren Mewerte zuerst komprimiert und nur die komprimierten Daten fiir
die weitere Bearbeitung verwendet. Neben offensichtlichen Vorteilen hat diese Vorgehensweise auch
Nachteile: Ein Teil des vorhandenen Informationsgehalts in den Daten wird vernachliissigt®*. Eine
vollstindigere Nutzung des Datenmaterials kann auch eine vollstindigere Modellbildung ermdglichen.

Trotz aller erwidhnten Schwierigkeiten, die bei dem Nachweis der Existenz systematischer Einfliisse
auftreten, scheint dieser Teil des Problems wesentlich einfacher zu sein, als die Identifizierung der
Formen und Ursachen unbekannter systematischer Einfliisse.

Die Anhaltspunkte in der Literatur fiir einen erfolgreichen Existenznachweis kénnen fiir die meisten
Anwendungsbeispiele als hinreichend betrachtet werden.

1.4 Zur Ausgleichung unvollstindiger Modelle

Eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten setzt ein vollstindiges Modell voraus (vgl. Abschnitt
1.1). Ist das Modell zu Beginn nicht vollstindig, kann zuniichst mit dem unvollstindigen Modell
eine geeignete Ausgleichung durchgefiihrt werden und zwar mit dem Ziel, systematische Fehler, d.h.
fehlende Modellanteile zu identifizieren und mdoglichst die Parameter des unvollstindigen Modells
abzuschitzen. Diese Identifizierung kann auf einer Residuenanalyse basieren. Bekanntlich ist eine

19 {Tber dieses sog. ,Produzenten-Risiko* a muf frei (= willkiirlich) entschieden werden.* ,...die Willkiir, die in der
Wahl des Zahlenwertes fiir die statistische Sicherheit S liegt, so dal man u.U. ganz unterschiedliche Testergebnisse
erhilt, je nachdem, welcher S-wert gew#hlt wurde, ...“ ([Wolf 1968])

20Die im Kapitel 329 in [Koch 1980] behandelten Modellabweichungen entsprechen einer unvollstéindigen Modellbil-
dung.

21Das ist die gleiche Idee, die in [Helmert 1924] zur Untersuchung der Vorzeichenverteilung der Residuen vorgeschlagen
wurde, vgl. S. 8.

22Tnsgesamt wurden drei derartige Datensitze analysiert: zwei Nivellementslinien aus dem Schweizerischen Netz erster
Ordnung und ein Netz zweiter Ordnung aus Norddeutschland.

23Offensichtlich, um so mehr Arten von zusitzlichen Daten wir bekommen kénnen, desto vollstindiger ist das Bild
des Charakters des Nivellements, welches wir daraus zusammensetzen kénnen.

24 Am Beispiel eines Nivellements sind es neben den Differenzen aus den Messungen in beiden Richtungen auch die
Anzahl der Standpunkte in einzelnen Segmenten, die Linge der Segmente usw.



Ausgleichung nach kleinsten Quadraten nicht am besten geeignet?®, um diese Residuen zu erzeugen;
es sollen daher auch andere Wege erortert werden.

Im Kapitel 3 wird eine andere Moglichkeit fiir eine Residuenanalyse vorgeschlagen: die
Durchfiihrung einer Ausgleichung nach mazimaler Korrelation (MCA?%) mit dem urspriinglichen
unvollstandigen Modell. Die damit verbundene geometrische Vorstellung ist die Identifizierung der
Formen dieses Modells in den Daten. Sollte diese Identifizierung erfolgreich sein, ist auch eine akzep-
table Schitzung der Parameter des vorhandenen unvollstéindigen Modells denkbar.

Die Bedingung der Korrelationsmaximierung ist in einem gewissen Sinne (s. Abschnitt 2.3.3 und
2.3.6) schwicher als die Bedingung der Minimierung der Quadratsumme der , Verbesserungen“. Die
Folge ist, daB8 auch in den Fillen?’, in denen eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten eine eindeu-
tige Losung liefert, eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation meistens in einer ganzen Klasse
von Losungen resultiert. Diese induziert wiederum eine Klasse der Residuensitze (s. Abschnitt 3.1).

Die bei der Suche nach der vollstindigen Lésung unerwiinschte Mehrdeutigkeit kann jedoch fiir
die Residuenanalyse von groflem Vorteil sein: In der Klasse aller Residuensiitze befinden sich solche,
die fiir die Form systematischer Fehler sowohl mehr als auch weniger reprisentativ sind.

Der letzte Schritt wire, einen der Residuensitze auszuwéhlen, welcher im Hinblick auf die sy-
stematischen Einfliisse am besten interpretierbar ist. Dabei stellt sich die nicht triviale Frage der
mathematischen Beschreibung der systematischen Fehler. Die auftretenden Schwierigkeiten sind von
einer dhnlichen Art, wie bei der mathematischen Beschreibung grober Fehler, wobei sich alles noch
etwas komplizierter gestaltet. Siehe dazu Abschnitt 3.2; dort werden auch einige Moglichkeiten zur
Auflésung dieses Problems geschildert. Es scheint aber, daf} eine allgemeine mathematische Beschrei-
bung, die alles umfaflt, was in der Literatur , Systematik“ genannt wird, nicht méglich ist. Aus diesem
Grund wird in Abschnitt 3.2 auch ein Versuch der Begriffsklirung und -festlegung vorgenommen, zu-
sammen mit einer Formalisierung der Beschreibung systematischer Einfliisse, die in vielen fiir die
Praxis relevanten Féllen als sinnvoll erscheint.

Nach der Auswahl eines reprisentativen Residuensatzes werden von der dazugehorigen Losung
akzeptable Parameterschitzungen fiir das urspriingliche unvollstindige Modell erwartet. Trotzdem
soll versucht werden, den gefundenen systematischen Einflufl zu modellieren. Wie dieses Postprocessing
erfolgen soll, 1a8t sich nicht auf eine allgemeine und rein formelle mathematische Weise beschreiben.
Die Modellierung ist von der Natur des Problems abhingig. An dieser Stelle miissen die moglichen
(z.B. physikalischen) Ursachen in Erwigung gezogen werden.

Nach der Vervollstindigung des Modells kann eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten
Quadrate durchgefiihrt werden. Sollten daraus ausreichend kleine und zufillig verteilte Residuen
resultieren, dann ist eine weitere Analyse nicht zu rechtfertigen und das Ergebnis soll als endgiiltig
betrachtet werden. Bei noch immer zu grofien und/oder nicht zufillig verteilten Residuenbetriigen
bietet sich eine Wiederholung des in vorgehenden Abschnitten vorgeschlagenen Vorgangs an.

25 Andererseits liefern die aus einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten resultierenden Residuen nicht unbedingt
ein vollig verzerrtes Bild. Sie sind manchmal fiir die nichtmodellierten systematischen Anteile teilweise reprédsentativ.
Leider bleibt immer unbekannt, wie grofy die Verzerrungen tatséchlich sind.

26MCA = Maximum Correlation Adjustment

27die am hiufigsten vorkommen



Kapitel 2

Kurze Darstellung der
Ausgleichung nach maximaler
Korrelation

2.1 Allgemeine Bemerkungen

Die Grundidee der hier beschriebenen Ausgleichung nach maximaler Korrelation besteht darin, ausge-
hend vom einzig vorhandenen, nimlich dem unvollstindigen Modell (1.4), die Parameter weder unter
der Bedingung (1.5), welche der Minimierung der Lo—Norm entspricht, noch unter einer Bedingung,
die auf einer anderen Norm basiert (L1, Lo, -..) zu bestimmen, sondern unter der Forderung, dafl
der Korrelationskoeffizient zwischen dem unvollstindigen Modell und den Daten maximal wird:

72 (f(u),1) — max. (2.1)

Dadurch wird nicht eine Funktion der Residuen (z.B. eine Norm) minimiert und somit kénnen diese
nicht als ,,in einem gewissen Sinne minimal“ angesehen werden. Wie bekannt, fiihrt eine Minimierung
von Residuen in den Féllen, in denen die Daten systematische Einfliisse enthalten, einerseits zu nicht
interpretierbaren Residuen und andererseits zu nicht realistischen Losungen fiir die Modellparameter.

Von einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation wird erwartet, dafl sie in den Daten nur die
Formen des unvollsténdigen Modells f(u) identifiziert und die Residuen nicht zum Minimum zwingt.
Somit sollte beides, sowohl besser interpretierbare Residuen als auch realistischere Modellparameter
gefunden werden.

Aus den oben genannten Griinden sehe ich keine Moglichkeit, die Ausgleichung nach maximaler
Korrelation in dem Sinne und der Form, wie diese in der vorliegenden Arbeit eingefiihrt und betrachtet
wird, statistisch zu begriinden — meine Begriindung ist geometrischer Art: der Vergleich von Formen.

An dieser Stelle sei erwéhnt, daf in der Literatur auch geometrische Begriindungen der Ausglei-
chung nach kleinsten Quadraten zu finden sind'. Geometrische Deutungen dieser Methode kommen
noch hiufiger vor, entweder als diesem Aspekt gewidmete Artikel (s. z.B. [Moritz 1966]) oder als
Parallel- oder Zusatzbetrachtungen innerhalb einer grundsétzlich von Statistik geprigten Betrachtung
(s. z.B. [Kolmogorov 1946], [Bjerhammar 1973] oder [Grafarend und Schaffrin 1993]). Weiterhin ist
in der Literatur eine ganze Reihe von Abhandlungen zu finden, in denen die Ausgleichung nach klein-
sten Quadraten mit den Prinzipien der technischen Mechanik oder der Physik in Bezug gesetzt wird.
Beispielsweise werden in [Gaufl 1829] und in [Jéger 1988] Analogien aufgestellt, in [Wellisch 1904]
und [Friedrich 1943]? wird die Methode der kleinsten Quadrate aus der Mechanik hergeleitet und in
[Linkwitz 1961] und [Milev 2000] werden mechanische Uberlegungen und Ausgleichungsrechnung ge-
geniibergestellt. Schlielich gab es auch Versuche, robuste Schétzverfahren physikalisch zu begriinden,
s. z.B. [Saleh 2000].

ILetztendlich handelt es sich auch dann um Minimierung einer Vektornorm, wenn diese Minimierung statistisch
gerechtfertigt wird.

2 Durch die nachstehenden Darlegungen wird bewiesen: Man kann die M.d.kl.Qu. ohne wahrscheinlichkeitstheore-
tische Erwagungen vollig allgemeingiiltig . ..aus den Grundlagen der Mechanik herleiten ...“
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In der Literatur gibt es Betrachtungen der maximalen Korrelation, die mit der hier beschriebenen
mehr oder weniger verwandt sind. Ein Beispiel dafiir liefert die Literatur zur Mustererkennung, s. z.B.
[Avi-Itzhak u.a. 1995]. Bei dieser Aufgabe entsprechen aber oft andere Kriterien besser der Natur des
Problems, so daf} die Maximierung der Korrelation in einigen Literaturquellen zur Mustererkennung
nur beildufig als Moglichkeit erwogen wird, s. z.B. [Young u.a. 1986] oder [Gyergyek u.a. 1988].

Beispiele zur Anwendung der Mustererkennung gibt es in der Geodésie vor allem in der , Very
Long Baseline Interferometry“ (VLBI), s. z.B. [Moritz und Mueller 1987] und in der digitalen Bild-
verarbeitung, s. z.B. [Kreiling 1976], [Boochs 1984], [Gopfert 1987] oder [Mather 1987]. Die diskrete
Natur der Daten in diesen Anwendungen bewirkte, dafl nur solche Algorithmen erarbeitet wurden,
die durch systematisches Ausprobieren und Vergleichen nach Losungen suchen, welche die hichste
Korrelation liefern. Das Gleiche gilt fiir die Anwendung der maximalen Korrelation bei digitalen Ni-
vellieren ([Géchter u.a. 1984], [Ingensand 1990]) und in der Navigation ([Shokhin und Bykova 1998§],
[Bykov und Gritchanyuk 1998]). Eine Theorie der Ausgleichung nach maximaler Korrelation wurde
dabei nicht entwickelt.

In [Stephens 1979] wird die Korrelation zwischen zwei Siitzen gerichteter Grofien mit gemeinsamem
Ursprung als Korrelation zwischen den dazugehorigen Einheitsvektoren, d.h. in einem gewissen Sinne
der Korrelation zwischen Richtungen, definiert. Die maximale Korrelation wird durch Drehung von
einem der beiden Sitze gesucht. Die dadurch eingefiihrte Ausgleichung nach maximaler Korrelation
kann als ein Spezialfall der in dieser Arbeit betrachteten Ausgleichung verstanden werden.

In [Baczkowski und Mardia 1990] wird die Prédiktion aufgrund der Maximierung des quadrierten
Korrelationskoeffizienten betrachtet, wobei die Korrelation im gleichen Sinne wie in der vorliegenden
Arbeit verstanden wird. Die Zielsetzung ist dort aber eine andere (Dateninterpolation), weshalb ein
stochastisches Modell postuliert wird, worauf auch die dort vorgeschlagene Auflésung der bei einer
Ausgleichung nach maximaler Korrelation auftretenden Mehrdeutigkeit basiert.

Weiterhin soll ein Mifiverstéindnis vermieden werden. Es bietet sich an, die Frage zu stellen,
ob die Ausgleichung nach maximaler Korrelation nicht etwas sehr dhnliches oder gar das Gleiche
wie die Maximum-Likelihood-Methode ist. Dazu ist anzumerken, dafl bei der Maximum-Likelihood-
Methode (s. z.B. [Bjerhammar 1973] oder [Koch 1980]) eine Likelihood-Funktion, d.h. im Grunde eine
Wabhrscheinlichkeitsdichte maximiert wird. Die Voraussetzung fiir die Anwendung dieser Methode ist
die Kenntnis der Dichtefunktion. Im Falle normalverteilter Beobachtungen liefert die Methode im
GaufB-Markoff-Modell gleiche Losungen wie die Methode der kleinsten Quadrate. Im Gegensatz dazu
benétigt eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation keine statistischen Annahmen?®. Deshalb ist
ihre Beziehung mit der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten von stochastischen Annahmen véllig
unabhiingig. Diese Beziehung hingt allein von den Eigenschaften des deterministischen Modells f(u)
ab (s. Abschnitt 2.3.6).

Bei der Quasi-Likelihood-Methode (s. z.B. [Wedderburn 1974], [McCullagh 1983]) weist die
Quasi-Likelihood-Funktion hochste (maximale) quadrierte Korrelation mit der unbekannten wah-
ren Likelihood-Funktion (s. [Li 1993]) auf. Diese Methode kann deshalb als eine Verallgemeinerung
der Maximum-Likelihood-Methode betrachtet werden. Trotz maximaler Korrelation hat auch diese
Methode wenig Gemeinsames mit der hier vorgestellten Ausgleichung nach maximaler Korrelation.

Weiterhin sind in der Literatur aus verschiedenen Fachgebieten mehrere Arbeiten vorhanden, in
denen der Begriff mazimale Korrelation zu finden ist. Interessanterweise kann daraus ersehen werden,
daB der Begriff Korrelation in einem fast beliebigen Sinne benutzt werden darf*. So wird beispielsweise
in [Feng u.a. 1998] die Korrelation zwischen einer Booleschen Funktion und Boolescher (linearen oder
nichtlinearen) Kombinationen einer Untermenge ihrer Variablen betrachtet und maximiert, wobei
die Korrelation als Differenz zweier Wahrscheinlichkeiten definiert wird. In [Zhang 1994] wird der
Begriff ,Korrelation“ ebenso in einem modifizierten Sinne benutzt und die maximale Korrelation wird
eingesetzt, um eine ,optimierte“ Wahl der Knotenpunkte bei der Modellierung mit Splines zu erzielen,
in [Perico und Pratolongo 1997] geht es um die Wahl der Variablen, die beriicksichtigt werden.

Anlaf§ fiir die Entwicklung der hier betrachteten Ausgleichung nach maximaler Korrelation war
ein Anwendungsbeispiel aus der physikalischen Geodisie, s. Einleitung.

3Die Minimierung der L2-Norm bei der Methode der kleinsten Quadrate ist durchfiihrbar, unabhingig davon, ob es
tiberhaupt zu einer statistischen Interpretation kommen soll. Genauso ist eine Maximierung des Korrelationskoeffizien-
ten von einem moglichen statistischen Kontext nicht abhéngig.

4Das Gleiche gilt fiir viele andere Begriffe, die in der wissenschaftlichen Terminologie auftreten. Dieser Umstand ist
eine der wichtigsten Quellen aller Mifiverstdndnisse in wissenschaftlichen Diskussionen.



Die Darstellung in der vorliegenden Arbeit basiert jedoch auf [Petrovi¢ 1991], ist aber mit der
dortigen Betrachtungsweise nicht mehr in allen Punkten identisch. In der zitierten Arbeit wurde nur
die Ausgleichung nach maximaler Korrelation ohne Gewichte eingefiihrt. Nun ist es gelungen, diese
Ausgleichung auf gewichtete bzw. korrelierte Beobachtungen auszudehnen.

Noch wichtiger ist die Tatsache, dafl ich damals versuchte, durch zusétzliche, mehr oder weniger
logische, letztendlich aber mathematische und deshalb der Natur des Problems nicht immer entspre-
chende zusitzliche Bedingungen® stets eine eindeutige Losung zu erzwingen. Aufgrund der Einsicht,
daf} es vorteilhaft sein kann, die ganze Losungsklasse zu erzeugen (s. Abschnitt 1.4 und 3.1), mufl nun
die allgemeine Strategie zur Losung des Problems ergéinzt und modifiziert werden (s. insbesondere
Abschnitte 2.3.4 und 2.3.5).

2.2 Korrelationskoeffizient

Unter ,,Korrelation“ ist in dieser Arbeit immer die lineare Korrelation gemeint, die nicht nur in der
geoditischen Literatur von grofiler Bedeutung ist®. Der Korrelationskoeffizient beschreibt die Bezie-
hung zwischen zwei in numerischer Form ausgedriickte Eigenschaften von Objekten. Dementsprechend
werden jedem Objekt zwei Werte zugeordnet. Alle Objekte werden in einer Menge zusammengefaf3t.
Diese Menge ist die Doméne (Definitionsbereich) zweier reellen Funktionen”, deren Werte in einer 1—1
Zuordnung stehen. Die gemeinsame Doméne dient im Prinzip nur diesem Zweck, der Realisierung der
genannten 1 — 1 Zuordnung, und wird aus diesem Grund in den meisten gingigen Definitionen nicht
explizit erwihnt (s. z.B. [Rainsford 1957], [Wolf 1968], [Groimann 1969], [Koch 1980]). Dennoch ist
die Doméne immer implizit vorhanden. Die Definition des Korrelationskoeffizienten kann somit in
folgende Form iiberfiihrt werden, s. auch [Petrovié 1991].

Definition 2.1 Flir eine beliebige Menge X C R™ und zwei beliebige reelle Funktionen f: X — R
und g : X — R wird der Korrelationskoeffizient r zwischen den Mengen Y = f(X) = {Y : YV =
F(X),XeX}und Z=9(X)={Z:7Z=g(X),X € X} durch die Gleichung

(J( =Y)(Z - Z)dX)?

=0 2) = T (7 - 72X

definiert, wobei
/YdX /ZdX
Y= 7= (2.3)

I

Die Definition 2.1 ist nur dann anwendbar, wenn alle Integrale in den Ausdriicken (2.2) und (2.3)
existieren. In praktischen Anwendungen ist die Anzahl der Daten immer endlich, wodurch sich die
obige Definition wie folgt spezialisieren 148t.

Definition 2.2 Fiir eine beliebige Menge X = {X;, Xs,..., X, } und zwei beliebige reelle Funktionen
f: X — Rund g: X — R wird der Korrelationskoeffizient r zwischen den Mengen Y = f(X) =
{Vi:Vi=f(X:),X: € X} und 2 =g(X) ={Z;: Z; = g(X;), X; € X} durch die Gleichung

O i =Y)(2 - 2))

r?=r?(Y,2)= =L _ (2.4)
Z(Yi -Y)? Z(Zi -Z)

5Die im Abschnitt 3.2.1 der vorliegenden Arbeit innerhalb der Residuenanalyse behandelten zusitzlichen Bedingun-
gen sind von einer anderen Art. Diese kommen nicht aus rein mathematischen Uberlegungen hervor, sondern dienen
dem Versuch, einige Eigenschaften der systematischen Einfliisse ndherungsweise zu beschreiben.

6Im Abschnitt 2.1 wurde dokumentiert, dal der Begriff Korrelation in der Literatur auch in anderen Bedeutungen
zu finden ist.

"Dabei wird keine Einschrinkung auf stochastische oder eine andere Art von Funktionen mit reellen Werten vorge-
nommen.



definiert, wobei

(2.5)

r=% (Yi-Y)(Z -2 (2:6)

oder gar durch
r=> YiZ (2.7)

definiert wird, s. z.B. [Wiener 1970].

Wird weiterhin fiir die beiden Funktionen f und g ein stochastischer Charakter angenommen, kann
fiir den Korrelationskoeffizienten (2.4) eine entsprechende Fehlerschiitzung hergeleitet werden. Im Fal-
le, da8 noch dazu Ausreifler (aber keine systematischen Fehler) im Datenmaterial vermutet werden,
bietet es sich an, in Analogie zu den robusten Ausgleichungsverfahren, einen ,,robusten Korrelations-
koeffizienten® einzufiihren. Derartige Aufgabenstellungen werden u.a. in [Steiner und Hajagos 2001]
erortert.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dafl das Datenmaterial bereits von Ausreiflern gesédubert
wurde, die systematischen Fehler aber nicht auszuschlieflen sind. Dementsprechend wird die lineare
Korrelation im Sinne der Definition 2.2 benutzt, ein stochastischer Charakter der beiden Funktionen
f und g wird aber nicht vorausgesetzt.

Werden die Bezeichnungen

a+eY={a+cY;: Y= f(X;),X; e X},

(2.8)
c3+cZ = {03 +cu 2 Z; = g(Xi),Xi S X}

eingefiihrt, dann ist der Beweis einfach zu erbringen, dafl eine Verschiebung oder Streckung der Menge
Y (oder Z) den Wert des Korrelationskoeffizienten fiir beliebige reelle Zahlen ¢1, ¢2, ¢3 und ¢4 nicht
dndert (s. z.B. [Baczkowski und Mardia 1990] oder [Petrovi¢ 1991)):

r2(c1 + oV, c3 + e 2) =r3(Y, 2). (2.9)

Die Definitionen 2.1 und 2.2 ermdglichen es, im Falle X C R™, den Korrelationskoeffizienten r
als Merkmal der Beziehung zwischen zwei geometrischen Konfigurationen im R™*! zu betrachten;
und zwar als Beziehung der Graphen der Funktionen f und ¢ zueinander. Auf diese Weise wird
r? (oder |r|) ein Maf} dafiir, wie verwandt die Formen der beiden Konfigurationen sind®. L8t sich
eine der beiden Konfigurationen durch eine Tramslation und eine Streckung (in die Richtung der
(m + 1)-ten Achse) in die andere {iberfiihren, dann ist der Betrag des Korrelationskoeffizienten gleich
1. Ist diese Uberfiihrung nur niherungsweise moglich, dann beschreibt der Betrag von 72, wie gut die
transformierte Konfiguration der anderen entspricht.

Die Definition 2.2 ermdglicht dariiber hinaus, den Korrelationskoeffizienten zwischen den Vektoren
[ und f(u) (s. Gleichung (1.4)) einzufiihren. Es handelt sich immer um endlich viele, genauer gesagt
n Beobachtungen, daher haben beide Vektoren n Komponenten:

Iy flu)
Iy fu)2

= : , flu) = (: ) . (2.10)
In f(u)n

8Die Verwendung des Korrelationskoeffizienten beim Vergleich geometrischer Formen (angewendet beispielsweise
auf charakteristische Flichen des Erdkérpers und des Erdschwerefeldes, s. [Coli¢ und Petrovié¢ 1984], [Coli¢ u.a. 1987],
[Vuceti¢ u.a. 1990], [Petrovié¢ 1993]) und nicht unbedingt nur bei einem Vergleich stochastischer Variablen oder Funktio-
nen, hat die Erarbeitung der in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Art der Ausgleichung nach maximaler Korrelation
veranlaflt. Die Zielsetzung hat sich aber gedndert; es werden nicht mehr nur die Formen physikalisch definierter Fldchen,
sondern beliebige in den Daten und Modellen enthaltene Formen verglichen.



Die Doméane X wird

X={i:i=1,...,n} ={1,2,...,n} (2.11)
und dementsprechend
X; =1, (2.12)
Y = fu)i (2.13)
Z; =1, (2.14)

woraus folgt

-
V)
—~
~
—~
S
N
~
N
|
3
-
=
3

. (2.15)

> (Fw)i — f)> (1 = 1)

=1 =1

Dieser Korrelationskoeffizient vergleicht die Formen des unvollstéindigen Modells f(u) mit den in den
Daten [ enthaltenen Formen. Bei einem vollstindigen Modell? und fehlerfreien Messungen (sy = 0
und z = 0) ergiibe sich fiir r? ein Wert von 1.

2.3 Ausgleichung nach maximaler Korrelation

2.3.1 Definition

Die Idee der Ausgleichung nach maximaler Korrelation besteht darin, statt minimale Residuen gem#f
(1.5) zu verlangen, den Korrelationskoeffizienten (2.15) zwischen dem unvollsténdigen Modell und den
Daten zu maximieren:

r?(f(u),1) — max. (2.16)

Auf diese Weise werden nicht die unbekannten Modellparameter gesucht, indem die Residuen zum
Minimum gezwungen werden. Es werden lediglich die Formen des vorhandenen, unvollstindigen Mo-
dells in den Daten identifiziert. Dementsprechend 148t sich eine solche Ausgleichung folgendermafien
einfiihren.

Definition 2.3 Sei X = {1,2,...,n}, g: X — R definiert durch g(i) = l;, f(u) : X — R definiert
durch f(u)(i) = f(u);, weiterhin F C {f(u) : u € R™} die gegebene Klasse reeller Funktionen und
Y = f(u)(X), Z = g(X). Falls es ein Element f(u) € F gibt, so daffi r*(V,Z) = r?(f(u),l) den
mazximal mdglichen Wert beziiglich aller Elemente der Klasse F annimmt, dann ist die Funktion f(u)
die Lésung des Problems der Ausgleichung nach maximaler Korrelation.

Diese Definition fiihrt eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation ein, in der alle Beobach-
tungen gleichgewichtig sind. In [Petrovi¢ 1991] wurde nur dieser Spezialfall betrachtet. Inzwischen
hat sich gezeigt, daf in Analogie zur Ausgleichung nach kleinsten Quadraten auch gewichtete und
korrelierte Beobachtungen einfiihrt werden kénnen.

2.3.2 Verallgemeinerung auf gewichtete und korrelierte Beobachtungen

Jede Ausgleichung nach kleinsten Quadraten mit Gewichten 148t sich bekanntlich in eine andere
Ausgleichung!® ohne Gewichte iiberfiihren!?, s. z.B. [Linnik 1961]. Aus (1.4) folgt

piv; = pi(f(w)i — 1:)* = (Vpif (u)i — /pili)*. (2.17)

9mit bekannten und fehlerfreien Parametern

10Djiese andere Ausgleichung entspricht weder der urspriinglichen Fragestellung, noch einer interpretierbaren Ersatz-
aufgabe.

T Am Anfang war dies auch die eigentliche Methode zur Durchfiihrung einer Ausgleichung mit gewichteten Beobach-
tungen, s. [Bessel und Baeyer 1838]. Die Darstellungsform im zitierten Werk ist ziemlich umstidndlich und dementspre-
chend ist nicht gleich ersichtlich, daf§ es sich grundsidtzlich um die betrachtete einfache Transformation handelt.



Nun kénnen das Ersatzmodell f (u) und die Ersatzbeobachtungen [ eingefiihrt werden:

\/p_lll \/p_lf(u)l \/p_ﬂ)l
/Dz2l2 . VD2 f(u)2 /D202

e e I I PR (2.13)
VPrln Vo f(u)n V/PnUn
Mit
VBT )
0 )
R=| | ‘/_p_2 L (2.19)
0 0 - B
folgt aus (2.18) }
f(u) = Rf(u), (2.20)
[ =RI, (2.21)
= Ru. (2.22)
Anstelle von (1.4) ergibt sich nun
[+3 = f(u). (2.23)

Diese Gleichung induziert eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ohne Gewichte, die mit der
urspriinglichen Ausgleichung mit Gewichten fquivalent'? ist. Es ist ersichtlich, daf§ diese Transforma-
tion unabhéngig davon, ob ein Ausgleichungsproblem linear oder nichtlinear ist, durchgefiihrt werden
kann.

Wird nun eine Matrix P durch

pr 0 -+ 0
0 py -+ O

P=R"R=| . . | _ (2.24)
0 0 - pn

definiert, dann ist diese Matrix die iibliche, aus der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten bekannte
Gewichtsmatrix.
Im Linearfall (vergleiche Abschnitt 2.3.5) ist

f(u) = Au, (2.25)
und die Gleichung (2.20) nimmt die Form
A=RA (2.26)

an. Die Gleichungen (2.21) und (2.22) bleiben unveréindert und das transformierte Modell (2.23) fiir
die Ausgleichung nach kleinsten Quadraten wird

[+ = Au. (2.27)

Eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation mit Gewichten kann auf gleiche Weise eingefiihrt
werden wie bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten. Dazu muf} lediglich die Bedeutung von
Y und Z in Definition 2.3 gemif (2.23) geéindert werden:

(Y, 2) :rz(f(u), ). (2.28)

Eine weitere Verallgemeinerung auf korrelierte Beobachtungen ist sowohl im Linearfall als auch
im allgemeinen Fall problemlos moglich. Die Diagonalmatrix P aus (2.24) mufl dann durch eine ent-
sprechende vollbesetzte Matrix ersetzt werden. Das einzige Problem ist die Darstellung einer solchen
Matrix P in der Form

P=R'R. (2.29)

12Tm Sinne, daf sie gleiche Ergebnisse liefert.



Falls P positiv definit ist, 18t sich die Zerlegung (2.29) durchfiihren!?, beispielsweise mit Hilfe des
Cholesky-Verfahrens. Definition 2.3 zusammen mit (2.20)—(2.21) legt dann eine Ausgleichung nach
maximaler Korrelation fest.

Die Verallgemeinerung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation auf gewichtete und korrelier-
te Beobachtungen 148t sich auch auf eine andere Weise interpretieren, die auf einer Verallgemeinerung
der Definition des Korrelationskoeffizienten beruht und mit der vorgestellten Transformation korre-
lierter in nichtkorrelierte Beobachtungen dquivalent ist.

Mit den Bezeichnungen

b1 O]
I 12:—l , P f(“)2—f(u) (2.30)
ln_Z f(“)n—m

kann die Definition des Korrelationskoeffizienten (2.15) als

(FTL)?

r2(f(u),1) = FTF(ITD) (2.31)

dargestellt werden.
Nach der Verallgemeinerung auf korrelierte Messungen ergibt sich fiir das transformierte Problem

o FTT)?
P2 (Fu), ) = D" (2.32)
(FTF)(LTL)

Diese Darstellung schliefft (2.31) als Spezialfall ein: Ist P (und somit auch R) eine Einheitsmatrix,
dann ist [ = usw., bzw. L = L und F = F.

Die Gleichung (2.32) 148t sich weiter in die Form

T pB7)2
P (Fu),) = —L P (2.33)
(fTPHUTPL)
iiberfiihren, wobei P als transformierte Gewichtsmatrix interpretiert werden kann, mit der sowohl die
Zentrierung als auch die Beriicksichtigung von Gewichten und Korrelationen erfolgt. Diese Transfor-
mation wurde in [Neitzel 2002] ausgearbeitet und im Detail diskutiert.

Nun kann (2.33) als eine verallgemeinerte Definition des Korrelationskoeffizienten angesehen wer-
den.

Formell betrachtet ist eine derartige verallgemeinerte Darstellung auch in einiger Literatur zur
Statistik zu finden'®, meistens unter dem Namen ,coefficient of determination®, s. [Searle 1971],
[Seber 1977] oder [Draper und Smith 1981]. In der neueren geoditischen Literatur wird diese Moglich-
keit, soweit mir bekannt, nur in [Perovi¢ 1998]' eingefiihrt und diskutiert.

Nach der Festlegung des Korrelationskoeffizienten zwischen dem Modell und den Beobachtungen
durch (2.33), anstelle von (2.15), kann die Definition 2.3 der Ausgleichung nach maximaler Korrelation
ohne zusitzliche Modifikationen weiterhin verwendet werden. Die Ausgleichung korrelierter Beobach-
tungen nach maximaler Korrelation bedarf keiner speziellen weiteren Betrachtungen. Es ist einfach
einzusehen, dafl die auf diese Weise definierte Ausgleichung im Falle einer Einheitsmatrix P mit der
davor eingefiihrten Ausgleichung ohne Gewichte und Korrelationen zusammenféllt und im Falle einer
Matrix P, die Gewichte und Korrelationen enthilt, mit dem Ergebnis der Transformation korrelierter
in nichtkorrelierte Beobachtungen identisch ist.

13Die Transformation (2.20)—(2.21) korrelierter in nichtkorrelierte Beobachtungen ist bei einer Ausgleichung nach
maximaler Korrelation also die gleiche wie bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten und basiert auf der Zer-
legung (2.29), s. beispielsweise [Wolf 1968], [Bjerhammar 1973], [Koch 1980]. Die dazu notwendige Bedingung, da8 die
Matrix P positiv definit sein soll, ist bei den meisten fiir die Anwendung relevanten Fragestellungen erfiillt.

14Dort mit einer anderen Zielsetzung und Interpretation eingefiihrt.

15Der ,,coefficient of determination® war auch mir bis vor kurzem unbekannt. Professor Gligorije Perovié¢ hat mich
auf das Vorhandensein dieser Verallgemeinerung des Korrelationskoeffizienten in der Literatur aufmerksam gemacht.



2.3.3 Mehrdeutigkeit der Losung

Aus Definition 2.3 ist ersichtlich, dafl als Losung f nicht eine vollig beliebige Funktion gesucht wird,
sondern, wie bei allen Arten der Ausgleichung, nur eine Funktion f aus einer im voraus festgelegten
Klasse F.

Mit Hilfe der Gleichung (2.9) 148t sich die Frage, unter welchen Umstinden die Losung nicht
eindeutig sein kann, beantworten. Der folgende Satz ergibt sich unmittelbar aus (2.9), vergleiche auch
[Baczkowski und Mardia 1990]'6.

Satz 2.4 Fualls die Losung f der Ausgleichung nach mazimaler Korrelation in einer Klasse F mit
der Eigenschaft

fEF & CI,CQE% = +02f€F (234)

gesucht wird, dann gilt fiir jede Losung fo € ¥, daf alle Funktionen c1 + c2fo € F auch Ldisungen des
gleichen Problems sind.

Dies bedeutet, dafl die Losung nach maximaler Korrelation im Falle (2.34) nicht nur mehrdeutig
ist, sondern aus einer ganzen Unterklasse besteht:

{f cf=c +ceafo Ve, e € %} CF. (235)

Speziell, falls nur
fEF & ceR = Cl+f€F, (236)

dann generiert jede Losung fy eine Klasse der Losungen

{f:f201+f0 VcleéR}QF (237)
und im Falle
fEF & cmeR = CQfEF (238)
ergibt sich
{f : f = 02f0 Ve € §R} CF. (239)

Im Falle der erstgenannten und allgemeineren Gleichung (2.34) kann bewiesen werden, daf} die
Losung nach kleinsten Quadraten zur Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation gehort,
s. [Petrovi¢ 1991]. Damit ist die Losung nach maximaler Korrelation ,,mehrdeutiger” als die Lésung
nach kleinsten Quadraten. Sogar bei Aufgabenstellungen, bei denen die Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten eine eindeutige Losung liefert!7, ist die Losung nach maximaler Korrelation nicht eindeutig,
was bei der Interpretation der Residuen von groflem Vorteil sein kann, s. Abschnitt 3.2.

In der Literatur zur Statistik, s. z.B. [Rao 1973], ist hiufig der Beweis zu finden, daf die durch eine
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten gefundenen Modellparameter einer linearen Regression den
Betrag des linearen Korrelationskoeffizienten maximieren. Die Frage, ob es weitere Losungen gibt, die
diesen Betrag genauso maximieren, wird nicht diskutiert. Deshalb wird aufgrund dieser Erorterungen
keine Ausgleichung nach maximaler Korrelation erarbeitet, sondern grundsitzlich nur eine Eigenschaft
der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten festgestellt.

Alle drei Konstellationen, (2.34), (2.36) und (2.38), sind zumindest theoretisch denkbar. Die erste
und die dritte kommen in den Anwendungen auf alle Fille vor, s. Abschnitt 2.3.5, wobei die zweite
in der Praxis nur schwer vorstellbar ist. Der Suche nach der Losung f in einer Klasse F, die keine der

drei genannten Eigenschaften besitzt, scheint keine Anwendung zuzuordnen zu sein'®.

16«Obviously, this is not unique as squared correlation is invariant under change of scale and origin. This point is
glossed over in the literature.” (,,Offensichtlich ist dies nicht eindeutig, da die quadrierte Korrelation unter Mafstabs-
und Ursprungsinderung invariant bleibt. Dieser Punkt wird in der Literatur vertuscht.*)

17Bekanntlich werden solche Aufgabenstellungen am hiufigsten betrachtet.

18Djese Tatsache ist keine spezifische Eigenschaft der Ausgleichung nach maximaler Korrelation, sondern eine allge-
meine Eigenschaft der in der Geodisie betrachteten Fragestellungen.



2.3.4 Losung des Ausgleichungsproblems nach maximaler Korrelation

Die Klasse F' der Funktionen in Definition 2.3 ist v6llig willkiirlich. Das ermoglicht eine sehr allgemeine
Definition der Ausgleichung nach maximaler Korrelation.

Ohne Einfithrung von Einschrinkungen ist es aber nicht moglich, eine mathematisch fundierte
Losungsstrategie auszuarbeiten. Dieses gilt natiirlich nicht nur fiir eine Ausgleichung nach maximaler
Korrelation, sondern genauso fiir eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten, bzw. fiir jede denkbare
Form der Ausgleichung.

Bei jeder praktischen Anwendung gibt es ein (vollstindiges oder unvollstindiges) mathematisch
beschreibbares Modell. Diesem Wissen folgend wird nun die gleiche Annahme akzeptiert, die auch bei
allen anderen Arten der Ausgleichung gemacht wird, ndmlich daf eine analytische Formel (mathe-
matischer Ausdruck) existiert, die alle Funktionen f € F beschreibt. Mit anderen Worten, es gibt
eine reelle Funktion F': X x ™ — R mit der Eigenschaft, dal jede Auswahl eines Parametersatzes
{u1,us,...,un} einer der Funktionen f € F entspricht:

f(X)=F(X,ui,us,...,un) VX €X. (2.40)

Umgekehrt, jede Funktion f € F soll eine derartige Darstellung haben. Der folgende Satz kann
bewiesen werden, s. [Petrovi¢ 1991].

Satz 2.5 Sei X = {i : i = 1,...,
definiert (Definition 2.3) sei mindestens einmal nach uy, (k = 1,...,
wird bezeichnet

n} und die Funktion F : X x ®™ — R, die die Klasse F
m) differenzierbar. Weiterhin

)
Z; = g(l) =1,
Fz:F(i7u17u2> ,Um),
>z Y b (2.41)
Z==—=2_=7
n n
ZF(i,Ul,Ug, ,’U,m) ZFl
= = e
F=2 ) =12 T J

Ist fo(u) € F eine Losung, dann erfillen die dazugehirigen Werte der Parameter uy, das Gleichungs-
system

n T n
o(F;,— F - — )
3 y(li -0 (F - F)?
i=1 i=1
— Z( )(1; — 1) O(Fi — F) -0 > (2.42)
3 Uk
i=1 i=1
(k = 17 27 7m)' J
Mit den Abkiirzungen
Wi=lLi—1 (i=1,2,...,n) (2.43)
und durch eine kleine Umformung unter Beriicksichtigung der Tatsache daf
n
> wWi=0, (2.44)
i=1
1a8¢ sich das Gleichungssystem (2.42) in die folgende Form bringen:
OF; ) - oF
(Ene) (rrorm)- (S (e -ori) -
=1 (2.45)

(k=1,2,...,m).



Das Gleichungssystem (2.42) bzw. (2.45) ist im allgemeinen nichtlinear. Die daraus resultierende
Schwierigkeit ist mit der bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten gleichwertig. In den meisten
fiir die Anwendung relevanten Féllen resultiert eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ebenso
in einem nichtlinearen Gleichungssystem der ,,Normalgleichungen®, siehe beispielsweise [Sansd 1973],
[Teunissen 1990], [Grafarend und Schaffrin 1991] und [Dermanis 1998].

Wie wird das Problem der Nichtlinearitit bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten geldst?

Im selten auftretenden Spezialfall'® (z.B. bei der Ausgleichung eines Nivellementsnetzes) sind die
»Beobachtungsgleichungen* (1.4) linear. Die Bedingung (1.5) resultiert dann in linearen ,Normalglei-
chungen®, die mit den bekannten Methoden direkt gel6st werden konnen.

Aus dieser Tatsache ergibt sich eine mégliche allgemeine Vorgehensweise (in der Literatur meistens
Gaufl—Newton—Verfahren genannt): Die Beobachtungsgleichungen werden vor Einfiihrung der Bedin-
gung (1.5) linearisiert. Dieses Verfahren ist sehr verbreitet, einige Literaturquellen erwecken sogar den
Eindruck, daf} es keine anderen Moglichkeiten gibt, das Problem zu 16sen, s. z.B. [Reissmann 1962]2°,
[Wolf 1968]*!, oder [Grofimann 1969]. Das Fragwiirdige bei dieser Methode besteht darin, daf§ gleich
am Anfang die eigentliche Fragestellung durch eine andere (lineare) ersetzt wird und die Ausgleichung
mit der neuen Aufgabenstellung durchfiihrt wird. Die Ergebnisse sind davon abhiingig, wie genau das
lineare Modell das urspriingliche reprisentiert. Die Qualitit dieser Approximation hingt wiederum
von der Giite der eingefiihrten, fiir die Linearisierung notwendigen, N&dherungswerte fiir die Losungen
ab. Dabei ist es sehr schwierig, im voraus abzuschitzen, wie gut die Ndherungswerte sein miissen.
Dies ergibt sich aus der Tatsache, daf3 unterschiedliche nichtlineare Probleme nicht ,in gleichem Ma-
Be“ oder nicht ,gleich stark® nichtlinear sind. Deshalb wird in [Liu 2000] die Frage erortert, welche
nichtlinearen Probleme linearisiert werden diirfen und welche nicht. Dabei wird die Kriimmung als
Maf fiir die Nichtlinearitit eines Problems benutzt.

Trotz allem funktioniert die beschriebene Vorgehensweise in vielen, fiir die Praxis wichtigen Fallen
recht gut; insbesondere, wenn sie iterativ durchgefiihrt wird. Die durchzufiihrende Iteration unterschei-
det sich bei dieser Interpretation des Gaui—Newton—Verfahrens von den ,normalen®, bei numerischen
Verfahren iiblichen Iterationen. Ein Iterationsschritt besteht dann aus dem Ersetzen eines Modells
und anschliefender Ausgleichung mit dem Ersatzmodell.

Ein Nachteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dal es Problemstellungen gibt, bei denen die
Iteration nie konvergiert, unabhéngig davon, wie gut die Ndherungswerte sind. In [Schwetlick 1979]
ist ein Beispiel zu finden, bei dem die Konvergenz nur dann gewéhrleistet ist, wenn die Niherungs-
werte exakt mit der gesuchten Losung iibereinstimmen. Da die Losung nie im voraus bekannt ist,
wurden in [Schwetlick 1979] die Bedingungen fiir die Konvergenz des Gaufi—Newton—Verfahrens de-
tailliert untersucht und mehrere Modifikationen?? des Verfahrens vorgeschlagen, die die Konvergenz
garantieren?3,

Andererseits 148t sich aber zeigen, s. z.B. [Teunissen 1990], da$ sich diese Vorgehensweise auch an-
ders interpretieren 148t, ndmlich als ein iteratives Verfahren zur Losung des urspriinglichen Problems.
Die entsprechenden Analysen, die auf differentialgeometrischen Untersuchungen basieren, erméglichen
eine Modifikation der Schrittweite, die eine lokale Konvergenz garantiert*.

Da aber kein beliebiger kritischer (stationiirer) Punkt gesucht wird, sondern das globale Minimum,
reicht die lokale Konvergenz nicht aus. Der Erfolg ist weiterhin von den Ndherungswerten abhingig. Es
gibt also auch Aufgabenstellungen, bei denen diese Strategie wegen unzureichender Niherungswerte
versagt, s. z.B. [Mautz 2001].

19 Tinearity is rather the exception than the rule in modeling reality, ... ([Dermanis und Sansé 1995])

20 Fiir die weitere Rechnung ist es erforderlich, daB die Verbesserungsgleichungen in linearer Form vorliegen. In vielen
Fillen wird dies bei (1) noch nicht zutreffen. Man mufl dann die urspriinglichen Verbesserungsgleichungen linearisieren.“

21 Eine Besonderheit der Ausgleichungsrechnung ist es, da8 sie in (210,1) immer nur lineare Beziehungen voraussetzt.
Trifft dies von Haus aus nicht zu, so mufl man unter Einfiihrung von beliebig wihlbaren Niherungswerten zq (fiir die
Unbekannten x) eine Zerlegung

x; = x0; + 0z, G=12,...,u) (210, 3)
herbeifiihren, wobei die Zuschldge dx; hinreichend klein sein sollen und ihre numerische Ermittlung dann das Ziel der
Ausgleichung darstellt. Nimmt man sodann eine Entwicklung nach dem Satz von Taylor ...“

22 Gedampftes GauB-Newton—Verfahren mit akzeptierten Schitzwert®, ,Geddmpftes GauB-Newton—Verfahren mit
modifizierter Cholesky-Zerlegung®, ,,Regularisiertes Gaui—Newton—Verfahren*, , Ableitungsfreies gedimpftes Gaufi—
Newton—Verfahren mit modifizierter Cholesky-Zerlegung®.

23Es scheint aber, daf§ die geoditische Standardsoftware solche Modifikationen selten enthilt.

24Daraus ergibt sich wieder eine Variante des geddmpften GauB-Newton—Verfahrens.



Eine zweite Moglichkeit besteht darin, die Bedingung (1.5) auf die urspriinglichen nichtlinea-
ren Beobachtungsgleichungen anzuwenden. Daraus resultieren nichtlineare Normalgleichungen. Diese
kénnen nur in einigen Féllen direkt geldst werden?®. Wenn es nur endlich viele kritische (stationire)
Punkte gibt, sind keine Nidherungswerte notwendig: alle kritischen Punkte kénnen bestimmt werden,
entsprechende Werte der Zielfunktion berechnet und dadurch das globale Minimum gefunden wer-
den. Beispiele fiir eine direkte Losung nichtlinearer Probleme sind unter anderem in [Sanso 1973],
[Jovici¢ u.a. 1982b], [Teunissen 1988] und [Marchenko u.a. 2001] zu finden.

Sind die nichtlinearen Normalgleichungen nicht direkt losbar, kann zuerst versucht werden, sie
weitestgehend zu vereinfachen und erst dann die numerischen, iterativen Methoden anzuwenden.
Diese Vorgehensweise ist beispielsweise in [York 1966], [Bopp und Krauss 1977], [Jovi¢i¢ u.a. 1982a]
und [Lohse 1994] zu finden. Eine systematische Vorgehensweise zur Zerlegung nichtlinearer Probleme,
die gewisse, relativ allgemeine Eigenschaften haben, in ein lineares und ein nichtlineares Problem, so
daf die Losung in zwei Schritten erfolgen kann, ist in [Teunissen 1988] zu finden.

Ein Spezialfall dieser Vorgehensweise ist das Newton-Raphson—Verfahren (s. z.B. [Lohse 1994]),
bei dem die nichtlinearen Normalgleichungen ohne vorherige Umformungen (weil beispielsweise keine
Vereinfachung moglich war) linearisiert werden. Immer wenn numerische iterative Methoden einge-
setzt werden, stellt sich die Frage nach einer Strategie fiir die Bereitstellung der Ndherungswerte und
so ist es auch in diesem Falle.

Eine dritte Moglichkeit besteht darin, bei der Suche nach dem Minimum auf die Benutzung der
Differenzierbarkeit zu verzichten und durch systematisch-stochastisches Ausprobieren (sog. heuri-
stische Verfahren) solche Losungen fiir die Modellparameter zu finden, die die Zielfunktion ) pvv
minimieren, s. z.B. [Mautz 1999], [Mautz 2001].

Bei einer Ausgleichung nach mazimaler Korrelation sind die gleichen drei Lisungsansdtze, wie
bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten, mdglich.

Bei linearen Problemen gibt es eine einfache Vorgehensweise, die direkt zur Losung fiihrt, s. Ab-
schnitt 2.3.5.

Bei nichtlinearen Problemen kann das urspriingliche Modell durch ein lineares ersetzt werden und
mit ihm die Ausgleichung durchfiihrt werden. Die entstehenden Probleme der Niherungswerte, der
iterativen Methode, usw. sind vollig identisch mit den Problemen bei der Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten und die vorgeschlagene Vorgehensweise funktioniert in der Regel genauso gut wie bei einer
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten.

Direktes oder numerisches Losen des nichtlinearen Gleichungssystems ist ebenso bei der Maximie-
rung der Korrelation anwendbar. Ein Beispiel dafiir findet sich in [Neitzel 1998].

Schlieflich ist auch ein Einsatz der heuristischen Verfahren moglich, wenn lediglich die Zielfunktion
S ov (bzw. Y pvv) durch 72(f(u),1) (bzw. r2(f(u),1), s. (2.23)) ersetzt wird und statt des globalen
Minimums das globale Maximum gesucht wird.

2.3.5 Lineare Probleme

Unter ,linearen Problemen® wird, in Analogie zur Ausgleichung nach der Methode der kleinsten
Quadrate, der Fall bezeichnet, in dem das urspriingliche Modell f(u) bereits linear ist:

f(u) = Au, (2.46)
d.h.
l+v=Au. (2.47)
Hier sind
a11 a2 - Qim
@21 A22 "t A2m
A= , (2.48)
7758 ap2 o Apm

25 Nichtlinearitit bedeutet nicht automatisch Nichtlosbarkeit.



bzw.

Ul I U1
Us ls (%]

u = . , =1 .1, v= - (2.49)
Um, ln Un,

Dementsprechend reprisentiert (2.47) die linearen Beobachtungsgleichungen fiir vermittelnde Be-
obachtungen in dem in der Literatur tiblichen Sinne. Wenn nun die Bedingung

r?(Au,l) — max (2.50)

aufgestellt wird, verwandelt sich das Gleichungssystem (2.45) wegen

j=1
OF;
6”]::aik (1217277n7k:17277m) (252)
und
OF 1
_— = = ik k:1,2,..., 253
Yar = n 2 air, m) ( )
in
2 2 )
n B n m 1 n m
(Z air (l; — l)> Z Zaijw - Zzaijw
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

n m _ n m 1 n n m 2.54
— Zzaij (lZ — l) Uj ZZaijaikuj - E (Z aik> Zzaijuj =0 ( )
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

(k=1,2,...,m). )

Im Gegensatz zur Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ist dieses System nicht linear und scheint
auf ersten Blick nicht elementar 16sbar zu sein. Es gibt aber einen Weg, die Lésung auf eine einfache
Weise zu gewinnen, ohne das Gleichungssystem (2.54) direkt zu losen. Dieser Weg hat zusitzliche
Vorteile.

Aus (2.47)—(2.49) ist ersichtlich, daff das lineare Modell die Eigenschaft (2.38) automatisch besitzt,
weil fiir jede beliebige Auswahl der Parameter uy,us, . . ., t,, die dazugehorige Auswahl @y, s, - . ., Uy,
(@ = couy) existiert, so dafl

coAu = Ad. (2.55)

Dementsprechend ist die Losung nach maximaler Korrelation nicht eindeutig, sondern eine ganze
Klasse.

Das Modell hat aber nicht immer die stiirkere Eigenschaft (2.34), so daf} die zugeordnete Losung
nach kleinsten Quadraten nicht unbedingt eine der Losungen nach maximaler Korrelation sein muf.

Im Spezialfall, wenn eine Spalte von A gleiche Elemente enthilt, d.h.

Jje{l,...,m}:a;5=0a Vie{l,...,n} (2.56)

dann hat das Modell offensichtlich ebenfalls die Eigenschaft (2.34). Die Losung 148t sich dann sehr
einfach finden: alle Losungen nach maximaler Korrelation bilden die Klasse

{f cf=c +ceafo Ve, e € %} CF, (257)

wobei fy eine beliebige aus der Menge aller Losungen sein kann. Die Klasse aller Losungen enthiilt
in diesem Falle auch die Losung nach kleinsten Quadraten (s. Abschnitt 2.3.3), daher kann diese
Losung fo Grundlésung genannt werden und daraus die Klasse (2.57) generiert werden. Ein Beispiel
fiir diesen Spezialfall ist die Anpassung eines Polynomes an einen vorhandenen Datensatz.



Im Allgemeinfall, bei dem die Bedingung (2.56) nicht erfiillt ist, bietet sich folgende Vorgehensweise
an: Da r2(Au,l) = r?(k + Au,l), hat

I +v = Ba, (2.58)
mit
k
1 a1 a2 -+ aim
Uy
1 an az -+ am R
B=|_. = T, A= | owe | (2.59)
1 apn1 an2 -+ anm
Um
die gleiche Losung (nach maximaler Korrelation) fir uq,...,u,, wie (2.47). Das Gleichungssystem

(2.58) besitzt aber die wichtige Eigenschaft (2.34), so daf sich seine Loésung nach maximaler Korrela-
tion aus der Losung fo nach kleinsten Quadraten erzeugen 1i8t. Dariiberhinaus ist fo (gleich wie fo,
aber ohne k) eine Losung des urspriinglichen Problems (2.47) und die Generierung der ganzen Klasse
kann unmittelbar durchgefiihrt werden.

Interessanterweise gibt es Problemstellungen, in denen anscheinend nur die Bedingung (2.38)
erfiillt ist und die Losung nach kleinsten Quadraten trotzdem zur Klasse der Losungen nach ma-
ximaler Korrelation gehort. Das ist genau dann der Fall, wenn die Matrizen A und B von gleichem
Rang sind. Dann spielt es keine Rolle, ob die Grundldsung fo direkt aus (2.47) gewonnen wird, oder aus
dem erweitertem System (2.58). Das erweiterte Gleichungssystem liefert bei der Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten eine singulidre Normalgleichungsmatrix, so daf} eine ihrer Losungen (ndmlich
diejenige bei der k£ = 0) mit der Losung des urspriinglichen Systems iibereinstimmt. Die Bedingung
(2.34) ist auch in diesem Falle erfiillt, auch wenn es auf den ersten Blick nicht immer sichtbar ist. Ein
Beispiel dafiir ist die Helmerttransformation in der Ebene:

B asair I )

mit den Beobachtungsgleichungen

Xi+vx, = 1-Xo+z; (mcosg) —y;- (msinep)
Yi4+vy, = 1-Yy+y; (mcosd)+xz;- (msing) (2.61)
(i=1,...,n).

Nach der Einfiihrung neuer Unbekannte fiir m sin ¢ und mcos ¢ (s. [GroBmann 1969]) nimmt die
Matrix der Beobachtungsgleichungen bekanntlich die folgende Form an:

[1 0 =1 —y1 |
0 1 Y1 I
1 0 T2 —Y2
A= 0 1 Y2 T2 A (262)
1 In —Yn
|0 1 yp on |
Die dazugehorige erweiterte Matrix
(11 0 2 -y ]
1 0 1 Y1 Iy
1 1 0 ) —Y2
B=|1 01 y» 2 (2.63)

1 1 0 =z, —yn
|1 0 1 yp @, J
hat offensichtlich auch den Rang 4, weil die erste Spalte eine Linearkombination der zweiten und der
dritten ist.



Die in diesem Abschnitt beschriebene Vorgehensweise ermdglicht es, bei linearen Problemen, die
Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation zu erzeugen, ohne Software speziell zu diesem
Zweck entwerfen zu miissen. Fiir die zugeordnete Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ist bereits
eine Vielzahl Software vorhanden. Es sind nur der einfache Ubergang zu einer solchen Ausgleichung
und anschlieflend die Erzeugung der Losungsklasse nach maximaler Korrelation aus der Grundlosung
fo zu implementieren.

2.3.6 Beziehung zur Methode der kleinsten Quadrate

Aus der Diskussion in den Abschnitten 2.3.3 und 2.3.5 wurde deutlich, dal die Klasse der Losungen
nach maximaler Korrelation in vielen Fillen die Lésung nach kleinsten Quadraten enthilt. Das ist
genau dann der Fall, wenn das betrachtete Modell F die Eigenschaft (2.34) besitzt. Die Methode der
kleinsten Quadrate ist dann offensichtlich ein Spezialfall der Ausgleichung nach maximaler Korrelati-
on. Die Bedingung " pvv — min kann auch als zusétzliche Bedingung interpretiert werden, die dazu
dienen kann, aus der Klasse aller Lésungen nach maximaler Korrelation eine auszuw#hlen. Dadurch
wird die Einfiihrung jeder anderen Zusatzbedingung ebenso denkbar, falls keine Rechtfertigung zur
Minimierung von Residuenquadraten vorhanden ist.

Ist nur die Bedingung (2.38) erfiillt, kann die Losung nach kleinsten Quadraten nicht direkt als
Spezialfall der Losung nach maximaler Korrelation betrachtet werden. Zumindest bei linearen Pro-
blemen ist es jedoch in einem erweiterten Sinne moglich, s. Abschnitt 2.3.5. Dann ist die Losung nach
kleinsten Quadraten des leicht modifizierten Problems eine der Losungen nach maximaler Korrelation.

An dieser Stelle soll ein mogliches Mifiversténdnis vermieden werden. Die Ausgleichung nach klein-
sten Quadraten basiert auf dem Minimieren von ) pvv. Dieses Minimieren a8t sich immer durch
eine Suche nach einem Maximum ersetzen, die in der gleichen Losung resultiert. Hier wird nur die
Ausfiihrung fiir den einfachsten Fall

Z VU — min, (2.64)

d.h. fiir eine Ausgleichung ohne Gewichte, geschildert.
Ausgehend von (1.4) gilt
v=f(u)—1, (2.65)

woraus folgt
n

Z'Uivi = Z(f(u)i_li)2

= Z(f(u)i)Q -2 Z f(uw)ili + Z 17 (2.66)
= Zl? - (22f(u)ili - Z(f(u)l)2> :

i=1

zn: v;v; > 0,
i:nl
lell >0,
i=1

wobei Y Il konstant (nicht von u abhiingig) und im voraus bekannt ist, ist (2.64) dquivalent mit

(2.67)

n n

2) flw)ili = Y (f(u):)* — maz. (2.68)

i=1 i=1

Der Ausdruck (2.68) unterscheidet sich wesentlich von dem Korrelationskoeffizienten (2.15), so
daB (2.68) bzw. (2.64) nicht mit (2.16) dquivalent ist. Die Ausgleichung nach mazimaler Korrelation
liefert nicht die gleichen Ldsungen wie die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Es
verbleibt nur die in diesem Abschnitt festgestellte Beziehung zwischen den beiden Ausgleichungsarten.



Kapitel 3

Anwendung der Ausgleichung
nach maximaler Korrelation
bei unvollstindigen Modellen

In diesem Kapitel wird eine Strategie zur Anwendung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation
beschrieben, welche in h&ufig auftretenden Fillen, in denen keine vollstdndige Modellbildung von
Anfang an vorhanden ist, zu einer Identifizierung der fehlenden Modellanteile beitragen kann.

Alle Betrachtungen werden auf den Fall (1.3):

l={f(u) +sr}+2

beschréinkt, in dem das Datenmaterial keine groben Fehler enthilt. Im Gegensatz dazu konnen syste-
matische Fehler s; vorhanden sein, so dafl das aufgestellte Modell f(u) nicht als vollsténdig betrachtet
werden kann.

3.1 Allgemeine Strategie

Die ersten Ansitze zur Erarbeitung der hier vorgestellten Strategie sind in [Petrovié 1995],
[Petrovi¢ 1996] und [Petrovi¢ 1997] zu finden.
Ausgehend von (1.4):
I+v=f(u)

wird eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation gemifl Definition 2.3 durchgefiihrt. Diese basiert
nicht auf der Annahme, dafl die Residuen v nur zufiillige Anteile enthalten, sondern vergleicht die
Formen des unvollstdndigen Modells mit den gegebenen Daten.

In den fiir die Praxis wichtigen Fillen (s. Abschnitt 2.3.3) liefert die Ausgleichung nach maximaler
Korrelation keine eindeutigen Losungen. Die Klasse aller Losungen enthélt entweder alle Funktionen
der Form

f =c + szo, c1,C2 € §R, (31)

oder der Form

f = Cgfg, Cy € . (32)

Dabei ist fy eine beliebige Losung des Ausgleichungsproblems nach maximaler Korrelation.
Jede einzelne Losung aus (3.1) oder (3.2) generiert einen dazugehorigen Residuenvektor

e=—(sp+z2)=f-1 (3.3)

d.h.
e=rc + CQfO -1, (34)

bzw.
g = CQfO —1. (35)
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In beiden Féllen (3.1) und (3.2) gibt es dementsprechend auch eine ganze Klasse von Residuenvekto-
ren.

Die verbleibende Aufgabe ist es, eine der Losungen aus (3.1) bzw. (3.2) (d.h. die reellen Zahlen
¢; und ¢z bzw. nur c¢s) so auszuwihlen, dafl die dazugehorigen Residuen (3.4) bzw. (3.5) interpretier-
bar, also fiir die Form systematischer Fehler repréisentativ, werden. Sollte dies gelingen, dann wére
eine Modellierung systematischer Fehler und eine Erweiterung des urspriinglichen Modells denkbar.
Nach der Vervollstindigung des Modells konnte als Postprocessing eine Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten durchgefiihrt werden.

Eine Modellierung systematischer Fehler, die in den diskreten Punkten rekonstruiert wurden, setzt
eine Untersuchung der moglichen, z.B. physikalischen, Ursachen voraus. Es gibt deshalb keine Garantie
dafiir, dafl eine vollkommene Erweiterung des Modells immer erzielt werden kann. Die Vervollstindi-
gung des urspriinglichen Modells und die abschlielende Ausgleichung nach kleinsten Quadraten sind
somit nicht immer gew&hrleistet.

Unabhéngig von einer eventuell erfolgreichen Modellierung systematischer Fehler und einer ab-
schlieflenden Ausgleichung nach kleinsten Quadraten liefert schon die gefundene Lisung nach maxi-
maler Korrelation, der realistische Residuen zugeordnet sind, akzeptable Modellparameter. Die Para-
meterschiitzung kénnte an dieser Stelle abgeschlossen werden®. Rein formell lassen sich aus Residuen
(die sowohl zufillige, als auch systematische Einfliisse enthalten) mittlere Fehler berechnen. Sie wer-
den grofler sein, als die aus einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten resultierenden mittleren
Fehler?. Da weder ein stochastisches Modell fiir derartige Residuen vorliegt, noch vorliegen kann,
werden die berechneten mittleren Fehler nicht statistisch oder wahrscheinlichkeitstheoretisch inter-
pretierbar sein®. Trotzdem werden ihre Grofenordnungen fiir die Abweichung des unvollstindigen
Modells von den Daten besser reprisentativ sein, als die unter einer falschen Annahme* berechneten
mittleren Fehler. Statistisch interpretierbare Fehlerschétzungen werden erst nach der Identifizierung
der systematischen Einfliisse, Vervollstiandigung des Modells und einer abschlieenden Ausgleichung
nach kleinsten Quadraten méglich.

Wie soll aber die Auswahl einer Lisung erfolgen, die reprdisentative Residuen generiert?

3.2 Residuenanalyse

Aus der Residuenklasse (3.4) oder (3.5) soll ein ,reprisentativer” Residuenvektor ausgewihlt werden.

Die einfachste Idee wére, ,alle Residuenvektoren zu erzeugen und darzustellen. Danach kénnte
die Entscheidung getroffen werden, welcher von diesen Vektoren am besten einen moglichen systema-
tischen Einfluf} représentiert. In der durch (3.4) oder (3.5) beschriebenen Klasse gibt es aber unendlich
viele Residuenvektoren, somit ist die geschilderte Idee streng genommen nicht realisierbar. Daten ha-
ben immer nur eine begrenzte Genauigkeit und die Losung wird ebenso innerhalb eines bestimmten
Intervalls und einer gewissen Genauigkeit gesucht, daher 148t sich die vorgeschlagene Vorgehenswei-
se trotzdem durchfiihren, indem die reellen Zahlen ¢; und ¢y nur in einem begrenztem Bereich und
mit einer realistischen Schrittweite variiert werden. Diese Methode wurde in [Neitzel 1998] erfolgreich
angewandt.

IDiese Tatsache ist besonderes wichtig im Falle, daB eine physikalische Modellierung (oder eine andere, die auf
Ursachen basiert) nicht erfolgreich oder nur unvollstindig durchgefiihrt werden kann.

2Die Methode der kleinsten Quadrate ist nichts anderes, als die Methode, die, unabhiingig von den statistischen oder
anderen Eigenschaften der Beobachtungen, immer minimale mittlere Fehler liefert, s. z.B. [Helmert 1924], [Linnik 1961]
oder [Moritz 1966]. Ob diese Anforderung im konkreten Fall der eigentlichen Zielsetzung entspricht, ist eine andere
Frage.

3Vom statistischen Standpunkt aus kénnen sowohl die so berechneten Fehlerschitzungen, als auch die, die aus einer
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten bei Ignorieren der Unvollstédndigkeit des Modells hervorgehen wiirden, nur als
gefilscht betrachtet werden. In [Koch 1997] wurde gezeigt, dal auch beim Vorhandensein ,systematischer Fehler“ eine
korrekte Fehlerfortpflanzung moglich ist. Dabei soll beachtet werden, dafl im zitierten Artikel nur solche ,,systematische
Fehler“ betrachtet werden, die aus dem vorhandenen oder zusétzlichen Datenmaterial (z.B. Kalibrierungsmessungen)
innerhalb einer Gesamtausgleichung bestimmt werden kénnen. Die Modellbildung ist dementsprechend vollsténdig
und der Begriff | systematische Fehler® wird in einem anderen Sinne als in der vorliegenden Arbeit benutzt. Es ist
unmittelbar einsichtig, dal solche ,systematische Fehler®, fiir die ein ausreichendes Modell im voraus vorhanden ist,
keine Schwierigkeiten bereiten kénnen und mit den unbekannten systematischen Einflissen, die erst identifiziert werden
sollen, wenig zu tun haben.

4daB keine systematischen Fehler im Datenmaterial vorkommen



Die Wahl eines Residuenvektors basierend auf der oben beschriebenen Vorgehensweise beinhaltet
gewisse Vorstellungen iiber , systematisches Verhalten“. Aus diesem Grund soll versucht werden, diese
Vorstellungen zumindest teilweise mathematisch zu beschreiben, um die Menge der zu betrachtenden
Residuenvektoren einzuschrinken. Gelingt dies, dann wére es kein Problem, die Wahl des entspre-
chenden Residuenvektors automatisch oder fast automatisch (mit Hilfe eines Rechnerprogramms)
durchzufiihren.

Dariiber hinaus bietet sich die Idee an, die Klasse der Residuenvektoren tiberhaupt nicht zu ge-
nerieren, sondern die mathematische Beschreibung des systematischen Verhaltens als eine zusétzliche
Bedingung zu benutzen, um die reellen Zahlen ¢; und ¢y zu ermitteln.

Bei der mathematischen Formulierung des Begriffes ,systematisch“ gibt es gleichartige Schwie-
rigkeiten wie bei der mathematischen Beschreibung der ,groben Fehler“. Die Definition von beiden
Begriffen basiert meistens auf Ursachen®, vergleiche Abschnitt 1.2. Die Ursachen bleiben in jedem
konkreten Fall unbekannt, weshalb eine exakte mathematische Beschreibung nicht moglich ist.

Beim Auftreten grober Fehler kann das Problem so gel6st werden, daf statt grober Fehler Ausreifler
mathematisch definiert werden. Diese Definition ignoriert die Ursachen und nimmt als Kriterium den
Betrag und die Verteilung der Widerspriiche. Nach der Festlegung eines Grenzwertes (was weder
eindeutig noch ganz unproblematisch ist) erméoglicht eine passende Ausgleichung® die Identifizierung
der Ausreifler. Die gefundenen Ausreifler werden dann zu groben Fehlern erkléirt. Eine Trennung der
iibriggebliebenen , kleinen groben Fehler“ von den zufilligen Fehlern ist auf diese Weise nicht moglich.
Deshalb wird darauf verzichtet.

Die gleiche Idee ist bei systematischen Fehlern anwendbar. Die unbekannten Ursachen konnen nicht
mathematisch beschrieben werden, sondern nur gewisse Eigenschaften der Residuen. In diesem Falle
reicht es aber nicht aus, nur den Betrag der Residuen zu betrachten, obwohl auch ihm eine Bedeutung
zukommt. Sollten die Residuen nach einer Ausgleichung” ,klein“ (relativ zur Datengenauigkeit) und
zufillig verteilt® sein, dann kann keine weitere Interpretation gerechtfertigt sein. Finden sich in den
Residuen einige wenige Ausreifler von betrichtlichem Betrag, dann liegt es nahe, diese als Ausdruck
grober Fehler zu betrachten und entsprechende Daten zu entfernen. Weiterhin bleibt noch der Fall zu
betrachten, in dem die Residuen interpretierbare Betrége haben, aber keine zuféllige Verteilung und
keine eindeutigen Ausreifler aufweisen. Nach der Durchfilhrung der im Abschnitt 1.3 beschriebenen
Untersuchungen kann von nichtmodellierten systematischen Einfliissen, d.h. systematischen Fehlern,
ausgegangen werden.

Angenommen, die Residuen sind fiir systematische Fehler reprisentativ, d.h.

€= —(s5+2). (3.6)

Sie sind dann aus zwei Komponenten zusammengesetzt, einer vom Betrag kleineren unregelmafigen
Komponente z, und der ,systematischen® Komponente sy. Geméf allgemein akzeptierter Vorstellun-
gen iiber eine Systematik kann von dem Anteil s; ein ,regelméBiger Verlauf erwartet werden. An
erster Stelle konnte es entweder ein glatter? oder ein treppenférmiger Verlauf sein'®. Dementsprechend
wird in der Residuenklasse (3.4) bzw. (3.5) entweder ein Residuenvektor gesucht, welcher am besten
einen glatten Verlauf (in Zeit oder Raum, abhingig von der Natur des Problems) aufweist, oder ein
Residuenvektor, welcher eine Treppenstruktur am besten reprisentiert.

5Eine der Ausnahmen ist in [Reissmann 1962] zu finden, wo der Autor die Eigenschaften und nicht die Ursachen in
Vordergrund stellt: ,,Die zweite Gattung sind die systematischen Fehler, die meist von bestimmten dufleren Einfliissen
abhiingen und das Meflergebnis in regelmifBiger, oft gesetzmiBiger Weise beeinflussen.“ In [Helmert 1924] basiert die
Definition systematischer Fehler auf den Ursachen, die Eigenschaften werden aber auch betont, indem diese Fehler
»regelmaBige Fehler® genannt werden.

67.B. sogenannte ,robuste Verfahren®

7An dieser Stelle wird nicht unbedingt eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten gemeint, sondern eine beliebige
Art der Ausgleichung oder Residuenerzeugung, z.B., aber auch nicht ausschliefilich, eine Ausgleichung nach maximaler
Korrelation.

87.B. normalverteilt

9Der Begriff ,,glatt* wird hier nicht unbedingt nur in einem streng mathematischen Sinne der Stetigkeit von Ablei-
tungen verwendet. Es handelt sich eher um die Vorstellung eines nicht sehr oszillierenden, ruhigen Verlaufs.

10Eine Kombination aus diesen beiden Eigenschaften ist ebenso denkbar. Es ist aber nicht auszuschlieBen, daf sy-
stematische Einfliisse auch andere Merkmale haben kénnten. In der vorliegenden Arbeit wird die Betrachtung auf die
beiden genannten Fille eingeschrénkt.



3.2.1 Aufstellen zusétzlicher Bedingungen

Um einen glatten oder treppenférmigen Verlauf der Residuen mathematisch beschreiben zu kénnen,
miissen die Residuen, d.h. einzelne Komponenten des Residuenvektors als Werte einer Funktion der
Zeit oder der Lage im Raum betrachtet werden. Im einfachsten Falle einer Zeitreihe ist es nicht
schwierig, die Residuen als eine Funktion der Zeit zu interpretieren. Aquivalent beziehen sich die
Residuen in einem geoditischen Netz auf Punkte, denen die Lage im Raum zugeordnet ist. Die
rdumlichen Anderungen der Residuen koénnten wiederum zu einer Funktion zusammengefafit werden.
Bei anderen Beispielen sollte eine &hnliche Interpretation zu finden sein. Die ausgewihlte Funktion ist
dementsprechend von der Natur des Problems abhingig. Auf diese Weise werden die Komponenten
des Residuenvektors (fiir feste Werte ¢; und ¢;) die Werte einer Funktion

e: R — R (3.7)
in entsprechenden Zeit- oder Raumpunkten ¢;:
g =€(t;), t;€ Rk, (3.8)

Wenn nun die reellen Zahlen ¢; und ¢o nicht mehr als fest betrachtet werden, dann hingt die
Funktion € ebenfalls von diesen beiden Parametern ab:

e: R R, (3.9)

bzw.

€= 5(01,02,ti). (310)

Als zusétzliche Bedingung zur Auswahl einer Losung wird die maximale ,,Glattheit“ oder ,, Trep-
penformigkeit* der Funktion e verlangt.
Ein Ma8 fiir den glatten Verlauf kann die integrale Kriimmung;:

K= /nzdt, (3.11)

sein, wobei die Kriimmung & auf {ibliche Weise als Gauf}’sche Kriimmung der der Funktion (3.9) zu-
gehorigen Hyperflache definiert wird. Ob die auf diese Weise im streng mathematischen Sinne definier-
te Kriimmung wirklich in allen Féllen einen ,ruhigen“ Verlauf der Residuen am besten reprisentiert,
148t sich nicht ohne weiteres entscheiden. Andere, vereinfachte, Definitionen einer Kriimmung sind
genauso denkbar. Die einfachste oder ,,primitivste” dieser basiert auf der Annahme, dafl die benach-
barten Residuen beim Vorhandensein glatter systematischer Fehler gemeinsame Anteile enthalten.
Daraus ergeben sich Differenzen zwischen benachbarten Residuen als Maf fiir eine Art Kriimmung.
Beide Extremfille der Einfithrung von Glattheit werden im Abschnitt 3.2.2 zusammen mit weiteren
Zwischenvarianten im einfachsten, eindimensionalen Fall detailliert ausgearbeitet.
Die zusétzliche Bedingung zur Bestimmung von ¢; und co lautet somit:

K — min. (3.12)

Die Treppenférmigkeit der Funktion (3.9) manifestiert sich in ihren ersten Ableitungen, die iiberall
(dort, wo sie definiert sind) den Wert, 0 annehmen und an den Bruchstellen iiberhaupt nicht existieren.

Die beiden zusitzlichen Bedingungen (fiir die Glattheit bzw. fiir die Treppenformigkeit) verlangen
die Ableitungen der Funktion e. Diese Funktion ist aber unbekannt. Es stehen nur ihre diskreten
Werte (3.8) zur Verfiigung, daher lassen sich die zusitzlichen Bedingungen in obiger Form nicht rea-
lisieren. Realisierbar ist jedoch die Differenzbildung zwischen , benachbarten“ Residuen, woraus eine
Niherung fiir die Ableitungen berechnet werden kann. Im eindimensionalen Fall kénnen benachbarte
Residuen eindeutig definiert werden. In mehrdimensionalen Fillen kénnen z.B. alle Punktpaare in-
nerhalb einer Kugel in einem n-dimensionalen Raum als benachbart betrachtet werden. Da immer
mit unregelm#Big verteilten Punkten zu rechnen ist, ist eine Gewichtung der berechneten N#herun-
gen fiir die Ableitungen, bzw. fiir die Kriimmung sinnvoll. Die Nidherungen fiir die Ableitungen sind
um so besser, je ndher die benutzten Punkte beieinander liegen. Die Gewichte fiir erste Ableitungen
sollen dementsprechend mit wachsender Entfernung abnehmen, sie konnen also als Funktionen der
reziproken Entfernungen d;; zwischen den Punkten ¢ und j eingefiihrt werden:

_ _ 1
bij = Dij d_zJ . (3.13)



Die einfachste solche Moglichkeit ist
_ 1
Pij = —
(¥} dz]

(3.14)

Andererseits repriisentieren die aus den nahe gelegenen Punkten berechneten Niherungen fiir die
Ableitungen eher lokale, kleinrdumige Schwankungen der Residuen, die bei der Suche nach systema-
tischen Fehlern weniger von Interesse sind. In praktischen Anwendungen sind immer neben systema-
tischen Einfliissen noch zufillige (unregelméfige) Fehler in den Residuen vorhanden. In denen wird
diejenige Komponente gesucht, die den globalen ,,ruhigen® Verlauf darstellt. Aus diesem Grund bietet
sich zuséitzlich eine weitere Gewichtung der berechneten Niherungen fiir die Ableitungen, némlich so
eine, bei der die Gewichte fiir erste Ableitungen mit wachsender Entfernung wachsen:

p;; = by (dij), (3.15)
z.B.:
p,; = dij. (3.16)
Aus (3.13) und (3.15) ergibt sich:
Pij = PP, ;- (3.17)
Im Spezialfall, (3.14) mit (3.16), folgt:
pij = L. (3.18)

Wenn keine zufilligen Fehler vorhanden sind, verliert der Gewichtsfaktor (3.15) offensichtlich an
Bedeutung, falls die zufilligen Anteile erheblichere Betriige annehmen (im Vergleich mit der syste-
matischen Komponente), wiichst auch die Bedeutung dieses Faktors. Ohne zusitzliche Informationen
dariiber, wie stark die beiden Komponenten (systematische und zufillige'!) sind, kann das ,richti-
ge“ Verhiltnis zwischen den beiden Gewichtsfaktoren, (3.13) und (3.15) nicht bestimmt werden. Die
zusétzlichen Informationen kénnen aber nicht vorhanden sein, die Aufgabe besteht gerade darin die
beiden Komponenten zu finden.

Aus den numerischen Untersuchungen im eindimensionalen Fall (vgl. Kapitel 4) hat sich (3.18)
als ein verniinftiger Kompromif§ erwiesen.

Nun l&8t sich die Glattheitsbedingung folgendermaflen definieren. Aus jedem Punktpaar wer-
den Niherungen fiir die ersten partiellen Ableitungen zwischen zwei Punkten berechnet. Zu diesen
gehoren die Gewichte p;;. Aus allen ersten Ableitungen, die sich in einem Punkt treffen, konnen die
ersten und die zweiten Ableitungen in einzelnen Punkten gewichtet berechnet werden und daraus die
Kriimmungen ; mit den entsprechenden Gewichten p;. Die Bedingung (3.12) kann dann die Form

K=8(,c)= me? — min (3.19)

annehmen. Die Suche nach dem Minimum der Funktion S(c;, ¢2) ergibt die Werte der reellen Zahlen
c1 und ez, fiir die die Residuen aus der Klasse (3.4) einen moglichst glatten Verlauf annehmen. Die
Residuen enthalten auch die zufillige Komponente, deswegen wird dieser Verlauf nie perfekt glatt
sein. Erwartet wird aber, dafl aus ihm die Formen der systematischen Fehler erkannt werden kénnen.

Die gleichen Probleme stellen sich auch bei einer mathematischen Beschreibung der Treppenbe-
dingung. Die Ableitungen werden nur niherungsweise aus diskreten Punktkombinationen berechnet,
deshalb werden die ersten Ableitungen nie (sogar wenn keine zufilligen Fehler vorhanden sind) den
oben beschriebenen theoretischen horizontalen Verlauf aufweisen. In den Punktzwischenriumen, wo
keine Bruchstellen liegen, die die einzelnen Treppen trennen, sind deshalb nur kleine Betréige der er-
sten Ableitungen zu erwarten. Dort wo die Grenze zwischen zwei Treppen verliuft, sollten erhebliche
Betrige auftauchen. Angenommen, dafl jede Treppe mehrere Datenpunkte enthilt, so dafl grolere
Betrége der ersten Ableitungen relativ selten auftreten, wandelt sich das Problem in die Suche nach
Ausreiflerstellen in den ersten Ableitungen. Die Auflésung des Problems kann dann beispielsweise mit,
den bekannten robusten Verfahren vorgenommen werden.

In den Féllen, in denen beide Arten systematischer Einfliisse gleichzeitig zu erwarten sind, bietet
sich an, diese der Reihe nach zu identifizieren. Offensichtlich sind zuerst die ,, Treppen“ zu finden und
zu modellieren, danach kann eine Anwendung der Glattheitsbedingung (in einer neuen Ausgleichung

oder, in geometrischer Terminologie, die mit dem ruhigen Verlauf und die unregelméBige



nach maximaler Korrelation) die Parameterschiitzung abschliefen. Zusétzlich kann noch ein Postpro-
cessing versucht werden, um systematische Anteile auf Ursachen zuriickzufithren und vollstindig zu
modellieren.

Das Hauptproblem bei der beschriebenen Vorgehensweise besteht darin, eine einheitliche mathe-
matische Formulierung der zusétzlichen Bedingung fiir den allgemeinsten Fall zu finden. Es ist aller-
dings unklar, ob es das iiberhaupt geben kann. Deshalb kann die endgiiltige Losung dieses Problems
in dieser Arbeit noch nicht angeboten werden. Der in diesem Abschnitt vorgestellte Entwurf kann
als Grundlage fiir eine Erweiterung der mathematischen Formulierung der zusétzlichen Bedingung
dienen.

Ein von diesem Vorschlag etwas abweichender Weg zur Analyse der Residuenklasse im zweidimen-
sionalen Fall (speziell bezogen auf die Anwendung in der Deformationsanalyse) wurde in [Neitzel 1999
vorgeschlagen.

Der einfachste, eindimensionale Fall einer auf der Ausgleichung nach maximaler Korrelation ba-
sierenden Residuenanalyse wird im néchsten Abschnitt ausfiihrlicher behandelt.

3.2.2 Eindimensionaler Fall

Im einfachsten, eindimensionalen Fall, konnen die beiden betrachteten Arten der zusétzlichen Bedin-
gungen in einer ziemlich allgemeinen Form mathematisch prézisiert werden, ohne die spezielle Natur
des Problems berticksichtigen zu miissen.

Wenn ein glatter Verlauf der Funktion (3.4) bzw. (3.5) gesucht wird, bildet die iibliche mathema-

tische Definition der Kriimmung

5”

kK= —— 3.20
(1+e7)% (3.20)
einen moglichen Ausgangspunkt fiir die Aufstellung der Zusatzbedingung.
Vorhanden sind jedoch nur n diskrete Werte der Funktion e:

E; = E(ti) =c1 + CQfO(ti) —1; (l =1,... ,TL), (321)
mit
t; <tiy1 Vie{l,...,n—1}. (3.22)
Daraus folgt:
t; t; . ikl — & .
a(i):éi:M (i=1,...,n—1) (3.23)
2 tiv1 — &
und
" , 0= .
e'(t;)=0"(t;) = ——— (i=2,...,n—1). (3.24)
At;
t; t; t; +ti
Unter Beriicksichtigung, daf§ sich der §;-Wert auf den Punkt firr +bi und §;_; auf %
bezieht, folgt
tiv1 — ti—
Ati:% (i=2,...,n—1). (3.25)
Es bleibt zu entscheiden, welchem Punkt ¢; der Wert ¢ (¢;) zugeordnet werden soll. Es bietet
t; +ti— t; t;
sich an, einen Punkt zwischen — thict g bl auszuwihlen, wobei beide als unterschiedlich

gewichtet zu betrachten sind. Eine Benutzung der Gewichte (3.14) resultiert in:

1 ti+1 + ti 1 ti + ti—l
tiy1 — & 2 t; — 11 2
t; = T " T (3.26)
tiv1 —t; i —ti—1
Nach einer kleinen Umordnung ergibt sich

t; =t (3.27)

womit die Gleichung (3.24) ihre endgiiltige Form annimmt:

d; — i

="ty =6 =""""T"1 (j=2...,n-1). (3.28)

At;



Um den Ausdruck fiir die Kriimmung zu bilden, werden die ersten und die zweiten Ableitungen
in gleichen Punkten beno6tigt. Vorhanden sind bisher nur die Werte

g (%) (i=1,...,n—1) (3.29)
und
e't;) (i=2,...,n—1), (3.30)
s. (3.23) und (3.28). Eine der beiden Gréflen mufl umgerechnet werden, z.B.

1 tioy + i 1 t+t;
t t»6l< +12+ >+t» t €l< +2 1)
e'(t;) = : = : (3.31)

tiv1 =t ti =i

woraus folgt
(civ1 —&i)(ti —tic1)? + (gi — €im1) (tig1 — ti)?

g =¢€'(t;) = 3.32
! (t:) (tiv1 —tima)(tivr — ) (ti — tiz1) (3:32)
Fiir gleichabstéindige Daten nehmen (3.32) und (3.28) die erwartete einfache Form an:
tig1 —t; = At ViE{l,...,n—l},

R S 3.33
el =¢€'(t;) SAL (3.33)

_ . Ei+1 — Q&‘i +E€i—1

8;’ — Sll(ti) = (At)2 . J

Unter Benutzung von (3.28) und (3.32) ld8t sich die Kriimmung in einzelnen Punkten darstellen:

el
Iﬂ‘,i:ﬁ‘,(ti)iiz (i:2,...,n—1). (334)

12

(1+ef)?
Eine mogliche Alternative dazu bietet die hiufig benutzte noch einfachere Niherung
ki=k(t;) =€ (i=2,....,n—1), (3.35)

bei der lediglich die zweite Ableitung als ein MaB fiir die Kriimmung angesehen wird. Diese Betrach-
tungsweise ist in der Literatur sehr verbreitet.

Die Ableitungen werden numerisch aus diskreten, nicht immer sehr dicht beieinander liegenden
Punkten berechnet, wobei die urspriinglich bestimmte erste Ableitung noch auf entsprechende Punkte
umgerechnet wird. Deshalb muf die einfachere Approximation (3.35) nicht unbedingt schlechter als
die theoretisch bessere Ndherung (3.34) sein.

Dazu kommen noch die im Abschnitt 3.2.1 erdrterten Argumente. Je exakter (im mathematischen
Sinne) die Definition einer Kriimmung ist, desto besser repriisentiert sie die lokale Glattheit und
die kleinrdumigen Schwankungen der Residuen. Dadurch ist sie moglicherweise weniger geeignet, um
systematisches Verhalten zu identifizieren.

Aus diesen Griinden bieten sich die zusitzlichen, mathematisch nicht ganz korrekten, intuitiv
aber akzeptablen, noch einfacheren Beschreibungen der Glattheit an. Die integrale Kriimmung ist
offensichtlich kleiner, wenn der Verlauf der Residuen weniger oszilliert, deshalb liegt es nahe, die
Neigungsénderung als reprisentativ fiir die Kriimmung einzufiihren:

tig1 +t; ti + tie
ki = k(t;) = Ae' = ¢’ <%+’> —¢ <%> (i=2,...,n—1). (3.36)

Diese Néherung hat den gleichen Vorteil wie (3.35), sie bedarf auch keiner Umrechnung der ersten
Ableitungen.

Nicht nur die Neigungsidnderung, sondern sogar die Neigungen selbst sind fiir die Glattheit re-
prasentativ. Natiirlich nicht im Sinne der Neigungen in einzelnen Punkten, sondern als integrale



Neigung, die bei einer erheblich schwankender Residuenkurve einen grofleren Betrag annehmen wird.
Somit bietet sich

t; t; .
ki =¢' (%) (i=1,...,n—1) (3.37)

an als nichste, noch einfachere Moglichkeit.

Letztendlich (vgl. Abschnitt 3.2.1) ist die einfachste Vorstellung von der Bedeutung systematischer
Einfliisse die, da} die benachbarten Residuen eine gemeinsame Komponente enthalten. Dann sollen
ihre Differenzen kleiner sein als dann, wenn keine systematischen Anteile vorhanden sind. Somit soll
auch die Moglichkeit

P <%> S Ac=e(tin) —elty) (i=1,...,n—1). (3.38)

beriicksichtigt werden.
Unabhingig davon, welche der fiinf Definitionen (3.34) (3.35), (3.36), (3.37) oder (3.38) fiir die
Kriimmung in einzelnen Punkten akzeptiert wird, kann die Glattheitsbedingung in Form

K =5(c1,¢2) = me? — min (3.39)

formuliert werden.
Zusammenfassend ergeben sich folgende fiinf Moglichkeiten:

> p(Ae)* — min, (3.40)
> p(e')? — min, (3.41)
> p(Ae')* — min, (3.42)
> p(")* — min, (3.43)
E”2 )
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Welche von diesen die besten Aussichten zur Identifizierung systematischer Einfliisse bietet, 1483t sich
nicht ohne weiteres entscheiden. Eine Einsicht bieten die in dem Kapitel 4 durchgefiihrten numerischen
Untersuchungen.

Unabhingig davon, welche der Niherungen (3.38), (3.37), (3.36), (3.35) oder (3.34) fiir die
Kriimmung benutzt wird, steigt offensichtlich die Genauigkeit der Approximation «; fir die Werte
£(t;) mit sinkendem Punktabstand der benutzten Punkte ¢; und mit einer Steigerung der Regelmé&Big-
keit ihrer Verteilung.

Die RegelméBigkeit der Datenverteilung hat noch eine Konsequenz. Im Grenzfall, wenn die Daten
vollig regelmiBig, d.h. gleichabstindig verteilt sind, sind die Bedingungen (3.40) und (3.41) dquivalent
und fithren auf dieselbe Losung. Bei dquidistanten Daten haben nimlich alle ¢;1; — t; den gleichen
Betrag:

tig1 —t; = At Vi € {1,...,”—1} (345)

und somit
> opiE)? =D pi (%) = ﬁ 3 pi(Aey)?. (3.46)

Auf eine dhnliche Weise 148t sich zeigen, das bei gleichabstéindigen Daten auch die Bedingungen (3.42)
und (3.43) dquivalent sind.

Die Frage der Gewichte p; wurde schon im Abschnitt 3.2.1 diskutiert. Einerseits sind die einzelnen
Werte k;, die aus ndher gelegenen Werten berechnet wurden, genauer. Das fiihrt auf die Gewichte
(3.13) oder speziell (3.14). Andererseits sind die so berechneten Werte fiir den globalen Verlauf der
Residuen weniger reprisentativ, was zusétzliche Gewichte geméf (3.15), oder speziell (3.16) induziert.
Aus beiden ergibt sich (3.17), wobei

p;=1 (3.47)

als ein verniinftiger Kompromif3 betrachtet werden kann.



Nach der Aufstellung der Bedingung (3.39), d.h. einer der Bedingungen (3.40)—(3.44), konnte
grundsitzlich die Bestimmung der reellen Zahlen ¢; und ¢, als eine zusitzliche einfache Ausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate interpretiert werden'2. Tatséichlich kann aber nur ¢, ermit-
telt werden, ¢; bleibt weiterhin unbestimmt'®. Aus (3.23) und (3.24) folgt némlich dafl Ae, &', Ae’
und " nur von ¢, abhingen, obwohl € eine Funktion von beiden Parametern ist!4. Dann sind gemif}
(3.34)-(3.38) auch alle k; nur von ¢ abhingig und deshalb

K = S(ci,c2) = S(e2) = me? — min. (3.48)

Dieses Ergebnis verwundert wenig; eine Verschiebung um den Betrag ¢; kann keinen Einfluf} auf
die Kriimmung und auf die Identifizierung der Formen der systematischen Fehler haben.

An dieser Stelle ist noch anzumerken, daf§ die Bedingung (3.44) zu einer zusétzlichen nichtlinearen
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten fiihrt. Im Gegensatz dazu fiihren die Bedingungen (3.40)—
(3.43) zu linearen Ausgleichungsproblemen. Diese Tatsache ist eine zusiitzliche Rechtfertigung ihrer
Einbeziehung in die Betrachtung!®.

Ausgehend von den Uberlegungen in Abschnitt 3.2.1 kann auch die Treppenbedingung fiir den
eindimensionalen Fall formalisiert werden.

Die Parameter ¢; und ¢y (eigentlich wieder nur ¢», da eine Verschiebung um ¢; keinen Einfluf} auf
die Formen hat) sollen so bestimmt werden, dafl die ersten Ableitungen, bis auf wenige Ausreifler,
moglichst kleine Betrige annehmen. Eigentlich werden diese Ausreifier gesucht, da sie die Grenzen von
einzelnen Treppen definieren. Dazu bietet sich die in solchen Situationen hédufig benutzte Minimierung
der L;-Norm:

> pjlef] — min, (3.49)

t; t;
e =¢ (%) (i=1,...,n—1;j=1). (3.50)

Als eine einfachere Alternative zur Ausreiflersuche in den Ableitungen bietet sich an, den Sprung
in den e-Werten als représentativ fiir die Treppen zu betrachten und die Bedingung (3.49) durch

> pilAgj] — min  (1<1), (3.51)

zZu ersetzen.

In beiden Féllen (3.49) und (3.51) stellt sich wieder die Frage der Gewichtsauswahl, wobei die
gleiche Argumentation gilt, wie im Falle der Glattheitsbedingung. Einerseits sind die entsprechenden
Grolen (g bzw. Ag;), die aus néher gelegenen Werte berechnet wurden, genauer, was auf Gewichte
(3.13) oder speziell (3.14) fiihrt. Andererseits sind die so berechneten Werte fiir den globalen Ver-
lauf der Residuen weniger repriisentativ, was zusétzliche Gewichte gemif (3.15), oder speziell (3.16)
induziert. Aus beiden Argumenten ergibt sich (3.17) und p; = 1 kann auch in diesem Falle als ein
verniinftiger Kompromif3 betrachtet werden.

Nach der Aufstellung der Bedingung (3.49) oder (3.51) bedarf es nur noch einer entsprechenden
Ausgleichung, um den Parameter ¢y zu bestimmen.

Nachdem entweder mit Hilfe der Glattheits- oder der Treppenbedingung (bzw. durch Anwendung
der beiden) der Wert von ¢y bestimmt wurde, liefert (3.1) bzw. (3.2) die gesuchte Losung, die im
erstgenannten Falle die noch unbestimmte Konstante ¢; enthlt.

12Tm Falle (3.1) werden tatséichlich ¢; und c2 gesucht, wobei im Falle (3.2) nur co als Unbekannte erscheint.
13Im Falle (3.1) ist die zugeordnete Ausgleichungsaufgabe singulir.
Mbei einer Losungsklasse der Form (3.1)

L5Rechtfertigung, weil bei einer , Losung® eines nichtlinearen Ausgleichungsproblems, welches nur mit numerischen
Methoden geltst werden kann, nie zu behaupten ist, dafl es sich wirklich um eine Loésung handelt, die die Zielfunktion
global minimiert.






Kapitel 4
Synthetische Beispiele

Die Anwendungsmoglichkeiten der Ausgleichung nach maximaler Korrelation unter Berticksichtigung
zusédtzlicher Bedingungen beim Vorhandensein systematischer Fehler werden in diesem Kapitel an ein-
fachen eindimensionalen synthetischen Beispielen illustriert. Bei derartigen Beispielen ist die ,, Wahr-
heit“ im voraus bekannt, so dafl ein Vergleich der Ergebnisse mit dem vorgegebenen ,Sollzustand
moglich ist. Es wird sich aber auch zeigen, dal in gewissen Konstellationen gar keine eindeutige
, Wahrheit“ vorhanden sein kann.

4.1 Beispiel ohne zufillige Fehler

Das erste Beispiel ist in Abb. 4.1 dargestellt. Das unvollstindige Modell besteht aus einer einfachen
Sinuskurve
f(t) = A+ Bsin(wt + C).

Diese Gleichung 148t sich problemlos in die folgende Form tiberfiihren:
f(t) = asin(wt) + bcos(wt) + c. (4.1)

Diese Form ist fiir die Durchfiihrung einer Ausgleichung bekanntlich besser geeignet. Der Parameter w,
der die Frequenz beschreibt, wird als bekannt angenommen. Die Aufgabe besteht in der Bestimmung
der unbekannten Modellparameter a, b und c¢. Das Vorhandensein systematischer Einfliisse wird in
Form einer Parabel angenommen, die zufiilligen Fehler werden zunéchst zu Null gesetzt (s. Abb. 4.1).
Weiterhin seien die Daten gleichabstidndig verteilt.

I I I I
——— Unvolistandiges Model|l
0.4 — — — Systematische Fehler
%, ° Beobachtungen &%,
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Abbildung 4.1: Beispiel 1 — Zusammensetzung der synthetischen Daten
Wird die Unvollsténdigkeit des Modells ignoriert und eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
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(LSA') durchgefiihrt, ergeben sich erheblich verfilschte Modellparameter (vgl. die ersten zwei Zeilen
in Tabelle 4.1). Die dazugehérigen Residuen sind fiir die systematischen Einfliisse nicht repréisentativ,
s. Abb. 4.2. Trotzdem ist aus diesen Residuen ersichtlich, dafl die Daten systematisch verfilscht sind.
Eine formelle Uberpriifung dieser Behauptung ist mit den Methoden mdglich, die im Abschnitt 1.3
dargestellt wurden.

L —— LSA Residuen i
— — — Systematische Fehler
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Abbildung 4.2: Beispiel 1 — Vergleich postulierter systematischer Fehler mit den Re-
siduen aus der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten

Eine Anwendung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation gem#fl Kapitel 3 resultiert in
einer ganzen Klasse von Losungen, die in diesem Falle auch die Losung nach kleinsten Quadraten als
Spezialfall beinhaltet, vgl. Abschnitt 2.3.3. Die dazugehorigen Residuen fiir einige der Losungen sind
in Abb. 4.3 dargestellt. Die Klasse enthiilt offensichtlich auch solche Residuensétze, die sich von den
eingebauten tatsdchlichen systematischen Einfliissen nicht wesentlich unterscheiden.

’— — — Systematische FehIFr

0 2 4 6 8 1C

Abbildung 4.3: Beispiel 1 — Residuen fiir unterschiedliche Losungen nach maximaler Korrelation

Die Anwendung eines Glattheitskriteriums kann nun dazu dienen, eine der Losungen nach maxi-
maler Korrelation auszuwihlen. Im Abschnitt 3.2.2 wurden fiinf derartige Kriterien ertrtert. Fiir die
fiinf auf diese Weise ausgewihlten Losungen werden folgende Bezeichnungen? eingefiihrt:

ILSA = Least Squares Adjustment

2Auch die schon eingefiihrten zwei Abkiirzungen (MCA = Ausgleichung nach maximaler Korrelation und LSA =
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten) werden in diesem Kapitel an mehreren Stellen benutzt.



GLATT1 = die Losung basierend auf Minimierung der Quadratsumme der Residuendifferenzen,
(3.40),

GLATT2 = die Losung basierend auf Minimierung der Quadratsumme der ersten Ableitungen,
(3.41),

GLATT3 = die Losung basierend auf Minimierung der Quadratsumme der Differenzen der
ersten Ableitungen, (3.42),

GLATT4 = die Losung basierend auf Minimierung der Quadratsumme der zweiten Ableitungen,
(3.43),

e GLATTS5 = die Losung basierend auf Minimierung der Quadratsumme der Kriimmungen, (3.44).

Im betrachteten Beispiel sind die Datenpunkte gleichabstindig verteilt, so daf jeweils zwei Kri-
terien in gleichen Ergebnissen resultieren (GLATT1=GLATT2; GLATT3=GLATT4), vergleiche Ab-
schnitt 3.2.2. Somit ergeben sich insgesamt drei voneinander unterschiedliche Losungen (GLATTI,
GLATT3, GLATTS5). Die resultierenden Parameter des unvollstindigen Modells sind in Tabelle 4.1
aufgelistet (die Verschiebung ¢ bleibt dabei unbestimmt?, vergleiche Abschnitt 3.2.2). Die Residu-
ensiitze, die diesen drei Losungen entsprechen, sind in Abb. 4.4 dargestellt.

Tabelle 4.1: Beispiel 1: Parameter des unvollstdndigen Modells

a b c
Soll 0.300 0.000 0.000
LSA 0.367 0.001 0.000
GLATT1=GLATT2 0.291 0.001 0.000
GLATT3=GLATT4 0.290 0.001 0.000
GLATTS5 0.264 0.001 0.000
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Abbildung 4.4: Beispiel 1 — Vergleich postulierter systematischer Fehler mit den Residuen
fiir die drei ausgewahlte Losungen nach maximaler Korrelation

Zwei der drei Losungen (GLATT1 und GLATTS3) sind fast identisch; die dritte (GLATT5) weicht
etwas ab. Alle drei Losungen liefern bessere Parameterschiitzungen fiir das unvollstéindige Modell
und reprisentativere Residuen, als die Losung nach kleinsten Quadraten. Die beiden fast identischen

3Der Parameter ¢ kann problemlos nachtriiglich bestimmt werden, indem die schon bestimmten Parameter a und b
festgehalten werden. Die in Tabelle 4.1 aufgefiihrten Werte fiir ¢ wurden auf diese Weise ermittelt.



Losungen (in Abb. 4.4 sind die entsprechenden Residuensitze nicht visuell zu unterscheiden) ermogli-
chen eine bessere Rekonstruktion der Komponenten des synthetischen Beispiels als die dritte. Das
scheint kein Zufall zu sein, das letzte Kriterium (GLATTS5), welches auf einer streng mathemati-
schen Beschreibung? der Kriimmung basiert, hat sich bei den meisten (in der Arbeit angefiihrten und
zusitzlich getesteten) Beispielen als ziemlich instabil erwiesen. Dariiberhinaus war die Konvergenz bei
der iterativen Berechnung (diese Formulierung der Glattheitsbedingung fiithrt zu einem nichtlinearen
Ausgleichungsproblem, vergleiche Abschnitt 3.2.2) hiufig extrem langsam.

4.2 Einfiihrung zufilliger Fehler

Als néchstes werden die Daten aus dem ersten Beispiel iibernommen und um zufillige normalver-
teilte Anteile erweitert, s. Abb. 4.5. Alle Ergebnisse und Schlufifolgerungen sind praktisch gleich wie
im Beispiel ohne zuféllige Fehler. Zum Vergleich sind in Abb. 4.6 auch die Residuen aus der Aus-
gleichung nach kleinsten Quadraten unter Nichtberiicksichtigung der Unvollstéindigkeit des Modells
dargestellt. Auf eine graphische Darstellung der Residuenklasse nach maximaler Korrelation kann
verzichtet werden. Bei Anwendung der Glattheitskriterien werden drei verschiedene, aber nicht we-
sentlich unterschiedliche Losungen erhalten, die dazugehorigen Residuensétze sind ebenso in Abb. 4.6
dargestellt. Der einzige feststellbare Unterschied zu Abb. 4.2 und Abb. 4.4 ist das Vorhandensein
zufilliger Fehler.
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Abbildung 4.5: Beispiel 2 — Zusammensetzung der synthetischen Daten

4.3 Einflu3 von Datenliicken

Bisher war die Datenverteilung gleichabsténdig. Als niichstes bietet sich an, eine unregelmiiflige Da-
tenverteilung zu berticksichtigen. Gleichzeitig wurde die Anzahl der Datenpunkte halbiert, s. Abb. 4.7.

Die Ergebnisse der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten haben sich dadurch nicht wesentlich
gedndert, weder bei der Parameterschitzung, noch beziiglich der Form des Residuensatzes. Das gleiche
gilt fiir die Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation.

Die Anwendung der Glattheitskriterien liefert nun aber etwas gefinderte Ergebnisse®. Die Da-
tenverteilung ist diesmal unregelmifig und die fiinf unterschiedlichen Kriterien resultieren in fiinf
unterschiedlichen Losungen. Die dazugehorigen Residuensitze sind in Abb. 4.8 dargestellt.

4Diese Beschreibung verwandelt sich bei der Anwendung in eine scheinbar strenge Beschreibung, weil nur diskrete
Daten verfiigbar sein kénnen.

5Wie im Abschnitt 3.2.2 diskutiert, ist eine Einfiihrung der Gewichte mdglich, die durch die fehlende Gleichabst#ndig-
keit der Daten induziert sind. Es gibt keine eindeutigen Kriterien, um diese auszuwéhlen. Numerische Experimente mit
Gewichtevariationen haben die Argumentation aus Abschnitt 3.2.2 bekriftigt, dal gleiche Gewichte (3.47) als ein ak-
zeptabler Kompromifl betrachtet werden kénnen. Deshalb sind im folgenden Ergebnisse dargestellt, die auf dieser Wahl
basieren.
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Abbildung 4.6: Beispiel 2 — Vergleich postulierter systematischer Fehler mit den Residuen der Losung
nach kleinsten Quadraten und denen der drei ausgew#hlten Losungen nach maximaler Korrelation
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Abbildung 4.7: Beispiel 3 — Zusammensetzung der synthetischen Daten

Die beiden ersten Kriterien (basierend auf Differenzen von benachbarten Residuen, GLATT1, bzw.
auf den ersten Ableitungen, GLATT?2) liefern fast identische Parameter fiir das unvollstindige Modell,
welche die Soll-Werte sehr gut reproduzieren (nicht schlechter als das erste Kriterium in Tabelle 4.1).
Die beiden dazugehorigen Residuensitze sind in Abb. 4.8 kaum zu unterscheiden und zeigen eine sehr
gute Ubereinstimmung mit den vorgegebenen systematischen Fehlern.

Die dritte Losung (GLATT3, basierend auf Differenzen der ersten Ableitungen) weicht von den
ersten beiden geringfiigig ab, liefert aber &hnlich gute Schitzungen fiir die Modellparameter und fiir
die — die Systematik enthaltenden — Residuen.

Das vierte Kriterium (GLATT4, zweite Ableitungen) resultiert schon in erheblich abweichenden
Ergebnissen: Die Parameterschitzung ist in ihrer Qualitit der bei der Anwendung einer Ausgleichung
nach kleinsten Quadraten auf das unvollstindige Modell gleichzusetzen, die Form des Residuensatzes
scheint jedoch reprisentativer zu sein.

Das fiinfte Kriterium (GLATTS, Kriimmung im exakt mathematischen Sinne) liefert in diesem
Falle viel zu kleine Werte fiir die Modellparameter, woraus die Residuen resultieren, die mit dem
unvollstdndigen Modell stark korreliert sind.

Um das Verhalten der unterschiedlichen Glattheitskriterien noch deutlicher zu veranschaulichen,
wird nun bei gleichem unvollstindigen Modell und systematischen Anteilen die Unregelméigkeit der
Datenverteilung wesentlich verstirkt, so dafl auch gréfiere Datenliicken entstehen, s. Abb. 4.9.
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Abbildung 4.8: Beispiel 3 — Vergleich postulierter systematischer Fehler mit den Residuen der Losung
nach kleinsten Quadraten und denen der fiinf ausgewihlten Losungen nach maximaler Korrelation

Abbildung 4.9: Beispiel 4 — Verteilung der Datenpunkte

Genauso wie im vorherigen Beispiel, haben sich weder die Ergebnisse der Ausgleichung nach
kleinsten Quadrate noch die Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation wesentlich gedndert.

Die Auswirkungen der zusétzlichen , Glattheitsbedingungen® sind aber nicht mehr gleich. Die
ersten zwei Kriterien (Residuendifferenzen und erste Ableitungen, GLATT1 und GLATT2) liefern
noch immer wesentlich bessere Parameterschitzungen und représentativere Residuensitze als die
Methode der kleinsten Quadrate, die restlichen drei Kriterien (GLATT3, GLATT4 und GLATT5)
resultieren in schlechten Schétzungen fiir die Parameter des unvollstdndigen Modells und in zu grofien
Residuen, die mit dem unvollstéindigen Modell stark korreliert sind, s. Abb. 4.10.
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Abbildung 4.10: Beispiel 4 — Vergleich postulierter systematischer Fehler mit den Residuen der Losung
nach kleinsten Quadraten und denen der fiinf ausgewihlten Losungen nach maximaler Korrelation

Dieses Ergebnis ist nicht nur fiir das ausgewihlte Beispiel charakteristisch, sondern fiir alle unter-
suchten Beispiele. Von den aufgestellten fiinf Kriterien verhalten sich die anscheinend , primitiveren*
stabiler und entsprechen offensichtlich besser der Vorstellung der systematischen Anteile.

Die Losung GLATT1 entspricht der Idee, dafl benachbarte Residuen beim Vorhandensein syste-



matischer Einflisse gemeinsame Anteile haben sollen und damit der Vorstellung einer ,langwelligen
Glattheit“. Diese Losung ist deshalb nicht besonders empfindlich auf kurzwellige, lokale Schwankun-
gen. Die andere extreme Moglichkeit, GLATTS, die auf einer exakten mathematischen Beschreibung
der Kriimmung basiert, reprisentiert auch die Glattheit in einem entsprechenden Sinne, deshalb rea-
giert sie auf kleine lokale Schwankungen sehr empfindlich. Die restlichen drei untersuchten Moglich-
keiten bilden den Ubergang zwischen diesen beiden Extremfillen.

Da in praktischen Anwendungen immer mit zufilligen Fehleranteilen und somit mit lokalen
Schwankungen zu rechnen ist, hat die erste, einfachste, weniger empfindliche Bedingung die grofite
Bedeutung®.

Trotzdem sind die empfindlicheren, komplizierteren Bedingungen nicht endgiiltig auszuschlieflen.
Unter Umstéinden (z.B. wenn zufiillige Anteile sehr klein sind und die Datenverteilung sehr regelméfig
ist) konnen sie auch bessere Losungen liefern, als die einfachste Bedingung. Da aber die einfachste
Losung gleichzeitig die stabilste ist, kommen die komplizierteren Bedingungen nur dann in Frage,
wenn ihre Ergebnisse grundséitzlich mit denen der einfachen iibereinstimmen.

In den vier bisher vorgestellten Varianten eines einfachen synthetischen Beispiels funktioniert die
auf der maximalen Korrelation basierende vorgeschlagene Vorgehensweise recht gut und liefert so-
wohl bessere Schitzungen fiir die Parameter des unvollstindigen Modells als auch aussichtsreichere
Moglichkeiten zur Identifizierung systematischer Fehler als eine Ausgleichung nach kleinsten Quadra-
ten.

Als néichstes ist zu kliren, ob dhnliche Verhéltnisse bei anderen denkbaren Anwendungsbeispielen
zu erwarten sind.

Die Datenverteilung in Abb. 4.11 ist noch unregelmifliger und das unvollstindige Modell besteht
nun aus mehreren Frequenzen, s. Abb. 4.12.
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Abbildung 4.11: Beispiel 5 — Verteilung der Datenpunkte
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Abbildung 4.12: Beispiel 5 — Zusammensetzung der synthetischen Daten

Die Losung GLATT1 aus der Klasse aller Lésungen nach maximaler Korrelation liefert noch immer
die besten Schiitzungen fiir das unvollstéindige Modell, GLATT2 verhilt sich nur etwas besser als die
Losung nach kleinsten Quadraten, die restlichen drei Glattheitskriterien resultieren in schlechten Pa-
rameterschétzungen und in Residuen, die eine sehr starke Korrelation mit dem unvollstédndigen Modell
aufweisen. Diese Umstéinde werden am besten durch Residuenbilder veranschaulicht, s. Abb. 4.13.

SEigentlich reprisentiert sie auch am besten das, was unter einem ,,glatten® oder ,ruhigen“ Verlauf der iibriggeblie-
benen systematischen Anteile intuitiv zu verstehen sei.
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Abbildung 4.13: Beispiel 5 — Vergleich postulierter systematischer Fehler mit den Residuen der Losung
nach kleinsten Quadraten und denen der fiinf ausgewihlten Losungen nach maximaler Korrelation

Weiterhin ist zu bemerken, dafl selbstverstéindlich auch solche Beispiele konstruierbar sind, in
denen trotz Unvollstandigkeit des Modells eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ebenfalls gute
Niaherungen fiir die Soll-Parameter und reprisentative Residuen liefert. In solchen Fillen erwiesen sich
keine praktischen Unterschiede zwischen der Losung nach kleinsten Quadraten und der Losung durch
Anwendung eines Glattheitskriteriums auf die aus der Ausgleichung nach maximaler Korrelation
resultierende Klasse.

4.4 Nicht-eindeutige Aufgabenstellungen

Schliefilich stellt sich die Frage, ob es tiberhaupt generell moglich ist, eine ,,absolute Wahrheit“ aus
dem vorhandenen Datenmaterial zu extrahieren. Bei synthetischen Beispielen ist dieses Problem mit
der Frage dquivalent, ob eine Methode denkbar ist, die immer genau das herausfiltert, was bei der
Konstruktion des Beispiels eingebaut wurde. Bei praktischen Anwendungen lautet diese Frage, ob
es immer moglich ist, vollstindig das zu rekonstruieren, was die unbekannten (z.B. physikalischen)
Ursachen zu den Daten beigetragen haben.

Dieses Problem wird wieder an einem sehr einfachen synthetischen Beispiel dargestellt, s.
Abb. 4.14. Einfachheitshalber wurden zufiillige Anteile zu Null gesetzt, das unvollstindige Modell
hat die Form einer simplen Parabel und die systematischen Einfliisse die einer stiickweise geraden
Linie.

Weder die Lésung nach kleinsten Quadraten, noch die Losungen nach maximaler Korrelation, die
aus der Klasse aller Losungen mittels Glattheitsbedingungen ausgesucht wurden, liefern besonders
gute Schitzungen fiir die Parameter des unvollstindigen Modells. Die dazugehorigen Residuen veran-
schaulichen diese Tatsache, s. Abb. 4.15. Alle dargestellten Residuensétze haben einen weniger steilen
Verlauf als die vorgegebenen systematischen Einfliisse.

Nun stellt sich die Frage, ob die Anwendung der maximalen Korrelation mit zusétzlichen Glatt-
heitsbedingungen in diesem Falle erfolglos war. Die Antwort ist positiv, vorausgesetzt, dafl die Ent-
stehungsweise der synthetisch erzeugten Beobachtungen als ,absolute Wahrheit“ betrachtet wird.

Hingegen muf} bei weitergehender Interpretation der unterschiedlichen Ergebnisse (s. Abb. 4.15)
festgestellt werden, daf3 die gleichen Beobachtungen auch auf eine andere Weise entstehen kénnen,
ndmlich wie in Abb. 4.16 dargestellt. Ausgehend von dieser Zusammensetzung der synthetischen
Daten ld8t sich die Losung GLATT3 (Abb. 4.15) als eine perfekte Rekonstruktion der Komponenten
des synthetischen Beispiels betrachten.

Das unvollstindige Modell und die systematische Komponente sind in diesem Falle nicht eindeu-
tig trennbar. Daher kann es auch keine mathematisch beschreibbare Methode geben, die diejenige
Zerlegung liefert, die erwinscht ist, sondern nur eine Losung, die gewisse mathematisch beschreibba-
re Eigenschaften hat. Die Zusammensetzung in Abb. 4.16 entspricht einfach besser der Vorstellung,
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Abbildung 4.14: Beispiel 6 — Zusammensetzung der synthetischen Daten
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Abbildung 4.15: Beispiel 6 — Vergleich postulierter systematischer Fehler mit den Residuen der Losung
nach kleinsten Quadraten und denen der fiinf ausgewihlten Losungen nach maximaler Korrelation

daB die systematischen Anteile einen ,ruhigen Verlauf“ haben sollen, als die Zusammensetzung in
Abb. 4.14.

Dementsprechend ist weder von der beschriebenen Auswertestrategie noch von irgendeiner anderen
zu erwarten, daf} sie auf eine ,mystische“ Weise immer die ,,Wahrheit* findet. Dies trifft insbesondere
auf praktische Anwendungen zu, vor allem, wenn das unvollstindige Modell und die systematischen
Einfliisse gegensétzliche Anteile enthalten. Dann kann es nicht méglich sein, allein aufgrund der Daten
eine perfekte Rekonstruktion der einzelnen Komponenten durchzufiihren.

Trotzdem liefert die beschriebene Strategie eine Moglichkeit, solche Zerlegungen zu finden, die in
einem gewissen Sinne plausibel sind — in dem Sinne, daf} die Residuen einen ,,ruhigen Verlauf* anneh-
men. Erst eine weitgehende Analyse der erhaltenen Residuenformen kann eine mdogliche Erklidrung
fiir die gefundenen Formen liefern, indem mogliche Ursachen in Betracht gezogen werden.



A ——— Unvollstéandiges Mode
/s — — — Systematische Fehler A
o ° Beobachtungen

f —— - —1

— ~< - - —

- ~< - —_— .
| | | |

0 2 4 6 8

1C

Abbildung 4.16: Beispiel 6 — Mogliche andere Zusammensetzung der synthetischen Daten



Kapitel 5

Schluflbetrachtung

Das Vorhandensein systematischer Fehler, welches in dieser Arbeit im Sinne der Unmdglichkeit, ein
vollsténdiges Modell aufstellen zu kdnnen, interpretiert wird, bereitet grole Schwierigkeiten bei der
Bearbeitung nicht nur geoditischer Daten. Ein Ignorieren der Tatsache, dafl eine Modellbildung nicht
vollsténdig ist, resultiert in der Aufstellung von Annahmen, die mit dem eigentlichen Problem im
Widerspruch stehen. Fast alle in der Literatur dokumentierten Methoden zur Bearbeitung geodéti-
scher Daten (speziell Ausgleichung) basieren jedoch auf der Annahme, dafl die Beobachtungen einen
gewissen stochastischen Charakter aufweisen (d.h., daf keine systematischen Fehler bzw. Modell-
unzulénglichkeiten vorkommen). Auf diese Weise gelingt es immer, eindeutige Losungen zu finden.
Der Bezug des Modells zum urspriinglichen Problem wird aber fragwiirdig und die Ergebnisse fiir die
Modellparameter sind oftmals so verfilscht, dafl aus den dazugehorigen Residuen gar nicht ersichtlich
ist, wie grof} diese Verfilschungen sind und wie die enthaltenen systematischen Einfliisse aussehen
konnten.

Die zu l6senden zwei Probleme, die sich bei einer unvollstindigen Modellbildung ergeben, sind
von unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad.

Das erste, kleinere Problem besteht darin, den Nachweis zu erbringen, dal im vorhandenen Da-
tenmaterial systematische Einfliisse enthalten sein konnten. Die bestehende Literatur bietet mehrere
geeignete Moglichkeiten, die beispielsweise auf den aus einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
resultierenden Residuen beruhen und die als ausreichend angesehen werden kénnen. Diese Methoden
bieten aber keine Moglichkeiten zur Analyse von Einzelresiduen, sondern nur eine Antwort auf die
Frage, ob unbekannte systematische Anteile vermutet werden koénnen.

Das zweite Problem ist wesentlich schwieriger: Die Form oder andere Eigenschaften der in den
Residuen enthaltenen systematischen Einfliisse zu erkennen, um mogliche Ursachen und Erkldrun-
gen zu finden, was dann zu einer Erweiterung des urspriinglichen Modells fiihren kénnte. Erst nach
einer ausreichenden Vervollstindigung der Modellbildung werden die statistischen Annahmen véllig
unbedenklich und ermdglichen als Postprocessing eine endgiiltige Lésung des Problems, beispielsweise
durch eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten.

Die in der Literatur vorgeschlagenen Losungen fiir das zweite Problem miissen als nicht ausrei-
chend betrachtet werden. Leider wird es auch nie eine vollstindige Losung dieses Problems geben.
Wie in der vorliegenden Arbeit an einem sehr einfachen synthetischen Beispiel illustriert, ist die in
den Daten enthaltene ,einzige Wahrheit“ selbst nicht immer eindeutig. Die gleichen Daten kénnen
manchmal auf mehrere unterschiedliche Weise in die Komponenten unvollstindiges Modell, fehlen-
de systematische Einfliisse und kleine zufillige Anteile zerlegt werden. Welche der Zerlegungen als
,» Wahrheit“ betrachtet werden soll, ist von der Vorstellungen iiber ,,systematische Fehler“ abhéngig.
Intuitiv sind diese Vorstellungen klar und grofitenteils allgemein akzeptiert. Zwischen diesen Vorstel-
lungen und jedem Versuch, diese exakt mathematisch zu beschreiben, bleibt immer eine Grauzone,
die manchmal vernachléssigbar und manchmal erheblich sein kann.

Die vorliegende Arbeit versucht weder die Tatsache zu bestreiten, dafl unter gewissen Umstéinden
die vorhandenen Methoden eine erfolgreiche Identifizierung der im voraus unbekannten systematischen
Anteile ermdglichen, noch ein ,,Patentrezept anzubieten, das ein im allgemeinen unlésbares Problem
immer erfolgreich 16st. Statt dessen handelt es sich um eine Erweiterung der zur Verfiigung stehenden
Methoden zur Analyse derjenigen Probleme, bei denen keine vollstéindige Modellbildung von Anfang
an moglich ist.
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Als eine Mdoglichkeit wird in der vorliegenden Arbeit die Anwendung einer Ausgleichung nach ma-
ximaler Korrelation vorgeschlagen. Diese Ausgleichung wird ohne statistische Annahmen rein geome-
trisch begriindet. Die Parameter des unvollstindigen Modells werden so bestimmt, daf die in diesem
Modell enthaltenen Formen so gut wie moglich an die in den Daten enthaltenen Formen angepaf3t
werden. Dies geschieht, indem der Korrelationskoeffizient zwischen dem unvollstindigen Modell und
den Daten maximiert wird. Auf diese Weise entsteht in allen fiir die Anwendung relevanten Fillen
eine ganze Klasse der Losungen und die dazugehorige Klasse der Residuensatze.

Die Ausgleichung nach maximaler Korrelation kann als eine Verallgemeinerung der Ausgleichung
nach kleinsten Quadraten betrachtet werden. Falls ndmlich die Klasse der Funktionen, in der die
Losung gesucht wird, gewisse einfache Eigenschaften hat, was meistens auch der Fall ist, dann enthiilt
die Unterklasse der Losungen nach maximaler Korrelation speziell auch die Losung nach der Methode
der kleinsten Quadrate. Im zweiten, fiir die Anwendung mitunter interessanten Fall, ist die Lésung
nach kleinsten Quadraten eines leicht modifizierten Problems eine der Lésungen nach maximaler
Korrelation.

Die auf den ersten Blick unerwiinschte Mehrdeutigkeit der Lésung nach maximaler Korrelation
ist bei der ertrterten Zielsetzung jedoch von groflem Vorteil: Die Losungsklasse enthilt nicht nur die
Losung, bei der Residuen zum Minimum gezwungen wurden, sondern auch solche, deren Residuen
keine Minimalitédtsbedingung erfiillen und statt dessen den Verlauf der systematischen Anteile besser
reprasentieren. Um eine solche Losung aus der ganzen Klasse auszuwéhlen, sind Vorstellungen iiber
die Eigenschaften dieser Anteile notwendig. Intuitiv ist unmittelbar einsichtig welche Vorstellungen
geeignet sind. Eine exakte mathematische Beschreibung des Begriffes , systematisch® im allgemeinen
kann es aber nicht geben.

In der vorliegenden Arbeit wurden zwei Aspekte der ,,Systematik“ herausgegriffen: mogliche (lang-
wellige) Glattheit im weitesten Sinne des Wortes (,,ruhiger Verlauf“) und die ,, Treppenformigkeit®. Fiir
diese zwei Fille wurden entsprechende mathematische Beschreibungen ausgearbeitet. Diese konnen
dann benutzt werden, um aus der ganzen Residuenklasse die Losung auszuwéhlen, die derartige sy-
stematische Anteile am besten reprisentiert. Fiir den einfachsten, eindimensionalen Fall wurde die
Ausarbeitung dieser zusitzlichen Bedingungen detailliert durchgefiihrt und an synthetischen Bei-
spielen verifiziert. Es hat sich gezeigt, daf3 die vorgeschlagene Vorgehensweise Moglichkeiten bietet,
die Form der enthaltenen systematischen Anteile ,realistisch zu identifizieren, auch dann, wenn die
Methoden, die die Residuen minimieren, keine repréisentativen Residuenbilder zur Verfiigung stellen.

Eine direkte Anwendung der beschriebenen Methodologie und des dazugehérigen Formelapparats
ist im eindimensionalen Fall ohne weiteres moglich, z.B. auf Zeitreihen.

Die ersten Ansétze und Untersuchungen zum Einsatz der Ausgleichung nach maximaler Korrelati-
on in der Formenerkennung zur Rekonstruktion von Trassierungselementen wurden in [Neitzel 1998]
gemacht. Die Untersuchung wurde auf die eindimensionale Darstellung der betrachteten Kurvenab-
schnitte eingeschrinkt und die Auswahl einer entsprechenden Losung aus der Klasse aller Losungen
nach maximaler Korrelation — ohne Aufstellung der in dieser Arbeit beschriebenen oder modifizierten
zusétzlichen Bedingungen — visuell vorgenommen. Dabei hat sich erwiesen, dafl die Idee erfolgver-
sprechend ist, weshalb eine Fortsetzung dieser Untersuchungen geplant ist.

Die ersten Versuche einer Anwendung der beschriebenen Methodologie auf mehrdimensionale Pro-
bleme der Deformationsanalyse wurden ebenso von meinem Kollegen Frank Neitzel vorgenommen,
s. z.B. [Neitzel 1999] oder [Neitzel 2001]. Das Hauptproblem bei der Deformationsanalyse besteht
darin, daf} in vielen Féllen die vorhandenen Deformationserscheinungen keinen systematischen Cha-
rakter aufweisen. In solchen Fillen kann von der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Vorgehensweise zur
Identifizierung systematischer Einfliisse nicht zu viel erwartet werden. Trotzdem bleibt auch dann
die Korrelation als ein mogliches Ma8 fiir die Ahnlichkeit der in den unterschiedlichen Punktgruppen
in verschiedenen Epochen enthaltenen Formen!. Dabei erméglicht die Ausgleichung nach maximaler
Korrelation dieses Beurteilungskriterium vom Einflul einer willkiirlichen Datumsfestlegung zu befrei-
en, so dafl der Betrag der Korrelationskoeffizienten ein von der Lagerung unabhingiges Maf} fiir das
Verhiltnis zwischen geometrischen Formen in verschiedenen Epochen wird. In den Féllen, in denen
die Deformationen einen systematischen Charakter aufweisen (wie etwa in der Plattentektonik) bietet
sich eine direktere Anwendung der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Vorgehensweise an.

!In der bestehenden Literatur zur Deformationsanalyse wird diese Untersuchung der Ahnlichkeit meistens Kongru-
enzanalyse genannt (auch wenn der Mafistab unbekannt ist) und basiert immer auf metrischen Kriterien.



Weiterhin haben die in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Untersuchungen die Erarbeitung ei-
ner neuen Methode zur Generalisierung kartographischer Linienelemente motiviert, s. [Vuceti¢ 2001].
Bei allen in der Literatur zu findenden Verfahren zur Reduktion der Punktmenge, die eine Linie
in Digitalform beschreibt, basiert diese Reduktion auf metrischen Kriterien. Neben offensichtlichen
Vorteilen (einfache Kontrolle der erforderlichen Darstellungsgenauigkeit) weist eine solche Vorgehens-
weise auch erhebliche Mingel auf: Die in der Kartographie sehr wichtige Erhaltung des gleichen
visuellen Eindrucks geht dabei oftmals verloren. Das neue Verfahren selektiert diejenige Untermenge
der liniendefinierenden Punkte, die die Eigenschaft hat, daf3 die generalisierte Linie mit der urspriing-
lichen maximale Korrelation aufweist. Die Versuche mit praktischen Beispielen haben gezeigt, daf3
die charakteristischen Formen der Linie auf diese Weise wesentlich besser erhalten werden als bei
herkémmlichen Verfahren. Der Unterschied der priméren Zielsetzung der vorliegenden Arbeit und
der gerade beschriebenen Anwendung besteht darin, dafl im ersten Falle unerwiinschte systemati-
sche Anteile eliminiert werden sollen und im zweiten die ,systematischen® Liniencharakteristika zu
bewahren sind.

Weitere Anwendungen des Prinzips der maximalen Korrelation sind denkbar, sowohl jene, die als
eine direkte Anwendung der in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagenen Vorgehensweise angesehen
werden konnen als auch solche, die eine entsprechende Modifikation voraussetzen.
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Anhang

A.1 ,,Total least squares*“ und Verallgemeinerungen davon

In einem Teil der Literatur zur mathematischen Statistik  (beispielsweise in
[Golub und van Loan 1980] oder [Van Huffel und Zha 1993]) wird zwischen “Least squares (LS)
und “Total least squares“ (TLS), auch ,errors-in-variables model“ genannt (s. [Fierro u.a. 1997],
[Huwang und Huang 2000] oder [Chandrasekaran u.a. 2001]), unterschieden!. Betrachtet wird ein
iberbestimmtes lineares Modell

[~ Az. (A-1)

Wegen unvermeidlicher Meffehler (in der Terminologie der zitierten Literaturquellen: , perturbances®,
d.h. Stérungen) kann das Gleichungssystem (A-1) nur niherungsweise erfiillt werden. Angenommen,
daB sich alle Mef}fehler auf die Komponenten des Vektors [ beziehen, normalverteilt sind und die glei-
chen Verteilungsparameter haben, bietet es sich an, den Vektor der ,,Verbesserungen® v einzufiihren:

l+v=Ax (A-2)

und die Zielfunktion
Z VU (A-3)

zu minimieren?. Entstammen die Mefifehler fiir die einzelnen Komponenten des Vektors ! unterschied-
lichen Normalverteilungen oder sind die Messungen noch dazu korreliert, so wird auf bekannte Weise
eine entsprechende Gewichtsmatrix P eingefiihrt. In der zitierten Literatur heifit dieses Ausgleichungs-
modell “Least squares“ (LS).

Ist aber die Gleichung (A-1) nur niherungsweise erfiillt, weil nicht allein der Vektor I Stérungen
enthiilt, sondern ebenfalls die Matrix A4, so ist die Modellierung durch (A-2) und die Minimierung
der Zielfunktion (A-3) offensichtlich nicht angemessen. Es bietet sich dann an, auch die Elemente der
Matrix A mit Verbesserungen zu versehen:

l+v=(A4+V)z (A-4)

und die Zielfunktion
> (v +VV) (A-5)

zu minimieren. Auf bekannte Weise konnen gegebenenfalls entsprechende Gewichtsmatrizen sowohl
fiir [ als auch fiir A eingefiihrt werden®. In der zitierten Literatur heifit dieses Ausgleichungsmodell
“Total least squares“ (TLS).

Es liegt nahe, TLS folgendermaflen zu interpretieren: Die Matrix A in (A-1) vertritt das Modell,
der Vektor ! die Messungen. Dementsprechend ist TLS eine Methode, die Stérungen gleichzeitig in
den Messungen und in dem Modell sucht.

In dieser Arbeit werden beide Begriffe in der englischen Originalform benutzt. Wie im vorliegenden Abschnitt
gezeigt wird, konnen diese Begriffe nicht gerechtfertigt werden. Deshalb wird auf eine Ubersetzung verzichtet.

2Die Formeln aus der zitierten Literatur wurden hier mit Absicht in die traditionelle (konservative) Notation um-
geschrieben. Diese Notation weicht zwar von der heutzutage verwendeten statistischen Notation ab, ist jedoch besser
dazu geeignet, Miflverstdndnisse zu vermeiden.

3Da es sich an dieser Stelle in erster Linie darum handelt, mégliche Mifverstindnisse auszurdumen, ist es angemessen,
die Formeln fiir den einfachsten Fall zu betrachten und die Verallgemeinerungen im Auge zu behalten. Bei einer anderen
Zielsetzung wire es vielleicht giinstiger, die Formeln fiir den allgemeinsten Fall anzufithren und die Spezialfille zu
erldutern.
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Vielleicht lassen sich auf diese Weise systematische Fehler im Modell identifizieren. Falls ja, dann
wdre TLS von héchster Relevanz fiir diese Arbeit.

Die Antwort ergibt sich aus (A-4) und (A-5): Sowohl fir die Stérungen von l als auch fir die von
A wurde postuliert, daf sie einen stochastischen Charakter haben*. Von einer Anwendung der TLS
zur Identifizierung systematischer Fehler kann also keine Rede sein.

Obwohl im Rahmen der Problematik, die in dieser Arbeit behandelt wird, “Total least squares“
keinen Beitrag liefern kann, haben sich aus der Auseinandersetzung mit der Literatur zu TLS einige
hochinteressante Erkenntnisse ergeben, die nachfolgend kurz geschildert werden.

Als erstes stellt sich die Frage: Obwohl TLS nicht zur Identifizierung systematischer Fehler geeignet
ist, ist diese Vorgehensweise trotzdem eine Methode zur ,, Verbesserung® des Modells? Welche Art der
»Modellverbesserung® ergibt sich aus TLS?

Interessanterweise: keine. TLS hat mit ,Modellverbesserung®, , Modellverinderung“ oder ,,Mo-
delluntersuchung“ nichts zu tun, obwohl es auf den ersten Blick so erscheinen mag. Um dies einzu-
sehen, soll die Frage gestellt werden, in welchem Sinne die Matrix A das Modell vertritt. Am besten
kann dies am einfachsten Beispiel veranschaulicht werden, welches in der Literatur zur TLS als Pa-
radebeispiel benutzt wird (s. [Golub und van Loan 1980] oder [Van Huffel und Zha 1993]), um den
Unterschied zwischen LS und TLS zu illustrieren. Es handelt sich um die Anpassung einer Geraden
an eine gegebene Punktmenge, s. Abb. 1

1
10

9|

i, A [w]-—>min (LS)

Al Ny ——— [W]-—>min (LS)

S — [dd]-->min (TLS)
17 /%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Abbildung 1: Gegebene Punkte und die ausgleichenden Geraden nach LS und TLS
Die Gleichung einer Geraden kann bekanntlich in der Form
Y=aX+0 (A-6)
dargestellt werden. Das Gleichungssystem (A-1) besteht demnach aus folgenden Gleichungen
Yi=aX;+b i=1,...,n (A-7)

wobei n die Anzahl der Punkte bezeichnet. Die Matrizen in (A-1) haben deshalb folgende Bedeutung:

X, 1 Y1
X, 1 " Y,

R B Y (A-9)
X, 1 Yy

Werden Stérungen® ausschliefilich fiir die Messungen Y; zugelassen, so ergibt sich die LS-Losung,.
Die Einfiihrung zusétzlicher Stérungen fiir die Matrix A bedeutet nichts anderes als die Beriicksichti-
gung der Meffehler auch fiir die Messungen X;. Deshalb diirfen Storungen (Verbesserungen) nur fiir

4Alle in den zitierten Literaturquellen ausgearbeiteten Ldsungswege basieren auf dieser Annahme.

5Der stochastische Charakter der Stérungen wird genauso wie in den zitierten Literaturquellen postuliert.



die erste Spalte der Matrix A eingefiihrt werden®. Als TLS-Losung ergibt sich die ,,orthogonal regres-
sion“ (s. [Van Huffel und Zha 1993]), d.h. die Gerade, fiir die die Summe der quadrierten Abstéinde
von den gegebenen Punkten minimal ist.

Nun kann gezeigt werden, dal LS und TLS nichts anderes sind als Spezialfille einer korrekten
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate.

Sind nur die Y;-Werte fehlerbehaftet, dann ist

Y;'—F’l}i:aXi-Fb i:l,...,n (A—g)

ein angemessenes Grundmodell. Ein Beispiel fiir eine derartige Aufgabenstellung ist eine Signalregi-
strierung in gewissen Zeitabstinden, wobei die Zeitmessung wesentlich genauer als die Signalregistrie-
rung ist und deshalb als praktisch fehlerfrei betrachtet werden darf. Das Gleichungssystem (A-9) ist
linear und kann als System der Beobachtungsgleichungen betrachtet werden; eine Ausgleichung nach
vermittelnden Beobachtungen liefert dann die Losung, die mit der LS-Losung identisch ist.
Vo6llig analog ergibt sich eine LS-Lésung fiir den Fall, in dem nur die X;-Werte fehlerbehaftet sind.
Sind sowohl die X;-Werte als auch die Y;-Werte fehlerbehaftet, dann kann

}/;+Ui:a(Xi+‘/;)+b i:l,...,n (A—IO)

ein angemessenes Grundmodell sein. Dieses Modell entspricht beispielsweise einer Aufgabenstellung,
bei der die Koordinaten X; und Y; von einer Reihe von Punkten eines geradlinigen Objektes durch
Orthogonalverfahren mit gleichen Genauigkeiten bestimmt wurden. Das Gleichungssystem (A-10)
kann nicht unmittelbar als System der Beobachtungsgleichungen betrachtet werden. Deshalb muf3
zuerst eine Umformung durchgefiihrt werden, woraus sich ein nichtlineares Ausgleichungsproblem
ergibt. Im Falle nichtkorrelierter und gleichgewichtiger Beobachtungen ergibt sich eine quadratische
Gleichung, s. [Adcock 1878], die direkt gelést werden kann. Sind den Beobachtungen unterschiedliche
Gewichte zugeordnet, ergibt sich eine ,,pseudokubische” Gleichung, die iterativ gelost werden kann,
s. [York 1966]. Diese ,pseudokubische* Gleichung wurde in [York 1969] auf korrelierte Messungen
verallgemeinert” und auch in eine ,pseudoquadratische“ Gleichung {iberfiihrt®.

Alternativ kann das Problem nach der Transformation in ein nichtlineares Ausgleichungsproblem
durch Linearisierung und Iteration gelést werden, s. [Bopp und Krauss 1977]. In beiden Féllen ergibt
sich die Losung, die mit der TLS-Losung identisch ist.

Die interessante Konsequenz ist, daf§ LS und TLS nicht zwei unterschiedliche Methoden sind, son-
dern Anwendungen der gleichen Methode (Ausgleichung nach kleinsten Quadraten) auf zwei unter-
schiedliche Aufgabenstellungen. Dadurch eriibrigt sich jede Diskussion, welche der beiden ,,Methoden*
besser ist?. Es ist nur notwendig, immer die vorliegende Aufgabenstellung zu modellieren und nicht
etwas vollig anderes'®.

Die in diesem Abschnitt erérterte Literatur aus der mathematischen Statistik ist aber aus anderen
Griinden fiir geoddtische Fragestellungen von hochster Relevanz.

Nach der Aufstellung des Modells wird in der geodétischen Praxis das Problem in der Regel durch
Linearisierung gelost. Diese Vorgehensweise funktioniert meist recht gut, hat manchmal aber auch aus-
geprégte Nachteile. In der zitierten statistischen Literatur wurde eine Vielzahl von Losungswegen aus-
gearbeitet, wobei besondere Aufmerksamkeit den Stabilitéitsproblemen, der numerischen Giinstigkeit
und der Effizienz geschenkt wurde, s. z.B. [Van Huffel und Zha 1993] oder [Huwang und Huang 2000].

6Dies 148t sich durch eine entsprechende Gewichtung fiir die Matrix A regeln. In [Golub und van Loan 1980] und
[Van Huffel und Zha 1993] wird dies erreicht, indem vor der Anwendung von TLS die Punktwolke implizit zum Schwer-
punkt translatiert wird, wodurch die zweite Spalte der Matrix A verschwindet. Es kann gezeigt werden, dafl die beiden
Vorgehensweisen dquivalent sind.

"Eigentlich auf einen Spezialfall der korrelierten Messungen, nimlich den Fall, in dem nur die zugeordneten X;- und
Y;-Werte miteinander korreliert sind.

8Diese pseudoquadratische Gleichung ergibt sich auch direkt als Verallgemeinerung der Losung von [Adcock 1878].
Warum York, dem die Losung von Adcock bekannt war, iiberhaupt in [York 1966] nur die ,,pseudokubische Gleichung
angeboten hat, ist unverstédndlich und nicht nachvollziehbar.

9Derartige Diskussionen sind in der Literatur leider zu finden, beispielsweise in [Golub und van Loan 1980],
[Van Huffel und Zha 1993], [Huwang und Huang 2000] und [Watson 2001].

10Tn einem anderen Kontext ist in [Steiner und Hajagos 2001] die folgende allgemeingiiltige Aussage zu finden: , Every
researcher of each practical discipline, however, well knows, that statistics is to be used always appropriately according
to the demands of the given task of the discipline and never automatically“.



Dazu gehoren unterschiedliche Verallgemeinerungen und Modifikationen von TLS, wie z.B. robuste
TLS-Methoden ([He und Liang 2000])

Besonders interessant sind die Verallgemeinerungen, bei denen fiir die Stérungen zusétzlich zum
stochastischen Modell noch Schranken eingefiihrt werden (,,bounded errors-in-variables model“, s.
z.B. [Chandrasekaran u.a. 2001]). In vielen Fragestellungen der Geodésie wiire es sehr sinnvoll, in die
Formulierung des Problems zusétzlich zu den Varianzen noch Toleranzen einzufiihren. Es scheint, daf3
die Untersuchungen und daraus resultierenden Algorithmen zum ,bounded errors-in-variables mo-
del“ entsprechende Mdglichkeiten bieten. Eine Ubertragung auf geodiitische Fragestellungen ist eine
zukiinftige Aufgabe fiir die wissenschaftliche Forschung auf dem Gebiet der geoditischen Modellbil-
dung, deren Bedeutung kaum iiberschitzt werden kann.

Hochrelevant ist ebenfalls die Untersuchung der Beziehungen zwischen TLS und Regularisierung,
woraus eine Vielfalt neuer Regularisierungsmethoden und dazugehorigen effizienten numerischen Al-
gorithmen hervorgegangen ist, s. z.B. [Fierro u.a. 1997] und [Golub u.a. 1999]. Bekanntlich ist das
Problem der Regularisierung bei riesigen Gleichungssystemen eines der brennenden Probleme der
heutigen Satellitengeodésie, in der die Rekonstruktion von Kugelfunktionskoeflizienten des Erdschwe-
refeldes aus Satellitenmefidaten in Gestalt eines hochgradig instabilen Problems auftritt.

A.2 ,Hidden bias* in ,,Observational studies*

Einen hervorragenden Uberblick iiber das Thema ,Hidden bias in Observational studies* mit 77
Literaturstellen gibt Paul R. Rosenbaum unter dem Titel ,,Observational studies and nonrandomized
experiments“, s. [Rosenbaum 1996].

Es stellt sich selbstverstindlich die Frage, in welchem Zusammenhang ,hidden bias“' zum Thema
dieser Arbeit steht.

»,Observational studies“ finden vor allem in der Epidemiologie (der Zweig der Medizin, der sich
grundsétzlich mit den Ursachen der Erscheinung oder Nichterscheinung einer Krankheit in einer
gewissen Population beschiiftigt) und verwandten Fragestellungen'? Anwendung. Deshalb kommen
die meisten Beispiele in den zitierten Literaturquellen aus diesem Bereich.

Um eine realititsnahe quantitative Klassifizierung der Reaktionen eines menschlichen Organis-
mus auf eine Wirkung (,,treatment®) durchzufiihren, sind ,,randomized experiments“ fast ideal. Die
einzige Annahme, die gemacht werden muf}, ist die Annahme, daf} alle Kombinationen von denkba-
ren und undenkbaren Eigenschaften eines Individuums und der zusétzlichen Wirkungen auf dieses,
die einen Einflufl auf den Ausgang eines Experimentes haben kénnen, in dem untersuchten Teil der
Bevolkerung zuféllig verteilt sind. Diese Annahme kann offensichtlich nicht hundertprozentig erfiillt
sein; daf sie jedoch in einem hohen Mafe erfiillt ist, erscheint aber als evident. In einem derartigen
Experiment werden Individuen nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlt. Nach dem gleichen Prinzip wird
die Entscheidung getroffen, ob ein Individuum der zu untersuchenden Wirkung ausgesetzt wird oder
nicht. Eintreffen oder nicht Eintreffen (entweder so, binir, in Stufen oder kontinuierlich quantifiziert)
der untersuchten Reaktion wird dokumentiert. Zumindest in einem statistischen Sinne kann erwartet
werden, dafl der Gesamteinfluf} aller anderen Wirkungen vernachléssigbar ist (Erwartungswert gleich
Null), so daf} eine hohe Frequenz der Koinzidenz einer Wirkung mit einer Reaktion als ein kausaler
Zusammenhang zwischen den beiden interpretiert werden darf.

Obwohl ,randomized experiments“ das beste von den vorhandenen Mitteln ist, um die Kausa-
litdt zu erforschen, kommen sie meist nicht in Frage. Um einen kausalen Zusammenhang zwischen
Radioaktivitdt und Leukemie festzustellen, wire es beispielsweise notwendig, zufillig ausgewihlte ge-
sunde Individuen nach einem Zufallsprinzip entweder der Radioaktivitit auszusetzen oder nicht und
zu dokumentieren, in welchen Fillen es zu einer Entwicklung der Leukemie gekommen ist.

1Sowohl der Artikel [Rosenbaum 1996] als auch die in ihm zitierten Literaturstellen und die zusitzlich konsultierte
Literatur stammen aus dem englischen Sprachraum. Diese Tatsache bietet die Mdglichkeit an, auf die Ubersetzung eini-
ger Begriffe zu verzichten. Dies betrifft insbesondere jene Begriffe, die in einer {ibersetzten Form mit dhnlichen Begriffen
aus dieser Arbeit verwechselt werden kénnten. Auf diese Weise kann eine der wichtigsten Quellen aller Miflverstind-
nisse in wissenschaftlichen Diskussionen vermieden werden. Es ist eher die Regel als eine Ausnahme, daf gleiche oder
dhnliche Begriffe in unterschiedlichen Wissenschaften verschiedene Bedeutungen haben, die sich wiederum alle von der
Bedeutung im tdglichen Leben unterscheiden.

120hne Zweifel gehoren die Fragen, wie ein Mensch auf spezifische Schadstoffe, eine Therapie oder eine spezielle Art
der Ausbildung reagiert, in die gleiche Kategorie.



Als Ersatzmittel bieten sich ,observational studies“ an, s. beispielsweise [Cochran 1965] und
[Rubin 1974]. Untersucht wird eine Gruppe von Individuen, fiir welche bekannt ist, daf} sie einer
bestimmten Wirkung ausgesetzt wurde oder bei der bestimmte Symptome, eine spezifische Krankheit
oder eine andere Reaktion bereits festgestellt wurde. Solche Gruppen sind einfach zu lokalisieren,
beispielsweise unter den Patienten eines Krankenhauses, wobei es zusiitzlich giinstig ist, daf in die-
sem Falle viele Informationen {iber die ,, Untersuchungsobjekte* in den Akten bereits vorhanden sind.
Das Problem bei einer derartigen Herangehensweise liegt darin, dafl eine solche Gruppe fiir die all-
gemeine Bevolkerung nicht besonders reprisentativ ist. Im betrachteten Beispiel kann nicht davon
ausgegangen werden, dafl der durchschnittliche Gesundheitszustand einer Gruppe von Patienten den
durchschnittlichen Gesundheitszustand der Bevolkerung représentiert. Aus diesem Grund werden eine
oder mehrere zusétzliche Gruppen gebildet, die Kontrollgruppen genannt werden.

Eine Kontrollgruppe mufl mehrere widerspriichliche Anforderungen erfiillen. Einerseits sollte sie
die ,Normalbevolkerung“ reprisentieren, andererseits sollte sie im Hinblick auf die Faktoren, die einen
Einfluf} auf den Ausgang des Experimentes haben kénnten, dhnliche Eigenschaften wie die untersuchte
Gruppe aufweisen. Da es nicht moglich ist, alle Forderungen gleichzeitig zu erfiillen, werden Kompro-
mifllosungen gesucht. Voraussetzung dafiir ist, dafl im voraus bekannt ist, welche Faktoren fiir den
Ausgang relevant sind. Die einfachste Idee besteht darin, jedem Individuum der Untersuchungsgruppe
ein Individuum der Kontrollgruppe zuzuordnen, nach dem Kriterium, dafl die beiden Individuen die
gleichen relevanten Faktoren haben. Da dies meistens nicht realisierbar ist, wurde eine ganze Rei-
he unterschiedlicher Methoden entwickelt, um beispielsweise die relevanten Faktoren fiir die beiden
Gruppen im Mittel anzugleichen oder alle einzelnen Differenzen zu minimieren. Ausfiihrliche Darstel-
lungen, sowohl zu verschiedenen Moglichkeiten der Realisierung einer sinnvollen Zuordnung zwischen
den Individuen einer Untersuchungsgruppe und den Individuen einer oder mehrerer Kontrollgruppen,
als auch zu den dabei auftretenden Problemen sind z.B. in [Cochran und Rubin 1973], [Rubin 1973],
[Carpenter 1977], [Rosenbaum und Rubin 1985] und [Ming und Rosenbaum 2001] zu finden.

Ist es bekannt, dafl die beiden Gruppen in Bezug auf die relevanten Faktoren zu unterschiedlich
sind (Voraussetzung dafiir sind die Kenntnisse, welche Faktoren alle relevant sind und das Vorhanden-
sein von Informationen iiber alle diese Faktoren fiir alle Individuen beider Gruppen.), wird von einem
»,overt bias“ geredet. Fehlen die Informationen iiber relevante Faktoren oder die Kenntnisse dariiber,
welche alle Faktoren relevant sind, dann wird ein ,hidden bias“ befiirchtet'3. Diese Befiirchtung ist
im Prinzip immer gerechtfertigt. Das Hauptproblem liegt eigentlich im Ubergang von ,,association®
(Zusammenhang, aber in einem nichtkausalen Sinne) zu ,,causation® (Ursachenfeststellung), s. bei-
spielsweise [Cochran 1965], [Schlesselmann 1978], [Rosenbaum 1984], [Holland 1986] oder [Cox 1992].

Ein schones Beispiel fiir die Probleme bei der Ursachenforschung ist eine Diskussion, die vor 50
Jahren in den USA entflammte, ob das Rauchen als Ursache fiir die Entstehung von Lungenkrebs
betrachtet werden kann. Es gab zahlreiche Studien mit unterschiedlichsten Schluflfolgerungen. Auf
dem Niveau der ,association® gab es keine ausgeprigten Miflverstindnisse: Der Anteil von Zigaret-
tenrauchern bei den Lungenkrebspatienten war wesentlich erh6ht. Die Erorterungen zur ,,causation®
haben aber immer einen eher spekulativen als statistischen Charakter. Deshalb verwundert wenig,

daf8 die Schlu$folgerungen der verschiedenen Studien widerspriichlich waren'4.

In [Cornfield u.a. 1959] wurde eine Synthese der Ergebnisse aus den genannten widerspriichlichen
Studien gemacht, die in der Literatur als erste formale ,sensitivity analysis“ betrachtet wird. Am
diskutierten Beispiel war der Gedankengang wie folgt: Ist der Anteil der Lungenkrebserkrankungen
bei den Zigarettenrauchern neun mal hoher als bei den Nichtrauchern, dann ist das Risiko in der
ersten Gruppe neun mal héher als in der anderen. Sollte das Rauchen nicht die Ursache sein, dann
sollte die wahre Ursache bei den Zigarettenrauchern neun mal stérker vertreten sein als bei den Nicht-
rauchern'®. Die Entscheidung, ob eine derartige Ursache existieren oder nicht existieren kann, kann
nicht auf dem statistischen Wege getroffen werden. Deshalb enthalten alle derartigen Abhandlungen

3 Terminologisch besteht die Idee darin, im ersten Falle von einem ,offenen“ (sichtbaren, offensichtlichen) und im
zweiten von einem ,versteckten“ (unsichtbaren) Bias zu reden.

14Djese reichten von der Behauptung, daf8 der erhdhte Anteil als endgiiltiger Beweis fiir den kausalen Zusammenhang
akzeptiert werden muf}, bis zu der Idee, daf es vollig andere Faktoren gibt, die die Ursache sowohl fiir die Entwicklung
der Neigung zum Rauchen als auch fiir die Anfilligkeit fiir Lungenkrebs sind.

15Djese Uberlegung wurde im zitierten Artikel ausgehend von ,,0dds ratio“ (Chancenverhéiltnis) anschlielend mathe-
matisch dargestellt, die in der spéteren Literatur weiter ausgearbeitet wurden. Innerhalb dieses kurzen Kommentars
wird auf eine formelle Darstellung verzichtet.



viele philosophische Aspekte!®, aber auch die Berufung auf das Gefiihl und die Vorstellbarkeit.

Trotzdem gelten die Schluifolgerungen vieler , sensitivity analysis“ nach vielen Jahren noch immer
als sinnvoll. Die Moglichkeit, da3 die Schlufifolgerungen spéter widerlegt werden, weil die Existenz
des Unvorstellbaren doch nachgewiesen wird, wird in der Literatur ebenso akzeptiert.

Wie schon festgestellt, erortert eine ,sensitivity analysis“ die Frage, wie hoch ein ,hidden bias“
sein soll, um die Schluffolgerungen der Studie zu dndern'”. Eine derartige Analyse liefert aber keine
Hinweise zum moglichen Vorhandensein eines ,hidden bias“. Diese Tatsache verwundert wenig: ,,hid-
den bias“ bezieht sich vor allem auf die mit der ,,causation“ verbundenen Spekulationen und weniger
auf die durch Zahlen dokumentierte ,,association®.

Anstrengungen zur Aufdeckung von ,hidden bias“ sind durch die Art der vorhandenen zusdtz-
lichen Informationen und durch den Typ der Bias, welche anhand dieser Art von Informationen
hoffentlich entdeckt werden konnten, charakterisiert'®. Im Idealfall wird die Studie derartig gestaltet,
daf8 zu erwarten ist, daf8 die Auswirkungen der Behandlung ( ,treatment®) und des ,hidden bias“ auf
die beobachteten Daten als unterschiedlich erscheinen, s. [Rosenbaum 1996]. Daraus resultieren die
Vorschlédge, so viel wie moglich unterschiedliche Faktoren zu beobachten und zu vergleichen. Dies
betrifft nicht nur diejenige Faktoren, die in der konkreten Studie vom priméren Interesse sind. Es
ist #m wvoraus griindlich zu tiberlegen, welche alle relevanten Faktoren denkbar sind und diese jeden-
falls zu beobachten. Des weiteren sollten zwei oder mehrere Kontrollgruppen mit unterschiedlichen
Eigenschaften verwendet und auch untereinander verglichen werden usw. Genauso kénnen mehrere
unterschiedliche Reaktionen auf die gleiche Wirkung (zwischen denen jedoch ein Zusammenhang ver-
mutet wird) beobachtet und auf Kohérenz tiberpriift werden, s. [Rosenbaum 1994]. Aus allen diesen
Erorterungen konnen sich Indizien fiir das mogliche Vorhandensein von ,hidden bias®“ ergeben. Eine
weitere Moglichkeit besteht darin, die Schluffolgerungen aus einer ganzen Reihe einzelner ,,observatio-
nal studies“ zu ziehen, die unter unterschiedlichsten Bedingungen durchgefithrt wurden, um ,hidden
bias® nach Moglichkeit zu eliminieren, s. [Rosenbaum 2001].

Es soll nun versucht werden, die Frage zu beantworten, in welchem Zusammenhang die Behandlung
von ,hidden bias“ in ,observational studies“ zum Problem der systematischen Fehler in geodétischen
Fragestellungen steht.

Auf dem hochsten abstrakten Niveau entstammen beide Probleme der gleichen Quelle: Unmdoglich-
keit einer wirklich vollstdndigen Modellbildung, die alle Erscheinungen eindeutig erklért.

Die Unterschiede in den beiden Fragestellungen sind aber auch sehr ausgeprigt.

In der Geodésie wird mit fast vollstindigen Modellen operiert. Es geht darum, noch die letzten
Unstimmigkeiten zu erkldren (, Wissenschaft von der siebten Stelle“). In den ,,observational studies*
sind die Modelle meist sehr unvollstindig und basieren hiufiger auf reinen Spekulationen. Es handelt
sich nicht selten darum, nur eine grobe Schéitzung zu geben, ob eine Ursache als moglich betrachtet
werden darf. Vorausgesetzt, dafl auf eine mehanizistische oder fatalistische Erkldrung des menschlichen
Verhaltens und der Reaktionen verzichtet wird, kommt noch die Tatsache dazu, dafl unterschiedliche
Individuen mit nicht unterscheidbaren Eigenschaften auf die gleiche duflere Wirkung unterschiedlich
reagieren kénnen, so daf3 die Modellbildung streng genommen keine deterministischen Komponenten
beinhalten kann'?.

In der Geodisie werden seit langem grundsitzlich tiberbestimmte Probleme behandelt. Die Suche
nach einer Kompromiflésung resultiert in entsprechenden Residuen. Weisen diese zu hohe Betrige
und einen anormalen Verlauf auf, deutet dies auf das Vorhandensein systematischer Fehler hin. In
»observational studies“ werden in der Regel stark unterbestimmte Probleme behandelt, bei denen
die Ergebnisse keine Zeichen fiir ein Vorhandensein von ,hidden bias“ enthalten konnen. Die Suche
danach erfolgt grundsitzlich auf dem spekulativen Wege, indem unterschiedlichste zusétzliche Hy-
pothesen aufgestellt werden. Diese Vorgehensweise kann auch zum Erfolg fithren: Eine Erorterung
verschiedener Hypothesen resultiert hiufig in der Einfiihrung weiterer Daten und fiihrt dadurch zur

163, z.B. [Greenhouse 1982], [Holland 1986] oder [Rubin 1974].

7Ein unlésbares Problem besteht dabei darin, daf$ den verschiedenartigen unbekannten Faktoren unterschiedlichste
unbekannte nicht vergleichbare Einheiten zugeordnet sind, so dafl eine realitdtsnahe Gewichtung fast ausgeschlossen
ist.

18vgl. [Rosenbaum 1989]

9Einige Aufgabenstellungen aus ,observational studies* #hneln der fiktiven geoditischen Aufgabe, bei der in einer
fremden Welt, wo die Summe der drei Winkel eines Dreiecks einen beliebigen Betrag annehmen kann, eine Triangulation
durchzufiihren ist.



Erhohung des Informationsgehalts. Nur in der neueren Literatur sind systematische Bestrebungen zu
finden, die beispielsweise die Einfiihrung mehrerer Kontrollgruppen oder mehrerer Kontrollindividu-
en fiir jedes Untersuchungsindividuum vom Standpunkt aus der Uberbestimmung betrachten, um die
resultierenden eventuell anormalen Abweichungen als Anzeichen fiir ein mogliches Vorhandensein von
,hidden bias“ zu interpretieren®’, s. [Rosenbaum 1987] und [Rosenbaum 1988].

In geoditischen Fragestellungen werden Ausreifier als unerwiinschte Storfaktoren betrachtet und
nach Moglichkeit mit geeigneten Methoden eliminiert. In ,observational studies“ sind Ausreifler haufig
die eigentlichen Informationstriger, deren Elimination zu verfilschten Schlufifolgerungen fithren kann,
s. z.B. [Greenhouse 1982].

Die Schluf$folgerung aus dem geschilderten Vergleich zwischen den Fragestellungen und Vorgehens-
weisen in der Geodésie und in den ,,observational studies“ ist, dafl die Natur der Fragestellungen und
der Gehalt der zu Verfiigung stehenden Informationen zu unterschiedlichen Schwierigkeitsgraden und
Methoden fiithren. Es ist erstaunlich, daf ,,observational studies“ durch eine Mischung der Statistik,
Philosophie und Spekulation in einigen fast hoffnungslosen Fillen sinnvolle Schiatzungen liefern.

Obwohl die Erfahrungen aus ,observational studies“ kaum einen Beitrag zur Behandlung des
Problems der systematischen Fehler in den geodiitischen Fragestellungen liefern kénnen, hoffe ich,
dafl der geneigte Leser mir verzeihen wird, eine mehrseitige Darstellung dieser Studien in diesem
Anhang vorgelegt zu haben. Eine Auseinandersetzung mit dieser Thematik kann jedenfalls hilfreich
sein, um die Ursachen fiir hiufige Mifflinterpretationen der Ergebnisse von ,,observational studies® im
téglichen Leben besser zu verstehen.
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