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Kurzfassung 3

Kurzfassung

Eine wichtige Aufgabenstellung der Ingenieurgeodésie ist die Auswertung von Messwerten mittels
geeigneter Modelle sowie die Validierung und Optimierung dieser Modelle. Da zunehmend komplexere und
nicht-lineare Modelle Eingang in ingenieurgeodétische Fragestellungen finden, wird in dieser Arbeit eine von
den Modelleigenschaften unabhéngigen Validierungsmethode, die varianz-basierte Sensitivititsanalyse,
eingefuhrt und fir bewegte Objekte eingesetzt.

Die Arbeit gibt zunachst einen Uberblick tber die verschiedenen Methoden der Sensitivititsanalyse. Dabei
konzentriert sie sich auf stichproben-basierte Methoden, die auf Monte-Carlo Simulationen aufbauen.
Zunachst werden die Regressionsanalyse, die fir lineare Modelle eine geeignete Sensitivitdtsanalyse-
methode darstellt, und die Rangregressionsanalyse, die auch Analysen fir nicht-lineare aber monotone
Modelle zulésst, beschrieben. AnschlieBend wird die Bedeutung der von den Modelleigenschaften unabhén-
gigen varianz-basierten Sensitivitdtsanalysemethoden herausgearbeitet. Dieses sind die Methode nach
SOBOL, die durch mehrdimensionale Mittelung zu quantitativen Ergebnissen fuhrt, und der FOURIER
Amplitude Sensitivity Test, der dasselbe mit geringerem simulativen Aufwand im Frequenzbereich realisiert.

Die vorgestellten Methoden werden fiir zwei Beispiele umgesetzt. Zum einen wird die Konfiguration zur
Héhenuberwachung einer Kirche beurteilt; zum anderen wird die Trajektorienbestimmung mit Hilfe eines
Kreismodells fir Kraftfahrzeuge validiert. Beide Anwendungen bedienen sich angepassten KALMAN-
Filteralgorithmen.

Far die Hoheniberwachung kann ein lineares Modellverhaltem aufgezeigt werden. AuBerdem kann
abgeleitet werden, dass konfigurationsbedingt die Messgenauigkeiten einiger Hohenmesspunkte im Gegen-
satz zu denen anderer Messpunkte einen deutlich gréBeren Einfluss auf die Varianzen der geschéatzten
Bewegungsparameter haben. Fir die Trajektorienschatzung kann eine wesentliche Beeinflussung der
Varianzen der Zustandsparameter der Trajektorie durch die Erfassungsgenauigkeit der GPS Koordinaten
festgestellt werden. Das Modell weist nicht nur nicht-lineares sondern auch nicht-additives Verhalten auf.

Abstract

One important task of engineering geodesy is the evaluation of measuremets by suitable models and the
validation and optimisation of these models. Currently more complex and non-linear models are used in
engineering geodesy. Therefore a model independent validation method, the variance-based sensitivity
analysis method is introduced and applied to moving objects.

An overview about different sensitivity analysis methods is given. Thereby the focus is on sample-based
methods, that base on Monte-Carlo simulation. First of all the regression analysis and the rank regression
analysis are described. These methods are used for the sensitivity analysis of linear respectively non-linear
but monotone models. Subsequently the importance of a sensitivity analysis methods that are independent
of model characteristics is shown. These are SOBOLs method, that uses multidimensional averaging to get
quantitative results and the FOURIER Amplitude Sensitivity Test, that realises the same in the frequency
domain.

The presented methods are applied for two examples. Firstly the configuration for the height monitoring of a
church is validated. Secondly the determination of a trajectory of motor vehicle using a circle model is
controlled. For both applications adapted KALMAN filter algorithms are used.

For the height monitoring problem a non-linear model behaviour can not be proved. Besides it can be shown
that the variances of some height points have a decisive influence on the variances of the estimated
movement parameters. For the second application the analysis shows, that the variances of the state
parameters of the trajectory determination are effected decisively by the variances of the GPS coordinates.
The model shows a non-linear as well as a non-additive behaviour.
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1 Einfuhrung

1.1 Motivation der Arbeit

Eine wichtige Aufgabenstellung der Ingenieurgeodasie ist die Auswertung von Messwerten in kinematischen
Modellen. In der Regel wird sich dabei der Ausgleichungsrechung nach der Methode der kleinsten Quadrate,
die auf linearen oder mittels Naherungswerten linear entwickelten und damit linearisierten Anséatzen basiert,
bedient. In der Folge beschrankte sich die ingenieurgeodatische Sensitivitatsanalyse auf linear formulierte
Problemstellungen.

Mit der zunehmenden Bedeutung von kinematischen Messverfahren durch die Einfihrung automatischer
Messsysteme werden bei schnellen Bewegungsvorgéngen wie in der Fahrzeugnavigation immer komplexere
Modelle notwendig.

Methoden der nicht-linearen oder von den Modelleigenschaften unabhdngigen Sensitivitdtsanalyse spielten
in der Vergangenheit eine untergeordnete Rolle. Es ist hervorzuheben, dass gerade der Schritt der
Linearisierung Untersuchungen beziglich der Nicht-Linearitat der realen Zusammenhéange, die in einem
linearisierten Modell abgebildet sind, erforderlich macht. Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit von den
Modelleigenschaften unabhangige, die varianz-basierten, Sensitivitdtsmal3e eingesetzt.

1.2 Sensitivitatsanalyse

Um einen Teil der Realitat, zum Beispiel ein Bauwerk, ein sich bewegendes Fahrzeug oder das sich
verandernde Okologische System, in mathematisch fassbare Zusammenhange abzubilden, ist ein Modell zu
entwickeln. Da ein Modell die Realitat bestmdglich annéhern sollte — eine Annéherung wird es in jedem Fall
immer bleiben — ist es erforderlich, das Modell schrittweise zu entwickeln, zu validieren und zu optimieren.

Kodlerung
‘ Kausalkette‘ Realitat |‘ Modell |Formelapparat,
Dekodlerung

Abb. 1: Formaler Vorgang bei der Modellierung (verandert nach ROSEN 1991)

In der realen Welt verlauft ein Prozess aufgrund von Kausalketten in einem naturlichen System ab. Durch
formale Ablaufe wird versucht, dieses kausale Verhalten bestmdéglich im Modell anzunahern. Die Kodierung
der Realitat in ein zu entwickelndes Modell sowie die Dekodierung in die Realitat liegen in der Hand des
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Wissenschaftlers und sind fur den Erfolg des Modells von entscheidender Bedeutung. Der Zusammenhang
zwischen realem System und Modell wird in Abbildung 1 aufgezeigt.

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Kodierung und Dekodierung stellt die Sensitivitditsanalyse dar. Die
Sensitivitatsanalyse untersucht die Sensitivitat oder Empfindlichkeit eines Modells beziiglich Anderungen
oder Stérungen eines Systems. Diese Variationen kénnen sowohl die Eigenschaften des Modells als auch
die Charakteristika der Eingangsgrof3en betreffen. In der Regel ist der Einfluss auf die Ausgangsgréfien
eines Modells das Ziel der Sensitivitdtsanalyse. Die AusgangsgrofRen werden in Abhangigkeit von den
EingangsgrofRen oder der Modellvariation analysiert. Die Sensitivitdtsanalyse dient im Allgemeinen der
Validierung oder der Optimierung von Modellen. Der Begriff der Sensitivitdtsanalyse ist in verschiedenen
Fachdisziplinen zum Teil unterschiedlich definiert. Einen guten Uberblick bieten SALTELLI et al. (2000), die
anhand der dargestellten Anwendungen die unterschiedlichen Sichtweisen darlegen.

Die Sensitivitdtsanalyse kann auf eine lange Forschungstradition zurtickblicken. Seit vielen Jahren beschéf-
tigen sich die Untersuchungen mit der Analyse linearer Modelle. Die Ergebnisse sind in Lehrbiichern
zusammengefasst (z.B. CHATTERJEE u. HADI 1988; DEIF 1986). Diese Methoden haben den Nachteil, das
sie fUr nicht-lineare Modelle — die Uberwiegende Mehrzahl der real vorliegenden Systeme erfordern eine
derartige Modellbildung — keine quantitative Aussage beziglich der Sensitivitat erlauben. Diese Problematik
steht durchgehend im Interesse der Forschung, konnte aber erst in den letzten Jahren, zum Einen aufgrund
der vergrol3erten Rechnerleistungen, zum Anderen aufgrund neuester Entwicklungen im Bereich der
globalen und zugleich varianz-basierten Analysemethoden einer Lésung zugefiihrt werden. Zwei wesentliche
Entwicklungen erméglichen die von den Eigenschaften des Modells unabhangige Sensitivitdtsanalyse:

e die Sensitivitatsindizes nach SOBOL und
o die Indizes des FOURIER Amplituden Sensitivitatstests (FAST).

Beide Methoden stellen modellunabhéngige varianz-basierte Sensitivitditsmaf3e zur Verfigung. SOBOLs
Sensitivitatsindizes wurden Anfang der neunziger Jahre entwickelt (SOBOL 1990; SOBOL 1993). Fur die
FAST Indizes wurden die Grundlagen bereits in den siebziger Jahren veroffentlicht (CUKIER et al. 1973,
1975 u. 1978; SCHAIBLY u. SHULER 1973). Die Modellunabh&angigkeit konnte fiir die FAST Methode da-
gegen erst mit deren Weiterentwicklung zur ,erweiterten FAST Methode" Ende der neunziger Jahre erreicht
werden (SALTELLI et al. 1999). Auf Basis der genannten Entwicklungen setzte in den letzten Jahren eine
umfassende Forschungstétigkeit ein. Stellvertretend seien die Proceedings zu den Konferenzen ,Inter-
national Symposium on Sensitivity Analysis of Model Output* in den Jahren 1998 (SAMO 1998), 2001 und
2004 (SAMO 2004) genannt. Eine exzellente Zusammenfassung der Sensitivitatsanalysemethoden findet
sich in SALTELLI et al. (2000). Fur das Jahr 2004 ist eine Publikation zur Anwendung der Sensitivitats-
analyse in der Praxis angekiindigt (SALTELLI et al. 2004). Die Sensitivitatsanalyse stellt folglich einen
traditionsreichen, aber auch ausgesprochen aktuellen Forschungsbereich dar, der aus ingenieurgeo-
datischer Sicht aufgearbeitet und zur Modellierung bewegter Objekte angewendet werden soll.

1.3 Sensitivitadtsanalyse in der Ingenieurgeodasie

Die Ingenieurgeodasie beschéftigt sich im Uberwiegenden MaRe damit, Messwerte mit Hilfe geeigneter
Modelle auszuwerten. Dabei stand in der Vergangenheit und steht auch heute noch die Erzeugung von
Koordinaten und anderen geometriebezogenen Mal3en im Vordergrund. Diese Maf3e kdnnen zeitunabhéngig
und zeitabhangig betrachtet werden. Beides ist bereits Gegenstand der ingenieurgeodatischen Praxis. In der
Forschung werden dynamische Modelle entwickelt und eingesetzt, die neben der Beschreibung der
Geometrie auch die Schatzung dynamischer Ausgangsgrol3en beinhalten.

Bisher ist der Begriff Sensitivitatsanalyse in der Ingenieurgeodasie in sehr starkem Maf3e mit der Sensitivitat
von Uberwachungsnetzen gegeniiber a priori erwarteten individuellen Bewegungen oder vollstandigen das
Bewegungsverhalten des zu uberwachenden Objektes beschreibenden Deformationsmodellen verbunden
(z.B. NIEMEIER 1985 oder HECK 1986). Bei diesen Anwendungen kann die Konfiguration eines ingenieur-
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geodatischen Netzes aufgrund vorgegebener Deformationsmodelle beurteilt und optimiert werden. Neben
der Konfiguration kann auch das stochastische Modell und damit das zu verwendende Instrumentarium
diesbezuglich analysiert werden.

Event. Stochastisches Modell der EingangsgréfR3en,
Optimierung Geometrie der Messkonfiguration
Auswertemodell
Nullhypothese: Alternativhypothese:
Modell ist gultig Modell ist gestort

Aufdeckbarer Grenzwert der Stérung,

auf Basis statistischer Tests

Sensitivitat des Modells gegentiber der Stérung I

Abb. 2: Vorgehensweise der Sensitivitatsanalyse in der Ingenieurgeodasie

Allgemein formuliert wird eine Nullhypothese vom ungestérten Modell aufgestellt, der eine Alternativ-
hypothese von einem, in diesem Fall durch die Deformationen beziehungsweise Bewegungen, gestorten
Modell gegenibergestellt wird. Bezogen auf diese ubergreifende Definition bezuglich gestdrter Modelle,
kann zum Beispiel auch die Stérung eines Ausgleichungsmodells durch grobe Fehler, sogenannte Aus-
reil3er, als Sensitivitdtsproblem betrachtet werden (GRIMHARDT 1986). Die allgemeine Vorgehensweise ist
in Abbildung 2 beschrieben.

Die Uberwiegende Mehrzahl der Publikationen bezieht sich auf die Optimierung geodatischer Netze, baut
dabei auf der durch GAUSS begrindeten ,Methode der kleinsten Quadrate” (GAUSS 1809) auf und hat
durchgehend Bezilige zur Ausgleichungsrechnung (z.B. PELZER 1985; KOCH 1997; NIEMEIER 2002). Die
der Ausgleichungsrechung zugrundeliegenden Modelle sind entweder linear oder mittels Naherungswerten
linear entwickelt und damit linearisiert. Methoden der nicht-linearen oder sogar von den Modelleigenschaften
unabhangigen Sensitivitatsanalyse spielten daher in der Vergangenheit eine untergeordnete Rolle. Es ist
aber darauf hinzuweisen, dass gerade der Schritt der Linearisierung Untersuchungen bezuglich der Nicht-
Linearitat der realen Zusammenhéange erforderlich macht, die in einem linearisierten Modell abgebildet sind.

In den letzten Jahren wurden Forschungsarbeiten vorangetrieben, die ergédnzend zur Ausgleichungs-
rechnung nach kleinsten Quadraten eingesetzt werden kénnen. KUTTERER (1994, 1999) erweiterte die
Methoden der Ausgleichungsrechnung nach kleinsten Quadraten durch Verfahren der Intervallmathematik
basierend auf DEIF (1986). Er zeigt die Nutzbarkeit dieser Methoden vor allem fir zuverlassigkeitsbezogene
Fragestellungen auf. WIESER (2002) zeigt den Einsatz robuster SensitivitdtsmaRle gleichfalls fir den Be-
reich der Zuverlassigkeit auf. Den beiden vorgestellten Arbeiten ist jedoch — wie den auf der Ausgleichungs-
rechnung basierenden Methoden — gemein, dass das zu untersuchende Modell dem Analysten bis in die
Einzelheiten bekannt sein muss. Im Rahmen dieser Arbeit wird dagegen eine Methode vorgestellt, die ohne
Kenntnis Uber die Eigenschaften des zu untersuchenden Modells verwertbare Informationen zur
Sensitivitdtsanalyse liefert.



8 1 Einfiihrung

1.4 Ziel und Aufbau dieser Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei Zielsetzungen verfolgt: eine methodisch motivierte und eine an
konkreten Anwendungen orientierte.

Die Arbeit soll zum Einen aufzeigen, dass die varianz-basierte Sensitivitdtsanalyse unabhéngig von den
Eigenschaften des zu analysierenden Modells einsetzbar ist. Im Extremfall kann ein unbekannter Computer-
code mit dieser Methode auf Sensitivitat gegeniber den Eingangsgrof3en analysiert werden. Zum Anderen
dient die Arbeit dem Gewinn neuer Erkenntnisse in den spéter beschriebenen Anwendungen fur bewegte
Objekte. Diese Zielsetzungen erfordern die im Folgenden aufgefiihrte Gliederung.

Nach der Einleitung werden im zweiten Kapitel die theoretischen Grundlagen der varianz-basierten
Sensitivitatsanalyse beschrieben. Hierfur wird zunachst ein Uberblick beziiglich Definitionen, Zielen und
Methoden der Sensitivitdtsanalyse gegeben. Danach werden die meist analytisch ermittelten lokalen
Sensitivitdtsmalle vorgestellt, da diese die Ableitung der — im Rahmen dieser Arbeit zentralen — globalen
Sensitivitdtsmalie erleichtern. AnschlieRend erfolgt eine ausfihrliche Darstellung der globalen Sensitivitats-
analyse. Dabei handelt es sich um Methoden, die sich der Monte-Carlo-Simulation bedienen, dass heifl3t mit
zuféllig generierten Stichproben arbeiten. Fir lineare Modelle kénnen hierfir Methoden der Regressions-
und Korrelationsanalyse angewandt werden. Fir nicht-lineare, aber monotone Modelle kann auf die Rang-
transformation mit nachgeschalteter Regressions- und Korrelationsanalyse zurlickgegriffen werden.
Zentraler Abschnitt dieses Kapitels ist aber, wie bereits erwéahnt, die Entwicklung der varianz-basierten
modellunabhéngigen Sensitivitatsmale. Hier werden SOBOLs Sensitivitatsindizes und die FAST Indizes
ausfuhrlich erlautert. Das Kapitel schlie3t mit der Aufarbeitung von Definitionen und Methoden zu
Sensitivitdtsanalyse in verschiedenen Fachgebieten ab.

Das dritte Kapitel beschreibt die Definition des Begriffs Sensitivitat fir das Fachgebiet der Geodéasie und hier
insbesondere der Ingenieurgeodasie. Die Sensitivitatsanalyse fiir Uberwachungsnetze und die Sensitivitét
gegenuber fehlerhaften Beobachtungen werden detailliert beschrieben. AuBerdem erfolgt die Integration der
in der Geodasie bekannten Sensitivititsanalysemalle in den allgemeinen Kontext der Sensitivitatsanalyse.

Das vierte Kapitel beschaftigt sich mit der Anwendung der Regressionsanalyse und der varianz-basierten
Sensitivitdtsanalyse auf zwei Beispiele aus dem ingenieurgeodatischen Anwendungsbereich. Dabei werden
zum Einen die beiden Beispiele genutzt, um die Mdéglichkeiten der Sensitivitdtsanalyse aufzuzeigen, und
zum Anderen wird gezeigt, dass sich die zuvor dargestellten Sensitivititsmale sehr gut eignen, um
Modelleigenschaften wie Nicht-Linearitat zu erkennen.

Im ersten Beispiel wird die Hohenuberwachung einer Kirche behandelt. Das zugehdrige Nivellementsnetz
wurde Uber einen Zeitraum von drei Jahrzehnten in mehreren Epochen vermessen, so dass eine
kinematische Auswertung durchgefuhrt werden kann. Ein komplexer Ansatz modelliert die Geschwindig-
keiten als polynomiale Flache 2.0rdnung. Er umfasst die Schatzung der Parameter der Geschwindigkeits-
flache. Die Sensitivitatsanalyse zeigt den Einfluss individueller Héhendnderungen auf die verschiedenen
Flachenparameter auf. Es kann gezeigt werden, dass der Einfluss der einzelnen Hohenmesspunkte auf die
Parameter der Geschwindigkeitsflache geometriebedingt unterschiedlich ist.

Die zweite Anwendung kommt aus dem hochaktuellen Forschungsgebiet der Kraftfahrzeugnavigation und
basiert auf der Bestimmung der Parameter einer Trajektorie als ZustandsgréfRen eines KALMAN-Filters
(zweidimensionale Position, Orientierung und Geschwindigkeit) sowie zusatzlich die Zentripetal-
beschleunigung. Die EingangsgroRen sind die Messgréen: horizontale Koordinaten, Orientierungs-
anderungen und Streckeninkremente. Die durchgefiihrte Sensitivitatsanalyse untersucht die Sensitivitats-
indizes in Abhangigkeit von unterschiedlichen Fahrsituationen und zeigt dabei, dass der Einfluss der Mess-
gréBen auf die AusgangsgréRen zum Einen sehr unterschiedlich und zum Anderen vom jeweiligen Fahr-
verhalten abhangig ist.

Das abschlieRende Kapitel stellt die wesentlichen Ergebnisse der zuvor betrachteten — in unterschiedlichen
Zeitskalen und Dynamikbereichen ablaufenden — Anwendungen zusammen. Dabei wird gezeigt, dass die
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varianz-basierten Sensitivitdtsmalie sich sehr gut eignen, um fir die beiden Anwendungen die Modell-
eigenschaften zu identifizieren. Auch die Eingangsgrof3en, deren Varianzen die Varianzen der Ausgangs-
gréRen am starksten beeinflussen, kénnen identifiziert werden. Fir die Héhenlberwachung kann abgeleitet
werden, dass konfigurationsbedingt die Messgenauigkeit fur einige Hohenmesspunkte einen deutlich
groRReren Einfluss auf die Varianzen der geschéatzten Geschwindigkeitsflachenparameter nimmt als dieselbe
der weiteren Hohenmesspunkte. Fur die Trajektorienschéatzung kann aufgrund der Sensitivitdtsanalyse eine
wesentliche Beeinflussung der Varianz der Trajektorie durch die Erfassungsgenauigkeit der GPS-
bestimmten Koordinaten festgestellt werden.
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2 Grundlagen der Sensitivitatsanalyse

2.1 Definition und Ziele der Sensitivitatsanalyse

Mit der Sensitivitadtsanalyse untersucht man nach SALTELLI et al. (2000) die Beziehungen zwischen
Informationen, die in ein Modell eingeflihrt werden und denen, die aus demselben Modell herauskommen. In
Analogie zur Systemtheorie soll von EingangsgroRen (Input) und Ausgangsgrofen (Output) gesprochen
werden.

Originar werden in der Sensitivitdtsanalyse nur die Unsicherheiten der Eingangsgrof3en behandelt; die
Unsicherheiten der Modelleigenschaften und Modellparameter kénnen inzwischen ebenfalls beriicksichtigt
werden. Die Sensitivititsanalyse kann demzufolge zur Validierung von Modellen eingesetzt werden. Als
EingangsgrofRen werden neben den variablen Daten, in der Regel MessgréfRen beziehungsweise Beob-
achtungen, auch einzelne Modellparameter oder das Gesamtmodell aufgefasst. CHATTERJEE und HADI
(1988) sprechen von der Sensitivitdt gegenlber Variablen, Beobachtungen und Modellannahmen. Dieses
unterscheidet die Sensitivitdtsanalyse von den Definitionen in der Systemtheorie, bei der die modell-
bezogenen Parameter nicht als EingangsgréRen aufgefasst werden. Abbildung 3 zeigt die generelle
Vorgehensweise im Rahmen einer Sensitivitdtsanalyse.

o Messgréi3en,
Variation der Beobachtungen
Eingangsgrofen Gesamtmodell,

Modellstruktur

Modellparameter,
Variablen

| Optimiertes Modell I

Ausgangsgroflen

Validierung, SensitivitatsmaRe I
Optimierung

Abb. 3: Vorgehensweise bei der Sensitivitdtsanalyse

Die Ziele der Sensitivitatsanalyse kénnen unterschiedlich definiert werden; gemein sind allen Zielsetzungen
und Methoden der Sensitivitatsanalyse die Analyse der Beziehungen zwischen Eingangs- und Ausgangs-
groRen eines Modells. Nachfolgend werden die verschiedenen Ziele von Sensitivitdtsanalysen aufgefuhrt
(erweitert nach SALTELLI et al. 2000). Die Ziele sind nicht immer streng trennbar und kénnen zum Teil mit
identischen Analysemethoden erreicht werden.

e Modellvalidierung
Die Modellvalidierung untersucht die Ubereinstimmung von Realitit und Modell. Der Gegenstand der
Analyse ist folglich die Gultigkeit des Modells im Vergleich mit realen Prozessen.

e Modelloptimierung
Die Modelloptimierung beschaftigt sich mit der Effizienzsteigerung des Modells, insbesondere
hinsichtlich der Reduktion der Komplexitat von Modellen aufgrund von Parametern oder Modell-
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eigenschaften, die keine Rolle bei der Bestimmung der AusgangsgrofRen spielen. Es kdnnen
beispielsweise Modellparameter bestimmt werden, die ohne Informationsverlust eliminiert werden
kénnen. Haufig wird in der Literatur auch hier von Modellvalidierung gesprochen.

o Identifikation wichtiger Eingangsgrof3en
Dieses Ziel umfasst das Aufstellen einer Reihenfolge der Eingangsgréen in Abhangigkeit von der
numerischen GroRe des Einflusses. Die Reihenfolge wird als qualitative Festlegung des Einflusses
bezeichnet, die numerische GroRRe als quantitative Festlegung desselben. Die Ergebnisse kdnnen
Grundlage einer Modelloptimierung sein.

o Identifikation von Modelleigenschaften
Mit Hilfe der in den nachfolgenden Abschnitten vorgestellten Sensitivitatsanalysemethoden kénnen
grundlegende Modelleigenschaften wie Linearitat oder Additivitat festgestellt oder Uberprift werden.
Auch die Ermittlung von modellbedingten Abhangigkeiten unter den Eingangsgrofien kann Ziel einer
derartigen Sensitivitatsanalyse sein.

e Risikobewertung
Zur Risikoabschétzung ist zunachst eine Grenzfunktion anzugeben, bei der ein Versagen des zu
analysierenden Modells erwartet wird. AnschlieRend erfolgt eine Sensitivitatsanalyse fur den Bereich
dieser Grenzfunktion, die beispielsweise fir das Versagen kritische Eingangsgroéen identifiziert.
Dieses kann wiederum auf Basis der Reihenfolge der Eingangsgrof3en erfolgen.

2.2 Uberblick zu den Methoden der Sensitivitatsanalyse

Die Methoden zur Sensitivitdtsanalyse lassen sich zunéchst grob in die Screening Methoden, die nur
gualitative Aussagen erlauben, und in Methoden, die quantitative Aussagen zulassen, einteilen. Die erst-
genannten Methoden werden insbesondere dann eingesetzt, wenn einerseits eine Vielzahl von Eingangs-
grolRen berlcksichtigt werden muss und andererseits die Modelle sehr komplex sind und daher die
guantitativen Methoden nur unter sehr hohem Rechenaufwand einzusetzen sind. Sie dienen dann zur ersten
Priorisierung der Eingangsgréf3en und damit zur Herabsetzung des Rechenaufwandes fir die quantitativen
Methoden, da bei deren Durchfihrung bereits Vorinformationen vorhanden sind. Typische Screening
Methoden sind die ,one-at-a-time-Experimente” (OAT-Design) und das Morris-Design (z.B. CAMPOLONGO
et al. 2000b; MORRIS 2004). Die in der Geodasie genutzten Modelle erfordern in der Regel kein Screening,
da der Rechenaufwand fir eine vollstandige Sensitivitdtsanalyse beispielsweise im Vergleich zu einer
Sicherheitsabschatzung zur Nuklearabfallbeseitigung (SALTELLI u. TARANTOLA 2002) oder Modellierung
Okologischer Systeme (OSIDELE u. BECK 2004) gering ist. Andererseits weisen gerade geodatische
Auswertemodelle héufig eine sehr hohe Anzahl an EingangsgrofRen, den Messgrof3en oder Beobachtungen,
auf. Wie in Abschnitt 2.4.5.4 gezeigt wird, kdnnen aber MessgréRen zu Gruppen zusammengefasst und auf
diesem Weg eine quantitative Sensitivititsanalyse erméglicht werden. Der Fokus dieser Arbeit liegt folglich
auf den quantitativen Methoden.

Des Weiteren wird zwischen lokalen und globalen quantitativen Methoden unterschieden. Das Kennzeichen
der lokalen Methoden ist die Variation von immer nur einer EinflussgréR3e zur selben Zeit, wobei die anderen
EingangsgrofRen festgehalten werden. Die SensitivititsmafRe sind folglich eindimensional und basieren
durchgehend auf partiellen Ableitungen; zum Beispiel die normierten Sensitivitatsindizes nach Abschnitt 2.3.
Die lokalen Methoden kénnen als &quivalent zu den Methoden der Diffentialanalyse angesehen werden. Sie
erlauben nur Aussagen beziglich des Modellverhaltens innerhalb eines Intervalls um den Wert, an dem die
partielle Ableitung gebildet wurde. Fir lineare Modelle umfasst dieses Intervall den gesamten Modellbereich.
Lokale SensitivitdatsmalRe sind fir lineare Modelle folglich als global anzusehen.

Im Gegensatz hierzu werden bei den globalen quantitativen Methoden sowohl die Verteilungsfunktionen der
Eingangsgrof3en als auch die gleichzeitige Variation aller Eingangsgrof3en berticksichtigt. Die Sensitivitats-
malfie beziehen sich nicht nur auf ein Intervall des Modells, da die Eingangsgré3en den gesamten maoglichen
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Variationsbereich durchlaufen. Die sich ergebenden Sensitivitdtsmale sind folglich fir den gesamten
Modellbereich gultig. Auf diesem Wege werden auch die Abhangigkeiten unter den verschiedenen
EingangsgrofRen beriicksichtigt. Die Vorgehensweise fihrt zu mehrdimensional gemittelten Sensitivit&ts-
mafen (z.B. CAMPOLONGO et al. 2000a). Globale Methoden sind folglich gegentiber lokalen Methoden zu
bevorzugen; sie erfordern aber auch einen gréf3eren Rechenaufwand, da sie auf Simulationsmethoden wie
der Monte-Carlo-Methode basieren (vergleiche Abschnitt 2.4: Regressionsanalyse und verwandte
Methoden, SOBOLs Methode, FAST).

Eine weitere essentielle Eigenschaft ist die Modellunabhdngigkeit der Sensitivitatsanalysemethode. Es
existieren Methoden, die nur auf lineare Modelle anzuwenden sind; andere sind auf monotone oder additive
Modelle beschrankt. Nur einige wenige Methoden und damit auch nur wenige Sensitivitatsmale kdnnen
unabhangig vom eingesetzten Modell verwendet werden. Diesen letztgenannten MaRen soll im Rahmen
dieser Arbeit Prioritdt eingerdumt werden, da sie den Vorteil der fehlerfreien Anwendung ohne weitere
Kenntnis des Modellverhaltens beinhalten. Fiur Modelle mit bekannten nachfolgend aufgefiihrten Eigen-
schaften kénnen weniger aufwendige Methoden eingesetzt werden.

An dieser Stelle werden zunéchst die zuvor genannten Modelleigenschaften definiert. Bei einem linearen

Modell lasst sich die AusgangsgroRe Y immer mit Hilfe der Koeffizienten ¢ bis ¢, in der Form
Y=co+2c X, (2.2.1)
i=1

aus den EingangsgréfRen X, ableiten. Lineare Modelle (z.B. in der Ausgleichungsrechnung) werden haufig

aufgrund ihrer wenig komplexen Struktur eingesetzt. Die Vereinfachung der in der Regel nicht-linearen
Realitat ist fur viele Anwendungsfélle aus Grunden der Effizienz winschenswert und bei geringer
Abweichung von der Realitat auch zulassig.

Die Definition eines monotonen Modells wird wie folgt gegeben. Es ist zunachst von Folgen fir Eingangs-
oder AusgangsgréRen mit je u Realisierungen auszugehen. Dabei ist es fir die Monotoniedefinition

zunachst ohne Bedeutung, ob es sich um Realisierungen y, der AusgangsgréfRe Y oder X;, der
EingangsgroRen X, mit k =12,...,u handelt, daher wird nur die Definition fiir die AusgangsgroRe

angegeben. Eine Folge von Realisierungen y, heildt

monoton steigend fir  y, <y,, mit k=12,...,u-1 und (222)
monoton fallendfur ~ y, > y,,, mit k=12,...,u-1 -

Eine Folge, die entweder monoton fallend oder monoton steigend ist, heil3t monoton.

Liegen mehrere EingangsgréfRen X, vor, so heil3t eine Folge von u Realisierungen der n Eingangsgréfen

gleichzeitig monoton wachsend, wenn fur jede Eingangsgrof3e die Folge ihrer Realisierungen eine monoton
wachsende Folge bildet. Dieser Zusammenhang kann auf die Bezeichnungen gleichzeitig monoton fallend
und gleichzeitig monoton Ubertragen werden. Ein Modell heif3t in der Folge monoton, wenn jede gleichzeitig
monotone Folge von Realisierungen der Eingangsgrof3en eine monotone Folge von Realisierungen der
Ausgangsgroflen ergibt.

Bei einem additiven Modell kann man die Abh&ngigkeit der AusgangsgréfRe Y von den EingangsgréRen X,

so darstellen:

Y=f(X1,X2,...Xn):éfl.(Xl.). (2.2.3)
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Ein Modell ist genau dann additiv, wenn das zweimalige Ableiten des Modells nach zwei verschiedenen
EingangsgréRen immer den Wert Null ergibt. Ist ein Modell additiv, so kann jede Eingangsgréf3e auch
einzeln variiert werden, um das Modellverhalten korrekt zu analysieren.

AbschlieRend sei bemerkt, dass die linearen Modelle spezielle additive Modelle darstellen. Ein lineares
Modell weist daher immer auch additive Eigenschaften auf. Ein monotones Modell kann dagegen additiv
sein, muss es aber nicht. Abbildung 4 fasst die Modelleigenschaften und deren Zusammenhange
zusammen.

nicht - lineare, nicht - additive und nicht - monotone Modelle

additiv additiv und
LRI —

2 z
6 =}
=] o
2 5]
= monoton E
3] [©]
= =
= i X » o
s linear und linear, additiv 2
< additiv und monoton 5

Lineare Modelle

Abb. 4: Modelleigenschaften

Tabelle 1 fuhrt die wesentlichen — zum Teil in den nachfolgenden Kapiteln behandelten — Sensitivitats-
analysemethoden auf und stellt sie in den Zusammenhang der zuvor beschriebenen Eigenschaften. Die in
dieser Arbeit umgesetzten Sensitivitatsanalysemethoden sind fett gedruckt.

Tab. 1: Ausgewahlte Sensitivitdtsanalysemethoden und deren Eigenschaften
(in dieser Arbeit umgesetzte Methoden sind fett dargestellt)

Sensitivitatsanalysemethoden Aussage Gultigkeit | Modelleinschréankung
OAT-Design qualitativ lokal linear
Morris-Design qualitativ global nein
Normierte Sensitivitatsindizes guantitativ lokal linear

Regressions- und

Korrelationsanalyse guantitativ global linear
S:ﬂgrk%%:gf:tiiggzéﬁgg - guantitativ global monoton und additiv
fegfgmi;s(gglégsl_ / FAST) guantitativ global additiv
SOBOLSs Sensitivitatsindizes guantitativ global nein

Erweiterte FAST Indizes guantitativ global Nein
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2.3 Lokale Sensitivitatsanalyse

In diesem Abschnitt wird eine vektorielle AusgangsgroRe Y =(Y;,Y,,...,Y,) mit dem EingangsgroRen-
vektor X = (X, X,,...,X,) betrachtet. Die lokalen SensitivitatsmaRe beziehen sich auf die Nominalwerte
fur die EingangsgroBen, also auf die gewéhlten Naherungswerte X, . Besteht zwischen den Eingangs-
groen X, und den AusgangsgrofRen YJ ein linearer Zusammenhang, so sind die numerisch festgelegten

lokalen SensitivitatsmaRe unabhéngig von der Wahl der X, . Eine Anwendung in der Geodésie ist die Aus-

gleichung von Nivellementsnetzen (z.B. PELZER 1985, NIEMEIER 2002). In diesem Fall wird ein lineares
GauR3-Markov-Modell herangezogen. In der Folge kénnen fur diese Anwendung bedenkenlos lokale
Sensitivitditsmale herangezogen werden.

Liegt kein lineares Modell vor, so hilft man sich héufig, indem das zunachst nicht-lineare Modell mit Hilfe
einer Taylorreihenentwicklung, die nach dem ersten Glied abgebrochen wird, linearisiert wird. Das Ergebnis

ist ein linearisiertes Modell, das aber nur korrekte Ergebnisse fir Y liefert, wenn die X, so gewahlt

werden, dass sie reprasentativ sind und innerhalb der mdglichen Variationsbreite fir die Eingangsgréf3en
das linearisierte Modell und das nicht-lineare realitdtsndhere Modell Ubereinstimmen. Diese Eigenschaft soll
in der Folge als Linearitatsbedingung bezeichnet werden.

In der Folge sollen hier einige lokale SensitivitatsmaRe aufgefiihrt werden. Zur weiteren Vertiefung sei auf
TURANYI u. RABITZ (2000) verwiesen. Alle lokalen Sensitivititsmafle basieren auf partiellen Ableitungen

der m AusgangsgréRen Y]. nach den n Eingangsgréfen X,.Im Rahmen der Sensitivitdtsanalyse spricht

man von Sensitivitatskoeffizienten

j . . . I
A;—_ ||t yeeey 3oy l =

i

die eine nicht symmetrische Sensitivitatsmatrix aufbauen

S11 S12 sz
s=| # "7 2 (2.3.2)
Sml SmZ Smn

Diese Sensitivititsmatrix kann mit der Jacobi-Matrix, wie sie beispielsweise bei der Fehlerfortpflanzung
genutzt wird (z.B. PELZER 1985), gleichgesetzt werden. Fir eine einzelne AusgangsgréfRe entartet die
Matrix in (2.3.2) zum Zeilenvektor.

Die in (2.3.1) definierten Sensitivitatskoeffizienten erlauben eine Aussage beziiglich der Anderung der
AusgangsgroRen bei Anderung der EinflussgroRen. Diese Aussage ist abhangig von den Einheiten der
verschiedenen EingangsgréRen. Diese Problematik erfordert die Normierung der Sensitivitatskoeffizienten;

X,
beispielsweise mit Hilfe des Quotienten von Eingangsgrofle zu Ausgangsgrolie 71 (BRAYTON und
J
SPENCE 1980). AufRerdem gehen die EingangsgroRen mit unterschiedlichen Gewichten, die durch
Standardabweichungen o, festgelegt werden, in die Modellauswertung ein. In der Folge beeinflussen auch
die Standardabweichungen o, die Ergebnisse, mit anderen Worten die Ausgangsgroflzen Y/ sowie deren

Varianzen o,. Dieses kann mit einer varianzbezogenen Normierung beriicksichtigt werden. In diesem Fall

wird ein Quotient von Standardabweichung der AusgangsgréfRe zu Standardabweichung der Eingangsgrofle
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O.
—- genutzt. Da diese Arbeit sich schwerpunktmafig mit varianz-basierten Methoden beschaftigt, wird hier
O .

J
nur die auf den Standardabweichungen aufbauende Ldsung betrachtet. Diese erlaubt Aussagen Uber den
Einfluss der Variation der Eingangsgrof3en auf die Ausgangsgrof3en. Man nutzt die nachfolgend aufgefuihrten

normierten Sensitivitatskoeffizienten

oY, o,
S;:aYJ-—’ mit j=12,...,m und i=12,...,n, (2.3.3)
i Oy,

J

die wiederum eine nicht symmetrische Matrix, die normierte Sensitivitdtsmatrix aufbauen

Sfl sz S{;
G| S5 85 o 83 030
S:Zl SZz SZn
Diese normierten Sensitivitdtskoeffizienten haben fir lineare Modelle den Vorteil, dass
u o2 __ . .
Z:l(Sﬁ) =1 fur j=212,...m (2.3.5)

gilt. Diese Bedingung zeigt fur lineare Modelle, dass unabhangig von der Anzahl der Gesamtkoeffizienten
und den gewahlten Nominalwerten X, unmittelbar der Anteil der EingangsgroBe X, an der Varianz einer

Ausgangsgroile Y ; abgeschatzt werden kann
2 _ o\2
S5[%]=(S7)7-100. (2.3.6)

o,

An dieser Stelle sei die Bemerkung erlaubt, dass die analytische Methode zur Gewinnung von nicht in

i

allen Fallen realisierbar ist, insbesondere wenn die Modelle sehr komplex oder unbekannt sind. In der Regel

AY.
wird man in diesen Fallen den Differentialkoeffizienten numerisch durch den Differenzenkoeffizienten /
approximieren

8Y/. y AYj B Yj(Xl ’sz-in +AX1.,...,Xn)—Yj(X1 ,XZ,...,XZ. ,...,Xn) 23.7)

X, AX, AX,
Zur Festlegung der Verénderung AX,; der EingangsgroBe X, ist zwischen Nicht-Linearitdt und Rechen-
ungenauigkeit abzuwégen. Ist das analysierte Modell stark nicht-linear, so kann durch eine zu groR3e

Abweichung vom Wert X, die Linearitatsbedingung verletzt und in der Folge die Ergebnisse verfélscht sein.

Auf der anderen Seite kann die Festlegung eines zu kleinen AX, dazu filhren, dass Anderungen in Y]. nicht

feststellbar sind und eventuell Rundungsfehler des Rechners eine gréRere Rolle spielen als das funktionale
Modell. Es verbleibt eine Entscheidung des Nutzers, hier einen geeigneten Wert festzulegen.

BRAYTON und SPENCE (1980) weisen darauf hin, dass auch bei lokalen Maf3en — entgegen den bisherigen
Ausfihrungen — Beziehungen zwischen Eingangsgrof3en berlcksichtigt werden koénnen. Hierfir ist
analytisch mehrfach abzuleiten; um die Abhangigkeiten zweier EingangsgroRen zum Beispiel X; und X,
festzustellen, sind lokale Sensitivitatsmale 2.0rdnung zu berechnen
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2
2%y,

S, =— it j=12,...,m. 2.3.8
j12 oX,0X, mit  j =1, m ( )

Dieses sei hier nur zur Vervollstdndigung angegeben.

In der Regel werden lokale SensitivititsmaRe nur dann eingesetzt, wenn die Verwendung globaler
Sensitivitditsmalle

e aufgrund bekannter Modelleigenschaften nicht erforderlich ist oder
¢ einen zu hohen Berechnungsaufwand verursachen wirde.

Komplexe Modelle erfordern haufig selbst bei modernsten Grof3rechenanlagen einen sehr hohen
Rechenaufwand. In diesen Fallen ist es — liegen plausible Nominalwerte vor — gerechtfertigt, lokale Mafe zu
verwenden, um Ergebnisse in einem Zeitraum zu erzielen, der den Nutzer zufriedenstellt.

2.4 Globale Sensitivitatsanalyse

2.4.1 Grundlagen und allgemeine Vorgehensweise

Allgemein gesprochen zeichnen sich globale Sensitivitdtsanalysemethoden im Gegensatz zu den zuvor
behandelten lokalen Methoden durch ihre Gliltigkeit fir den gesamten Modellbereich aus. Zuséatzlich wird bei
den globalen Methoden die Beschrankung auf gleichzeitige Anderung nur eines Parameters aufgehoben.

Die in diesem Kapitel 2.4 prasentierten Sensitivititsanalysemethoden dienen der Analyse von Modellen
mit unterschiedlichen Charakteristika. An dieser Stelle sollen die Einsatzmdéglichkeiten der Methoden ein-
fuhrend deutlich gemacht werden:

e Regressions- und Korrelationsanalyse (Abschnitt 2.4.3)
Analyse linearer Modelle

e Rangregressions- und —korrelationsanalyse (Abschnitt 2.4.4)
Analyse nicht-linearer, aber monotoner und additiver Modelle

e SOBOLs Methode und FAST Methode (Indizes 1.0rdnung) (Abschnitt 2.4.5)
Analyse nicht-linearer, nicht monotoner, aber additiver Modelle

e SOBOLs Methode und FAST Methode (Gesamteffekte) (Abschnitt 2.4.5)
Analyse von Modellen unabhangig von ihren Charakteristika

AuRRerdem werden bei den in diesem Kapitel behandelten globalen Sensitivitatsanalysemethoden die
Sensitivitdtsmale durchgangig auf der Basis von Stichproben fur die Grundgesamtheit erzeugt. Man spricht
daher von stichproben-basierten Methoden oder Monte-Carlo-Methoden. Ein wesentlicher Vorteil der Monte-
Carlo-Methoden ist die Tatsache, dass das Modell unbekannt sein darf; dass heif3t, dass beispielsweise ein
unbekannter Computercode durchlaufen werden kann und die Analyse der Modellberechnungen trotzdem zu
realistischen Ergebnissen fuhrt. Analytisch bestimmte Sensitivitatsmalie, wie beispielsweise die normierten
Sensitivitdtskoeffizienten des Kapitels 2.3, setzen dagegen ein bekanntes Modell voraus. Die auch in
anderen Forschungsbereichen wie zum Beispiel der Varianzanalyse genutzte Monte-Carlo-Methode wird
haufig auch als Monte-Carlo-Analyse oder Monte-Carlo-Simulation bezeichnet. Die Methode hat ihren
Ursprung in der ndherungsweisen Berechnung von bestimmten Integralen und ihre Bezeichnung hat ihren
Grund in ihrem auf Zufallszahlen basierendem Vorgehen und der damit in Verbindung gebrachten Stadt
Monte Carlo (SOBOL 1991, FISHMAN 1995).

Bevor die allgemeine Vorgehensweise bei den Monte-Carlo-basierten Sensitivititsmethoden beschrieben
wird, sollen zun&chst einige Ausfiihrungen zur Genauigkeit dieser Methode vorangestellt werden. Da es sich
um ein Naherungsverfahren handelt, muss die Giite der Naherung beurteilt werden.
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Zur Ableitung der Genauigkeit einer Monte-Carlo-Methode ist auf den zentralen Grenzwertsatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zuriickzugreifen, mit dem CRAMER (1946) fur ausreichend groRBes u die
asymptotische Normalverteilung einer Summe von voneinander unabhéngiger Zufallsgrofen mit beliebiger
Verteilungsfunktion nachgewiesen hat. Setzt man fir eine Summe von stochastisch unabhéngigen
ZufallsgroBen X, eine gleichartige Wahrscheinlichkeitsverteilung voraus, also mindestens identische

Erwartungswerte und identische Varianzen,
u=EX)=E(X,)=...=EX,),
cP=EV(X)=EV(X,)=...= EI(X,)), (2.4.1)
o =0 i,j=12,...,u;i+]j,

so ergeben sich fir die Summe X, der ZufallsgroBen X, der Erwartungswert x . und die Varianz

sum

2
(o}

sum

/’lsum = E(Xsum
o2 =EWV(X

sum

)=EX,+X,+...+X,)=u-pu und

(2.4.2)
)=E(cl+ci+..+0)=u-o’.

sum

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes folgt X fur groRe Zahlen u asymptotisch der Normalverteilung,

dabei sind die Bedingungen der Gleichung (2.4.1) nicht streng einzuhalten. Es ist aber Sorge zu tragen,
dass nicht eine Zufallsgré3e oder deren Varianz die Anderen numerisch deutlich in den Hintergrund dréngt.
Diese Beziehung findet in der Geodasie bei der synthetischen Konstruktion von Kovarianzmatrizen unter
Nutzung des Elementarfehlermodells Anwendung (PELZER 1974, SCHWIEGER 1999). Bei Erfiillung des
zentralen Grenzwertsatzes gilt die bekannte Wahrscheinlichkeitsbeziehung

P(ILlSllm _yl_g .O-sum < Xsum < lusum +y1_g ) O-sum) :1_a
2 2

(2.4.3)
Pu-pu-y ,-oNu<X,, <u-u+y , -J-\/;)=1—a
lfE 175
mit . Erwartungswert der Summenzufallsgréile,
o Irrtumswahrscheinlichkeit und
Y, Quantil der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
1-=
2
Die Ungleichung kann nun umgeformt werden:
o X o
Plu-y , ——=<—"<u+y ,-—|=1l-«a
- \/; u - \/;
Pl-y , - —<—"—-u<+y ,-—|=1-«
R o u
(2.4.4)
o
Pl——uy<y ,-—|=1-«a
u i) \/;
" o
PZFl l_ﬂ<ya'_ zl_a
u i) \/;

Fur den Anwendungsfall der Monte-Carlo-Methode handelt es sich nicht um u verschiedene ZufallsgréRen,
sondern um u Realisierungen derselben ZufallsgroRe. Der zentrale Grenzwertsatz behalt aber Giltigkeit,
wenn stochastische Unabhéangigkeit der Realisierungen gewahrleistet ist. In diesen Fall steht u flr den
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Umfang der Stichprobe, die zur Simulation einer ZufallsgroRe X generiert wurde. Die Summe der Zufalls-

X,

groRen wird durch die Summe der Realisierungen x; ersetzt
(o
—U<y -—]:1—05. (2.4.5)

Ao, 2

Den Formeln (2.4.4) und (2.4.5) ist zu entnehmen, dass fur eine unendlich groRe Anzahl von u Zufalls-
gréRen oder gleichbedeutend fir u Realisierungen einer ZufallsgréRe der Mittelwert mit dem Erwartungs-
wert zusammenfallt. Unter Vorgabe einer Irrtumswahrscheinlichkeit & kann ein Grenzwert fur die Approxi-
mation abgeschatzt werden, da sowohl das Quantil der Normalverteilung als auch der Stichprobenumfang u

und die Standardabweichung o bekannt sind. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1—« wird dieser Grenz-
wert bei der Approximation nicht Gberschritten. Man kann anhand obiger Formel leicht erkennen, dass eine
lineare Genauigkeitssteigerung nur bei quadratischer Erhéhung des Stichprobenumfangs zu erreichen ist.
Dieses hat die Methode in der Vergangenheit héufig als nicht praktikabel erscheinen lassen. Inzwischen hat
sich jedoch die Rechenleistung der Computer deutlich erhéht und fir viele Probleme lassen sich genaue
Losungen erzeugen. Aul3erdem kann die Genauigkeitssteigerung durch spezielle Verfahren der Stich-
probengenerierung (Kapitel 2.4.2) effizienter gestaltet werden.

Nach der Ableitung der Genauigkeit Monte-Carlo-basierter Methoden, soll nun die generelle Vorgehens-
weise einer hierauf basierenden Sensitivitatsanalyse angegeben werden.

1. Festlegung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fir die Eingangsgréfi3en
Die Festlegung erfolgt aufgrund von empirischen Messungen, Expertenmeinungen oder theoreti-
scher Voraussetzungen wie physikalisch bedingter Grenzwerte. Es wird von n Eingangsgrof3en
ausgegangen.

2. Generierung von Stichproben fir die EingangsgréfRen
Die Stichprobenerzeugung kann mit verschiedenen der Auswertung angepassten Methoden
umgesetzt werden. Der Stichprobenumfang sei mit u-n gegeben, wobei u die Anzahl der
Realisierungen pro Eingangsgrof3e bezeichnet. Zur weiterfiihrenden Erklarung sei auf das Kapitel
2.4.2 verwiesen.

3. Modellauswertung
Hierbei wird das zu analysierende Modell u -mal durchlaufen und auf diesem Wege u Realisie-
rungen fir jede der m Ausgangsgrofien ermittelt.

4. Varianzanalyse
Die Varianzanalyse beschéftigt sich mit der Analyse der Verteilungsfunktionen der Ausgangsgrof3en.
Wichtigste KenngréRen sind dabei der Mittelwert und die Varianz der simulierten Verteilung, sowie
héhere Momente der Verteilungsfunktion. Zur Varianzanalyse wird im Rahmen dieser Arbeit auf
weitere Ausflihrungen verzichtet, da sie einerseits nicht zentraler Gegenstand dieser Arbeit ist und
andererseits die Grundlagen bereits in der mathematischen Literatur hinlénglich ausfuhrlich und
nachvollziehbar beschrieben sind (z.B. SCHEFFE 1959).

5. Sensitivitatsanalyse
Die abschlieRende Sensitivitdtsanalyse beschaftigt sich mit der Analyse der Sensitivitat der
Ausgangsgrof3en hinsichtlich des Einflusses der Eingangsgrof3en. Die unterschiedlichen Vorgehens-
weisen werden in den Kapiteln 2.4.3 bis 2.4.5 beschrieben.

Erwahnt werden soll an dieser Stelle, dass die varianz-basierten Methoden eine Untergruppe der
stichproben-basierten Methoden darstellen. In der Literatur werden diese oft als gesonderte Methoden-
gruppe aufgefiihrt. Die stichproben-basierten Methoden werden aufgrund der Generierung der Stichprobe so
genannt. Dagegen steht die varianz-basierte Sensitivitatsanalyse fiir die Nutzung der Varianz als Indikator
fur die Einflisse der EinflussgrofRen. Diese Bezeichnung ist zundchst unabhangig von der Methode zur
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Stichprobengenerierung. Varianz-basierte Methoden zielen auf die Zerlegung der Varianz der Ausgangs-
gréRe in Abhangigkeit von den Einflussgréf3en wie EingangsgréRen oder Modellparametern.

Die sich unterscheidenden Fragestellungen der Varianzanalyse und der Sensitivitdtsanalyse sollen an dieser
Stelle anhand der varianz-basierten Sensitivitdtsanalyse gegenibergestellt werden, um die unterschied-
lichen Aufgabenstellungen zu verdeutlichen.

e Die Varianzanalyse beantwortet die Frage: ,Wie kann die Unsicherheit der AusgangsgréRe be-
schrieben werden, wenn ich die Unsicherheit der Eingangsgréf3en kenne ?*

e Die Sensitivitatsanalyse beantwortet die Frage: ,Welchen Anteil haben die einzelnen Eingangs-
gréRen und deren statistische Eigenschaften an der Unsicherheit der Ausgangsgrofle ?*

2.4.2 Stichprobengenerierung

Bei der Stichprobenerzeugung werden Zahlen generiert, die zuféalligen Charakter aufweisen und dabei der
zuvor definierten Verteilungsfunktion folgen (vergleiche Abschnitt 2.4.1). In der Regel werden daher zu-
nachst gleichverteilte Zufallszahlen fur eine EingangsgréRe im Intervall zwischen 0 und 1 erzeugt. Im
Anschluss daran werden diese Zufallszahlen in den Wahrscheinlichkeitsraum der Verteilungsfunktion trans-
formiert (z.B. ERMAKOQV 1975). Fir einige Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen auch direkt Zufalls-
zahlen erzeugt werden (z.B. SOBOL 1991, PRESS et al. 1988). Streng genommen kénnen Zufallszahlen nur
durch physikalische Experimente gewonnen werden. Ersatzweise kénnen Tabellen von bereits erzeugten
Zufallszahlenfolgen genutzt werden. In der Regel werden Zufallszahlen aber durch auf Rechnern implemen-
tierte Algorithmen erzeugt; folglich werden die Zufallszahlen deterministisch bestimmt. Streng genommen ist
daher von Pseudo-Zufallszahlen zu sprechen. Nachfolgend werden aber die auf diesem Wege berechneten
Zahlen als Zufallszahlen adressiert, da reine Zufallszahlen nur sehr aufwendig zu erzeugen sind.

Jede Stichprobe ist als Matrix X unabhangig von der Art der Erzeugung so aufgebaut, dass fir jede
EinflussgroRe X, eine Spalte mit # Realisierungen x,; vorliegt. Das Modell wird in der Folge fur jede Zeile
ausgewertet. Es existieren am Ende folglich auch u Realisierungen fur die AusgangsgroRe Y.

Vereinfachend wird an dieser Stelle davon ausgegangen, dass nur eine Ausgangsgroéf3e vorliegt. Der
allgemeine Aufbau einer Stichprobenmatrix sei nachfolgend angegeben

Xyg X Xy,
x x e x
21 22 2
X=| : : s (2.4.6)
xul xu2 e xun

dabei bezeichnet beispielsweise x,, die zweite Realisierung von X, .

Um die Genauigkeit der Monte-Carlo-Methode zu erhéhen oder durch Verminderung des Stichproben-
umfangs den Rechenaufwand zu reduzieren, werden Methoden angewandt, die einen starker deter-
ministischen Charakter haben und einer Gleichverteilung besser approximieren. Nachfolgend werden fur die
Sensitivitdtsanalyse optimierte Methoden vorgestellt, die bertcksichtigen, dass mehrere Eingangsgrof3en
vorliegen und eine Gesamtstichprobe zu bilden ist. Dabei werden auRerdem die speziellen Vorgehens-
weisen bei der Stichprobenerzeugung bezuglich der Methoden der varianz-basierten Sensitivitdtsanalyse
behandelt.

Zufallige Stichprobengenerierung

Es existieren eine Vielzahl von Methoden zur Erzeugung von (Pseudo-)Stichproben. Zur allgemeinen
Darstellung der verschiedenen Methoden sei zum Beispiel auf FISHMAN (1995), NIEDERREITER (1992),
ERMAKOV(1975) oder SOBOL (1991) verwiesen. Im Rahmen dieser Arbeit kommt die lineare
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Kongruenzmethode zum Einsatz. Sie ist in den genannten Biichern beschrieben und wird auch als Methode
der Reste bezeichnet, da sich z; in Gleichung (2.4.7) als Rest bei der Division einer ganzzahligen linearen

Funktion durch einen Wert M ergibt, der Modulus genannt wird. Allgemein gesprochen basiert sie auf den
Zusammenhangen

z;=a-z,_,+c mod(M) und
z (2.4.7)

dabei sind die x; die linear-kongruenten (Pseudo-)Zufallszahlen, a und ¢ sind unter Einschrankungen frei

wahlbare Konstanten, die zwischen 1 und M bzw. 0 und M —1 liegen miissen. Der Modulus bestimmt sich
in Abhangigkeit von der geforderten Genauigkeit und sollte eine sehr gro3e positive ganze Zahl sein;

typische Werte sind M = 2% oder M =2 Fur die Zahlenfolge z; kann ein Startwert z, frei gewahlt

werden. Die Zufallsfolge x; ergibt sich gleichverteilt im Intervall zwischen 0 und 1. Die Zufallszahlen kdnnen

fur alle Sensitivitatsanalysen, die mittels Regressions- und Korrelationsanalyse umgesetzt werden, als Basis
dienen.

Latin Hypercube Sampling (LHS)

Das Latin Hypercube Sampling ist die mehrdimensionale Verallgemeinerung des in der Versuchsplanung
eingesetzten Methode der lateinischen Quadrate. Ein deutscher Begriff wurde hierfir nicht eingefuhrt, daher
wird nachfolgend die Abkiirzung LHS verwendet. Beim LHS handelt es sich um ein Spezialverfahren zur
Generierung geschichteter Stichproben (MCKAY et al. 1979). Das Verfahren wird auf mehrdimensionale
Stichproben angewandt. Im Allgemeinen wird der Stichprobenbereich fiir jede Eingangsgrée in Sub-
intervalle eingeteilt (ERMAKOW 1975). Beim LHS wird fir jede Eingangsgrof3e der Stichprobenbereich in
Abschnitte gleicher Wahrscheinlichkeit eingeteilt. Die Anzahl der Intervalle ist fir alle Eingangsgréf3en gleich
grof3. In jedem Intervall wird ein zufélliger Wert erzeugt. Hierbei wird nach Algorithmen der zufalligen Stich-
probengenerierung vorgegangen. Die Stichprobenwerte der verschiedenen Intervalle der einzelnen
EingangsgrofRen werden zuféllig mit Stichprobenwerten aus den Intervallen fur die anderen Eingangsgrof3en
kombiniert. Ein Datensatz wird aus einer zufédlligen Kombination der Intervallwerte der verschiedenen
EingangsgrofRRen gebildet, dabei wird kein Intervallwert mehrfach verwendet. Die Anzahl der Datenséatze ist
mit der Anzahl der Intervalle pro EingangsgréRe gleichzusetzen. Die generierten Stichproben kénnen gleich-
falls fur alle Sensitivitdtsanalysen, die mittels Regressions- und Korrelationsanalyse umgesetzt werden, als
Basis dienen.

Die Ergebnisse nachfolgender Varianz- und Sensitivitdtsanalysen sind auch bei kleinen Stichproben recht
stabil (IMAN u. HELTON 1988, 1991). Trotzdem spielt auch hier die individuelle Einteilung in Intervalle durch
den Nutzer eine Rolle fir das Ergebnis. In jedem Fall wird die Schatzung der Ausgangsgrof3e mit geringerer
Varianz erhalten. Die Reduktion der Varianz ist um so gré3er, um so geringer die Abweichung des
analysierten Modells von der Additivitat ist (IPSC 2003).

Zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten oder Varianzen kénnen sogenannte r-LHS (,replicated
LHS") Stichproben erzeugt werden. Dabei wird zundchst eine LHS-Stichprobe erzeugt. Danach werden r
Kombinationen der Spalten der LHS-Stichprobe gebildet, wobei jede Spalte fiir eine Eingangsgrof3e steht.
Die Gesamtanzahl der anschlieBend zu realisierenden Modelldurchlaufe beziehungsweise der Gesamtstich-
probenumfang u ergibt sich durch Festlegung der Anzahl der Replikate » und des Stichprobenumfangs der

originaren LHS-Stichprobe u,,,, zu

U=T Uy . (2.4.8)
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Die einzelnen Stichproben sind dabei nicht voneinander unabhangig und fihren damit zur Berechnung
bedingter Varianzen.

LP_-Methode

Diese Methode sorgt auf Basis von LP -Folgen fir gleichméaRig verteilte Punkte im Einheitshyperwiirfel.

T

Dabei erzeugen LP, -Folgen sogenante P, -Gitter, fir die jeder Subhyperwirfel mit dem Volumen —, mit
n

n als Anzahl der EingangsgréfRen und damit auch der Dimension des Hyperwiirfels, jeweils 2° Gitterpunkte
enthédlt. Die Methode basiert auf einer Verdffentlichung von SOBOL (1966) und wurde anschlieend von
diesem weiterentwickelt. Die Vorgehensweise zur Generierung entsprechender Stichproben ist ausfihrlich in
SOBOL (1991) erlautert; eine Zusammenfassung liefern BRATLEY u. FOX (1988). Eine vertiefende

Beschreibung unterbleibt hier aufgrund der komplexen Herleitung. Allgemein gesprochen realisiert die LP -
Methode eine strenge Gleichverteilung fur unendlich lange Folgen; bereits fir geringen Stichprobenumfang
u,p, wird naherungsweise Gleichverteilung erreicht. Die LP.-Methode weist eine héhere Genauigkeit als

1 1
rein zufallsbasierte Methoden auf. Die Genauigkeitssteigerung gelingt mit —— anstatt mit —, wie in

Upp \/;

Gleichung (2.4.5) fur die rein zufallsbasierten Methoden angegeben. Es ist darauf hinzuweisen, dass die
Methode nur fiir Stichproben bis zur Dimension 52 bessere Ergebnisse liefert als die zufallsbasierten

Methoden (CHAN et al. 2000). Der Stichprobenumfang u,, berechnet sich als Potenz zur Basis 2. Nach
IPSC (2003) ist mindestens die zehnfache Anzahl der Eingangsgrof3en zu wéhlen. Neben der Verwendung
fur Methoden der Regressions- und Korrelationsanalyse wird aufbauend auf den LP -Folgen auch eine

Stichprobenstrategie fir die Sensitivitatsanalyse nach SOBOL entwickelt (Abschnitt 2.4.5.2).
Sobols Methode

Basierend auf den LP -Folgen werden bedingte Stichproben, wie im Fall der r-LHS, erzeugt. Man generiert
zunachst zwei Stichproben gleichen Umfangs; dass heil3t, dass zwei Matrizen von der Dimension urspriing-
licher Stichprobenumfang u,, mal Anzahl der EingangsgréBen n entstehen. Beide Matrizen kénnen nun

miteinander kombiniert werden. Dabei werden jeweils Spalten der einen Matrix durch Spalten der anderen
Matrix bei der Varianzberechnung ersetzt. Alle nicht ersetzten Spalten bleiben unveréndert (IPSC 2003).

Jede Spalte der Matrizen enthélt eine Stichprobe des Umfangs u,, fur eine EingangsgroRe. Wird beispiels-

weise nur eine Spalte ersetzt, dass heil3t, die Werte beider Matrizen sind fur diese Spalte identisch, so erhalt
man den Effekt 1.0rdnung; werden alle Spalten bis auf eine Spalte ersetzt, so ergibt sich der Gesamteffekt
(nd&heres zu den genannten Begriffen in Abschnitt 2.4.5.2). Jede einzelne zu berechnende bedingte Varianz

erfordert u,, Modellberechnungen. Die Gesamtstichprobenanzahl u, mit andern Worten die Anzahl der
Modellberechnungen, betragt insgesamt u,, - 2", da alle méglichen Kombinationen bei der Berechnung
bedingter Varianzen u,, (2" —=1) und der Erwartungswert der AusgangsgroRe u,, Auswertungen er-

fordern. Die Effekte 1.0rdnung als auch die Gesamteffekte benotigen dabei jeweils u,, - n Modellauswer-

tungen. Auch in diesem Fall ist der Erwartungswert zu bestimmen. AufRerdem kann die Bestimmung der
Gesamtvarianz numerisch stabiler unter Nutzung nur einer der beiden Stichproben berechnet werden, daher

sind weitere u,, Modellberechnungen notwendig (IPSC 2003). Beschrénkt man sich auf die Berechnung
der Effekte 1.0rdnung und der Gesamteffekte (vergleiche hierzu Abschnitt 2.4.5.2), so verringert sich der
Rechenaufwand daher auf u,,(2- n + 2) ; zusammengefasst gilt:
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u=u,, (2" -D+u,, =u,,-2" fur alle Ordnungen und (2.4.9)
u=u,,-2-n+2-u,, =u,,-(2-n+2) furEffekte 1.0rdnung und Gesamteffekte.

Diese Stichprobenerzeugung wird nur in Zusammenhang mit der Bestimmung von SOBOLs Sensitivitats-
indizes eingesetzt, da diese Sensitivitatsindizes nur auf diese Weise erzeugt werden kénnen.

FOURIER Amplitude Sensitivity Test (FAST)

Da die Stichprobengenerierung fir diese varianz-basierte Sensitivitatsanalysemethode sich deutlich von den
anderen Methoden unterscheidet und auerdem nicht von der Vorgehensweise der FAST Methode zu
trennen ist, wird sie nicht an dieser Stelle behandelt, sondern in Abschnitt 2.4.5.3.

2.4.3 Regressions- und Korrelationsanalyse

Eine erste Mdoglichkeit, globale, mehrdimensional gemittelte Sensitivititsmafle zu ermitteln, ist die lineare
Regressionsanalyse. Wie im Folgenden gezeigt wird, kann sie zur quantitativen Sensitivitdtsanalyse von
linearen Modellen genutzt werden. Die Verwendung nicht-linearer Regressionsanalysen erfordert die
zumindest ndherungsweise Kenntnis des nicht-linearen funktionalen Zusammenhangs zwischen Ein- und
AusgangsgrofRen, um mit diesen Methoden einen Erkenntnisgewinn zu erzielen. Da dieser Zusammehang
haufig unbekannt ist, beschrénkt sich die folgende Darstellung auf die lineare Regressionsanalyse.

In diesem Abschnitt wird von nur einer Ausgangsgréfe ausgegangen, so dass der Index j fur die
AusgangsgroéfRen entfallen kann. Dieses wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit auch fiir die nachfolgenden
Abschnitte gelten.

Das funktionale Modell einer Regression — bezogen auf den hier zu diskutierenden Zusammenhang zwi-
schen den Realisierungen der EingangsgroBen X, und der AusgangsgroBe Y — kann wie folgt dargestellt

werden (siehe beispielsweise NIEMEIER 2002 oder HELTON u. DAVIS 2000)
Y=by+Xb - X, (2.4.10)
i=1

mit by,b,,...,b, als zu schatzende Regressionskoeffizienten
und f als ausgeglichene Ausgangsgroile.

Abbildung 5 zeigt die Abhangigkeit von X und Y am Beispiel einer Regression mit zwei Regressions-
koeffizienten mit jeweils u# Realisierungen.
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Abb. 5: Beziehungen bei der Regressionsanalyse mit zwei Regressionskoeffizienten
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Zur Durchflihrung einer Regressionsanalyse missen insgesamt 7 -u Realisierungen fur die n Eingangs-
groBen X, und die u Realisierungen von Y als Ergebnisse der Modellauswertungen zur Verfiigung

stehen. Die Regressionskoeffizienten ergeben sich im Ansatz nach kleinsten Quadraten unter Annahme
gleichgenauer und unabhéngiger Eingangsgrofien zu

b=X"-X)" - X"y, (2.4.11)
mit b=| . - Vektor der Regressionskoeffizienten,

1 x]_]_ cee xln

1 Xy 0 Xy, . . . )
- Matrix der Realisierungen der Eingangsgrofen,

un

y=|". - Vektor der Realisierungen der Ausgangsgrolie.

yll

Die Matrix X enthalt fir eine Regressionsanalyse sowohl die Stichprobenmatrix nach Gleichung (2.4.6) als
auch eine Spalte mit Einsen, um auch den Regressionskoeffizienten b, schatzen zu konnen. Nach

Schatzung der Regressionskoeffizienten kann zum Einen die ausgeglichene Ausgangsgrofle Y berechnet
und zum Anderen mittels b zu jeder Zeile von X eine Realisierung der AusgangsgrofRe j}k berechnet

werden:
Jo=b,+3b x, mit k=12,..u. (2.4.12)
i=1

Fur lineare Regressionsmodelle ist die folgende Varianzzerlegung giltig (z.B. HELTON u. DAVIS 2000)
El(yk -y)?= El(f/k -9+ El@" -3, (2.4.13)

mit y = iy—k

k=1 U

Handelt es sich beim zu analysierenden Modell tatséchlich um ein lineares Modell, wird der zweite Term auf
der rechten Seite in Gleichung (2.4.13) zu Null.

Das multiple Bestimmtheitsmaf R? stellt einen normierten Wert dar

Rz _ Z‘ézl(ﬁk _y)z
2ia(y _y)z ,

der unter der Bedingung, dass Z;‘()A/k —yk)2 = 0 gilt, den Prozentsatz fir die Bestimmtheit der Ausgangs-

(2.4.14)

gréRe aus den EingangsgréRen angibt. Das Bestimmtheitsmald R? ist daher ein Kriterium fiir die Linearitat

und zugleich ein erster Indikator fiir ein nicht-monotones Modell (HELTON u. DAVIS 2000):
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lineares Modell R? =1,
nicht lineares Modell R? <1, (2.4.15)
nicht — monotones Modell R?* <<1.
Sind die EingangsgroBen X, voneinander unabh&ngig, mit anderen Worten sind die Spalten der Matrix X

zueinander orthogonal, so kann das multiple Bestimmtheitsmaf als Summe der Einflisse der individuellen
Eingangsgroflen Ri2 aufgeschrieben werden (HELTON u. DAVIS 2000)

bi2 D (g _fz‘)z

R*=Rl+R;+...+R} mit R’ =—"— —, (2.4.16)
Yia(yve =)
_ uoX,
mit X, = .
=l u
Berucksichtigt man die Zusammenhange
Tia(yy _y)z 2ialx, — X, )2
Oy =4|—————— und o, = =B A
u-—1 ' u-1
so gilt
biZ _O_Z
RZ=" " (2.4.17)
GY
Setzt man nun
Oy, 2.
P =b -——=R° mit i=12,...,n. (2.4.18)
O-Y

so erhalt man normierte Regressionskoeffizienten /3,, die im Gegensatz zu den lokalen normierten

Sensitivitatskoeffizienten ein mehrdimensional gemitteltes Sensitivitatsmald darstellen; dass heil3t, dass bei
diesem Analyseverfahren alle Eingangsgréf3en gleichzeitig variiert werden. Man sollte jedoch in Erinnerung

behalten, dass dieser Zusammenhang nur fur orthogonale Spalten der Matrix X gilt.
Es qilt aufgrund von Gleichung (2.4.16) bzw. (2.4.18) nun fir
lineare Modelle Y 7 =1,
i=1

) (2.4.19)
nicht — lineare Modelle Y. 37 < 1.
i=1

Die normierten Regressionskoeffizienten [, sind ein weiteres MaR fiir die Linearitat eines Modells oder,

anders formuliert, bei Vorliegen einer linearen Beziehung zwischen ¥ und X sind die S, als globale

Sensitivitdtsmale zu betrachten. Sollen prozentuale Anteile an der Gesamtvarianz angegeben werden, so
gilt

BE[%] = ,6’1.2 -100 fiir lineare Modelle. (2.4.20)

Der Wert ,Bl.z kann unter der Bedingung, dass keine linearen Abhéngigkeiten innerhalb der Matrix X

bestehen, als in Prozent angegebener Einfluss von X, auf ¥ bezeichnet werden. Dieser ermittelte Prozent-
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satz gilt streng nur fir lineare Modelle, da sich R? nur dann zu Eins ergibt. Weist das Modell nicht-linearen

Charakter auf, so werden Varianzanteile nicht bertcksichtigt und R? spiegelt den Prozentsatz des
Einflusses der EingangsgréRe auf die AusgangsgrofRenvarianz nicht streng wieder. Ergibt sich beispiels-
weise ein R? von 0.8, so bleiben 20 % der Ausgangsgroenvarianz bei der Sensitivitdtsanalyse

unberucksichtigt.

Bei einem nicht-monotonen Modell ist die Aussage der [, bezuglich der Sensitivitatsanalyse nachhaltig

gestort; prozentuale Aussagen sind nicht mdéglich.

Eng verwandt mit der Regressionsanalyse ist die Korrelationsanalyse. Allgemein berechnet sich der als

MaR der linearen Abhangigkeit zwischen X und Y zu betrachtende Korrelationskoeffizient (nach
PEARSON) zu

o= ny _ ZZ:l(xk _f) : (yk _y) . (2421)

v . B —\2 —\2
0,0, \/ZZ:l(xk - X) '\/ZZ:l(yk -¥)
Fur ein Regressionsmodell, das nur die Regressionskoeffizienten b, und b, enthélt, fallen Korrelations-

koeffizient und normierter Regressionskoeffizient zusammen (TAUBENHEIM 1969; HELTON u. DAVIS
2000):

r,=p,. (2.4.22)

xy
Von Bedeutung sind weiterhin die partiellen Korrelationskoeffizienten (siehe z.B. TAUBENHEIM 1969 oder
HELTON u. DAVIS 2000), die den linearen Zusammenhang zwischen X, und Y unter Ausschluss der

linearen Effekte der anderen Eingangsgréf3en messen. Ein Wert von Eins zeigt lineare Abhangigkeit an. Die
Korrelationskoeffizienten und die partiellen Korrelationskoeffizienten sind globale SensitivitdtsmaRe fir
lineare Modelle.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei auf eine weitere Anwendungsmaoglichkeit der Regressionsanalyse
hingewiesen, die auch der Sensitivitatsanalyse zuzurechnen ist. Soll Uberpruft werden, ob ein Regressions-
modell sensitiv gegeniber allen Eingangsgrof3en ist, so kénnen Methoden der Regressionsanalyse genutzt
werden. In diesem Fall ist abzuschatzen, welche Eingangsgrof3en Uberhaupt einen Einfluss auf die
AusgangsgroRe haben. Dabei kann nach NIEMEIER (2002) von einem Modell mit maximaler
Koeffizientenanzahl ausgegangen werden und die Signifikanz einzelner Regressionskoeffizienten oder
Koeffizientengruppen mittels t- beziehungsweise F-Test Uberprift werden und so das Modell schrittweise
reduziert werden. Die entgegengesetzte Herangehensweise ist die schrittweise Erweiterung des
Regressionsmodells um weitere Koeffizienten, die nach ihrer Bedeutung geordnet sind. In diesem Fall wird
mit einem Koeffizienten begonnen und die Anderung der Varianz der AusgangsgroRRe beurteilt. Steigt diese
bei Erhéhung der Anzahl der Regressionskoeffizienten an, so liegt eine Uberparametrisierung vor, und der
Koeffizient ist nicht im Modell zu beriicksichtigen. Die Grundlagen der statistischen Tests der Regressions-
analyse sind beispielsweise in CHATTERJEE u. HADI (1988) oder NIEMEIER (2002) verdffentlicht.

2.4.4 Rangtransformation

Der Korrelationskoeffizient nach PEARSON und der normierte Regressionskoeffizient sind nur fur die
Sensitivitdtsanalyse linearer Modelle geeignet (vergleiche Abschnitt 2.4.3). Aus diesem Grund wurden
andere Korrelationsmal3e entwickelt, die nicht auf den Werten der Stichprobe basieren, sondern auf der

Reihenfolge der Realisierungen, dem Rang R(xl.). Der kleinste Stichprobenwert x,, .. der EingangsgroRe
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X, erhdlt den Wert R(x,,;,) =1, der zweitkleinste den Wert R(x;,,,) =2 und so weiter. Dieser
Vorgang wird als Rangtransformation bezeichnet.

In Abbildung 6 wird die Vorgehensweise am Beispiel einer Parabel gezeigt. Man erkennt, dass fiir diesen
idealen Fall aus der nicht-linearen Parabel Y =fl(X) ein linearer Zusammenhang R(Y) = f2(R(X))
abgeleitet wird.

Parabel und Rangtransformierte Parabel (Gerade)

_.-.‘(:T‘I(XJ
35 / ) -
3 ) .
R(Y)=f2(R(X))
2351 —
8%
>
15}
1t
05+ pd i
[ 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4
X bzw. R(X)

Abb. 6: Rangtransformation fiir die Funktionswerte einer Parabel

Das zuvor Geschriebene wird auch fiir die AusgangsgroRe Y umgesetzt. Sind sowohl furr die Eingangs- als
auch fur die Ausgangsdaten keine identischen numerischen Werte Xx,, beziehungsweise y, zu finden, so
spricht man davon, dass die Daten ohne Bindungen vorliegen. Liegen dagegen Bindungen zum Beispiel in
den Eingangsdaten vor, dass heiB3t, dass fir verschiedene x,; identische numerischen Werte x,, im

Datenmaterial vorliegen, so gilt fir:

R('xgr) +R(xy)
2

R(x,,)= mit kgl=12,...,n, (2.4.23)

mit  n, Anzahl der x,; mitidentischem numerischen Wert x,,,
R(x, ) Rang des ersten Wertes groRer x,,,

R(x,) Rang des ersten Wertes kleiner x,, .
Fur R(y,) gelten selbstverstandlich die selben Berechnungsformeln.

Hier sei erwahnt, dass auf den Index i fiir die EingangsgroBen X, aus Grunden der Ubersichtlichkeit ver-
zichtet wird. Die Formeln sind jedoch fir jede der n EingangsgréRen gultig. Der Index wird auch fir die
folgenden Darstellungen nicht mitgefuhrt.

Auf Basis rangtransformierter Datensatze kdnnen Regressions- und Korrelationsanalysen durchgefihrt
werden. Die Regressionsanalyse fihrt zu normierten Rangregressionskoeffizienten AR, und multiplen

BestimmtheitsmaRen fur rangtransformierte Daten R(Rz), die als Indikatoren fiir monotone Modelle
eingesetzt werden kénnen:



2 Grundlagen der Sensitivitdtsanalyse 27

monotone Modelle R(R?) = En:ﬂRl.z =1,
i=1

(2.4.24)
nicht — monotone Modelle R(R?) =Y AR* <1.
i=1
Analog zu Gleichung (2.4.17), kbnnen prozentuale Anteile an der Gesamtvarianz angegeben werden
BR?[%] = AR?-100 fiir monotone Modelle. (2.4.25)

Bei der Korrelationsanalyse wird in der Regel der Rangkorrelationskoeffizient nach SPEARMAN, der als
Indikator fur die Monotonie eines Modells genutzt werden kann, verwendet. Hierfir werden die
Berechnungsformeln fiir den Korrelationskoeffizient nach PEARSON auf die Range angewandt

s ___ Tia(R() - RE) - (R, ~ R(Y))
LS (R(x,) - RE)? UL (R(y,) - R())?

mit R(x,) und R(y,) als rangtransformierte Realisierungen der Eingangs- und AusgangsgréRen und

(2.4.26)

R(X) und R(y) als Mittelwerte der rangtransformierten Realisierungen.

Der Mittelwert rangtransformierten Daten lasst sich mit Hilfe der Beziehung

u u u u-(u+1
YR(x,)=XR(y)=Xk= wlurd (2.4.27)
=1 k=1 k=1 2
vereinfacht als
R(x) =R(y) Zlik Che) (2.4.28)
U ik 2
darstellen. Zusatzlich gilt
u _ u _ u+l u+1
YR(x) R(x)=2R(y,) R(Y)=u- : (2.4.29)
k=1 k=1 2 2
Nach einigen Umformungen ergibt sich der allgemeingiiltige Zusammenhang
" u-(u+1)7>
SAR(x) RO -
= . (2.4.30)
(u+1)? (u+1)?
\/[ LR () =0 ]-(22-1R2(yk)—” oD J

Liegen sowohl Eingangs- als auch Ausgangsdaten ohne Bindungen vor, so kann der Korrelationskoeffizient
nach SPEARMAN vereinfacht wie folgt angegeben werden (SACHS 1997):

P =1-6- i (R(x,) — R(y,))* _
v u-(u? -1

Der Korrelationskoeffizient nach SPEARMAN kann als Indikator fir die Monotonie eines Modells genutzt
werden:

(2.4.31)

>0 gleichsinnig monotoner Zusammenhang,
¥ <0 gegensinnig monotoner Zusammenhang, (2.4.32)

¥ ~0 kein monotoner Zusammenhang.
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Es soll hier angemerkt werden, dass mit den rangtransformierten Daten neben den bereits erwédhnten
normierten Rangregressionskoeffizienten, multiplen Regressionsmafen fiir rangtransformierte Daten und
SPEARMAN Korrelationskoeffizienten auch partielle Rangkorrelationskoeffizienten berechnet werden
kénnen. Die Aussage beziiglich aller MaRRe bleibt unverandert, wenn das untersuchte Modell linear ist. Wird
ein nicht-lineares, aber monotones Modell betrachtet, so verbessert die Rangtransformation unter Bedingung
gleichzeitiger Monotonie der EingangsgréRen (vergleiche Abschnitt 2.2) die Ergebnisse. Das erkennt man
zunachst an der Hohe des multiplen Bestimmtheitsmalles. Dieses erhéht sich bei nicht-linearen, aber
monotonen Modellen und reprasentiert damit eine bessere Approximation der Ausgangsgrofle durch die
EingangsgréRen. Die nach der Rangtransformation erhaltenen Sensitivitdtsmalie ergeben daher ein

besseres Bild von den Einfliissen der einzelnen X, (siehe z.B. HELTON und DAVIS 2000). Die Ergebnisse

durfen aber nicht als eine funktionale Beschreibung zwischen Eingangs- und Ausgangsgrof3en miss-
interpretiert werden (IMAN und CONOVER 1979), sondern dienen nur dem Erkennen sensitiver Eingangs-
groRen. Zur statistisch begriindeten Uberpriifung der Modell-Monotonie eines Modells sei auf HELTON und
DAVIS (2000) verwiesen.

2.4.5 Varianz-basierte Sensitivitatsanalysemethoden
2.4.5.1 Grundlagen

Bisher wurden globale Sensitivitdtsanalysemethoden betrachtet, die fir eine quantitative Sensitivitdtsanalyse
linearer Modelle (Kapitel 2.4.3, Regressionsanalyse) oder nicht-linearer aber monotoner Modelle (Kapitel
2.4.4, Rangtransformation) geeignet sind. Innerhalb dieses Kapitels werden globale Sensitivitditsmalfie
entwickelt, die unabhangig von den Modelleigenschaften eine quantitative Aussage bezuglich der Sensitivitat
erlauben. Diese Gruppe von Sensitivitatsmaen wird unter Nutzung sogenannter bedingter Varianzen
berechnet und bezieht sich auf den Anteil an der Varianz der Ausgangsgrof3e, der von einer Eingangsgroile
erzeugt wird. Daher werden diese Methoden varianz-basierte Sensitivitdtsanalysemethoden genannt.
Erwahnt werden soll an dieser Stelle, dass die varianz-basierten Methoden eine Untergruppe der Monte-
Carlo- beziehungsweise stichproben-basierten Methoden darstellen.

Die varianz-basierten SensitivitaitsmaRe S werden Korrelationsverhaltnisse oder Wichtigkeitsmafe
genannt. Sie nutzen den Quotienten der bedingten Varianz aé(y,xl) zur Gesamtvarianz der Ausgangsgrofie

0'5 (vergleiche (2.4.70) fur die FAST Methode)

2
O
sE = 0T (2.4.33)
Oy

Die bedingte Varianz Gg(y,X_) soll als Varianz fur den Erwartungswert der AusgangsgroRe Y unter der

Bedingung aufgefasst werden, dass der wahre Wert fir X, bekannt ist. In den nachfolgenden Abschnitten

werden SOBOLs Methode und der FOURIER Amplituden Sensitivitatstest zur Berechnung der Korrelations-
verhaltnisse prasentiert. Auf die Methode der Ableitung mittels r-LHS Stichproben wird hier verzichtet, da
das Verfahren detailliert in CHAN et al. (2000) beschrieben ist.

Im Allgemeinen umfasst die Sensitivittsanalyse einen weiten Rahmen unterschiedlicher Problemstellungen
und Vorgehensweisen (Kapitel 2.1). Die varianz-basierte Sensitivitdtsanalyse konzentriert sich dagegen auf
zwei wesentliche Aufgaben:

1. Identifikation wichtiger Eingangsgrof3en
Die Identifikation des Anteils der Eingangsgréf3en an der Varianz der Ausgangsgrof3e bei Festhalten
der jeweiligen EingangsgréRe an ihrem wahren Wert ist Gegenstand dieser Aufgabenstellung. Es
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geht folglich darum, die Wichtigkeit der Eingangsgréf3en quantitativ zu erfassen. Hierauf aufbauend
kénnen Modelloptimierungen umgesetzt werden.

2. Risikobewertung
Das Erreichen einer vorgegebenen Zielvarianz fiir die Ausgangsgrof3e wird hier als Zielfunktion
verstanden. Die Elimination oder Reduktion von Einflissen der Eingangsgrof3en auf die Varianz der
AusgangsgroRe ist Ziel dieser Aufgabenstellung. Eine Anwendung stellt zum Beispiel die
Minimierung der Unsicherheit einer Risikoprognose dar.

An dieser Stelle sollen einige kurze Ausfliihrungen zum Stichprobenumfang vorausgeschickt werden. Um
zuverlassige und genaue Ergebnisse einer Sensitivitdtsanalyse zu erhalten, ist der Stichprobenumfang so
lange zu erhéhen bis sich das jeweilige Sensitivitatsmald nur noch im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit
veréandert. Aussagen zum bendtigten Stichprobenumfang kénnen nur auf empirischem Wege erfolgen, da
die grundlegenden Formeln in Kapitel 2.4.2 zur Genauigkeitsabschatzung bei der Monte-Carlo-Analyse flr
die Stichproben der EingangsgroRen gelten. Die globalen Sensitivititsmale dagegen basieren auf
speziellen Methoden zur Stichprobengenerierung und werden erst nach den Modellauswertungen bestimmt.
In CROSETTO und TARANTOLA (2001) wird gezeigt, dass mit etwa 200 Stichprobenwerten ein zuverlas-
siges und genaues Ergebnis fir die in 2.4.5.3 vorgestellte FAST Methode erreicht wird. Eine weitere
Erhéhung des Stichprobenumfangs ergibt nur geringfiigige Anderungen der SensitivititsmaRe und deren
Standardabweichungen. Diese Aussagen kdnnen nicht ohne Weiteres auf andere wissenschaftliche Frage-
stellungen Ubertragen werden, da die Genauigkeit der Sensitivitatsmafie von der Komplexitat des betrachte-
ten Modells abhangt. Insbesondere spielen die Eigenschaften Linearitat und Additivitat eine grof3e Rolle. In
Kapitel 4 werden Untersuchungen zu einfachen und komplexeren ingenieurgeodatischen Modellen
durchgefihrt.

2.4.5.2 Sobols Methode

Die von SOBOL (1993) entwickelte Methode ist eine Mdglichkeit, globale Sensitivitatsindizes zu berechnen.
Die nachfolgend bereitgestellten Sensitivitatsindizes 1.0rdnung beschreiben die Sensitivitat eines additiven
Modells vollstandig. Die gleichfalls in diesem Abschnitt entwickelten Gesamteffekte berlicksichtigen die
Zusammenhénge zwischen den einzelnen EingangsgrofRen im Modell und sind in ihrer Aussage unabhangig
von den Modelleigenschaften des zu analysierenden Modells.

Nach der Stichprobengenerierung fir die EingangsgroBen X und den anschlieBenden Modellauswertungen

kann der Schatzwert sf, fur die Varianz der Ausgangsgrof3e O'f, bestimmt werden durch

1 Upp . 1 Upp _
st = (v —9)° = >yi-v’ (2.4.34)
Tou,, 1l u,, —liz1
mit u,, als Stichprobenumfang nach Kapitel 2.4.2
und y als Schatzwert fiir den Erwartungswert E(Y)
1w
=% (2.4.35)
uLP k=1

Die Varianz JVZ lasst sich immer als Summe des Erwartungswerts der bedingten Varianz E(O'YZ,X_) und

der Varianz des bedingten Erwartungswertes Gg(y,xv) darstellen (SALTELLI 2004)

2 2 2
o, = E(ay,le )+ Orrix) (2.4.36)
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Dabei spricht man bei Gg(y,xv) vom Einfluss 1.0rdnung von X, auf Y. Die numerische GroRe von

VIEYI1X)))= og(y,m identifiziert die Bedeutung der EingangsgroRe. Ein groRer Wert korrespondiert mit

einem groRem Einfluss auf die Varianz der AusgangsgrofRe. Da bei der in diesem Kapitel nachfolgend
vorgestellten Vorgehensweise die bedingte Varianz direkt mit verschiedenen x, berechnet wird, soll

Gg(y,m vereinfachend mit J}%/Xi ersetzt werden. Die einzelnen Stichprobenwerte x,. sind dabei zuféllig

unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeitsfunktion fur X, verteilt.

Um den Einfluss der EingangsgréRe X, bestimmen zu kénnen, unterscheiden sich die Stichprobenwerte
x,; fur die jeweilige EingangsgréRe X, in den Zeilen der nachfolgend aufgefiihrten Stichprobenmatrizen X

und X' nicht (vergleiche Kapitel 2.4.2):

X1 Xy X1n X1 X1 X1
’ ’
x e x ) e x x e x . e x
21 2i 2n 21 2i 2n
X=| . . . und X'=| T . : .| (2.4.37)
DY DY 4 DY DY 4
qupl quPi qupn upl qupi qupn

Die beiden Matrizen werden zur Berechnung der verschiedenen bedingten Varianzen herangezogen. Fur

jede bedingte Varianz Jf,X wird mit verschiedenen x,; ein Schatzwert Sﬁ,x bereitgestellt

1 Upp

Sy, =———= 2y yu) =y =U, -y (2.4.38)
u,p —lie2a
mit U, = Z(yki 'y;a')z .
»—lia

Dabei stehen y,, und y,, fir die Realisierungen von Y unter Nutzung von X beziehungsweise X'. Da
nur fur die EingangsgréRe X, in beiden Matrizen identische Realisierungen x,; = x;, vorliegen, ist davon
auszugehen, dass fir die Multiplikation y,; -y,'a. in Gleichung (2.4.38) der Anteil der x,, nicht zuféllig streut.
Wird innerhalb der Stichprobe fur X, beispielsweise der maximale Wert x.,,. generiert, so wird dessen

Einfluss auf die AusgangsgréRe Y mit demselben maximalen Einfluss multipliziert. Das gilt fur alle anderen
EingangsgréRen nicht, da hier ein maximaler Einfluss aufgrund der zufélligen Streuung nicht mit sich selbst

multipliziert wird. Ul. nimmt folglich bei groRem Einfluss von X, einen groRen Wert an:

N

U. = sf +fz (fur groBem Einfluss von X, ). (2.4.39)

Nutzung von Gleichung (2.4.34) und die naherungsweise Giiltigkeit von v, ~ y, aufgrund des

iiberwiegenden Einflusses von X, und x,, = x;, fuhren zu dem Zusammenhang

_ 1 Urp 1 Urp ,
sy +y° = Yyl s SV Vi) (2.4.40)
u,p —li=zt u,p —li=t

fur groBem Einfluss von X, (siehe 2.4.37),

der die Basis fur Gleichung (2.4.39) liefert.
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Fir eine EingangsgroRe X, die fast keinen Einfluss auf die AusgangsgréRRe hat, ergibt sich dagegen ein

kleiner Wert fir 01" da in (2.4.37) in diesem Fall die Spalten fur X, gestrichen werden kénnen. Folglich ist

unter Nutzung von Gleichung (2.4.35)

1 Urp 1 we
Y V.V ®| — 2y, |beigeringen Einfluss von X, (2.4.41)
u,p —1li=k p kL

giiltig, da alle Zeilen der Matrizen X und X' voneinander unabhéngig sind. Dieser Zusammenhang fiihrt
zur Gleichung

U,- ~ yz (fur geringen Einfluss von X, ). (2.4.42)

. i e Sob .. . . . 2 . . 2
Die Sensitivitatsmae S;” konnen nun durch Normierung mit der Varianz o, beziehungseise s, zur

Verfugung gestellt werden

2 2
o E(oc
L 2443

o, o,

Sie werden auch als Korrelationsverhéltnisse, Sobols Sensitivitdtsfaktoren 1.0rdnung oder Wichtigkeits-
malfie bezeichnet. Es kdnnen nur deren Schatzwerte bestimmt werden

)
§50 =M iy =12, (2.4.44)

so dass hier eine Unterscheidung zwischen theoretischem und empirischem Wert unterbleiben kann.
In linearen Modellen gilt fiir die bedingte Varianz nach (2.4.37) grundsatzlich die Beziehung
JYZ,X_ < 05 (fur lineare Modelle) . (2.4.45)

Fur nicht-lineare Modelle muss diese Beziehung nicht giiltig sein (SALTELLI 2004). Da die bedingte Varianz
Uber den gesamten EingangsgrofRenbereich berechnet wird, gilt aber in jedem Fall die Reduktion der
bedingten Varianz in Relation zur Gesamtvarianz:

modellunabhéangig O')%/Xi < O'YZ. (2.4.46)

Die Sensitivitatsindizes Sf”" weisen den Vorteil auf, dass sie auch fir einen GroRteil der nicht-linearen

Modelle, und zwar fur die additiven Modelle (SOBOL 1993), der Summenbedingung fur lineare Modelle in
Gleichung (2.4.19) geniigen. Es gilt

for additive Modelle Y’ S>" =1,
i=1

(2.4.47)
for nicht - additive Modelle Y S <1
i=1
Unter Berticksichtigung der Gleichungen (2.4.38), (2.4.36), (2.4.44) und (2.4.18) sowie (2.4.19) gilt
fur lineare Modelle S = B7. (2.4.48)

Sobols Sensitivitatsindizes 1.0rdnung kénnen zum Einen genutzt werden, um die Additivitat von Modellen
zu identifizieren, zum Anderen kdénnen sie modellunabhangig genutzt werden, um eine Priorisierung der

Einflussgréf3en vorzunehmen. Fir nicht-additive Modelle ist es alleine mit den SiS”b aber nicht moglich, den

Einfluss der EingangsgrofRen auf die Varianz der AusgangsgréRen quantitativ abzuschatzen, da Effekte
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héherer Ordnung — mit anderen Worten Abhangigkeiten der Eingangsgrof3en aufgrund des Modells — hierfur
zu bertcksichtigen sind.

Um den Einfluss zweier Eingangsgrof3en auf die Varianz der Ausgangsgrof3e auszuschalten, kdnnen ent-
Sob

weder beide EingangsgroRRen gleichzeitig — der Sensitivitatsindex wird in diesem Fall S’

i+; genannt — oder

einzeln festgehalten werden. Liegt fir die Sensitivitatsanalyse ein additives Modell vor, so gilt

2
O-Y/X,.,Xj

S = S =8> +87"  (additives Modell (2.4.49)
o,
dagegen fir nicht-additive Modelle
2
sob_ OVIX,X, Sob Sob . -,
Sy =———>8"7"+S5] (nicht - additives Modell) . (2.4.50)
o

y

Fur zwei EingangsgréRen beschreibt die Differenz zwischen dem kombinierten Index Sli”/b und der Summe

der beiden Einzelfaktoren den Effekt 2.0rdnung

Sy =80 = (87" + 87", (2.4.51)

i+j

Allgemein gesprochen kann die Differenz zwischen einem kombinierten Index und der Summe der
Einzelindizes als die Summe der Effekte hdherer Ordnung angesehen werden. Liegen nur zwei Eingangs-

groéBen X, und X ; vor, so giltin jedem Fall

S+ 87+ 8 =1 (2.4.52)

Fur additive Modelle kann auf den Term 2.0rdnung verzichtet werden. Allgemein gilt jedoch fur n Eingangs-
gréRRen, dass n Ordnungen vorliegen, die aufaddiert werden miissen

L aSob | W o aSob & & Sob Sob -1
ZS,- +z Z SAZ',,’ +Z z z SAi,/',k +"‘+Z".SAi,j,k,.‘.,n - (2453)
i=1 i=lj=itl 7 i=lj=itlk=j+1 :

Dieser Zusammenhang wurde erstmalig von SOBOL (1993) aufgestellt. Unabhangig von den Modell-
eigenschaften ergibt die Summe in Gleichung (2.4.53) fur stochastisch unabhéngige Eingangsgrofien immer
Eins.

Die in Gleichung (2.4.53) aufgefuihrten Sensitivitatsindizes verschiedener Ordnungen ermdglichen es, den

Gesamteffekt Sfi"b einer EingangsgroBe X, zu bestimmen
n n n
Soob = g 4 Zlefﬁ + zlkzlsj;jilk Foe XSS Sk EDL k. (2.4.54)
J= J=lk=j+

Dabei ist zu erkennen, dass die Berechnung aller Effekte von 2 Ordnungen einen hohen Aufwand bedeutet.
Insgesamt sind, wie in (2.4.9) aufgefihrt,

u=u,, 2"
Sensitivitatsindizes zu berechnen. Aus diesem Grund zeigen SALTELLI u. BOLADO (1998), dass man die
bedingte Varianz af,Xﬁ berechnen kann, in dem alle EingangsgroRen bis auf die EingangsgroBe X,
festgehalten werden
0-3/Xl,Xz,...X,v,l,XHl,.‘.,X,, = O-YZ/)L,. . (2.4.55)

Zur Berechnung der bedingten Varianz sind in diesem Fall die beiden Stichprobenmatrizen
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xll oo xll oo xln xll oo xll “ee xln
'
X . X, X X o X, e X
21 2i 2n 21 2i 2n
X=| und X'=| T . . : (2.4.56)
oo DY oo ' .o
quPl quPi quPn quPl quPi xu”,n

zu verwenden, in denen nur die Stichprobe zu X, variiert wird. Die bedingten Varianz O'f,X~_ kann

aquivalent zu den Formeln (2.4.37) und (2.4.38) abgeleitet werden. Aus dieser bedingten Varianz lasst sich
somit der Gesamteffekt fir die EingangsgroBe X, abgeleiten. Er berechnet sich unter Nutzung der

allgemeinen Beziehung (2.4.41) und der Normierung wie in (2.4.44) zu

2 2
E(O-Y/Xﬁ.) _1 Oyix,

Sob
Sy = > -—— (2.4.57)
CTY CTY
Fur ein additives Modell fallen der Gesamteffekt und der Sensitivitatseffekt 1.0rdnung Uberein
S5 = §¥  (additives Modell), (2.4.58)

da alle Effekte héherer Ordnung zu Null werden.

Der Gesamteffekt S;f’l.”b beantwortet die Frage nach der Anderung der Varianz der AusgangsgroRe bei
Elimination aller Effekte der EingangsgroRe X, . Ist eine Eingangsgréfie ohne jeden Einfluss auf die Varianz
der Ausgangsgrofle, so wird der Gesamteffekt Sﬁi”b zu Null, da der zweite Term auf der rechten Seite der
Gleichung (2.4.58) zu Eins wird. Lasst sich dagegen die Varianz O'f nur aus einer EingangsgroBe X,

ableiten, so folgt unmittelbar, dass S;ql.’"’ zu Eins wird. Die Summe aller Gesamteffekte fiihrt fir nicht-additive

Modelle immer auf Werte grof3er Eins, da alle Effekte hdherer Ordnung mehrfach in die Berechnung
einflieBen

355 =1 fur additive Modelle,

’:1 (2.4.59)

> 82" >1 firnicht - additive Modelle.

i=1
Die Berechnung aller Effekte 1.0rdnung und aller Gesamteffekte reicht fir eine Sensitivitatsanalyse mit nicht
korrelierten Eingangsgrof3en aus; beide Aufgaben der varianz-basierten Sensitivitatsanalyse kdnnen gelést
werden. Die Effekte 1.0rdnung beantworten die Frage nach der Identifizierung der wichtigsten Eingangs-

gréRen, wahrend die Gesamteffekte dem Erreichen einer vorgegebenen Zielvarianz o? fur die

grenz

AusgangsgroRe Y dienen.
Um die zweite Aufgabenstellung, die Risikobewertung, zu behandeln, werden zunachst alle Gesamteffekte
und alle Effekte 1.0rdnung berechnet. Anschlieend wird wie folgt vorgegangen:

zu vergleichen: st

grenz

e Der groRte Gesamteffekt 0'5,~X1 ist mit der Differenz 0'}2,—0'2

2

grenz !

2 2 . . . . .
Oyjy, >0, =0 so ist die Prozedur abzuschlieBen, im anderen Fall ist fortzufahren.

e Hinzunahme des nachstgroReren Gesamteffektes und Berechnung des kombinierten Faktors

2 \ie in Schritt 1.

grenz

0'5/~x1,~xz mit anschlieBendem Vergleich mit der Differenz 0'}2, -0

e Weitere Hinzunahme von Gesamteffekten und Berechnung von kombinierten Effekten, bis der
berechnete kombinierte Faktor gré3er als die Differenz aus Schritt 1 ist.
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Bisher wurden stochastische Abhangigkeiten zwischen den EingangsgréfRen in den Ausfilhrungen nicht
berlicksichtigt. Da viele Zusammenhange fiir stochastisch abhéngige EingangsgréRen nicht gelten, kann in
diesem Fall keine Aussage beziglich dem Verhdaltnis von Gesamteffekten und 1.0rdnung Sensitivitats-
indizes gemacht werden. Fir weitere Einzelheiten sei auf Kapitel 2.4.5.4 verwiesen.

2.4.5.3 FOURIER Amplitude Sensitivity Test (FAST)

Fur diese Sensitivitdtsanalysemethode wurde bisher keine deutsche Bezeichnung eingefuhrt. Aus diesem
Grund wird einerseits im Rahmen dieser Arbeit die deutsche Ubersetzung FOURIER Amplituden
Sensitivitatstest vorgeschlagen und genutzt und andererseits die Abkiirzung FAST Methode verwendet. Die
FAST Methode wurde von CUKIER et al. (1973, 1975, 1978) und SCHAIBLY und SHULER (1973)
entwickelt. Wesentliche Weiterentwicklungen wurden von SALTELLI u. BOLADO (1998) und SALTELLI et al.
(1999) vorgenommen. Aufgrund der aufgefiihrten Weiterentwicklungen kdnnen neben den Sensitivitats-
indizes 1.0rdnung, die wie SOBOLs Sensitivitatsindizes 1.0rdnung als Korrelationsverhaltnisse aufgefasst
werden kdnnen, Gesamteffekte berechnet werden.

Die Sensitivitat wird hier im Frequenzbereich analysiert. Ein Vorteil in Relation zur Methode von SOBOL ist
dabei, dass der FOURIER Amplituden Sensitivitatstest mit deutlich weniger Berechnungsschritten auskommt
(z.B. CROSETTO und TARANTOLA 2001), da, wie in der Folge gezeigt wird, statt der Auswertung einer
mehrdimensionalen Funktion und damit eines Mehrfachintegrals, nur eine ein-dimensionale Funktion
betrachtet wird. Nachfolgend ist dieser Ubergang prinzipiell fir den Erwartungswert E(Y) der Ausgangs-

gréRe aufgezeigt

EX)=[...[YX): p(X)dx,...dx, =[ f(s)ds, (2.4.60)
mit p(X) als mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsfunktion und
einer Funktion f(s)= f(x,(s),x,(s),...,x,(s)), die die AusgangsgroBe Y in Abhangigkeit von dem
Parameter s darstellt und damit von der Darstellung in Abhangigkeit von den EingangsgroRen X abweicht.

Fir die Transformation wird jeder EingangsgroBe X, mittels der Funktion g eine Frequenz @, zugeordnet:

x,(s) = g(Sin(wi S)) fur i=12,...,n. (2.4.61)
Der Parameter s lauft aufgrund des Ergodizitéatstheorems (z.B. CUKIER et al. 1973) zwischen — 7 und 7.
Ware dieses Theorem nicht anwendbar, so l&gen die Integralgrenzen bei —oo und co. Die Zuordnung einer
Frequenz @, zu einer EingangsgroBe X, erfolgt zuféllig und beeinflusst das Ergebnis der nachfolgenden
Analyse nicht, wenn sichergestellt ist, dass die @, und die zugehdrigen Oberschwingungen nicht linear
voneinander abhangen (SCHAIBLY und SHULER 1972, SALTELLI et al. 1999).

Nach der Transformation mittels Gleichung (2.4.61) variieren alle Parameter X, gleichzeitig, wenn s

zwischen — 7 und 7 variiert. Man erreicht damit bei der FAST Methode die mehrdimensionale Mittelung
auf anderem Weg als bei SOBOLs Methode. Die Stichprobengenerierung erfolgt daher bei dieser Methode
zunachst im eindimensionalen Raum gleichabstandig fir den Parameter s. Die der Verteilung der

Eingangsgréen zugeordneten Stichprobenwerte beziehungsweise Realisierungen x,, entstehen erst tber
die Transformation (2.4.61) beziehungsweise (2.4.62).

CHAN et al. (2000) schlagen verschiedene Funktionen g vor und priorisieren

(1) =%+1arcsin(t) mit ¢ = sin(@. -5), (2.4.62)
T
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die SALTELLI et al. (1996) entnommen ist. Diese Funktionen erzeugen einen Satz von Geraden fir den
eindimensionalen Raum. Daraus ergibt sich, dass die Realisierungen x,, der X, im n-dimensionalen

Einheitswirfel gleichverteilt sind. Abbildung 7 zeigt beides in graphischer Form. Aufgrund dieser Eigenschaft
werden diese Funktionen fiir die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit eingesetzt.

1‘-30 11 T : — er 1.5
08H ‘ ) e

i 1 1.0
0'6 B R » ! n | ) 1
0.4} =

L ] = 105
021
0.0

EAI! LN ¥ e A : 0.0
-1 6 -08. 00 08 16 00 02 04 06 08 1.0
Abb. 7: Links: Funktion g(#) bzw. x,(s) in Abhangigkeit von s; rechts: Verteilung der x,, im Einheitswiirfel;
beides fir @, =11 (CHAN et al. 2000)

Zur Berechnung des Erwartungswertes der AusgangsgroRe wird die Funktion f(s) mit Hilfe der Funktion

g(t) dargestellt

E(Y) = %j £(s)ds
mit [ (s) = f(g(sin(@, -5)), g(sn(@, - 5)),..., g(sN(@, - 5))) ,

wobei die Funktion f(s) die AusgangsgroRe in Abh&ngigkeit von dem Parameter s aufzeigt. Auch die

(2.4.63)

Varianz O'Y2 lasst sich als Funktion vom Parameter s darstellen:

ol = 1 lj[fz(s)ds —(i lj[f(s)dsJ : (2.4.64)
2w 7 21 4

Fur Erwartungswert und Varianz lassen sich &hnlich wie bei den SensitivititsmalRen nach SOBOL
empirische Schatzwerte unter Nutzung von Summenfunktionen berechnen. Auf eine explizite Darstellung
wird an dieser Stelle verzichtet.

Die Funktion f(s) in den Gleichungen (2.4.63) und (2.4.64) kann in eine FOURIER-Reihe entwickelt
werden

y=f(s)=4,+ i(Ak -Ccos(k - s) + B, 'Sin(k's)), (2.4.65)

mit den FOURIER-Koeffizienten

A, =L f(s)costie-s)ds mitk =12,..

T -z

1][ f(s)sin(k-s)ds und (2.4.66)
T -

A, :Z_jﬂf(s)ds :
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Fur die Gesamtvarianz O'Y2 der AusgangsgroRe Y kann unter Nutzung der Eigenschaften von FOURIER-

Reihen und Gleichung (2.4.65) (z.B. CUKIER et al. 1973) ein Schatzwert s§ angegeben werden:
> 1 = 5 2
Sy ® o >(4; +B;). (2.4.67)
k=1

Um den Einfluss einer EingangsgréRe X, auf die Varianz der AusgangsgroRe abzuschatzen, ist der
Einfluss der jeweils zugeordneten Frequenz @, auf die Gesamtvarianz zu ermitteln. Hierfar sind aufgrund

der Alias-Effekte die ganzzahligen Vielfachen von @, die Oberschwingungen, zu berlicksichtigen. Da mit
zunehmender Ordnung die Oberschwingungen in der Regel numerisch an Bedeutung verlieren, braucht die

Summe nur bis zu einer maximalen Ordnung m gebildet zu werden. Der Schatzwert sé,X fir die bedingte

Varianz af,X ergibt sich daher zu

1 m
Syix, = > Zl(A,fwi +B2,). (2.4.68)
p

Die Beschrénkung bis zur Ordnung m beinhaltet einen Vernachlassigungsfehler, der um so kleiner ist, um
so grolRer m gewahlt wird. Zur Wahl von m sei auf den Abschnitt nach Tabelle 2 verwiesen.

Normiert man die O')%/XV mit Hilfe von 0Y2 und Ubertragt dieses auf die zugehérigen Schatzwerte, so ergibt
sich das Sensitivitatsman SZ.F T zu

2
rast _ Ovix,
Si

2

S

=5 pzw, §T =T (2.4.69)
Oy Sy

das aquivalent zu den Sensitivitatsindizes 1.0rdnung von SOBOL verwendet werden kann.

Auch hier kdnnen die Begriffe Korrelationsverhaltnis und Wichtigkeitsmafd benutzt werden. SALTELLI et al.
(1999) haben empirisch gezeigt, dass Sobols Sensitivitatsindizes und das SensitivitditsmaRi SI.FAST zu

identischen Ergebnissen fihren.

Tab. 2: Linear unabhangige Frequenzen bis zur Ordnung m = 4 nach SCHAIBLY und SHULER (1973)

A_nzahl der . Frequenzen

EingangsgrofRen

5 11,21,27,35,39

5 2,42,62,74,90

6 1,21,31,37,45,49

7 17,39,59,69,75,83,87

8 23,55,77,97,107,113,121,125

9 19,59,91,113,133,143,149,157,161

10 25,63,103,135,157,177,187,193,201,205

An dieser Stelle soll die Wahl der Frequenzen @, und die Ordnung m der harmonischen Schwingungen

behandelt werden. Die Anzahl der Frequenzen ist mit der Anzahl der EingangsgréRen n festgelegt. Die
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numerischen Werte fur die Frequenzen kdnnen prinzipiell frei gewahlt werden, wenn sie der Bedingung der
linearen Unabhangigkeit gentigen. Diese Abhangigkeiten (Alias-Effekte) kénnen nur bis zu einer fest-
zulegenden Ordnung m vermieden werden (SCHAIBLY und SHULER 1973). Dieses spricht fiir eine Wahl
einer moglichst groBen Ordnung. In diesem Fall steigt der Stichprobenumfang jedoch an (vergleiche
Gleichung (2.4.72)), daher Uberschreitet die Ordnung nicht die Werte 4 oder 6 (CUKIER et al. 1975). In
Abhéngigkeit von der Anzahl der Eingangsgrof3en und dem Wert m kodnnen die bis zur Ordnung m linear
unabhangigen Frequenzen festgelegt werden. In SCHAIBLY und SHULER (1973) werden die Frequenzen

durch Ausprobieren bestimmt. Dabei wird darauf geachtet, dass @, moglichst gering ist, damit die Stich-

probengréRe, wie nachfolgend gezeigt wird, so klein wie madglich ausfallt. In Tabelle 2 sind die linear
unabhangigen Frequenzen fiir unterschiedliche Anzahlen von EingangsgroRen und m = 4 angegeben. Die

jeweils groBte Frequenz ist als @, aufzufassen. Die Tabelle stellt einen Ausschnitt der in SCHAIBLY und
SHULER (1973) verdffentlichten Tabelle dar. Fir n =5 sind zwei Frequenzkombinationen angegeben. Der
zweite Satz erflllt die Forderung nach minimalen @, nicht, wird aber aus Griinden der Vollstandigkeit

mitgefihrt.
Unter Nutzung des Nyquist-Kriteriums (z.B. KOCH u. SCHMIDT 1994) gilt

T _ L (2.4.70)
o =—= s 4.
M As 2

mit As als aquidistanter Abstand zwischen den einzelnen Stichprobenwerten im ein-dimensionalen Raum

und u, als sich daraus ergebener Stichprobenumfang. Stellt man Gleichung (2.4.70) um und setzt fir @

nyq

die hochste betrachtete Oberschwingung m - @, €in, so ergibt sich

ax
U, =2-@,, =2-m @ . (2.4.71)

Berlicksichtigt man, dass @,  groRer als m-w,, sein muss, so erhalt man fiir den minimalen Stich-

nyq

probenumfang u . (SALTELLI et al. 1999)

min

Uy =2-m-@T, +1. (2.4.72)

mi

Auf dieser Weise kdnnen Oberschwingungen bis zur Ordnung m bei der Analyse beriicksichtigt werden.

Der minimale Stichprobenumfang u;, ergibt sich nach Gleichung (2.4.72) unabhéngig von der Anzahl der

n
EingangsgréRen. Diese Tatsache stellt aus Effizienzgrinden insbesondere bei groRer Eingangsgroéf3en-
anzahl einen wesentlichen Vorteil der FAST Sensitivitdtsanalysemethode dar.

Bei dem Sensitivitatsindex (2.4.69) werden aufgrund der Gleichung (2.4.62) bei identischem Stichproben-
umfang immer dieselben Stichprobenwerte erzeugt. Will man die letztgenannte Eigenschaft vermeiden, so
ist diese Gleichung um die Phasenverschiebung ¢ zu erweitern

1 1 .
X, = 5 +-—arcsin(sin(a, - s + ¢)) . (2.4.73)
T

Die Phasenverschiebung wird gleichverteilt vorliegend angenommen, so dass deren Variation im Intervall
zwischen — 7 und 7 die Erzeugung verschiedener Kurvenrealisierungen erlaubt. Es werden in der Folge
wie bei SOBOLs Methode unterschiedliche Stichproben erzeugbar. Der Stichprobenumfang berechnet sich
in der Folge zu

u=2-m-@g, +Y-u, (2.4.74)
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mit u, als Anzahl der Variationen von ¢. Die Verwendung mehrerer Stichproben durch die Nutzung

verschiedener @ entspricht der Bildung des Erwartungswertes Uber die bedingte Varianz bei der Methode
nach SOBOL mit dem Unterschied, dass dieses bei der FAST Methode nicht zwingend erforderlich ist, da

die Moglichkeit 0'3,)(_ > 0'3 ausgeschlossen werden kann.

Bisher konnten mit Hilfe der FAST Methode nur Sensitivitatsindizes 1.0Ordnung zur Verfiigung gestellt
werden. Zur Berechnung von Gesamtindizes, die die Informationen beziglich aller EingangsgréBen aul3er

der EingangsgréBe X, berlicksichtigen, ist das Spektrum aller Frequenzen vermindert um den Einfluss von
w; zu analysieren. Eine Moglichkeit, dieses zu erreichen, ist die Festlegung einer komplementéaren
Frequenz @, die die Effekte, die nicht durch X, begriindet sind, beschreibt. Zu diesem Zweck ist @,

moglichst hoch und (,U,.' moglichst klein, zum Beispiel zu Eins, festzulegen. Die komplementéare Frequenz

darf nach SALTELLI et al. (1999) den Wert

’ w,’
o, =— (2.4.75)

2-m
nicht Uberschreiten, da die Nyquist-Bedingung (Gleichung (2.4.70)) sowie Oberschwingungen bis zur
Ordnung m zu beriucksichtigen sind. Eine lineare Abhéngigkeit der Einflisse von @, und wi' wird so
vermieden. Setzt man @, zu 1, so ergibt sich fiir @, der Wert von 8. Wird nur eine Frequenz @, fir alle
EingangsgréBen genutzt, so wird der Einheitshyperwlrfel nur ungenigend abgedeckt. Ein besseres
Ausfillen des Abbildungsraums kann mit der Wahl unterschiedlicher komplementarer Frequenzen w:i far

jede EingangsgréBe erreicht werden. Die gréBte komplementére Frequenz darf analog zu Gleichung (2.4.75)
nach SALTELLI et al. (1999) den Wert

’ w,
max(@’_,) = —— (2.4.76)
2-m
nicht Uberschreiten. Die den EinflussgroBen zuzuordnenden komplementéren Frequenzen I,U:l. sind
zwischen 1 und max(mii) mdglichst gleichabstandig anzuordnen. Der individuelle Frequenzabstand ist
nach folgenden Regeln zu bestimmen:

e der Abstand zwischen 2 aufeinanderfolgenden Frequenzen sollte so grof3 wie mdglich sein,
e die Anzahl der EingangsgréBen, die einer Frequenz zugeordnet sind, sollten so klein wie méglich
sein.

Tab. 3: Minimaler Stichprobenumfang fiir verschiedene @, und n =8, @, = @, (SALTELLI et al. 1999)

u. | @, |max(w)) |Frequenz-| g @, @, @, @, @, @, @,
abstand
65 8 1 0 1 1 1 8 1 1 1 1
129 16 2 1 1 2 1 16 1 2 1 2
257 32 4 1 1 2 3 32 1 2 3 4
513 64 8 1 1 2 3 64 5 6 7 8
1025 128 16 2 1 3 5 128 9 11 13 15
2049 256 32 4 1 5 9 256 17 21 25 29
4097 512 64 8 1 9 17 512 33 41 49 57
8193 1024 128 16 1 17 33 1024 65 81 97 113
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In Tabelle 3, die SALTELLI et al. (1999) entnommen ist, werden beispielhaft die komplementéren wil. und
der minimale Stichprobenumfang u;, fur verschiedene @, bei 8 Eingangsgréen angegeben. Die
Frequenz @, ist hier der EingangsgréRe X, zugeordnet. Fir jede weitere EingangsgréfRe X, wird das-

selbe Schema angewandt, wobei @, nun durch die X, zugeordnete Frequenz @, ersetzt wird.

Fir jede Frequenz @, gilt der minimale Stichprobenumfang nach Gleichung (2.4.72), so dass fir die

Ableitung eines minimalen Stichprobenumfangs bei Berechnung von Schéatzwerten fur die Gesamtindizes
aller EingangsgréRRen

Urjmin =1 (2 M @ +1) (2477)

festzulegen ist. Der Vorteil der FAST Methode von der Anzahl der Eingangsgréf3en unabhangig zu sein, geht
auf diesem Weg leider verloren. Der tatséchliche Stichprobenumfang ermittelt sich unter Einbeziehung des

Faktors u,,
u=n-u, (2-m-@g, +1). (2.4.78)

Zur Festlegung von @, und u, sei auf SALTELLI et al. (1999) und er daraus entnommen Abbildung 8

@ .
verwiesen; zu bericksichtigen ist dabei das Verhaltnis —-. Hierfir geben SALTELLI et al. (1999) einen

u,

empirisch bestimmten optimalen Bereich an, der auch in Abbildung 8 aufgezeigt ist. Es wird empfohlen, die
Parameter zu wahlen, die in den nicht schattierten konischen Bereich fallen. Aul3erdem sollte aufgrund von

Gleichung (2.4.76) @, =8 eingehalten werden, damit max(a)il.) mindestens den Wert Eins annehmen
kann. Die minimale Stichprobenanzahl kann bei der FAST Methode aufgrund von (2.4.72) und @, = 8 sowie

m = 4 wie folgt angegeben werden:

fur Indizes1.0rdnung  u,,, = 65,
(2.4.79)
fir Gesamteffekte Upjmin =N-65.

Zur Anwendung der erweiterten FAST Methode sind daher zunachst die @, inklusive @ . sowie m
festzulegen. AnschlieBend kénnen die ZUL,- ermittelt werden. Unter Nutzung von Abbildung 8 kann der

Stichprobenumfang u mittels Variation von u, ermittelt werden.

empfohlener Bereich

48F K 4.\ ... .. . .-

32 4

=770
=513
=337
nicht zu nutzender
“— Bereich

2 3 4 ue

Abb. 8: Darstellung von @, und u, fur verschiedene Stichprobenumfénge (SALTELLI et al. 1999)
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Ein Schatzwert fir die bedingte Varianz sﬁ,xN_ , die alle nicht von X, beeinflusste Frequenzen beinhaltet,

kann in Anlehnung an Gleichung (2.4.68) angegeben werden

1 m
Syix., = 5 Zl(Aﬁm +B,, ). (2.4.80)
o

Die Gesamtindizes, die &quivalent zu den entsprechenden MaBen von SOBOL sind, werden durch
Differenzbildung und Normierung gewonnen

2
O S
SIST =] - T = T (2.4.81)
Oy Sy

Da der FOURIER Amplituden Sensitivitdtstest die selben Sensitivitatsindizes wie SOBOLs Methode liefert,
gelten die selben Summenbedingungen und Zusammenhange wie im vorausgehenden Abschnitt. Insbeson-
dere gelten die Gleichungen (2.4.47), (2.4.48), (2.4.53), (2.4.58) und (2.4.59). Auch die in Abschnitt 2.4.5.2

angegebenen Vorgehensweisen zur Bestimmung der Wichtigkeit von EinflussgréBen und zum Erreichen

2
grenz

einer vorgegebenen Zielvarianz o fur die AusgangsgréBe Y koénnen ohne Anderung libernommen

werden.

2.4.5.4 Korrelierte EingangsgroBen

Die bisherigen Ausfihrungen zur varianz-basierten Sensitivitdtsanalyse, insbesondere die Ausfiihrungen zu
additiven Modellen und dem Zusammenhang zwischen Indizes 1.0rdnung und Gesamteffekten (Gleichung
(2.4.59)), gelten nur fur stochastisch unabhangige EingangsgréBen. Sobald Korrelationen zwischen den
EingangsgréBen vorliegen, kann die Varianzzerlegung nach Gleichung (2.4.36) nicht mehr vorgenommen
werden, obwohl die bedingten Varianzen weiterhin — wenn auch mit geringerer Effizienz — geschéatzt werden
kénnen (SALTELLI u. TARANTOLA 2002). Im Rahmen dieser Arbeit werden die Untersuchungen auf
stochastisch unabhangige EingangsgrdBen eingeschrankt. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass
ingenieurgeodatische Auswertungen sich haufig mit korrelierten Eingangs- beziehungsweise MessgréBen
beschéaftigen. Die Vernachldssigung der Korrelationen kann zu verfélschten Sensitivitatsindizes fihren.

Trotzdem sollen hier die neusten Entwicklungen beziglich korrelierter EingangsgréBen aufgefihrt werden.
Die Ausfiihrungen beziehen sich im Wesentlichen auf SALTELLI et al. (2004), SALTELLI u. TARANTOLA
(2002) und SALTELLI (2002). In SALTELLI et al. (2004) wird allgemein ein Uberblick iber das Verhaltnis

von Sensitivitatsindizes 1.0rdnung Sigl zu den zugeordneten Gesamteffekten STgil gegeben. Dieser ist hier
in Tabelle 4 zusammengefasst. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind die SensitivitaitsmaBe nach SOBOL
und FAST mittels einer Abkirzung fur globale SensitivitdtsmaBe Sigl beziehungsweise STgf zusammenge-

fasst, da sie nur unterschiedliche Berechnungswege zur Ermittlung derselben SensitivitatsmalBe aufzeigen.
Diese Tabelle zeigt, dass bei korrelierten EingangsgréBen strenge mathematische Aussagen Uber das zuvor
angesprochene Verhaltnis nicht immer mdglich sind; beispielsweise ist aufgrund der Ungleichungen in der
letzten Spalte von Tabelle 4 keine Uberpriifung beziiglich der Additivitat eines Modells realisierbar.

Tab. 4: Korrelierte Eingangsgréf3en und Sensitivitétsindizes

Stochastisch unabhangige Stochastisch abhéangige
EingangsgréBen EingangsgréBen
iti 1 1 1 l
Additives Modell S8 =5% SF=>S8%
i = iti 1 l 1 1
Nicht-additives Modell SE <S8 ARENY
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Bei Vorliegen von stochastisch abhangigen Eingangsgrof3en konnen die Effekte 1.0rdnung weiterhin als
SensitivitditsmalRe zur Berechnung der Reihenfolge des Einflusses der EingangsgréfRen herangezogen
werden. Eine quantitative Aussage ist jedoch nicht mehr ableitbar (SALTELLI 2002).

Da kein Zusammenhang zwischen den Gesamteffekten und den Indizes 1.0rdnung aufgestellt werden kann,
ist fur die zweite Aufgabe der varianz-basierten Sensitivitdtsanalyse, dem Erreichen einer vorgegebenen
Zielvarianz fir die Ausgangsgrof3e, dagegen eine abweichende Vorgehensweise zu empfehlen (SALTELLI
und TARANTOLA 2002).

e Der grofite Effekt 1.Ordnung O'f/Xl ist mit der Differenz 0'/5—0'2

grenz

zu vergleichen: st

2 2 2 . . . . .
Oyjx, >0, —C so ist die Prozedur abzuschlieBen, im anderen Fall ist fortzufahren.

grenz !
e Berechnung des kombinierten Effektes 2.0rdnung GYZ,XI,XZ. Die EingangsgroBe X, wird dabei

Uber das maximale Maf3 Mj , das nachfolgend erlautert wird, ausgewahlt.

e Uberprifung, ob 05,){1 x, > Gyz ~-o?

grenz

. ist die Bedingung erfullt, so ist die Prozedur abzubrechen,

im anderen Fall ist fortzufahren.
e Weitere Hinzunahme von Effekten héherer Ordnung bis der berechnete kombinierte Effekt groZer

als die Differenz 0'}2, ~-c? ist. Bei jedem Effekt héherer Ordnung, der hinzugenommen wird,

grenz

erhoht sich gleichzeitig die Anzahl der Eingangsgréf3en unter Nutzung der MaRRes Mj .

Das oben angesprochene Maf3 Mj berechnet sich nach (SALTELLI und TARANTOLA 2002) wie folgt

2
2 2
a- O-Y/~X‘,-NK) ~Okrixng

M, =S(r;)-(L-max,, (p,)) | 1+ (2.4.82)

2
Oy/nk
mit O'IZVK Varianzen fir den nicht-korrelierten Fall
Py Korrelationskoeffizient zwischen EingangsgréBen X, und Xj ,
U  Menge der bereits festgehaltenen Eingangsgréen X,,..., X,

v Rang des Effektes 1.0rdnung fiir die EingangsgréfRe Xj ,

n 1
S(r;) = X —SAVAGE Score und
’ r=r; ¥

n Anzahl der Eingangsgrofien.
Das Maf3 Mj beriicksichtigt die Korrelationen zwischen der jeweils betrachteten und den anderen bereits
berlicksichtigten EingangsgréRen. Liegen hohe Korrelationen vor, so wird Mj reduziert. Im extremen Fall

der linearen Abhangigkeit von einer bereits beriicksichtigten EingangsgréfRe, wenn also der Korrelations-
koeffizient den Wert Eins annimmt, kann Mj mit Null angegeben werden. Offensichtlich ist das eine

korrekte Vorgehensweise, da in diesem Fall tatsachlich alle Informationen der Eingangsgrof3e Xj bereits
berlcksichtigt wurden.

Zusatzlich berucksichtigt Mj den Grad der Modellinteraktionen, also die Effekte hherer Ordnung, mittels

der Differenz (1— Jf,ﬂ ) —Gf,X vk » die nach Gleichung (2.4.58) ein Mal fir die Nicht-Additivitat eines

Modells bei stochastisch unabhangigen EingangsgréRen darstellt. Die effektive Nutzung eines quadratischen
Faktors ist empirisch belegt (SALTELLI u. TARANTOLA 2002).
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Da der oben beschriebene Ansatz eine hohe Anzahl an Modellrechnungen erfordert, kann er nur fir
Probleme eingesetzt werden, bei denen eine Modellrechnung nicht langer als einige wenige Minuten
benétigt.

Zur Zeit sind Ansétze zur Sensitivititsanalyse nicht-additiver Modelle mit korrelierten EingangsgréfBen
Gegenstand der mathematischen Grundlagenforschung (SAMO 2004). JACQUES et al. (2004) stellen einen
neuen Ansatz zur Sensitivitdtsanalyse korrelierter EingangsgréBen vor. Er basiert auf der Aufteilung der
EingangsgrdoBen in Gruppen. Unter der Voraussetzung, dass Korrelationen nur innerhalb der Gruppen
vorliegen und die einzelnen Gruppen untereinander keine stochastischen Abhangigkeiten aufweisen, gelten
fir die Gruppen wieder die Gleichungen (2.4.47) und (2.4.59). Eine erste empirische Uberpriifung wird
vorgestellt; weitere Forschungsarbeiten werden angeregt.

2.4.6 Zusammenfassung und EingangsgréBengruppen

Nachdem in den vorstehenden Abschnitten die verschiedenen Methoden zur globalen Sensitivitatsanalyse
ausfihrlich hergeleitet und vorgestellt wurden, sollen in diesem Abschnitt aus Griinden der Ubersichtlichkeit
die SensitivititsmaBe mit ihren Mdglichkeiten zur Modellanalyse zusammengestellt werden. Dabei wird
einerseits aufgezeigt, welche SensitivitaitsmaBe sich zur Identifikation der Modelleigenschaften (Tabelle 5)
eignen, andererseits werden die MaBe angegeben, die bei vorgegebenen Modelleigenschaften eine
quantitative Analyse (Tabelle 6) erlauben. Die Zusammenstellung bezieht sich auf nicht-korrelierte
EingangsgréBen, wie sie im Rahmen dieser Arbeit verwendet werden. Beide Zusammenstellungen kénnen
als roter Faden fur die Vorgehensweise in Kapitel 4 genutzt werden.

Tab. 5: SensitivitdtsmaBe zur Uberpriifung von Modelleigenschaften

SensitivititsmaBe Einzuhaltende Bedingung
normierte Regressionskoeffizienten "o
lineares Modell 5 Y6 =1
i i=1
monotones und normierte Rangregressions- - RBY =1
additives Modell koeffizienten R, E B =
i Sensitivitatsindizes 1.0rdnung n $5 1 og n g _q
additives Modell S5 oder S E{ 7 =1 oder g [ =
Sensitivitatsindizes Y4 Y XSy =1 oder

bis zur maximalen Ordnun
modellunabhéngig 12U X Ordnung

Foey L3SEe o

Sob Fast
SAi,j,...,n Oder SAi,j,...,n Aiyjyon

...M;

Neben den in Tabelle 5 angegebenen Summenbedingungen, kénnen auch weitere MaBe zur Identifikation
der Modelleigenschaften herangezogen werden. Die numerische Ubereinstimmung der Sensitivitatsindizes
1.0rdnung mit den jeweiligen Gesamteffekten (vergleiche Gleichung (2.4.58)) charakterisiert additive
Modelle. Das multiple Bestimmtheitsmal3 der Regressionsanalyse kann nach Gleichung (2.4.15) die
Linearitat eines Modells Uberprifen.
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Tabelle 6 zeigt die entscheidende Bedeutung der varianz-basierten Sensitivitditsanalysemethoden SOBOL
und FAST auf. Nur die mit Hilfe dieser Methoden zu ermittelnden SensitivitatsmaRe S.” und S,

ermdglichen eine quantitative Sensitivitdtsanalyse ohne Kenntnis der Modelleigenschaften.

Tab. 6: Einsetzbarkeit von Sensitivitatsmalien zur quantitativen Modellanalyse

Sob Fast Sob Fast
ﬂ i Rﬂ i S i Si ST i ST i

lineares Modell ja ja ja ja ja ja
monotones und . . . . . :
additives Modell nein la 1a la 1a la
additives Modell nein nein ja ja ja ja
modellunabhangig nein nein nein nein ja ja

Eine wesentliche Erweiterung der varianz-basierten Methoden soll an dieser Stelle eingefuihrt werden.
Haufig interessieren nicht die einzelnen EingangsgréRen, sondern Gruppen von EingangsgroéfZen. Um
dieses anschaulich zu machen, soll auf den Anwendungsfall der Ausgleichung geodatischer Netze hin-
gewiesen werden. Dort interessiert in der Regel nicht der Einfluss einer einzelnen Richtungsmessung auf die
AusgangsgroRen, die Koordinaten der zu bestimmenden Netzpunkte, sondern der Gesamteinfluss aller
Richtungsmessungen. Zu diesem Zwecke wurde unter anderem die Methode der Varianzkomponenten-
schatzung entwickelt (siehe zum Beispiel PELZER 1985 und NIEMEIER 2002).

Werden bei gleichbleibender EingangsgréfRenanzahl nur Gruppen von Eingangsgrof3en analysiert, so wird
zum Einen an Ubersichtlichkeit gewonnen, zum Anderen auch die Stichprobenanzahl wesentlich gesenkt
und damit einige Modelle aufgrund ihrer hohen EingangsgréfRenanzahl Uberhaupt erst analysierbar gemacht.
Die Stichprobenanzahl senkt sich, da die Anzahl der EingangsgroRen n in Gleichungen (2.4.78) fur die

FAST Methode und (2.4.9) fur SOBOLs Methode mit der Anzahl der Eingangsgruppenanzahl n, zu

ersetzen ist. Die Schatzung Sensitivitdtsindizes 1.0rdnung sowie Gesamteffekte kann unverandert um-
gesetzt werden. Es ist dabei nur darauf zu achten, dass an Stelle der EingangsgroRe X, die Eingangs-

rickt. FUr die Methode nach SOBOL (Abschnitt 2.4.5.2) bedeutet dieses, dass mehrere

groRengruppe Xg},vi
EingangsgréRen gleichzeitig festgehalten werden. Fur die erweiterte FAST Methode (Abschnitt 2.4.5.3) wird
allen EingangsgrofRen einer Gruppe die selbe Frequenz zugeordnet. Man berechnet folglich — betrachtet
man die origindren EingangsgroRen — ein Effekt héherer Ordnung, der alle Abhangigkeiten innerhalb der
jeweiligen Gruppe beriicksichtigt. Die Bildung von Eingangsgréf3engruppen ist sowohl mit SOBOLs Methode

(Abschnitt 2.4.5.2) als auch mit der FAST Methode (Abschnitt 2.4.5.3) realisierbar.

2.5 Weitere Betrachtungen zur Sensitivitdtsanalyse

In den Abschnitten 2.1 und 2.2 dieses Kapitels wird einerseits die Vielzahl an mdglichen Zielsetzungen der
Sensitivitatsanalyse vorgestellt und andererseits ein Uberblick zu den unterschiedlichen methodischen
Vorgehensweise gegeben. Allgemein wird die Sensitivitatsanalyse als Analyse zur Untersuchung des
Zusammenhangs zwischen Ein- und Ausgangsgrof3en definiert.

Diese Ubergreifende Definition der Sensitivititsanalyse ist gepragt von dem berechtigten Ansatz, die
Sensitivitdtsanalyse als ein eigenstandiges Fachgebiet zu etablieren. Dieser Ansatz wird vor allem durch die
Uberblicksbiicher SALTELLI et al. (2000) und SALTELLI et al. (2004) sowie in den Internationalen
Konferenzen zu dieser Thematik (z. B. SAMO 1998 oder SAMO 2004) unterstiitzt. AuBerdem beschéftigt
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sich ein Gemeinsames Forschungszentrum der Européischen Union in Ispra (Italien) mit dem Namen
Institute for the Protection and Security of the Citizen (Institut fur den Schutz und die Sicherheit der Blrger)
innerhalb der Abteilung Technological Economic Risk Management (Technologische dkonomisches Risiko-
management) unter anderem schwerpunktmaRig mit der Entwicklung von Sensitivitdtsanalysemethoden.
Zielrichtung européischer Wissenschaft und Politik ist hierbei vor allem die Sensitivitdtsanalyse im Sinne der
Risikobewertung oder Risikoabschétzung.

Typische Beispiele, die sich mit der Anwendung varianz-basierter und damit modellunabhangiger
SensitivitdtsmalRe beschaftigen, sind Risikoanalysen zu politischen und 6konomischen Entscheidungs-
prozessen (TARANTOLA et al. 2004, TARANTOLA et al. 2000), 6kologische Modelle (OSIDELE u. BECK
2004), komplexe chemische (CAMPLONGO u. SALTELLI 2000) oder nuklear-physikalische Modelle
(DRAPER et al. 2000).

Auf der anderen Seite hat sich der Begriff der Sensitivitdtsanalyse in vielen Fachgebieten seit langem
etabliert. Er ist dabei haufig mit einer spezifischen Zielsetzung und zum Teil auch mit einem festgelegten
methodischen Losungsweg verknipft. Hier sollen diese zum Teil recht unterschiedlichen Vorgehensweisen
dokumentiert und in den Zusammenhang der zuvor behandelten Methoden gestellt werden. Bewusst aus-
geklammert bleiben an dieser Stelle die Zielsetzungen, Definitionen und Methoden der Ingenieurgeodasie,
da sie im nachsten Kapitel gesondert behandelt werden.

In der Mechanik wird die Sensitivitat eines Strukturmodells gegenliber der Variation von Materialparametern
und der Geometrie betrachtet. Hierfir werden Ableitungen kontinuumsmechanischer Grélen nach den
genannten Variablen, den sogenannten Designvariablen, genutzt, um die Struktur eines Modell mittels
Finiter Elemente zu optimieren (z. B. BARTHOLD und STEIN 1994). Es handelt sich folglich prinzipiell um
lokale Sensitivitditsmethoden im Sinne der Ausfiihrungen des Abschnittes 2.3. Werden jedoch Zielfunktionen
vorgegeben, die bei der Optimierung erreicht werden muissen, so kann von zuverlassigkeitsbasierten
Methoden der Sensitivitatsanalyse gesprochen werden, die als globale Sensitivitatsanalysemethode
betrachtet werden, da sie die Eigenschaften eines Modells im Optimierungsbereich vollstandig untersuchen.
Zu weiteren Informationen bezlglich zuverlassigkeitsbasierter Methoden sei beispielsweise auf J. D.
CAWLFIELD (2000) verwiesen.

BRAYTON und SPENCE (1980) behandeln mit der Sensitivitatsanalyse zur Optimierung elektronischer
Schaltkreise eine sehr spezielle Anwendung. Sie nutzen lokale Sensitivitatsmafie 1. und 2.0rdnung fir ihre
der Elektrotechnik zuzuordnenden Untersuchungen.

ROSENWASSER und YUPUSOV (2000) fassen die Sensitivitdtsanalyse als Zweig der Kybernetik
beziehungsweise Regelungstechnik auf. Sie beschreiben die Zustandsvariablen eines Modells — die im
allgemeinen Sinne als Ausgangsgrofen betrachtet werden kdnnen — in Abhangigkeit von allen sie
beeinflussenden Parametern. Die Ableitung der Zustandsvariablen nach den Parametern werden
Sensitivitatsfunktionen 1.0rdnung genannt. Erwdhnt sei hier auerdem, dass sie ergénzend die zeit-
bezogene Sensitivitdtsanalyse, die sich beispielsweise mit der Periode oder der Frequenz als Ausgangs-
gréRe beschéftigt, behandeln. Die Autoren wenden ausschlie3lich analytische Verfahren zur Ermittlung der
Sensitivitdtsmalie an. Sie weisen auf die Mdglichkeit der analytischen Bestimmung von Sensitivitdtsmaflen
héherer Ordnung mittels mehrfacher partieller Ableitungen hin. Aufgrund der analytischen Bestimmung der
SensitivitdtsmalRe und ihrem in der Folge lokalen Charakter sind die Sensitivitdtsfunktionen in diesem
Wissenschaftsbereich als lokale Sensitivitdtsmale anzusehen.

Die zuvor angesprochenen Zustandsgroflen als Ausgangsgrof3en spielen bei der Beschreibung von
Systemen eine entscheidende Rolle. Die Systembeschreibung, -validierung und -optimierung gelingt in der
Regel unter Nutzung eines KALMAN-Filters (KALMAN 1960). Auch die Systemtheorie beschéftigt sich
daher mit Methoden der Sensitivitdtsanalyse. Hier werden in der Regel optimale Filter mit Mitteln der
Sensitivitdtsanalyse konstruiert (GELB 1974, SCHRICK 1977). In Analogie zu den Mdglichkeiten der
Regressionsanalyse werden Modellvereinfachungen so lange vorgenommen, bis das Modell nur noch
relevante Parameter und Strukturen enthdlt. Diese Vereinfachungen konnen nach GELB (1974) zum
Beispiel die Abtastrate sowie das deterministische oder stochastische Modell betreffen. Im Gegensatz zur
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allgemeinen Definition der Sensitivitdtsanalyse wird sich hier auf den Vergleich optimaler und suboptimaler
Filter beschrankt. Betrachtet man den Einsatz der mathematischen Methoden, so kommen neben
analytischen Methoden, die zu lokalen Sensitivitdtsmafien fihren, auch Monte-Carlo-Methoden zum Einsatz,
die eine globale Aussage zur Sensitivitat der Zustandsgréen und damit der Ausgangsgrof3en bezuglich der
Modellvereinfachungen erlauben. In der Regel beschrankt sich die Analyse jedoch auf die Betrachtung der
Varianzen der Ausgangsgrof3en und kann daher als Varianzanalyse im Sinne von SALTELLI et al. (2000)
bezeichnet werden. SCHRICK (1977) verwendet hierfir die gleichfalls gebrauchliche Bezeichnung
Kovarianzanalyse.

HEUNECKE (1995) und WELSCH et al. (2000) betrachten die Sensitivitdt bei der adaptiven dynamischen
KALMAN-Filterung fur die Abh&éngigkeit der ZustandsgrofRen von den als Prozesskoeffizienten betrachteten
Materialparametern und finden sich damit in Ubereinstimung mit der Definition der Mechanik. In der
vorgestellten Form der partiellen Ableitung handelt es sich um ein lokales Sensitivitatsmal3.

Die vorstehende Zusammenstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. Sie soll nur einen Einblick
in die unterschiedlichen Sichtweisen beziglich Zielsetzungen und Vorgehensweisen der Sensitivitdtsanalyse
in Fachgebieten geben, die der Geodasie und hier insbesondere der Ingenieurgeodasie benachbart sind,
und die einen Bezug zum Thema dieser Arbeit aufweisen. Sie soll aul3erdem verdeutlichen, dass die in den
Abschnitten zur varianz-basierten Sensitivitdtsanalyse vorgestellten Sensitivitatsmalie bisher nicht ein-
gesetzt werden. Es wird daher an dieser Stelle klar, dass zum Einen der Begriff der Sensitivitdtsanalyse in
vielen Fachdisziplinen bekannt ist, zum Anderen aber modellunabhangige SensitivitaitsmaRle fir den
Anwendungsbereich dieser Arbeit bisher nicht genutzt wurden.
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3 Sensitivitatsanalyse in der Ingenieurgeodasie

3.1 Definition der Sensitivitatsanalyse in der Ingenieurgeodasie

Die Zielsetzungen der ingenieurgeodatischen Sensitivitatsanalyse sind , Modellvalidierung” oder , Modell-
optimierung” (NIEMEIER 1985); die weiteren in Abschnitt 2.1 genannten Zielsetzungen wie ,ldentifikation
wichtiger EingangsgroRen* und ,ldentifikation von Modelleigenschaften“ werden in der Ingenieurgeodasie
nicht aufgegriffen. Die ,Risikobewertung” kann indirekt Gegenstand der ingenieurgeodatischen Sensitivitats-
analyse werden, wenn die nachfolgend beschriebene Modellstérung als Grenzwert im Sinne des Modell-
versagens formuliert ist und eine Optimierung diesbeziglich erfolgt. Diese Vorgehensweise gehort jedoch
nicht zum Standardrepertoire des Ingenieurgeodéaten und soll daher nicht als Ubergeordnete Zielsetzung
betrachtet werden.

Mit Abschnitt 1.2 ist bereits eine grundlegende Einfiihrung in die Sensitivitatsanalyse fur die Fachdisziplin
Ingenieurgeodasie gegeben. Die generelle Vorgehensweise kann in Abbildung 2 abgelesen werden. Daher
soll zu Beginn dieses Kapitels diese Vorgehensweise in die in Abbildung 3 des Anschnitts 2.1 aufgefiihrte
generelle Vorgehensweise bei der Sensitivitatsanalyse integriert werden. Hierbei wird deutlich, dass die
Ingenieurgeodéasie nur einem kleinen Ausschnitt aus der Vielzahl der mdglichen Vorgehensweisen der
Sensitivitdtsanalyse betrachtet; dieser wird aufbauend auf der Annahme normalverteilter EingangsgréfRen
und linearer Modelle durchgangig mit statistisch abgesicherten Methoden umgesetzt.

Modellvorstellung

v

Stochastisches Modell der Eingangsgréfen,

Geometrie der Messkonfiguration

Variation der Eingangsgrof3en
Storung des Modells durch Alternativhypothese

Nullhypothese: Alternativhypothese:

Modell ist giltig Modell ist gestort

Ausgangsgroflen

Modellparameter mit und ohne Stérung,
sowie deren stochastische Eigenschaften

Sensitivitatsmaf

Validierung, Aufdeckbarer Grenzwert der Stdrung,
auf Basis statistischer Tests

Optimierung

Abb. 9: Ingenieurgeodatische Sensitivitdtsanalyse im Rahmen der allgemeinen
Vorgehensweise der Sensitivitatsanalyse

Die in der Ingenieurgeodasie verwendeten Modelle basieren zu einem grof3en Teil auf der Ausgleichungs-
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate (z.B. PELZER 1985). Andere Schéatzverfahren, die im
Zusammenhang mit der Sensitivitdtsanalyse in der Geodasie aufgegriffen werden (z.B. KUTTERER 1999,
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WIESER 2002), bleiben fir die nachfolgenden Betrachtungen ausgeklammert, da diese Arbeit sich mit der
Analyse der Varianz beschaftigt.

Als Eingangsgrof3en des Ausgleichungsmodells sind die Beobachtungen aufzufassen; die Ausgangsgrof3en
sind in der Regel die Koordinaten eines geodatischen Netzes. Da bei der Ausgleichung geodatischer Netze
fast durchgangig nicht-lineare Beziehungen zu berlcksichtigen sind, missen die Modellgleichungen an
geeigneten Nominalwerten, in der Geodasie spricht man meist von Naherungswerten, linearisiert werden.
Die Glltigkeit des linearisierten Modells hangt daher von der Gite der Naherungswerte ab. Mit einem
iterativen Vorgehen im Ausgleichungsprozess kann in der Regel diese Problematik umgangen werden.

Wie bereits in Abschnitt 1.2 geschrieben und in Abbildung 9 gezeigt, geht man in der Ingenieurgeodasie
davon aus, dass der Begriff Sensitivitat sich auf die Trennbarkeit von Nullhypothese (Modell ohne Stdrung)
und Alternativhypothese (Modell mit modellierter Stérung) bezieht (HEUNECKE 1995, NIEMEIER 2002). Im
Sinne der Definition der Sensitivitatsanalyse nach SALTELLI et al. (2000) wird in der Ingenieurgeodasie nur
das Gesamtmodell variiert, um den Einfluss auf die AusgangsgrofRen abzuschatzen. Das Sensitivitdtsmald
wird nicht mittels Quotienten, die den Einfluss der Eingangsgrof3en auf die AusgangsgréRen verdeutlichen,
dargestellt, sondern in Mal3en, die die angesprochene Trennbarkeit quantifizieren. Diese Mal3e kdnnen im
Rahmen einer Optimierung zur Variationen der Eingangsgréen — wie die Netzkonfiguration oder das
stochastische Modell — fihren. Werden die hier angesprochenen TrennbarkeitsmalRle als Zielfunktionen fir
eine Optimierung verstanden, so kdnnen diese Verfahren der zuverlassigkeitsbasierten Sensitivitdtsanalyse
zugeordnet werden (z.B. CAWLFIELD 2000).

Die zu modellierende Stérung kann als Funktion der Parameter f(Y) dargestellt werden. Im Gegensatz zur

geodétischen Literatur sollen die Parameter hier mit 'Y bezeichnet werden, um deutlich zu machen, dass es
sich um die Ausgangsgrof3en im Sinne der Sensitivitatsanalyse handelt. Die Alternativhypothese kann ganz
allgemein in Form einer linearen Hypothese

H,: B""'Y=w & B".Y-w=0, (3.1.1)

_ of(Y)
oY

w als Konstantenvektor

mit B

formuliert werden. Um sicherzustellen, dass es sich um eine im statistischen Sinne testbare Funktion
handelt, muss die Funktion B mit Hilfe einer linearen Transformationsmatrix T aus der Konfigurations-
matrix der Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen A , ableitbar sein

mit A:[a—L] :(wj und
oY ), aY ),

L als Vektor der Beobachtungen und

B"=T-A, (3.1.2)

¢(Y) als Funktion der Ausgangsgroien.

Der Ausgleichungsalgorithmus nach vermitteinden Beobachtungen bzw. nach GAUSS-MARKOV wird an
dieser Stelle als bekannt vorausgesetzt. Er ist in der geodatischen Fachliteratur (z.B. PELZER 1985,
NIEMEIER 2002, KOCH 1997, BENNING 2002) detailliert hergeleitet und beschrieben. Im Anhang A wird
der Algorithmus inklusive der in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen und Symbole ohne weitere
Erlauterungen aufgefihrt.

Ist die Alternativhypothese von der Nullhypothese trennbar, so ist eine Modellstérung beziehungsweise
Modellerweiterung im statistischen Sinne signifikant nachweisbar. Unter Vorgabe einer Irrtumswahrschein-
lichkeit und einer Testgute wird bei angenommener Normalverteilung ein statistisch abgesicherter Grenzwert
festgelegt, bei dem eine Modellstérung festgestellt werden kann. Der Begriff des Nichtzentralitats-
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parameters, der in Abhangigkeit von oben genannten Wahrscheinlichkeiten festgelegt wird, ist essentieller
Bestandteil der ingenieurgeodatischen Sensitivitdtsbetrachtungen. Die Berechnung des Nichtzentralitats-
parameters hangt von der TestgroRe selbst und von deren Wahrscheinlichkeitsverteilung ab. Allgemein

betrachtet lasst sich die nachfolgende TestgréRe F' in Abhangigkeit von der Hypothese in Gleichung (3.1.1)
berechnen (NIEMEIER 1979):

F =ﬂ, (3.1.3)
Q-h

mt Q=v'-P-v,
R=B-Y-w)'-(B"-Q; -B)" -(B-Y-w),
f Freiheitsgrade bei der Ausgleichung,
h Rang der Matrix (B" -Qy; - B).

Die quadratische Form R stellt den Zuschlag zur Verbesserungsquadratsumme €2 der Ausgleichung dar,
der aufgrund der Einfuihrung der linearen Alternativhypothese nach Gleichung (3.1.1) entsteht. Fur die

Bezeichnungen der hier nicht eingeflihrten Matrizen sei auf den Anhang A verwiesen. Die TestgroRe F folgt
fur die Nullhypothese H, und fiir die Alternativhypothese H , der zentralen beziehungsweise der nicht-

zentralen F-Verteilung:
H,. F~ Fh’f

. (3.1.4)
H,: F~Fh’f’A ,

mit dem Nichtzentralitaitsparameter A . Die Verteilungsaussage gilt nur falls die quadratischen Formen Q
und R stochastisch unabhéngig sind. Diese Bedingung ist aufgrund von Gleichung (3.1.2) eingehalten.

Aufgrund der Bildung von partiellen Anleitungen (siehe Gleichungen (3.1.1) und (3.1.2)) und der damit
bedingten Abhangigkeit von Naherungswerten handelt es sich um lokale Methoden. DING u. COLEMAN
(1996a) leiten in Analogie zu Abschnitt 2.3 lokale Sensitivitatsmafle fur die vermittelnde Ausgleichung
geodéatischer Netze her. Sie beschréanken sich dabei nicht auf die Sensitivitat im Sinne des Abschnitts 3.2.

Basiert das lineare Ausgleichungsmodell oder die lineare Hypothese auf nicht-linearen Funktionen ¢(Y)

bzw. f(Y), so bietet es sich an, die Methoden der varianz-basierten Sensitivitatsanalyse zu nutzen, um die

Abhangigkeit von den N&herungswerten zu beseitigen. Diese Sensitivititsanalysemethoden sind in der
Ingenieurgeodasie bisher nicht zum Einsatz gekommen. Zwar wird die Monte-Carlo-Simulation von
JOHNSON u. WYATT (1994) zur Optimierung geodétischer Uberwachungsnetze eingesetzt, modell-
unabhangige Malfe wie die in Kapitel 2 vorgestellten Gesamteffekte nach SOBOL oder mittels FAST werden
aber bisher nicht verwendet.

Die nachfolgenden Abschnitte vertiefen die Ausfihrungen zur ingenieurgeodatischen Sensitivitdtsanalyse
und dehnen den Begriff im Sinne der Trennbarkeit von Null- und Alternativhypothese aus. Eine zu sehr ins
Detail gehende Betrachtung unterbleibt, da diese auch der geodatischen Fachliteratur (z.B. PELZER 1985,
NIEMEIER 2002, KOCH 1997, BENNING 2002) entnommen werden kann. Die Ausfiihrungen konzentrieren
sich auf die Darstellung von Parallelen bei unterschiedlichen Anwendungen und auf die Integration in den
Gesamtzusammenhang der Sensitivitatsanalyse.
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3.2 Sensitivitat von Uberwachungsnetzen

Der Ingenieurgeodat ordnet dem Begriff Sensitivitatsanalyse in der Regel die Sensitivitat eines Uber-
wachungsnetzes hinsichtlich zu erwartenden Bewegungen zu. Er mdchte anhand der Sensitivitdtsanalyse
Uberprifen, ob die Konfiguration und damit die Geometrie des Netzes geeignet ist, um schadliche
Bewegungs- oder Spannungszustande zu erkennen. Um Deformationsmodelle mathematisch fassen zu
kénnen, wird das Auswertemodell um die die Bewegungen parametrisierenden Grof3en erweitert. Betrach-
tungen, Herleitungen und Anwendungen zur Sensitivitat bezlglich Deformationsmodellen finden sich
beispielsweise in WELSCH (1976), LEONHARD u. NIEMEIER (1980), NIEMEIER u. ROHDE (1982),
NIEMEIER u. HOLLMANN (1984), NIEMEIER (1985), HECK (1986) und HECK u. JAGER (1986). Die
Publikationen beschéaftigen sich unter anderem mit der Sensitivitdt von Lage- und Hohennetzen, ins-
besondere beziiglich rezenter Krustenbewegungen.

Als AusgangsgréRen im Sinne der bisher betrachteten Sensitivitdtsanalyse werden die Koordinaten des
Uberwachungsnetzes oder die Parameter des Deformationsmodells aufgefasst. Die zu variierenden
EingangsgréRen sind die Beobachtungen, wie Strecken, Richtungen oder gemessene Koordinaten, und im
Sinne der in Abschnitt 2.3 beschriebenen globalen Sensitivitatsanalyse auch die Modellstruktur, hier die
beiden nach Abbildung 9 gegeniberzustellenden Auswertemodelle. Allerdings wird in diesem Abschnitt nicht
die Sensitivitéat der beiden Modelle gegeniiber den Beobachtungen, sondern die Sensitivitdt gegenliber der
Modellerweiterung beziehungsweise Stérung betrachtet. Es werden in der Planungsphase Grenzwerte fir
aufdeckbare Stérungen ermittelt, um das geodéatische Netz ideal zu konfigurieren und die Beobachtungen
mit angepassten Instrumentarium durchzufthren.

Die Sensitivitatsanalyse dient folglich der Optimierung eines ingenieurgeodatischen Netzes im Hinblick auf
ein angenommenes Deformationsmodell, das zur Berechnung der Sensitivitdt als bekannt vorausgesetzt
wird. Die Nullhypothese H, des Kongruenzmodells der Deformationsanalyse (NIEMEIER 1979) besagt,

dass der Deformationsvektor d, der als Differenz der ausgeglichenen Koordinatenvektoren zweier Mess-
epochen

d:§72 —5’1 (3.2.1)
bestimmt werden kann, dem Nullvektor entspricht
H,: d=0. (3.2.2)

Dem wird eine Alternativhypothese H , entgegengestellt, die einen vom Nullvektor abweichenden
Deformationsvektor voraussetzt

H,: d=d, #0. (3.2.3)

Formuliert man Null- und Alternativhypothese in der Form, wie in Gleichung (3.1.1) allgemein vorgeschlagen
wird, so kann geschrieben werden:

Hy,: B"-Y=(-I 1)-@{‘]:0

: (3.2.4)

Y
H,: B" . Y=(-1 I)-(Y'j:dA.

2

Der Vektor der als wahr angenommenen Deformationen &A kann aus einem beliebigen Deformationsmodell
hergeleitet werden. In der Regel bestimmt das Modell nur die relativen Bewegungen der Punkte zueinander,
nicht aber deren absolute Betrége. Daher wird ein Formvektor g eingefuhrt, der die Relativbewegungen
enthdlt und auf Eins normiert ist. Er hangt mit dem Deformationsvektor Uber einen Faktor m , der
nachfolgend als Sensitivitatskriterium genutzt wird, zusammen
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d,=m-g. (3.2.5)
Geht man vom Globaltest auf Deformationen (PELZER 1971) aus und bericksichtigt, dass noch keine
Messungen durchgefuhrt wurden, dass heil3t, dass die a priori Varianz der Gewichtseinheit 0'5 heran-
zuziehen ist, so erhalt man eine TestgroRe C, die im Fall einer zutreffenden Nullhypothese ;(z-verteilt mit

h Freiheitsgraden ist

Csz-E;;-d

H,: 5
Oy

- Z}f mit /= rg(z‘dd) . (3.2.6)

Die Freiheitsgrade berechnen sich aus dem Rang der Matrix X, die als Kovarianzmatrix der

Deformationen die stochastischen Eigenschaften der Deformationen d beschreibt. Sie berechnet sich fur
stochastisch unabhangige Messungen in den zwei Messepochen (vergleiche Anhang A) nach

Edd = 2)’})’}’1 +2~‘2; (327)

WY

dabei ist zu bemerken, dass die Kovarianzmatrizen der Koordinaten der Messepochen Eins X.., und Zwei

»,
299,2 bereits ohne Vorliegen von Beobachtungen L bereitgestellt werden konnen. Eine zur Gleichung

(3.1.3) &aquivalente Darstellung kann fur eine Sensitivititsanalyse bei vorliegenden Beobachtungen L

gewonnen werden. In diesem Fall geht die ;(hz- Verteilung in eine F-Verteilung mit # und f Freiheits-

graden Uber. Gleichung (3.2.6) stellt sich, nach Ersatz von 0'5 durch den entsprechenden empirischen

Q
Schatzwert —, in der Folge entsprechend (3.1.3) dar:

F=h-Q mt R=d'-X,-d. (3.2.8)
Die Nullhypothese der Gleichung (3.2.6) kann in der Form
d'-x;-d

H,: E—X =52 (3.2.9)
rg(Ea)

aufgeschrieben werden. Diese Darstellung beinhaltet die Aussage, dass der Erwartungswert der
d'-x .} -d ,
guadratischen Form T far unendlich viele Realisierungen asymptotisch gegen o, konvergiert.
rg dd

Trifft dagegen die Alternativhypothese zu, so folgt die TestgrofRe der Nichtzentralen ;(Z-Verteilung mit
derselben Anzahl an Freiheitsgraden

Csz-E;},-d _

H,: 5
Og

Xin- (3.2.10)

Zusatzlicher Parameter ist der Nichtzentralitatsparameter A, der die Abweichung der Verteilung von der
zentralen Lage beschreibt. Der Nichtzentralitatsparameter kann bei bekanntem Deformationsmodell mittels

d, oder mittels m und g in der Form

A=dl-zl.d, =m?¢g" 2] g (3.2.11)
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bereitgestellt werden. Unter Vorgabe von Testgiite , Irtumswahrscheinlichkeit & und Rang 4 = rg(de)
kann ein Grenzwert A festgelegt werden
Ay =f(ha,y). (3.2.12)

Dieser zeigt auf, wann die beschriebene Modellstérung und damit die Alternativhypothese aufgedeckt
werden kann

A>A,. (3.2.13)

Eine Naherungslésung zur Berechnung von A, ist in PELZER (1971) enthalten. Die Werte kénnen auch

Nomogrammen (z.B. in SCHEFFE 1959) entnommen werden.

Stellt man nun Gleichung (3.2.11) um, ersetzt A und m durch A, beziehungsweise m, und zieht die

Ao (3.2.14)
my= |[——————, L.
© Veg'zue

einen minimalen Faktor m,, der multipliziert mit dem Formvektor zu den minimal aufdeckbaren

Wurzel, so erhalt man mit

Deformationen d,, fiihrt

dy=m,-g. (3.2.15)

In der Folge kann ein ingenieurgeodatisches Netz hinsichtlich eines vorgegebenen Deformationsmodells
optimiert werden. Als Sensitivitatsmaf kann der Faktor m, aufgefasst werden.

Die in Gleichung (3.2.4) formulierten Hypothesen kdnnen entweder in das Ausgleichungsmodell integriert
oder in einem zweiten Analyseschritt eingebracht werden. Fir das Ergebnis des Tests ist dieses unerheblich
(ANTONOPOULOS u. NIEMEIER, 1983 ).

Der bekannte Vektor d, kann in der Regel auf Basis eines zu parametrisierenden Deformationsmodells
berechnet werden. In diesem Fall wird die Alternativhypothese wie folgt in allgemeiner Form aufgestellt:

Y -
H,. B". Y= p(Y)  pY) ) [ Yy =d, , (3.2.16)
oY, oy, ) \Y,

op(Y)

mit 8T fur i =12 als partielle Ableitung des Parametervektors p, der in Abhangigkeit von den

Koordinaten Y dargestellt werden kann, nach dem jeweiligen Koordinatenvektor Y, bzw. Y, .

Die Parameter konnen im Sinne der ingenieurgeodatischen Sensitivitatsanalyse auf Signifikanz getestet
werden. Diese Testverfahren lassen sich jedoch nicht der ingenieurgeodatischen Sensitivitdtsanalyse im
engeren Sinne zuordnen. Es zeigen sich aber Parallelen zu den Testverfahren der Regressionsanalyse
(Kapitel 2.4.3, BENNING 2002, NIEMEIER 2002).

Das im Bereich der geodatischen Uberwachungsnetze genutzte SensitivititsmaR ist aufgrund der
Ableitungen in Gleichung (3.2.16) von lokalem Charakter. Globale Aussagen kénnen mit Hilfe einer Monte-
Carlo-Simulation fiir die Eingangsgrof3en gewonnen werden, so dass die Stichprobe jeweils den gesamten
mdoglichen Bereich der Eingangsgrof3e abdeckt. JOHNSON u. WYATT (1994) setzen die Monte-Carlo-
Methode zur Optimierung von Netzkonfiguration und Messepochenabstand von Uberwachungsmessungen
ein. Sie verzichten aber auf die Sensitivititsmalle, die eine vom Modellcharakter unabhangige Interpretation
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erlauben. Beziehungen zwischen den Ein- und AusgangsgroRen wurden fur Uberwachungsnetze bisher
nicht im Sinne der varianz-basierten Sensitivitatsanalyse betrachtet.

3.3 Sensitivitat gegenuber fehlerhaften Beobachtungen

Da die Sensitivitatsanalyse in der Ingenieurgeodasie sich im Rahmen dieser Arbeit nicht nur mit dem Begriff
im engeren Sinne sondern mit der allgemeinen Definition im Sinne der Trennbarkeit von Null- und
Alternativhypothese beschaftigen soll, sei dieser Abschnitt dem Schutz gegen grobe Fehler gewidmet und
als eine mogliche Ausweitung des Sensitivitatsbegriffs in der Ingenieurgeodéasie gegeben.

Sowohl GRIMHARDT (1986) als auch DING u. COLEMAN (1996a, 1996b) erkennen, dass minimal
aufdeckbare Fehler, die im Sprachgebrauch der Geodasie als Zuverlassigkeitsmalle aufzufassen sind,
prinzipiell der Sensitivitdtsanalyse zuzuordnen sind. Man betrachtet hier die Sensitivitat einer Netz-
konfiguration bezlglich einzelner grober Fehler. Nach dem allgemein bekannten Ansatz nach BAARDA

(1968) werden minimal aufdeckbare individuelle Fehler A, beurteilt. Die Nullhypothese lautet hier
Hy: A=0 mit A"=(A, A, - A,), 3.3.1)

dass heildt, dass keine groben Fehler vorliegen. Alternativ wird davon ausgegangen, dass bei n Beob-

achtungen L, mindestens ein grober Fehler vorliegt

H,: Ai=Z furmind.einA,, i=12,...,n. (3.3.2)

Formuliert man die Nullhypothese wie in Gleichung (3.1.1), so kann nach Erweiterung des Ausgleichungs-
modells formal wie folgt vorgegangen werden (NIEMEIER 2002):

H,: B"-Y=(0 ef)-(Y”gj:Zl., (33.3)

mit ¢ =(0 - 1 0 - 0).
Dabei enthélt der Vektor Y die urspringlich im Ausgleichungsmodell enthaltenen Parameter Y, und
zusatzlichen die Parameter des erweiterten Ausgleichungsmodells, in diesem Fall den groben Fehler A, in
Beobachtung L,. Um eine TestgroBe wie in Gleichung (3.1.3) oder (3.2.6) aufstellen zu kénnen, ist die
guadratische Form R zur Verfigung zu stellen. Nach NIEMEIER (2002) gilt

R =4"-(Qu): 4 (3.3.4)
auBerdem

e ‘P-v 1

A =- und L= .
i eiT'P'vi'P'ei (QAA)U ei’]‘.l)'vi'I).ei

(3.3.5)

Nach Einsetzen von (3.3.5) in (3.3.4) ergibt sich fur die quadratische Form

vi.P-e el -P-v
R, = - . (3.3.6)
ei .P'QVV'P.ei

Die TestgroRe ist beim Eintreffen von Nullhypothese H, beziehungsweise Alternativhypothese H , analog

zu Gleichung (3.2.6) beziehungsweise (3.2.10) ;(Z—verteilt mit einem Freiheitsgrad, da nur ein zuséatzlicher
Parameter Uberpruft wird
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R,
H,. C= ? ~yf
(3.3.7)

R.
H,: C=—L~yZ,

2
Oy

im nichtzentralen Fall mit dem Nichtzentralitatsparameter A . Der Ubergang auf eine F -verteilte TestgroRRe
gelingt unter Voraussetzung der stochastischen Unabhéngigkeit von R, und Q in Analogie zu Gleichung
(3.2.8) in Abschnitt 3.2.

Da die ;(Z—Verteilung in (3.3.7) nur einen Freiheitsgrad enthalt, bietet sich der Ubergang auf eine
eindimensionale Verteilung an. Die entsprechende Testgréf3e kann wie folgt angegeben werden

R. —el.P- A,
N, = \/— b M =t (3.3.8)

Oy el -P-X, -P-e O

i

Trifft die Nullhypothese zu, folgt die TestgréRe der zentralen, im Fall einer zutreffenden Alternativhypothese
der nichtzentralen Standardnormalverteilung

H,: N,~N(0]

(3.3.9)
H,: N,~N(5J)

mit & =~/ A als Nichtzentralitatsparameter der Normalverteilung.

Die TestgroBe N, kann direkt als Nichtzentralitatsparameter 0 aufgefasst werden. Unter Vorgabe von
Irrtumswahrscheinlichkeit & , die nach SCHEFFE (1959) auf einen multiplen Test abzustimmen ist, und der

Testglite y kann auch hier ein Grenzwert J,,

0, = f(a,y) (3.3.10)

ermittelt werden, der aufzeigt, ab wann die Modellstérung aufgrund eines groben Fehlers aufgedeckt werden
kann

5> 6,. (3.3.11)

Da ein grober Fehler in der Planungsphase nicht bekannt ist, wird er durch ein Mehrfaches der
Standardabweichung der Beobachtung L, dargestellt

A =m-o, . (3.3.12)

Fur den Nichtzentralititsparameter ergibt sich in der Folge die Darstellung

S= L. (3.3.13)

mg; =08y, - —. (3.3.14)

Berlicksichtigt man nun, dass das Zuverlassigkeitsmaf z; sich nach
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z, = —- (3.3.15)

berechnet, so erhalt man

(3.3.16)

Um den minimal aufdeckbaren groben Fehler, der in der Literatur mit V, bezeichnet wird, zu berechnen, ist

nach Formel (3.3.12) der Faktor m,; wieder mit der Standardabweichung &, zu multiplizieren

V.=my, -0,.

1

(3.3.17)

Setzt man nun Gleichung (3.3.16) in Gleichung (3.3.17) ein, so erhalt man den in der Literatur gebrauch-
lichen Ausdruck fur den minimal aufdeckbaren Fehler V,

V, =6, ——. (3.3.18)

Als SensitivitatsmalRe sind der minimal aufdeckbare Fehler V; oder der Faktor m,, zu betrachten. Im Sinne

einer Optimierung sind diese Mal3e zu minimieren.

In diesem Zusammenhang soll erwéhnt werden, dass es weitere zuverlassigkeitsbezogene Optimierungs-
kriterien gibt. Besonders erwéhnenswert sind die Kriterien der duBeren Zuverlassigkeit, die die Auswirkung

von V. auf die Ausgleichungsparameter, den AusgangsgroRen im Sinne der Sensitivititsanalyse, quantifi-

zieren. Auf diesem Weg kommt man einer Beziehung zwischen EingangsgréRen und Ausgangsgroflen im
Sinne von Abschnitt 2.1 sehr nahe. Die von GRIMHARDT (1986) aufgestellte Aussage, dass es sich beim
Aufdecken grober Fehler um die Sensitivitat eines Netzmodells gegeniiber diesen Fehlern handelt, kann hier
bestatigt werden.

Man erkennt, dass die Vorgehensweise in diesem Abschnitt der des vorhergehenden Abschnittes 3.2
entspricht. Es konnte gezeigt werden, dass es prinzipiell keinen Unterschied macht, ob man minimal
aufdeckbare Deformationen oder minimal aufdeckbare grobe Fehler in den Beobachtungen betrachtet. Die

Hypothese (3.3.3) kann auf mehrere Beobachtungen, fiir die gleiche oder auch unterschiedliche Zi an-

zusetzen sind, erweitert werden. Auf diesem Wege kdnnen Systematiken in den Beobachtungen aufgedeckt
werden. Dartber hinausgehend kann die allgemeine lineare Alternativhypothese nach Gleichung (3.1.1) fir
diverse Modellerweiterungen eingesetzt werden. Weitere Ausfuhrungen unterbleiben aber im Rahmen dieser
Arbeit, da sich an der Vorgehensweise nichts andert. Bezuglich globaler varianz-basierter Sensitivitats-
analyse gilt das in den Abschnitten 3.1 und 3.2 Geschriebene.
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3.4 Weitere Anwendungen in der Geodasie

Der Begriff der Sensitivitditsanalyse hat eine lange Tradition bei der Bestimmung von Schwerefeld-
koeffizienten aus gestdrten Satellitenbahnen (z.B. KAULA 1966). Dieses der Geodéasie zugehdrige
Fachgebiet wird hier nur am Rande mitbehandelt, da es nicht dem ingenieurgeodatischen Aufgabenbereich
zuzuordnen ist. Es sollen vielmehr Parallelititen zu den Abschnitte 3.1 bis 3.3 sowie zu dem Kapitel 2
aufgezeigt werden.

In der Regel wird die Sensitivitat einer Satellitenbahn beziglich der auf sie wirkenden Stérbeschleunigungen
zur Bestimmung von Koeffizienten der Kugelfunktionsentwicklung des Erdschwerefeldes beurteilt.
SCHWINTZER (1990) setzt die Varianzkomponentenschatzung ein (z.B. nach SCHEFFE 1959 oder KOCH
1997) und nutzt die von FORSTNER (1979) eingefiihrten Redundanzanteile zur Sensitivititsanalyse. Er
definiert die realen Beobachtungen der Satellitenbahnbestimmung als eine Beobachtungsgruppe und fihrt
Pseudobeobachtungen mit dem Beobachtungswert Null und Varianzen nach KAULA (1966) als zweite
Beobachtungsgruppe ein. Die Bedingung der stochastischen Unabhéngigkeit zwischen den Beobachtungs-
gruppen ist damit gegeben. SCHWINTZER betrachtet die Sensitivitdt der Varianz der Ausgangsgréf3en, den
Schwerefeldkoeffizienten, beziiglich Eingangsgroéf3engruppen, nicht bezuglich einzelner Eingangsgrofen. In
der Folge analysiert er den Genauigkeitsgewinn aufgrund der realen Beobachtungen mit Hilfe der

Redundanzteile 7, ; der Pseudo-Beobachtungen fur jeden individuellen Schwerefeldkoeffizienten
~2
O-x,i

2 H
O ps,i

Fos, =1— (3.4.1)

die die Varianz 5'5,,- der geschéatzten Schwerefeldkoeffizienten mit der a priori Varianz fur die Pseudo-

Beobachtungen O',ES’I. in Beziehung setzten. Wird der Redundanzanteil 7,g; zu Null, da O'f,S’l. = 5'5,,- gilt,

liefert die Satellitenbahnbeobachtung keinen Beitrag zum Ergebnis. Der ausgeglichene Koeffizient entspricht
damit der Pseudo-Beobachtung. Im entgegengesetzten Fall kann der Einfluss der Pseudo-Beobachtung
ausgeschlossen werden und der Koeffizient ist mit den Satellitenbahnbeobachtungen gleichzusetzen.

In SCHAFER (2000) werden vier wesentliche Methoden zur Sensitivitatsbestimmung einer Satellitenbahn
gegenubergestellt, die nachfolgend kurz aufgefuhrt werden.

Zu Beginn der Entwicklung wurden nur die dominierenden Schwerefeldkoeffizienten mit ihren Resonanz-
effekten betrachtet. Zur Definition des Begriffs Resonanz in diesem Zusammenhang sei auf KAULA (1966)
und SEEBER (2003) verwiesen. SCHAFER zeigt, dass diese Methode fiir tieffliegende Satelliten wie zum
Beispiel CHAMP (REIGBER et al. 2003) keine ausreichende Reprasentation sensitiver Schwerefeld-
koeffizienten liefert. Hier setzen die drei weiteren Methoden an.

Die Methode nach KAULA basiert auf der analytischen Darstellung des Storpotentials in den
KEPPLERschen Bahnelementen (SEEBER 2003). Die Ergebnisse sind Gewichtsfaktoren, die einen
Eindruck von dem Einfluss eines Schwerefeldkoeffizienten auf den Satellitenorbit geben. Sie kénnen als
analytisch gewonnene lokale Sensitivitatsmalle nach Abschnitt 2.3 aufgefasst werden, da sie aus
Ableitungen an den Nominalwerten berechnet werden.

Alternativ kann ein Referenzorbit mit einem gestdrten Orbit verglichen werden. Dabei werden Erdschwere-
feldkoeffizienten gestort oder vor der Berechnung der Satellitenbahn eliminiert und in der Folge eine erneute
Berechnung durchgefiihrt. Um den Einfluss auf die Berechnung von Schwerefeldkoeffizienten abzuschéatzen,
konnen die Differenzen beider Berechnungen isoliert an ausgezeichneten Orbitstellen oder insgesamt in
Uber die gesamte Satellitenmissionsdauer aufsummierter Form genutzt werden. Diese Methode erfordert
aufgrund der numerischen Vorgehensweise einen hohen Rechenaufwand (SCHEINERT 1996).

Die von SCHAFER (2000) eingesetzte Methode vergleicht FOURIER-Reihenentwicklungen fir das Erd-
schwerefeld und fir simulierte Satellitenbahnen. Er berechnet den prozentualen Anteil eines jeden
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Koeffizienten des Erdschwerefeldes an der Gesamtamplitude fiir ausgesuchte kritische Frequenzen der
berechneten Satellitenbahn. SCHAFER erkennt, dass es sich um ein in hohem MaRe nicht-lineares Modell
handelt und daher die berechneten Anteile nur einen ersten Anhalt beziglich der Sensitivitat der Satelliten-
bahn zur Bestimmung des Erdschwerefeldes liefern (vergleiche Abschnitt 2.4.5).

Insgesamt kann festgestellt werden, dass im Bereich der Schwerefeldbestimmung der Begriff der Sensitivitat
eine wichtige Rolle spielt. Die ldentifikation wichtiger EingangsgréRen, den Satellitenbahnbeobachtungen,
bezuglich der AusgangsgréfRen, den Schwerefeldkoeffizienten, entspricht einem wesentlichen Ziel der
Sensitivitdtsanalyse nach Kapitel 2. Die eingesetzte Methodik fallt dabei recht unterschiedlich aus und ist
von der erforderlichen Genauigkeit und der verfigbaren Rechnerleistung abhéngig. Modellunabhéangige
Sensitivitdtsmale sind auch hier bisher nicht zum Einsatz gekommen.

In CROSETTO u. TARANTOLA (2001) wird die einzige dem Autor bekannte Anwendung varianz-basierter
Sensitivitdtsanalysemethoden in Bereich der Geodasie und Geoinformatik dargestellt. Die erweiterte FAST
Methode (Abschnitt 2.4.5.3) wird fiir eine Uberflutungsprognose angewendet. Fiir ein abgegrenztes Gebiet,
der Region Piemont in Italien, werden die stochastischen Eigenschaften von insgesamt dreizehn Eingangs-
gréRen bereitgestellt. Dabei wird zum Beispiel das digitale Gelandemodell als Eingangsgréf3e aufgefasst.
Nachdem die wichtigsten Eingangsgrof3en nach der Methode von MORRIS (CAMPOLONGO et al. 2000b)
ermittelt wurden, konnten diese Einflisse mittels der erweiterten FAST Methode analysiert werden. Den bei
weitem groéRten Einfluss hat die Karte der Niederschlagsintensitaten aufgrund ihrer hohen Unsicherheiten in
der Erfassung der flachenbezogenen Intensitaten. Die Autoren konnten aufzeigen, dass eine Reduktion der
Varianz bei der Erfassung die Ergebnisse der Prognose verbessern kdnnte. Auf der anderen Seite mussten
sie einrdumen, dass eine solche Verbesserung bei der Datenerfassung nur mit hohem zeitlichen und
finanziellen Aufwand realisierbar ist. Auf diesem Weg wird klar, dass sich die Sensitivitatsanalyse in der
Regel nur in der Planungs- und somit Optimierungsphase von Modellen oder Systemen sinnvoll einsetzen
lasst. Dabei sind in diesem Anwendungsfall die Moglichkeiten bei der Datenerfassung oder —bereotstellung
zu bericksichtigen.

3.5 Moglichkeiten der varianz-basierten Sensitivitdtsanalyse

Die generellen Zielsetzungen der Sensitivitdtsanalyse ,Identifikation wichtiger EingangsgréfZen® und
»ldentifikation von Modelleigenschaften* spielen bisher in der Ingenieurgeodésie nur eine sehr unter-
geordnete Rolle. Beide Zielsetzungen kdnnen dem Ingenieurgeodaten jedoch wertvolle, zum Teil un-
bekannte, Informationen beziiglich des Verhaltens der von ihm genutzten Modelle, die h&ufig nicht-lineare
Zusammenhange in linearisierter Form darstellen, liefern.

AuRerdem konnte gezeigt werden, dass in ingenieurgeodétischen Anwendungen zur Sensitivitatsanalyse vor
allem Fragestellungen, fur die Linearitdt und normalverteilte Beobachtungen beziehungsweise Eingangs-
grofRen vorausgesetzt werden, behandelt werden. Von diesen Voraussetzungen kann sich aufgrund der in
Kapitel 2 vorgestellten Methoden gelost werden. Auch die analytische Vorgehensweise und der damit lokale
Charakter kann tberwunden werden. Es wird daher im Kapitel 4 der Ansatz verfolgt, die varianz-basierten
Sensitivitatsanalysemethoden fiir ingenieurgeodatische Fragestellungen anzuwenden. Die modell-
unabhangigen Sensitivititsmal3e werden damit erstmalig in der Ingenieurgeodasie eingesetzt.

Mit den modellunabhéngigen Sensitivitdtsmaien kann eine weit gréRere Anzahl an Modellen validiert oder
optimiert werden, da auch die Modelle, fir die es schwer fallt oder es nicht mdglich ist, eine lineare Hypo-
these nach (3.1.1) aufzustellen, einer Sensitivitdtsanalyse unterzogen werden kdnnen. Die kinematische
Positionsbestimmung in der Kraftfahrzeugnavigation mittels des in Kapitel 4.2.3 vorgestellten KALMAN-
Filters ist ein Beispiel fir die Erweiterung der Einsatzgebiete der Sensitivitdtsanalyse. Des Weiteren kann
hier im Gegensatz zur Anwendung von CROSETTO u. TARANTOLA (2001) im vorherigen Abschnitt die
Sensitivitdtsanalyse bereits in der Planungsphase zur Optimierung des Filterdesigns eingesetzt werden.
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4 Untersuchungen zur nicht-linearen Sensitivitatsanalyse fir
bewegte Objekte

4.1 Vorgehensweise

In diesem Kapitel werden die in Abschnitt 2.4 entwickelten globalen Sensitivitatsanalysemethoden fir
ingenieurgeodatische Anwendungen eingesetzt. Zunachst werden einige einfache fir die Geodasie
relevante Funktionen, anhand derer sich die grundlegenden Modelleigenschaften Linearitat, Monotonie und
Additivitat aufzeigen lassen, behandelt (Abschnitt 4.2.1). AnschlieBend wird ein Schwerpunkt auf
kinematische Modelle gelegt. Die Beschreibung der Bewegung steht folglich im Zentrum der vorgestellten
Beispiele (Abschnitte 4.2.2 und 4.2.3). Die kinematischen Modelle werden im Hinblick auf ihre Modell-
eigenschaften analysiert. Aul3erdem wird der Einfluss der EingangsgrofRen auf die Ausgangsgréfen
beziehungsweise die Sensitivitat der AusgangsgréRen bezlglich der EingangsgréRen analysiert.

Um die Sensitivitdtsanalyse durchzufihren, ist zunachst fur die verschiedenen Modelle eine geeignete
Sensitivitdtsanalysemethode zu finden. Erst im Anschluss daran kann die Analyse der vorgestellten Modelle
erfolgen. Um beides klar strukturiert darstellen zu kénnen, wird in diesem Kapitel die folgende Reihenfolge
eingehalten

e Vorstellung der Anwendungsbeispiele (Kapitel 4.2),
e Gegenulberstellung der Sensitivitdtsanalysemethoden (Kapitel 4.3),
e Sensitivitdtsanalyse der Anwendungsbeispiele (Kapitel 4.4).

In Kapitel 4.2 werden dabei jeweils das untersuchte Objekt und das zur Parametrisierung der Bewegung
eingesetzte Modell vorgestellt. Kapitel 4.3 fuhrt zur Entscheidung fiur eine anwendungsspezifische best-
mdogliche Sensitivitatsanalysemethode. Um zu dieser Entscheidung zu gelangen, sind zunachst die Modell-
eigenschaften zu identifizieren. In Kapitel 4.4 wird die zuvor identifizierte anwendungsspezifische
Sensitivitdtsanalysemethode fiir die vorgestellten Anwendungen eingesetzt. Dabei wird jeweils neben den
Modelleigenschaften die Wichtigkeit der EingangsgroRen quantifiziert. Verschiedene deterministische
Verhaltensweisen der jeweiligen bewegten Objekte werden dabei berlicksichtigt.

Die einzelnen Schritte einer varianz-basierten Sensitivitatsanalysemethode erfolgen wie in Abschnitt 2.4.1
dargestellt. Die Festlegung der Verteilungsfunktionen erfolgt aufgrund relevanter Publikationen oder
Erfahrungen des Autors. Die Erzeugung der Stichproben wird mit der frei im Internet verfligbaren Software
SIMLAB (ISPC 2003) umgesetzt. Die einzelnen nachfolgend beschriebenen Modelle werden entweder als
interne Modelle in SIMLAB eingegeben oder als externe Modelle als Matlab-Code realisiert; entsprechend
werden auch die Modellauswertungen durchgefihrt. Die Varianzanalyse, die im Rahmen dieser Arbeit nur
am Rande von Bedeutung ist, und die Sensitivitdtsanalyse werden wiederum mittels SIMLAB realisiert.

4.2 Anwendungsbeispiele
4.2.1 Exemplarische Funktionen

In diesem Abschnitt werden einige exemplarische Funktionen vorgestellt, die einerseits dem Geodaten
vertraut sind, andererseits sich dazu eignen, die in Kapitel 2 dargestelliten Methoden und Modelleigen-
schaften anhand dieser leicht verstandlichen Funktionen zu verdeutlichen. Aus dem letzteren Grunde haben
diese Funktionen durchgehend nur eine Ausgangsgrof3e und zwei Eingangsgrof3en, die auf unterschiedliche
Art und Weise funktional miteinander verknipft sind.

Alle nachfolgend vorgestellten Funktionen werden mit Hilfe der Methoden Regressionsanalyse, Rang-
regressionsanalyse, SOBOLs Sensitivitatsindizes und FOURIER Amplituden Sensitivitdtstest analysiert
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Die einfachste mathematische Funktion, die lineare Eigenschaften aufweist, ist die Summe

Y, = X, + X, (4.2.1)

sum

Es handelt sich um ein lineares Modell mit den EingangsgréBen X, und X, , fir welches die verschiedenen
in den Abschnitten 2.4 beschriebenen und oben aufgeflhrten Sensitivitdtsanalysemethoden identische
Ergebnisse liefern missen.

Um eine Funktion, die nicht-lineare, aber monotone und additive Eigenschaften aufweist, zur Verfigung zu
haben, wird wie (4.2.1) eine Summe genutzt. In diesem Fall wird jedoch fir die EingangsgréBe X, von der

Linearitat abgewichen und diese zur dritten Potenz erhoben. Diese Summe Y, , soll als ,kubische Summe*

bezeichnet werden und kann wie folgt dargestellt werden:
Y, =X, +X,. (4.2.2)

Um die in Gleichung (4.2.2) vorhandene monotone Eigenschaft zu eliminieren und gleichzeitig die additive
Eigenschaft zu erhalten, wird die Summe Y.

sin

zweier Sinusschwingungen gewahlt

Y

sin

=sin(X,) +sin(X,), (4.2.3)

da Summen von trigonometrischen Funktionen auch bei der FOURIER-Reihenentwicklung vorkommen und
daher dem Geodéaten vertraut sind.

Eine weitere in der Geodasie haufig eingesetzte Funktion ist die Horizontalstrecke. Die Horizontalstrecke
Y berechnet sich in einem kartesischen Koordinatensystem mittels

Sstr
Y, =X +X7, (4.2.4)

wobei die GréBen X, und X, hier fir die Koordinatendifferenzen in den beiden Koordinatenrichtungen

stehen. Die Funktion Y, ist nicht-linear und nicht-additiv, aber monoton. AbschlieBend wird die Kosinus-

Y

Exponentialfunktion Y, . aufgrund des nicht-linearen, nicht-monotonen und nicht-additiven Charakters

analysiert. Die Funktion ist dem Geodaten aus der Zeitreihenanalyse bekannt (z.B. WELSCH et al. 2000).
Die einen Farbigen Rauschprozess parametrisierende Funktion kann wie folgt angegeben werden

Y,

kos

=cos(X,)-e ™. (4.2.5)

Dabei kennzeichnet die EingangsgroBe X, einen Parameter der Wiederholneigung, wahrend X, als
Parameter der Erhaltensneigung aufgefasst werden kann.

Tab. 7: Ubersicht beziiglich der Modelleigenschaften der exemplarischen Funktionen

Funktion linear monoton additiv nicht-additiv
Y ja ja ja nein
- nein ja ja nein
I nein nein ja nein
Y, nein ja nein ja
Yo nein nein nein ja
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Mit diesen exemplarischen Funktionen kdnnen die verschiedenen Modelleigenschaften behandelt werden.
Tabelle 7 gibt abschlieRend einem Uberblick iiber die Eigenschaften. Die Funktionen dienen in Abschnitt 4.3
zur Einfuhrung in die empirischen Untersuchungen beziglich der verschiedenen Sensitivitdtsanalyse-
methoden.

4.2.2 Kinematische Hohenuberwachung

Uberwachungsmessungen und die damit in Verbindung stehende Analyse der Geometrieveranderungen
sind ein zentraler Gegenstand der Ingenieurgeodasie (WELSCH et al. 2000). Dabei wurde in der
Vergangenheit zundchst die diskretisierte Geometrie der Objekte in Form von Koordinaten, die in
verschiedenen Messepochen ermittelt wurden, verglichen. Diese Modelle wurden quasi-statische Modelle
genannt, inzwischen haben sich die Begriffe Kongruenzmodell oder Identitdtsmodell eingebirgert (WELSCH
et al. 2000). Die Systemtheorie verwendet hierfir den Begriff random-walk Modell. Die kinematische Analyse
beschéftigt sich mit der Beschreibung der Bewegung zwischen zwei oder mehreren Epochen. Dieser Ansatz
soll im Rahmen dieses Anwendungsbeispiels verfolgt werden. Modelle, die die Geometrieveranderungen
bedingenden Kréfte berticksichtigen, werden hier nicht behandelt. Diese Ansatze werden als statische oder
— wird auch die Zeit parametrisiert — als dynamische Modelle bezeichnet (WELSCH u. HEUNECKE 2001).

Das in diesem Beispiel zu Uberwachende Objekt ist die Stiftskirche in Herrenberg. Die Kirche wurde im 13.
bis 15. Jahrhundert oberhalb der heutigen Stadt Herrenberg im spatgotischen Stil erbaut. Der Bau erfolgte
auf einem Plateau, das auf einer geologisch instabilen, zerklifteten Gipsmergelschicht mit eingelagerten
Gipsbanken gegriindet ist. Unterirdische Wasserbewegung, Auslaugung und Auswaschung sowie Hohlraum
und Rissbildung stellen die fur die Stiftkirche wesentlichen Probleme aufgrund der Gipsmergelschicht dar
(RAMSAYER u. RUOPP 1980). Abbildung 10 verdeutlicht die kritische Lage der Stiftskirche oberhalb der
Stadt Herrenberg.

Abb. 10: Stiftskirche Herrenberg (Photo: Marcus Philipp)

Aufgrund der Schwere des Glockenturms und des instabilen geologischen Untergrundes wurden relative
Vertikalbewegungen innerhalb des Bauwerks und Neigungen des Gesamtbauwerks vermutet. Aus diesem
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Grund erfolgte bereits in den siebziger Jahren eine Sanierung der Kirche. Das Objekt wird seit den sechziger
Jahren messtechnisch berwacht. Dabei wurden zu Beginn sowohl die horizontalen als auch die Hohen-
bewegungen erfasst (RAMSAYER u. RUOPP 1980). Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt eine Konzentration auf
die Hohenuberwachungskomponente. Die Hoheniberwachung umfasst sowohl eine Vielzahl von Mess-
punkten am Kirchengebdude als auch einige Punkte aufllerhalb des Kirchenbauwerks. Neigungen des
Plateaus oder des Bauwerkes als auch Deformationen innerhalb des Bauwerks kénnen auf diese Weise
erfasst werden (GLASER 2000). Die Messungen wurden vom Institut fir Anwendungen der Geodéasie im
Bauwesen der Universitat Stuttgart durchgefuhrt. Abbildung 11 zeigt den Grundriss der Kirche und die Lage
der Hohenmesspunkte.

Insgesamt umfasst das Hohennetz 38 Punkte. Fir die nachfolgende Sensitivitdtsanalyse werden hiervon 13
fur die Geometrie des Bauwerkes repréasentative Punkte ausgewahlt. Sie sind in Abbildung 11 gekenn-
zeichnet. Die Einbeziehung aller 38 Punkte kann aufgrund der zu erwartenden Rechenzeiten bei der
Sensitivitdtsanalyse nicht realisiert werden. Auf3erdem wére die Interpretierbarkeit aufgrund der Vielzahl an
EingangsgréRen in der Sensitivitdtsanalyse nicht mehr gegeben. Aus Griinden der Anschaulichkeit und der
besseren Interpretierbarkeit wird die Sensitivitatsanalyse aul3erdem auf 4 Epochen beschrankt.

A

9)I9SpION
Slidseite

[

[ ]

Punkte, die flr die
Sensitivitdtsanalyse
genutzt werden

P v

Abb. 11: Grundriss der Stiftskirche Herrenberg und Héhenmesspunkte
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Die Veranderungen der Geometrie des Hohennetzes werden im Rahmen eines kinematischen Modells in
Abhéngigkeit von der Zeit modelliert. Das kinematische Modell wird im Rahmen eines diskreten KALMAN-
Filters umgesetzt (PELZER 1987). Der KALMAN-Filter Algorithmus (KALMAN 1960) ist hinlanglich bekannt
(zum Beispiel: SCHRICK 1977, GELB 1974 oder auch HEUNECKE 1995). Aus diesem Grund ist der
Algorithmus fur einen diskreten Ansatz im Anhang B zusammengestellt. Nachfolgend werden die Mess- und
ZustandsgréRen sowie die bendtigten Kovarianzmatrizen aufgestellt. Dartber hinausgehend werden nur
Modellbesonderheiten, die eine Abweichung von Anhang B darstellen, vorgestellt.

Als origindre Messgrofen oder Beobachtungen sind die gemessenen Hohenunterschiede aufzufassen. Da
diese originaren nivellierten Hohenunterschiede nicht mehr rekonstruierbar waren, wird auf die Héhen als
Realisierungen innerhalb des Beobachtungsvektors 1 zurtickgegriffen

hl

I=h=|"2]. (4.2.6)

Die Hohen sind folglich als Eingangsgréfen im Sinne der Sensitivitatsanalyse aufzufassen. Die Elemente
der Kovarianzmatrix der Beobachtungen berechnen sich mittels des mittleren Kilometerfehlers, der fir das

Feinnivellement o ., (KAHMEN 1997) pessimistisch abgeschatzt wird:

mm ,
C i = O nivl i s mit O Nivikm :1% und i =12,...,n, (4.2.7)

mit s als Nivellementsweg vom Punkt 106a, der den Ausgangspunkt des Feinnivellements darstellt. Die

Designmatrix A, berechnet sich zunéchst fiir jede Epoche in einfacher Form

1 0 0 O
01 0 O
A, = , =1. (4.2.8)
00 -. 0
0 0 0 1

Die Einheitsmatrix I kann nur unter der Bedingung, dass alle Hohenmesspunkte in jeder Messepoche
beobachtet wurden, genutzt werden. Dieses wird flr die Simulationen im Rahmen dieser Untersuchungen
vorausgesetzt. Die Matrix wird zur Berechnung der in Anhang B aufgefiihrten Innovation eingesetzt.

Der in der Deformationsanalyse standardmaRig eingesetzte Ansatz geht von einer gleichmaRig
beschleunigten Bewegung aus (PELZER 1987). Im Rahmen des hier verfolgten Ansatzes parametrisieren
die Geschwindigkeiten der einzelnen Hdhen eine polynomiale Flache 2.0rdnung. In der Folge enthalt ein

Vektor z die Parameter Z,,Z,,25,2,,25,2¢, die die Koeffizienten der Polynomialflache in einem lokalen
Koordinatensystem mit den Achsen X und Y (vergleiche Abb. 11) darstellen

~T

2" =3, z, - Z%,). (4.2.9)

Diese Flachenkoeffizienten sollen als Ausgangsgréen im Sinne der Sensitivitdtsanalyse verstanden
werden. Jedem Hoéhenmesspunkt kann dabei ein schwerpunktbezogenes Koordinatenpaar x,,y,; zu-

geordnet werden, so dass die skalare Funktion
F(X,,9,)=2,+X, 2+ Y, 2o+ X, -y, 2, + X" -2 + V7 - 2, (4.2.10)

die Hohengeschwindigkeit des jeweiligen Flachenpunktes beschreibt. Dieser Ansatz wurde erstmalig in
UNTERBERG (1991) zur Integration in ein KALMAN-Filter vorgeschlagen.
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Der Zustandsvektor }Afk der Epoche k besteht in der Folge aus zwei Subvektoren: dem Vektor der Hohen

Y Z(lf"]- (4.2.11)
Zk

Die zugehdrige Kofaktormatrix ist vollstindig besetzt, da Korrelationen zwischen den Koeffizienten und den
Héhen vorliegen. Sie ist formal wie folgt aufgebaut

Qi Qi
| T, k| 4212
QYy,k (Qiﬁ’k Qii,k ( )

Zur Problematik der Anfangswerte fur Héhen, Flachenkoeffizienten und deren Kovarianzmatrizen sei auf
UNTERBERG (1991), HEUNECKE (1995) oder PHILIPP (2002) verwiesen. Hier sei nur erwahnt, dass die

Kofaktormatrix Q,,, der Anfangshohen h, als Diagonalmatrix aufgebaut ist und den Anfangswerten ein

h, der Messpunkte sowie dem Vektor z,

geringes Gewicht zuweist; konkret heil3t dieses

th’o=0'2 I mit o2, =100 mm?. (4.2.13)

anf anf

Zur Pradiktion des Zustandsvektors und seiner Kofaktormatrix von der Epoche % in die Epoche & +1 ist die
Transitionsmatrix T (vergleiche Anhang B) wie folgt aufzubauen

I At-F
T= , (4.2.14)
'y

wobei At den Zeitabstand der Messepochen bezeichnet und die Matrix
2 2

1 x » x-y x ¥

2 2

F= 1 x, vy, X0y, X3 5

1 . . . .

2 2

Lox, yvo %00 X,

den Einfluss der Flachenparameter z, auf die pradizierten Hohen Hkﬂ modelliert.

Die StorgroRen wirken sich in Abhangigkeit von At nur auf den Subvektor der pradizierten Hohen Hkﬂ aus.

Die StorgroRenmatrix S kann daher wie folgt angegeben werden

(At : Ij
S = . (4.2.15)
0

Die Elemente der diagonalen Kofaktormatrix Q. der StérgroBen w, die selbst zu Null angenommen
werden (Anhang B), werden aufgrund empirischer Untersuchungen mit

o2 =15mm? (4.2.16)
festgelegt. StellgrofRen u werden bei diesem Ansatz nicht beriicksichtigt.

Nachdem die nachsten Schritte des KALMAN-Filters wie in Anhang B beschrieben umzusetzen sind, ist zur
Aufdatierung des Zustandsvektors Yy, ., in der Epoche k +1 die Matrix A, um den Anteil der Aufdatierung
fur die Flachenkoeffizienten zu erweitern
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A=(A, Q.. A,) (4.2.17)
mit Q. ., als pradizierte Kofaktormatrix, die die Kovarianzen zwischen z, ., und Hkﬂ enthalt.
Die Berechnung des aufdatierten Zustandsvektors und der zugehorigen Kofaktormatrix kann analog zu dem

in Anhang B aufgefihrten Algorithmus erfolgen.

Abbildung 12 zeigt zur Veranschaulichung des Modells die anhand der tatsachlichen Beobachtungen
berechnete Flache fur die Epoche 7 im Jahr 1994 (PHILIPP 2002). Die Geschwindigkeiten nehmen Werte
von ca. - 0,7 bis + 0,6 mm / Jahr an.

Die Sensitivitatsanalyse des Abschnittes 4.4.1 wird sich mit der Analyse der Flachenkoeffizienten unter dem
Einfluss der gemessenen Hbhen beschéftigen.

Darstellung der Flache

a0

Geschwindigkeiten im mda

10 0

Y-Achse der Kirche

-10 - X-Achse

Abb. 12: Polynomiale Flache fur Epoche 7 im Jahr 1994 (PHILIPP 2002)

4.2.3 Multisensorsystem zur Fahrzeugortung

Die Ortung ist eine Aufgabe, die sich — wie die zuvor beschriebene Uberwachungsaufgabe — mit bewegten
Objekten beschéftigt (z. B. MANSFELD 1998). Im Gegensatz zu Uberwachungsaufgaben befinden sich die
Objekte — in der Regel Fahrzeuge oder Flugzeuge — in deutlich schnellerer Bewegung. Wahrend sich zu
Uberwachende Objekte wie Bauwerke, Rutschhange oder gar tektonische Platten um Betrage im Millimeter-
bis Zentimeterbereich bewegen, kann bei der Ortung von Bewegungen im Bereich von Metern innerhalb von
Sekunden ausgegangen werden. Das nachfolgend beschriebene Modell tragt diesem Sachverhalt
Rechnung.
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Am Institut fur Anwendungen der Geodésie im Bauwesen der Universitat Stuttgart wurde in den letzten
Jahren eine Messplattform aufgebaut, die es erlaubt, verschiedenartige Sensoren zur kombinierten oder
integrierten Ortung von Fahrzeugen einzusetzen. Die Realisierung dieses Multisensorsystems inklusive
Synchronisation der Messwerte und Datenspeicherung soll nicht Gegenstand der Ausflihrungen sein. Es sei
beispielsweise auf GLASER u. SCHOLLMEYER (2004) oder SCHOLLMEYER (2003) verwiesen. Die
verwendeten Sensoren, ihre MessgrofRen, Auflosungen sowie Genauigkeiten sind Tabelle 8 (RAMM u.
SCHWIEGER 2004) zu entnehmen.

Tab. 8: Sensoren des Multisensorsystems und ihre Charakteristika (RAMM u. SCHWIEGER 2004)

Sensor Messdaten Auflésung Genauigkeit
GPS-Empfanger Y, X <1lm 1-3m
Radsensoren 4s, Aa 2 mm, 0,1 gon 0,4 %
Korr.geschw.sensor As 1,9 mm 0,1 %
Drehratensensor Aa 0,2°/s 0,3°/s

Man erkennt, dass nur der Global Positioning System (GPS) Empfanger absolute Koordinateninformationen
liefert und alle anderen Sensoren zum Teil redundante relative Informationen erzeugen. Korrelations-
geschwindigkeitsmesser und Radsensoren messen Uberfahrene Streckeninkremente; Drehratensensor und
Radsensoren ermitteln die Orientierungsanderungen. Es existiert folglich die Méglichkeit, mit Hilfe des
Instrumentariums die Koppelortung (z.B. HOFMANN-WELLENHOF et al. 2003) redundant durchzufuhren.
Besondere Wichtigkeit gewinnen die Sensoren zur Koppelortung, wenn der GPS Empfanger keine oder sehr
schlechte Satellitensignale empfangt. Die Genauigkeit der Positionsschatzung erreicht etwa die Genauig-
keitsangaben des im relativen Modus (DGPS) arbeitenden GPS Empfangers in Tabelle 8 (RAMM u.
SCHWIEGER 2004).

Die Auswertung der Messdaten erfolgt in einem kinematischen KALMAN-Filter, das alle Messwerte mit dem
Fahrzeugmodell zusammenfihrt. Das fur den Ansatz genutzte Fahrzeugmodell orientiert sich an einer
stationaren Kreisfahrt; dass heif3t, dass zwischen zwei Messepochen die Trajektorie des Fahrzeuges als
Kreisbogen approximiert und dass in diesem Zeitabschnitt eine konstante Geschwindigkeit vorausgesetzt
wird. Die stationdre Kreisfahrt ist eine in der Fahrzeugdynamik haufig eingesetzte Vereinfachung der fahr-
dynamischen Zusammenhéange (MITSCHKE u. WALLENTOWITZ 2004). Der im Rahmen dieses Abschnittes
eingesetzte KALMAN-Filter Ansatz baut auf AUSSEMS (1999) auf und wurde bereits in EICHHORN (2005),
KUHLMANN u. EICHORN (2003) sowie RAMM u. SCHWIEGER (2004) vorgestellt. STERNBERG (2000)
modelliert die Trajektorie des Fahrzeuges gleichfalls als stationdre Kreisfahrt, nutzt aber im Gegensatz zum
nachfolgend aufgefuihrten Ansatz zum Teil andere Mess- und Zustandsgrof3en.

Die Beobachtungen sind in diesem Fall die MessgréRen 1, der oben beschriebenen Sensoren in einer

beliebigen Epoche &

lk = A("{rad,k (4218)

mit  Yips s X gpsx GPS Koordinaten,

Aa,, . Orientierungsanderung aus Radsensormessungen,
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As,.., Streckeninkrement aus Radsensormessungen und

As,,., Streckeninkrement aus Korrelationsgeschwindigkeitsmessungen.

Dabei ist darauf hinzuweisen, dass die aus dem Drehratensensor abgeleitete Orientierungsdnderung
Aa,, . nicht dem Beobachtungsvektor zugeordnet ist, da sie in die Préadiktion eingeht (vergleiche (4.2.22)

und (4.2.23)). Die MessgroRe Aa,,,, wird als Stellgroe im Sinne des Algorithmus in Anhang B betrachtet

u, =Aa,,, (4.2.19)

Der Grund fur dieses Vorgehen ist die Uberwindung der Tragheit des KALMAN-Filters durch die Integration
einer MessgréR3e in die Pradiktionsgleichung.

Die Kofaktormatrix der Beobachtungen wird mit Hilfe der Informationen der Tabelle 8 aufgebaut. Das gilt
auch fur die Kofaktormatrix Q,, der StellgroBe u,, da auch diese originér als MessgréRe vorliegt. Zu
erwdhnen ist auBerdem, dass die Kofaktormatrix der Stellgrof3e auf Grund ihres skalaren Charakters zu

einer Varianz Juz entartet.

Der Zustandsvektor enthalt fir diese kinematische Anwendung nicht die Koordinaten, Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen wie in PELZER (1987) fur die Deformationsanalyse mittels KALMAN-Filter vor-
geschlagen. Zur Beschreibung des Bewegungsverhaltens eines Fahrzeuges hat sich — wie bereits zuvor
erwahnt — der Ansatz mittels Parametrisierung der stationaren Kreisfahrt als praktikabel erwiesen. Die Zu-

standsgrofRen &k lassen sich wie folgt aufschreiben

Y,

Yo =| .5 (4.2.20)
a,
v,

mit Y, , X, Fahrzeugkoordinaten,
o?k Orientierung des Fahrzeuges,

ﬁk Geschwindigkeit des Fahrzeuges.

Die Designmatrix A ergibt sich als verbindendes Element von Beobachtungsvektor 1, (4.2.18) und

Zustandsvektor y, (4.2.20)

10 0 0
01 0 0
a,
A=/0 0 1-— 0|, (4.2.21)
(P
00 0 At
00 0 At

mit Afr = 0,2 sec Epochenabstand,
a,,a,,, aufdatierte bzw. préadizierte Orientierungen der Epochen &, k +1.

Die Pradiktion erfolgt fiir die Koordinaten Y, , X, anhand des bereits angesprochenen Kreismodells, dass

mittels eines nicht-linearen und nicht-additiven Gleichungssystems fortgeschrieben wird
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§+1 _ )fk . co's O?Ak sin O:Jk . AY* -

X, X, —sinQ, cosc, AX "

AYE R-(1-cos(A,,, 1)) v, - At
= . und R=———.

axt) |\ Resin(Aa,,,)

(4.2.22)

Die préadizierten Koordinaten werden mit 17,( X ., bezeichnet. Anhand von Abbildung 12 wird die Definition

+1°

der lokalen Koordinatenanderungen AY" ,AX" und des Radius R des Kreises fiir das angesprochene
Kreismodell verdeutlicht.

. ke
Zeitpunkt t,, ; +
Xy
I A
1 O
1
-
R
R
% ty
(Y, X)
y (Y’ X)I\H
Z
Zeitpunkt t, Y
Kreismodell Transformation

Abb. 12: Kreismodell zur Pradiktion des Zustandsvektors (verdndert nach EICHHORN 2005)

Fir die Geschwindigkeit v, ,, und die Orientierung ¢, ,, ist der Zusammenhang linear

[c_kaJ — (dk + Aadre,kH] (4 2 23)
Vk+1 ")\k

Wie bereits zuvor beschrieben, geht die MessgréBe Aad,e,kﬂ als Stellgréie in die Pradiktionsgleichung ein.

Stellt man nun den oberen Teil der Gleichung (4.2.23) um, so ergibt sich

A

Ay, i = Oy — Oy (4.2.24)

Unter Nutzung der Matrix A (4.2.21), des Zusammenhanges (4.2.24) und des Algorithmus in Anhang B
kann abgeleitet werden, dass die Innovation d,, fir die Orientierung ¢,,, die Differenz zwischen den

beiden Messwerten fiir die Orientierungsénderung darstellt:

a, | _
dy =D, 40 _(1_ a j'akﬂ ’

od, =My~ T4, (4.2.25)

= da = Aarad,kﬂ - Aadre,k-H .
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a
_ k pva
d, =014 _(1_ — ]'alﬁ—l ,

(o7

Sd, =AA g~ Oy T O (4.2.25)
Sd, =A Ay

Die Pradiktion der Kofaktormatrix (vergleiche Anhang B) erfolgt mit Hilfe der zu linearisierenden Gleichungen
(4.2.22) und (4.2.23) (vergleiche EICHHORN 2005). Die Transitionsmatrix ergibt sich wie folgt

. sina, ., —sSina cosa, ., — COSq
1 0 9, -Ar- K+l ko _Af- K+l k
Acxd}e k+1 Acxd}e k+1
N cosa, ., — COSq sina, . —sina
T=|0 1 v, At s koAt kel k (4.2.26)
Aadre,kJrl Aadre,k+l
00 1 0
00 0 1

Zusétzlich sind die Einflisse der StellgroRe u, und der gleichfalls skalaren StérgroRe w, die hier als Stor-

beschleunigung aufzufassen ist, mit Hilfe der Matrizen B bzw. S zu beriicksichtigen (vergleiche Anhang B).
Fur die StellgroRenmatrix B gilt

- At{ sne, N cosa, ,, —coswk]

v, - 5
Al o i Al ria
B= Qk’At- Cosa, 4 _S|nak+12—S|nak . (4.2.27)
Ay 11 AQ g, 1
1

Anhand dieser Darstellung kann man erkennen, dass die StellgroRe u, keinen Einfluss auf die Pradiktion

der Geschwindigkeit v, hat.

Der Erwartungswert der Stérbeschleunigung W wird wie in Anhang B zu Null angenommen; die zugehérige

. 2 . .
Varianz o ist mittels

2
ol = (O,lﬂzj (4.2.28)
S

empirisch festgelegt. Der Einfluss der Varianz O'j auf die einzelnen zu préadizierenden Zustandsgré3en wird

mit der StorgroRenmatrix S modelliert:

At?
W (cose,,, —cosa, )
@ gre k41
At? o .
S=| ——-(sne,,, —sSne,) |. (4.2.29)
2:Al e
0
At

Alle weiteren hier nicht aufgefiihrten Rechenschritte werden analog zu Anhang B durchgefiihrt.
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Fur die Sensitivitdtsanalyse in den Abschnitten 4.3 und 4.4.2 werden nur 6 Epochen des Filters betrachtet,
um Ubersichtlichkeit zu gewahrleisten. Die AusgangsgréRen sind somit die Komponenten des aufdatierten
Zustandsvektors der 6. Epoche. Bereits bei 6 Epochen ergeben sich 36 EingangsgroRen, da der

Beobachtungsvektor 1, hierfur um die EingangsgréfRe Orientierungsénderung aus der Drehratenmessung
Aam’k zu erweitern ist. Aufgrund der Vielzahl an Eingangsgrof3en werden diese fir einen Teil der

Sensitivitdtsanalysen in Gruppen zusammengefasst. Es werden zwei Varianten der Gruppenbildung
umgesetzt: zum Einen werden jeweils alle Eingangsgrof3en einer MessgrofRe, zum Anderen werden jeweils
die Eingangsgrof3en einer Epoche zusammengefasst. In beiden Fallen befinden sich 6 Eingangsgrof3en in
einer Gruppe.

Fur viele GroRRen, die in der Fahrdynamik von Bedeutung sind, wie beispielsweise der Lenkradeinschlag-
winkel oder das Lenkmoment, ist nicht die Geschwindigkeit des Fahrzeuges, sondern dessen Zentripetal-

beschleunigung a, von entscheidender Wichtigkeit (MITSCHKE u. WALLENTOWITZ 2004)

~2 A A

v VoA v A
a.=-*1 mitRadius: R = *+— =4 . (4.2.30)
R Aa Oy — O,

Die Zentripetalbeschleunigung l&ésst sich folglich aus den aufdatierten Zustandsgré3en des KALMAN-Filters
ableiten. Fir die verschiedenen Fahrszenarien (siehe Abschnitt 4.4.2) sind Grenzwerte fir die Zentripetal-
beschleunigung beriicksichtigt. Nach MITSCHKE u. WALLENTOWITZ (2004) gilt, dass der Kraftschluss

durch den Haftbeiwert in seitlicher Richtung g, begrenzt wird und sich daher die maximale Zentripetal-

beschleunigung a_ (Max) zu
a,(max) = u, (max)- g (4.2.31)
mit g als Gravitationskonstante und z, (max) = 0,96

ergibt. a_(max) darf nicht tberschritten werden, damit der Gleitzustand fir das Fahrzeug vermieden wird.

Die Zentripetalbeschleunigung wird aufgrund ihrer Bedeutung fur die Fahrdynamik bei der Sensitivitats-
analyse in Abschnitt 4.4.2 zusatzlich zu den Zustandsgré3en betrachtet.

4.3 Gegenuberstellung der Sensitivitatsanalysemethoden

In diesem Abschnitt werden verschiedene Sensitivitdtsmafe zur Identifikation der Modelleigenschaften
gegenubergestellt, um die Entscheidung fiir eine Analysemethode in Abschnitt 4.4 zu treffen. Im Einzelnen

handelt es sich um die quadrierten normierten Regressionskoeffizienten ,Bl.z, die quadrierten normierten
Rangregressionskoeffizienten R,b’l.2 die Sensitivitatsindizes 1.0rdnung nach SOBOL SI.S‘”’ und FAST Sl.F“‘”

sowie die Gesamteffekte S5 und S,

Die Maoglichkeiten der einzelnen SensitivitditsmalRe werden zundchst anhand der in Abschnitt 4.2.2
vorgestellten exemplarischen Funktionen aufgezeigt. Anhand dieser Funktionen sollen die grundlegenden
Eigenschaften und Einsatzmdoglichkeiten, aber auch Schwierigkeiten der verschiedenen Sensitivitatsmalle
empirisch verdeutlicht werden. Fir die Funktionen Summe (4.2.1), kubische Summe (4.2.2) und Strecke

(4.2.4) wird eine Gleichverteilung im Intervall von O bis 1000 zur Simulation der Eingangsgréfen X, und
X, verwendet; fir die Sinussumme und die Kosinus-Exponentialfunktion die selbe Verteilung aufgrund der

trigonometrischen Funktionen im Intervall von 0 bis 2. Fur die S, und die R/, werden zuféllige Stich-

proben nach Abschnitt 2.4.2 generiert; fiir die anderen Indizes werden die methodenspezifischen Verfahren
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eingesetzt (vergleiche Abschnitte 2.4.2 und 2.4.5.3). Zusatzlich wurde der Stichprobenumfang variiert. Nach
den Zufallsprinzip wurden Stichproben mit den Umfangen 100,1 000, 10 000 und 100 000 generiert. Fir
SOBOLs und die FAST Methode mussten methodenspezifisch andere Stichprobenumfange festgelegt
werden. Minimaler Wert fiir die FAST Methode ist aufgrund Gleichung (2.4.79) 130, es folgen die Werte 994,
9986 und 99 986, die sich unter Nutzung der Abbildung 8 in Abschnitt 2.4.5.3 und der mdglichst geringen
Abweichung von den zuvor aufgefihrten Stichprobenumfangen. Bei der Methode nach SOBOL kann

aufgrund der Gleichungen (2.4.9) und des in SIMLAB festgelegtem minimalen u,, von 2*, ein minimaler

Wert von 96 genutzt werden, es folgen 768, 6 144 und 12 288. In den Abbildungen 13 bis 17 werden die
Ergebnisse fur die jeweiligen Sensitivitaitsmalie mit den jeweils hdchsten Stichprobenumfangen zusammen-
gestellt.

Die Beurteilung der Modelleigenschaften erfolgt auf Basis der bereits in Tabelle 5 in Kapitel 2.4.6
aufgefiihrten Bedingungen:

gl B? <1 = Nicht-Linearitat, (4.3.1)
éRﬂl.z <1 = Nicht-Monotonie, (4.3.2)
ésﬁ”” <1 = Nicht-Additivitat, (4.3.3)
> ST <1 = Nicht-Additivitt. (4.3.4)

i=1
Die ersten drei Abbildungen (13 bis 15) verifizieren auf empirischem Wege die theoretischen Eigenschaften
der einzelnen Sensitivitatsmalfe. Fir die lineare Funktion in Abbildung 13 ergeben sich durchgangig fast
identische SensitivitatsmaRe. Es sei an dieser Stelle erwahnt, dass die Regressionskoeffizienten £, mit

dem Rangregressionskoeffizienten R/, tibereinstimmen, die daher nicht dargestellt werden.

Fir die nicht-lineare, aber monotone Funktion ,kubische Summe®, fir die die Sensitivitdtsmale in
Abbildung 14 dargestellt sind, zeigt sich, dass die normierten Rangregressionskoeffizienten und die
Sensitivitatsindizes nach SOBOL und FAST geeignet ist, um ein quantitatives Mal3 zur Sensitivitdtsanalyse
zu liefern. Hervorzuheben ist an dieser Stelle, dass der normierte Rangregressionskoeffizient fur diese
Funktion tatséchlich ein zuverlassigeres Resultat als der normierte Regressionskoeffizient ergibt. Auf die

Darstellung von X, wird in Abbildung 14 verzichtet, da sich die numerischen Werte aller Sensitivitdtsmaiie
augrund des in (4.2.2) dargestellten funktionalen Zusammenhangs zu Null ergeben.

Vergleich der SensitivitditsmalRe / Summe

0,600—/|0,49970,50270,50170 499 0.501 0,500 |
0,500+
0,400

BFAST 1. Ord.
0,300 MSOBOL 1.0rd.
0,200 Regression
0,100+
0,000-

Abb. 13: SensitivitatsmaRe fur die exemplarische Funktion ¥ = X, + X,
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Vergleich der SensitivitatsmalRe /
kubische Summe

B FAST 1. Ord.
m SOBOL 1. Ord.

N Regression

Rangregression

Abb. 14: SensitivitatsmaRe fur die exemplarische Funktion ¥ = X, + X23 (X nicht dargestellt)

Vergleich der Sensitivitdtsmafle / Sinussumme

0.600

0.49070.500

|
-0.298
0.303 mSOBOL 1.0rd.
Regression
Rangregression

Abb. 15: SensitivitatsmaRe fiir die exemplarische Funktion ¥ =sin X, +sin X,

Abbildung 15 zeigt die Sensitivitdtsmalle einer weiteren additiven Funktion, der Summe zweier Sinus-
schwingungen. Hier wird offensichtlich, dass aufgrund des nicht-linearen und nicht-monotonen Charakters
des Zusammenhangs beide regressionsbezogenen Maf3e versagen. Die Summen der varianz-basierten
MafRe nach SOBOL oder FAST ergeben einen Wert von etwa Eins (z.B. FAST: 0,49 + 0,49 oder SOBOL.:
0,50 + 0,50) und sind daher zur quantitativen Abschéatzung der Sensitivitat geeignet.

Die fir die bisher vorgestellten Beispielfunktionen nicht gezeigten Gesamteffekte sind — bis auf ganz geringe
numerische Unsicherheiten — sowohl fir SOBOLs Methode und als auch fir die FAST Methode identisch mit
den jeweils entsprechenden Sensitivitatsindizes 1.0rdnung. Auch diese Identitat ist nach Abschnitt 2.4.6 ein
Kriterium, dass die Additivitat kennzeichnet.

Die Abbildungen 16 und 17 zeigen fur die nicht-lineare und nicht-additive, aber monotone Funktion, dass
zum Einen die Sensitivitatsindizes 1.0rdnung von denen der regressionsbasierten MalRe abweichen, zum
Anderen, dass eine Differenz zwischen 1.0rdnung und Gesamteffekt fir die varianz-basierten Maf3e vorliegt.
Die Differenzen fallen insgesamt gering aus, da der nicht-additive Charakter des Modells nicht ausgepragt
ist. Erwéhnenswert ist auRerdem die fiir diese Funktion sehr gute Ubereinstimmung zwischen den varianz-
basierten Sensitivitdtsmalien nach SOBOL und FAST.
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Vergleich der Sensitivitdtsmale / Strecke

B > ad >
0,50 NNz, NNz,

7

2

Z

AN

0,401

BFAST 1.0rd.
M SOBOL 1.0rd.
Regression

0,30+

0,20
Rangregression

0,101

0,00+

Abb. 16: Sensitivitatsmafe 1.0rdnung fiir die exemplarische Funktion ¥ = 4/ X7 + X2

Vergleich
1.0rdnung - Gesamteffekt / Strecke

P .
0607048 %48 052052 ( 490,480:52 %2
0,50-

0,40 B 1. Ordnung FAST
1. Ordnung SOBOL
B Gesamteffekt FAST

HE Gesamteffekt SOBOL

0,30+

0,20+

0,101

0,00+

x1 X2

Abb. 17: SensitivitatsmaRe 1.0rdnung und Gesamteffekte; Funktion ¥ = 1/ X + X2

Vergleich der Sensitivitdtsmaflie /
Kosinus-Exponentialfunktion

70,302

0,350+

BFAST 1.0rd.
M SOBOL 1.0rd.
Regression

Rangregression

Abb. 18: SensitivitatsmaRe 1.0rdnung fiir die Funktion ¥ = cos(X,)-e *2
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Vergleich
1.0rdnung - Gesamteffekt /
Kosinus-Exponentialfunktion

/_ 1,00071,013

1,200+
1,000+ 0,682-0,690—
0,800 | B 1.0rdnung FAST
0,60010,317-0,302 M 1.0rdnung SOBOL
0,400+ B Gesamteffekt FAST
0,200+ 0,001 H Gesamteffekt SOBOL
0,000 ‘ ‘
0,200 L« I S 0,021 N

x1 x2

Abb. 19: SensitivitatsmaRe 1.0rdnung und Gesamteffekte; Funktion Y = cos(.X,) - e

Die letzte Beispielfunktion, die in den Abbildungen 18 und 19 prasentiert ist, ist eine nicht-additive und
zusétzlich nicht-monotone Funktion. Es fallt auf, dass fiir diese Kosinus-Exponentialfunktion die regressions-
bezogenen Male, wie in Gleichung (2.4.15) dargestellt, keine interpretationsfahigen Resultate angeben.
Aber auch die Summe der varianz-basierten Methoden ergibt keinen Wert von Eins; SOBOLs Methode

liefert sogar nicht realistische negative Sensitivitatsindizes fir X, . Hier wird es folglich unverzichtbar, die
Gesamteffekte zur zusétzlichen Beurteilung heranzuziehen. Insbesondere gewinnt X, erst aufgrund der
Effekte 2.0rdnung an Bedeutung. Wirde man nur den Sensitivitatsindex 1.0rdnung betrachten, so ware
man davon ausgegangen, dass X, keinen Einfluss hat. Dieses entspricht offensichtlich nicht der Realitat.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass nur die varianz-basierten Sensitivitdtsanalysemethoden

unabhéangig von den Modelleigenschaften quantitative Sensitivitdtsaussagen ermoglichen. Dabei sind
auch die Effekte héherer Ordnung zu beriicksichtigen. Das Verfahren nach SOBOL und die FAST Methode

unterscheiden sich dabei nicht signifikant.

Strecke / FAST 1.0rdnung /
verschiedene Stichprobenumféange
1,000+ —
0,8001" |p 483
0,600 — = = = Bx2
0,400 NX1
0.200 10,482 0,482 0,483 0,484
0.000 DN\ & & &
' 130 994 9986 99986

Abb. 20: Konvergenzverhalten der FAST 1.0rdnung; Funktion ¥ = / X7 + X7
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Kosinus-Exponentialfunktion /
SOBOL 1.0rdnung /
verschiedene Stichprobenumfange

0,400

0,200¢" | o,slsl 0,302I
1 1 LTI LT
QXN L 00108 0,021

0,000 X2
-0,200 mX1

-0,400

-0,600

96 768 6144 12288

Abb. 21: Konvergenzverhalten fiir die SOBOL 1.0rdnung; Funktion ¥ = C0OS(.X) e

Neben der Entscheidung fur ein Sensitivitdtsmalfd soll untersucht werden, inwieweit der Stichprobenumfang
das Ergebnis beeinflusst. Im Gegensatz zu der bisherigen Darstellung werden in den Abbildungen 20 und 21
die einzelnen Sensitivitatsindizes Ubereinander angeordnet, so dass direkt Uberprift werden kann, ob die fur
die Additivitat maf3geblichen jeweiligen Summenwerte von 1 erreicht werden. Dabei ist auf das exzellente
Verhalten der FAST - Methode hinzuweisen. Fir fast alle Funktionen andern sich die Sensitivitdtsmale mit
aufsteigendem Stichprobenumfang nur unwesentlich. Man kann in der Folge bei fast allen Funktionen den
geringsten Stichprobenumfang von 130 wahlen und macht einen maximalen Fehler fir die Sensitivitdétsmafie

von 1,5 %. Abbildung 20 zeigt das Konvergenzverhalten fir die Funktion Y =w/X12 +X22 . Die Methode

nach SOBOL konvergiert langsamer; sie benétigt in der Regel einen Stichprobenumfang von 768, um einen
Fehler kleiner 2 % zu erreichen. Abbildung 21 zeigt den Ausnahmefall fir die nicht-additive, nicht-monotone
Kosinus-Exponential-Funktion. Hier erweist sich SOBOLs Methode als unzuverlassig; es ist ein grof3er
Stichprobenumfang notwendig.

Zusammenfassend betrachtet zeigt die FAST Methode das schnellere und zuverldssigere
Konvergenzverhalten und soll daher fiir die folgenden varianz-basierten Untersuchungen genutzt
werden.

Die Aussage zum Stichprobenumfang ist nicht auf jede andere Funktion oder ein beliebiges komplexes
Modell zu Gbertragen. Sie ist jeweils anhand der zu analysierenden Modelle empirisch zu Uberprifen.

Die in Abschnitt 4.2.3 und 4.2.4 vorgestellten Modelle werden im nachfolgenden Text bezliglich Sensitivitats-
analysemethode und Stichprobenumfang analysiert. AuRerdem sind die verschiedenen Varianten zur

Generierung von Stichproben wie das Latin-Hypercube-Sampling (LHS) oder die LP.—Sequenzen auf ihre

Eignung hin zu tberprifen.

Zunachst wird das kinematische KALMAN-Flachenfilter, das in Anschnitt 4.2.3 umfassend beschrieben
wurde, der Analyse unterzogen. An dieser Stelle soll nur die Eignung einer Sensitivitatsanalysemethode
gezeigt werden und letztendlich eine Entscheidung fur eine der Methoden herbeigefihrt werden.

Die Untersuchungen beschranken sich aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf 4 Epochen mit jeweils 13
gemessenen Hohen. Insgesamt liegen somit 52 Eingangsgréfen vor. Fir die nachfolgenden Ausfuhrungen
wird fir jede EingangsgroRe eine Gleichverteilung im Intervall von —3cm bis +3cm simuliert, da gréere
Bewegungen zwischen zwei Epochen nicht zu erwarten sind. Um einen Einblick in das Verhalten des
linearen Modells zu erhalten, werden zufallige Stichproben der Umfange 100 und 1000 generiert, sowie LHS
Stichproben des Umfangs 1000. Beide Methoden zur Stichprobengenerierung werden zur Regressions- und
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zur Rangregressionsanalyse genutzt. Die Ergebnisse der Rangkorrelationsanalyse werden nicht présentiert,
da sie sich nur unwesentlich von denen der Regressionsanalyse unterscheiden.

Um das Modellverhalten zu beurteilen, werden die Quadratsummen aller normierten Regressions- bzw.
Rangregressionskoeffizienten berechnet. Vergleichend wird die Summe der FAST Indizes 1. Ordnung
gebildet. Daflr werden die gemessenen Hohen der 4 Epochen fir jeden Punkt zu einer Gruppe
zusammengefasst. Die Stichprobengréen werden mit 845, 9 295 und 99 710 festgelegt, wobei 845 den
minimalen Stichprobenumfang bei 13 Eingangsgrof3en bzw. Eingangsgrof3engruppen darstellt. An dieser
Stelle erkennt man den Vorteil der Bildung von Eingangsgroengruppen: die Reduktion des Stichproben-
umfangs und damit des Rechenaufwands. Auf die Nutzung der Methode nach SOBOL wird verzichtet, da sie
theoretisch die gleiche Aussage wie die FAST Methode liefern wiirde und auRerdem die FAST Methode, wie
anhand vorstehender Beispiele gezeigt wurde, in der Regel schneller konvergiert.

Die AusgangsgrofRen sind die 6 Parameter z, bis z., die die in Abschnitt 4.2.3 vorgestellte Geschwindig-

keitsflache parametrisieren. Exemplarisch sind fiir den Parameter z; die verschiedenen Quadratsummen

und Summen in Abbildung 22 graphisch dargestellt; die Zusammenfassung fir alle 6 Parameter ist in
Tabelle 9 aufgefiihrt. Die Abkirzung ,Zuf* steht dabei fur die zufallige Stichprobengenerierung; LHS und
FAST sind selbsterklarend. Da nur Aussagen beziiglich der Modelleigenschaften gewonnen werden sollen,
werden Abbildung 22 nur die Summen beziehungsweise Quadratsummen der Sensitivitdtsmalie dargestellt.
Diese erlauben eine Entscheidung beziglich der Modelleeigenschaften auf Basis der Bedingungen (4.3.1)
und (4.3.4).

Flachenfilter - Parameter Z3

1,40 125971181

1,20,09731.021 0,045 =g 0,984 1,012
1,00
0,80+
0,60-
0,401
0,201

0,00-

SRS I CREAN
SRS S £ K g
\2‘6 2 R Y Q > )
TV RN

& E s
SR e

Abb. 22: Verschiedene Sensitivitatsanalysemethoden und Stichprobengenerierungen; Parameter z,

Aus der hier aufgefiinrten Analyse ergibt sich kein klares Bild bezlglich des Modellverhaltens. Das Modell
erreicht ndherungsweise sowohl additive als auch lineare Eigenschaften, da die Summen beziehungsweise
Quadratsummen der SensitivitditsmaRe nur in geringem Umfang von Eins abweichen. Abbildung 22 zeigt,
dass sich die Summen mit gro3eren Stichprobenumfang — insbesondere fiir die FAST Methode — verandern.
Kleine Stichprobenumfénge liefern folglich keine korrekten Ergebnisse.
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Tab. 9: SensitivitdtsmalBe verschiedener Sensitivitdtsanalysemethoden fiir das Fldchenfilter

Parameter > B >

LHS 100 | LHS 1000 Zuf 100 Zuf 1000 845 9 295 99 710
Z0 0,938 0,954 0,947 1,043 2,291 0,935 0,956
Z1 1,057 1,025 0,737 0,986 1,412 1,154 0,997
z2 1,221 1,103 0,986 1,052 1,591 1,006 0,977
Z3 0,973 1,021 1,259 0,945 1,181 0,984 1,012
Z4 0,801 1,006 1,038 0,976 1,514 1,076 0,979
Z5 0,850 0,957 0,913 0,968 1,042 0,993 1,021

Da empirisch nicht eindeutig geklart ist, ob das kinematische Flachenfilter tatsédchlich additiv oder
sogar linear ist, wird in den nachfolgenden Untersuchungen des Abschnittes 2.4.1 die erweiterte
FAST Methode eingesetzt.

Auf diese Weise kann sichergestellt werden, dass die Ergebnisse immer korrekt sind, da auch nicht-additive
Modelle mit Hilfe der Gesamteffekte analysiert werden kénnen. AuBBerdem kann auf diese Weise die Strate-
gie, EingangsgréBen zu Gruppen zusammenzufassen und damit die Anzahl der EingangsgréBen zu reduzie-
ren, verfolgt werden (vergleiche Abschnitt 2.4.5.6). Zusétzlich ist bei der Sensitivitdtsanalyse in Kapitel 4.4.1
ein mdglichst groBer Stichprobenumfang zu bericksichtigen, da das Konvergenzverhalten nicht geklart ist.

Zum Abschluss dieses Kapitels soll ein erster Einblick in das kinematische KALMAN-Filter zur
Trajektorienbestimmung, der in Abschnitt 4.2.4 vorgestellt wurde, gegeben werden. An dieser Stelle wird
gezeigt, welche Sensitivitdtsanalysemethode zu bevorzugen ist und welcher Stichprobenumfang zur Analyse
anzustreben ist. Zugleich werden die allgemeinen Modelleigenschaften betrachtet.

Um eine Uberschaubare Anzahl an EingangsgréBen zu erhalten, wird ein Filterverlauf von 6 Epochen
analysiert. Dabei fallen pro Epoche 6 EingangsgréBen an. Es ergeben sich daher 36 EingangsgréBen. Die
AusgangsgroéBBen sind die 4 in Abschnitt 4.2.4 vorgestellten ZustandsgréBen. Zur allgemeinen Evaluierung
des Filteransatzes werden hier die am Institut fir Anwendungen fir Geodasie im Bauwesen vorliegenden
empirisch gewonnenen Daten fur das in Abschnitt 4.2.4 vorgestellte Multisensorsystem genutzt. Dabei
werden gleichverteilte Werte angenommen. Die Intervallwerte fir die Gleichverteilung sind nachfolgend
angegeben und beziehen sich auf Epochenabstande von 0,2 Sekunden:

Orientierungsénderungen A¢,,, und A, : -0,1 bis +0,1 rad,
Streckeninkremente As, , und As,  : 0 bis 4 m,
Koordinatendifferenzen AY und AX : -3,5 bis + 3,5 m.

Die Sensitivitdtsanalyse wird mittels Regressionsanalyse, Rangregressionsanalyse und FAST Methode
durchgefihrt. Auf die Methode nach SOBOL wird aus dem selben Grund wie beim kinematischen
Flachenfilter verzichtet. Zusatzlich werden verschiedene Stichprobenumféange und Stichprobengenerierungs-
algorithmen verglichen. Die rein zuféllige Stichprobengenerierung wird mit den Umfangen 100, 1 000, 10 000

und 100 000 umgesetzt. Zum Vergleich werden auch die Methoden LHS und LP, mit dem Umfang 1 000

beziehungsweise 1 024 realisiert. Mit den bisher genannten Methoden kdénnen sowohl die normierten
Regressionskoeffizienten als auch — nach der Rangtransformation — die normierten Rangregressions-
koeffizienten berechnet werden. Auf die Darstellung der Ergebnisse fir die normierten Rangregressions-
koeffizienten wird verzichtet, da sie wiederum mit denen der normierten Regressionskoeffizienten
zusammenfallen. Fur die FAST Methode werden die Stichprobenumfédnge 9828 und 99 972 gewaéhlt.
AuBBerdem wird aufgrund der hohen EingangsgréBenanzahl die FAST Methode zuséatzlich mit 2 Varianten,
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die jeweils eine Gruppenbildung fur die Eingangsgrofen enthalten, umgesetzt. Zum Einen werden alle
Beobachtungen einer Beobachtungsart, wie zum Beispiel die sechs A« , zu einer Gruppe zusammen-

gefasst, zum Anderen werden alle Beobachtungen einer Epoche zu einer Gruppe zusammengefasst. In
jedem der beiden Varianten ergeben sich 6 Gruppen mit jeweils 6 EingangsgrofRen. Abbildung 23
verdeutlicht die beiden Varianten der Gruppenbildung.

Yips Xors aa,,, 45,4 Asy, Aa,,
Epoche 1 Yopsa| Xopsa | Awar| Braan | Biora | A%uen
Epoche 2 Yopsa | Xopsa | A0uaz| Braaa | Wiorz | Aure2
Epoche 3 Yopsa | Xorsa | A%z | Braas | Wiors | Ayes
Epoche 4 Yorsa | Xorsa | A%aaa| BSruga | ASpora | A%ya
Epoche 5 Yopss | Xorss | Aaas | Braas | Wiors | Ayes
Epoche 6 Y GPS .6 X GPS 6 Aamd,e As rad 6 As kor,6 Aadre,ﬁ

Abb. 23: Gruppenbildung beim Trajektorienfilter fir die FAST Methode

Von den fir die FAST Methode erzeugten Stichprobenumféangen werden nur die 9 750 dargestellt, da die
darunter liegenden Werte keine aussagekraftigen Ergebnisse liefern. Fur die Abbildungen 24 bis 27 gelten
die folgenden Abklrzungen: zuféllige Stichprobengenerierung ,Zuf‘, ,LHS" steht fir das Latin Hypercube

Sampling und ,LPT“ fir die LP - Sequenzen. ,FAST“ steht fir die FAST Indizes 1.0rdnung und ,FAST

Beo" bzw. ,FAST Ep" stehen fiir der Beobachtungsgruppen- bzw. Epochengruppenbildung der FAST Indizes
1.0rdnung. Hier sind wiederum jeweils die Summen beziehungsweise Quadratsummen der Sensitivitats-
malie dargestellt, um auf Basis der Bedingungen (4.3.1) und (4.3.4) eine Entscheidung beziglich der
Modelleigenschaften zu erméglichen.

Die Regressionsanalyse zeigt, dass ein Stichprobenumfang von 100 offensichtlich nicht ausreicht, um
konvergierende Ergebnisse zu erzeugen. Dagegen sind 1000 Stichprobenwerte unabhangig von der Stich-
probenerzeugungsmethode ausreichend, um fir die regressionsbasierten Methoden konvergierende
Resultate zur erzeugen. Fiur die FAST Methode ist offensichtlich eine deutlich gréRere Stichprobe erforder-
lich, um konvergierende Ergebnisse zu erhalten. Die hohe Anzahl der Eingangsgrof3en verlangsamt, wie
beim kinematischen Flachenfilter, die Konvergenzgeschwindigkeit.
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Trajektorenfilter / Orientierung
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Abb. 24: Identifikation der Modelleigenschaften fir die Ausgangsgrofie Orientierung

Trajektorienfilter / Geschwindigkeit
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Abb. 25: Identifikation der Modelleigenschaften fir die Ausgangsgrof3e Geschwindigkeit

Die Quadratsummen der normierten Regressionskoeffizienten (Zuf, LHS und LPT) weisen fur die
Orientierung (Abbildung 24) Werte deutlich kleiner Eins auf. Diese numerischen Werte zeigen ein nicht-
lineares Verhalten auf. Fir die Koordinaten (Abbildungen 26 und 27) und die Geschwindigkeit (Abbildung
25) ist dieses nicht so deutlich ausgepragt; die Quadratsummen liegen hier naher an dem Linearitat
anzeigenden Wert Eins. Aul3erdem ist festzustellen, dass fur die Koordinaten ein fast additives Modell
ausgewiesen wird. Dieses spiegelt sich in den FAST Indizes 1.0rdnung wieder, die Werte gréRer 0,9
erreichen. Fur die Orientierung liegen diese Werte zwischen 0,6 und 0,9, was auf eine deutlich stéarkere
Nicht-Additivitat hinweist. Auffallend ist das Geschwindigkeitsverhalten. Es ist als additiv anzusehen, da die
Summen der FAST Indizes 1.0Ordnung nur geringfligig von dem Wert Eins abweichen. Die nicht
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dargestellten normierten Rangregressionskoeffizienten weichen von den normierten Regressions-
koeffizienten nur geringfiigig ab, so dass ein monotones und additives Modell ausgeschlossen werden kann.

Trajektorienfilter / Y - Koordinate

096 194097

0,86 ' u | ﬂ

S 000 S Py ,\<o° ,\<o°
S %\, PN $ SN
PSS E P é\ A

v DRSNS

&«

Abb. 26: Identifikation der Modelleigenschaften fir die AusgangsgréfRe Y—Koordinate

Trajektorienfilter / X - Koordinate

0,80+
0,60+
0,40+

0,20+

Abb. 27: Identifikation der Modelleigenschaften fiir die Ausgangsgréf3e X-Koordinate

Die Gruppenbildung innerhalb der FAST Methode hat fiir die Geschwindigkeit und die Koordinaten keine
Auswirkung auf die dargestellten Summen. Fir die Orientierung wird deutlich, dass die Beobachtungs-
gruppenbildung einen gréReren Summenwert erreicht und die Epochengruppenbildung diesen weiter bis auf
0,9 ansteigen lasst. Dieses lasst sich wie folgt interpretieren: die gegenseitige Beeinflussung der Eingangs-
gréRen, mit anderen Worten der nicht-additive Modellcharakter, wird durch die Gruppenbildung geringer, da
die Beeinflussungen innerhalb einer Gruppe berlcksichtigt werden. In den Sensitivitatsindizes 1.0rdnung
sind fiir die FAST ohne Gruppenbildung alle Effekte héherer Ordnung nicht enthalten. Dagegen sind in den
Sensitivitatsindizes 1.0rdnung fir die Beobachtungsgruppen nur Effekte héherer Ordnung zwischen den
verschiedenen Beobachtungsgruppen vernachlassigt; fur die Epochengruppen gilt dasselbe beziiglich inter-
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epochaler Abhangigkeiten. In der Folge kann festgestellt werden, dass das nicht-additive Modellverhalten
zum Uberwiegenden Teil aus den funktionalen Verknipfungen zwischen den Epochen begriindet ist.

Zu erkennen ist auBerdem, dass die Resultate der FAST Methode ohne Gruppenbildung einen sehr hohen
Rechenaufwand (u =99972) bedingen, bevor sie — zumindest fur die nicht-additive Ausgangsgrofie
Orientierung — Resultate erbringen, die als zuverlassig eingestuft werden kdnnen. Dieses ist auf die hohe
EingangsgroRenanzahl zurtickzufuhren.

Insgesamt léasst sich fur das Trajektorienfilter fur die in Abschnitt 4.4.2 durchzufihrende detaillierte
Sensitivitdtsanalyse ganz allgemein das Folgende feststellen:

e die erweiterte FAST Methode ist einzusetzen, da das Modell nicht-additiv ist,

e Nicht-Linearitat und Nicht-Additivitat sind fur die Zustandsgrée Orientierung am stérksten aus-
gepragt,

e die Gruppenbildung bei der FAST ist aufgrund des besseren Konvergenzverhaltens und der
erhdhten Aussagekraft zu bevorzugen.

4.4 Sensitivitatsanalyse der Anwendungsbeispiele
4.4.1 Kinematische Hohenlberwachung

In Abschnitt 4.3 fiel die Entscheidung bei dem Flachenfilter auf die Sensitivitatsanalysemethode FAST mit
maoglichst hohem Stichprobenumfang. Um den Rechenaufwand nicht ansteigen zu lassen, wird die in
Abschnitt 4.3 genutzte Stichprobenanzahl von 99 710 beibehalten. Die Stichprobengenerierung erfolgt, wie
in Abschnitt 4.3, mit einer Gleichverteilung im Intervall von -3 bis +3 cm.

Im Gegensatz zur Sensitivitdtsanalyse im Sinne der Ingenieurgeodasie (vergleiche Abschnitt 3.2) soll hier
kein deterministisches Deformationsmodell vorgegeben werden. Es wird aber davon ausgegangen, dass die
zu erwartenden Deformationen mit der Geschwindigkeitsflache (Abschnitt 4.2.2) modelliert werden kénnen.
Die Sensitivitatsanalyse beschéftigt sich mit dem Einfluss der Varianzen der gemessenen Hoéhen auf die

Varianzen der einzelnen Parameter z; .

FAST 1.0rdnung Punkt 203
Geschwindigkeitsflache m Punkt 202
Punkt 201
1,2- B Punkt 200
11 N Punkt 119a
0.8 m Punkt 101a
06 Punkt 106a
oal Punkt 126
= Punkt 124
0,21 B Punkt 121
ol Punkt 114
2 . - 73 24 - Punkt 111
Punkt 105a

Abb. 28: FAST Indizes 1.0rdnung fur die Parameter der Geschwindigkeitsflache
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Wirde man alle 52 EingangsgrdéBen (vergleiche 4.2.2) individuell bericksichtigen, so wéare der gesamte
Analyseprozess nicht Uberschaubar und vor allem sehr schwer interpretierbar. Wichtig ist fir den Analysten
vor allem, den Einfluss eines Punktes auf einen Parameter abzuschéatzen. Aus diesem Grund werden die
jeweils in 4 Epochen gemessenen Hohen eines Punktes zu einer Eingangsgré3engruppe zusammen-
gezogen. Es verbleiben folglich 13 EingangsgréBengruppen, deren Namensgebung anhand der jeweiligen

FAST FAST
Si STi

Punktnummer erfolgt. Die FAST Indizes 1.0rdnung und die Gesamteffekte werden in den

Abbildungen 28 und 29 prasentiert. Fir ein additives Modell gilt dabei die folgende Beziehung

ZSiFAST — és][:;AST — 1 )

i=1

(4.4.1)

FAST Gesamteffekt
Geschwindigkeitsflache

NPunkt 203
[ Punkt 202
A Punkt 201
B Punkt 200
NPunkt 119a
B Punkt 101a
M Punkt 106a
A Punkt 126
EPunkt 124
B Punkt 121
EPunkt 114
75 E Punkt 111
EPunkt 105a

1,4+
1,21

0,81
0,6
0,44
0,24

Abb. 29: FAST Gesamteffekte fiir die Parameter der Geschwindigkeitsfldche

Die Gegenuberstellung der Indizes 1.0rdnung und der Gesamteffekte deutet auf ein in geringen Maf3e nicht-
additives Modell hin. Da die Abweichungen von der Additivitat gering sind, kénnen die Unterschiede jedoch
auf Schwierigkeiten im Konvergenzverhalten zurtickzuflihren sein (vergleiche Abschnitt 4.3).

Kommt man nun zur Sensitivitdtsanalyse im urspriinglichen Sinne der varianz-basierten Sensitivitatsanalyse,
so ist der Einfluss der Varianz der EingangsgréBen auf die Varianz der Ausgangsgréf3en zu analysieren. In
diesem Anwendungsfall ist also der Einfluss der in 4 Epochen gemessenen Hbhen auf die Parameter der
Geschwindigkeitsflache zu analysieren. Man erkennt, dass zum Einen nicht alle Punkte vergleichbare Ein-
flusse aufweisen und dass zum Anderen die Einflisse nicht bei jedem Parameter auf dieselben gemessenen
Hoéhen zuriickzufihren sind. Tabelle 10 fihrt die numerischen Werte der groBten Gesamteffekte fur die
einzelnen EinflussgréBengruppen in absteigender Reihenfolge auf.

Tab. 10: Gesamteffekte der gemessenen Héhen flir die Parameter der Geschwindigkeitsfliche

Z0 Z1 z2 Z3 Z4 Z5
SFAST o o |105a:0,26 | 203: 0,34 201: 0,21 201: 0,34 119a: 0,25 111: 0,29
T " 1126: 0,22 203: 0,23 200: 0,22
111: 0,20

S;AST > 0,1 106a: 0,16 | 202: 0,18 203: 0,18 202: 0,19 105a: 0,19 126: 0,19
' 119a: 0,13 |[111:0,18 119a: 0,14 202: 0,17 201: 0,19
200: 0,10 201: 0,16 121: 0,13 203: 0,13 114: 0,12

114: 0,12 202: 0,12 111: 0,13

105a: 0,11 121: 0,13

106a: 0,10
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Insgesamt fallt anhand der Tabelle 10 und der Abbildungen 28 und 29 auf, dass — bis auf fur den Parameter
z, — vor allem die Punkte an den Ré&ndern des zu iiberwachenden Bereichs (vergleiche Abbildung 11 in

Abschnitt 4.2.2) den groRten Einfluss auf die Varianz der Parameter haben. Das ist nicht Uberraschend, da
sie Uber die schwerpunktbezogenen Koordinaten in Gleichung (4.2.14) Einfluss auf die Parameter nehmen.
Erwahnenswert ist, dass Punkte mit extremen X-Koordinaten tendenziell vor allem die Varianzen des

Parameters z, und mit Abstrichen die des Parameters z, beeinflussen. Dagegen werden die nur von Y-

Koordinaten beeinflussten Varianzen der Parameter z, und z; mittels der Punkte mit extremen Y-Koor-
dinaten gestitzt. Ein eindeutiger Zusammenhang kann jedoch nicht festgestellt werden. Die sowohl von X-
als auch von Y-Koordinaten beeinflusste Varianz des Parameters z, wird von vier Punkten (201, 203, 111

und 202) wesentlich beeinflusst (Tabelle 10), die mit Ausnahme des Punktes 111, der den Punkte 200
ersetzt, die Eckpunkte des Untersuchungsgebietes darstellen. Bei dem nicht von den Koordinaten abhén-

gigem Parameter z, sind die Unterschiede der Einfliisse der Eingangsgrof3en geringer. Den gro3ten Ein-
fluss haben hier Punkte, die in der N&he des Schwerpunktes der Koordinaten liegen.
Um die Genauigkeit der Bestimmung der Geschwindigkeitsflachenparameter zu steigern, sind die

Ho6hen der Punkte 105a, 111, 119a, 126, 201 und 203 genauer zu bestimmen, da diese in Tabelle 10
die hochsten Sensitivitditsmale zugewiesen bekommen.

A «
113 W
114
201 111 *
200
116a 110 -
108
117 107
106a
119
[ J
130
106
Su
119a ds
S eit
eit
o e 105a
120a
®. 105b
105
121 104
122 103
estseite 10la / /
127
126 127a
B2
Sensitive
Héhenmesspunkte

P v

Abb. 30: Stiftskirche Herrenberg und sensitive Hohenmesspunkte
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4.4.2 Multisensorsystem zur Fahrzeugortung

Nachdem in Abschnitt 4.3 gezeigt wurde, dass zur Sensitivititsanalyse zur Fahrzeugortung die FAST
Methode mit Gruppenbildung zu priorisieren ist, wird hier nur diese Methode betrachtet. Allerdings werden
hier vor allem die Gesamteffekte untersucht, da — wie gleichfalls in 4.3 erkannt wurde — das Modell nicht-
additive Eigenschaften aufweist.

Im Gegensatz zum rein zufélligen Streuen der Messwerte innerhalb der vorgegebenen Intervalle in Abschnitt
4.3 werden in diesem Abschnitt verschiedene Fahrszenarien simuliert. Die Szenarien werden in die Klassen
Geradeausfahrten und Kurvenfahrten eingeteilt; eine weitere Unterteilung erfolgt beziiglich der Geschwindig-
keit beziehungsweise der Beschleunigung. Tabellen 11 und 12 geben systematisierende Ubersichten.

Tabelle 11 stellt fur Geradeausfahrten verschiedene Szenarien bezlglich konstanter Geschwindigkeit,
konstanter Beschleunigung beziehungsweise konstantem Abbremsen sowie Wechsel zwischen den
genannten Szenarien dar. Fur die Kurvenfahrten in Tabelle 12 wird durchgéngig von einer konstanten
Geschwindigkeit, folglich einer stationaren Kreisfahrt, ausgegangen. Es werden unterschiedliche Radien und
unterschiedliche Geschwindigkeiten simuliert, um Fahrten mit gleichen Radien, aber verschiedenen
Geschwindigkeiten, sowie mit gleichen Geschwindigkeiten und unterschiedlichen Radien gegenulberstellen
zu kbénnen. Zusétzlich werden Fahrszenarien simuliert, die der maximal mdglichen Zentripetalbeschleu-
nigung sehr nahe kommen (vergleiche (4.2.30) und (4.2.31)). Fur einige Radien kann dieser Grenzwert nicht
erreicht werden, da die hierfurr benétigte Geschwindigkeit vom Kraftfahrzeug nicht gefahren werden kann.

Tab. 11: Uberblick (iber die Geradeausfahrten

Bezeichnung Charakterisierung Geschwindigkeit Beschleunigung
A1l konstante Geschwindigkeit 56m/s -

A2 konstante Geschwindigkeit 139m/s -

A3 konstante Geschwindigkeit 278m/s -

B1 konstante Beschleunigung Om/sinEp.1 5m/s’

B2 konstante Beschleunigung Om/sinEp.1 10m/s°

B3 konstante Beschleunigung Om/sinEp.1 25m/s°

C1 konstantes Abbremsen Om/sinEp.6 -5m/s®

Cc2 konstantes Abbremsen Om/sinEp.6 -10m/s?

C3 konstantes Abbremsen Om/sinEp.6 -25m/s°

o el e EESIEONG| 5 /s abEp.o | 25m /s bisEp.3
D2 conatonton Goschundigkar | 15m/sabEp.3 | -25m/s’ bis Ep.3
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Tab. 12: Uberblick (iber die Kurvenfahrten

Bezeichnung Radius [m] Geschwindigkeit [m/s] | Zentripetalbeschleunigung [m/s?]
K1 10 5,6 3,14
K2 22 13,9 8,82
M1 100 5,6 0,31
M2 100 13,9 1,93
M3 100 17,6 3,09
M4 100 27,8 7,73
G1 1000 5,6 0,03
G2 1000 13,9 0,19
G3 1000 17,6 0,31
G4 1000 27,8 0,77

Neben der Deterministik ist die Stochastik der Beobachtungen festzulegen. Hier werden die Genauigkeiten
nach RAMM u. SCHWIEGER (2004) als Standardabweichungen einer Normalverteilung eingefihrt. Unter

Berlicksichtigung der Angaben in Tabelle 8 in Abschnitt 4.2.3 und einer Kovarianzfortpflanzung fur A« ,

und As, , (CZOMMER 2001) ergeben sich:

Aa,, =0,0010rad, A, , =0,0138rad, As,, =0,004m, As, , =0,0113m, AY =AX =2,0m.

Fur die Abbildungen und die Ausfihrungen dieses Abschnittes gelten die folgenden Abkilirzungen fur die
Eingangsgréfen:

e Y-Koordinate aus DGPS Messungen Y-GPS,
e X-Koordinate aus DGPS Messungen X-GPS,
e Orientierungsanderung aus Radsensoren da-Rad,
e Orientierungsédnderung aus Drehratensensor da-Dreh,
e Streckeninkremente aus Radsensoren ds-Rad,

e Streckeninkremente aus Korrelationsgeschwindigkeitsmesser ds-Korr.

Die nachfolgenden Abbildungen zeigen bis auf Abbildung 31 den Einfluss der einzelnen EingangsgréBen auf
die Varianzen der AusgangsgrdoBen unter Nutzung der FAST Gesamteffekte (erweiterte FAST). Dieses ist
der Prasentation der Indizes 1.0rdnung vorzuziehen, da bereits in Abschnitt 4.3 gezeigt wurde, dass es sich
beim Trajektorienfilter um ein nicht-additives Modell handelt. Dargestellt werden in einer Saule jeweils die
SensitivitditsmalBe fur eine Ausgangsggrée. Zur Beurteilung der Additivitat kann fir jede AusgangsgréBe die
Beziehung (4.4.1) herangezogen werden.

Beim Vergleich der Abbildungen 31 und 32 wird dieses deutlich. Man erkennt, dass die Einfliisse der jeweils
zwei EingangsgréBen fur die Orientierungsanderungen da-Rad und da-Dreh und fur die Streckeninkremente
ds-Rad und ds-Korr auf die AusgangsgréBe Orientierung bei den Indizes 1.0rdnung deutlich unterschétzt
werden; erst die Gesamteffekte liefern korrekte Ergebnisse. Folglich kann der bei den Gesamteffekten
aufzeigbare Einfluss der zuvor genannten MessgréBen auf Effekte héherer Ordnung zuriickgefihrt werden.
Diese Zusammenhange wurden in abgeschwachter Form fiir alle AusgangsgroéBen beobachtet. Sie werden
daher innerhalb dieser Arbeit nicht fir alle AusgangsgréBen dargestellt.
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Orientierung / FAST 1.0rdung

l,
0,9-
0,81
0,7 A da-Rad
0,6- BY-GPS
0,51 B X-GPS
0,41 m ds-Korr
0,3 F ds-Rad
02,

0,11

Al A2 A3 Bl B2 B3 C1 C2 C3 D1 D2

Abb. 31: FAST Indizes 1.0rdnung fur die Orientierung; Geradeausfahrten

Die Gesamteffekte werden firr die Beobachtungsgruppen (vergleiche Abschnitt 4.3) dargestellt, da es fur den
Analysten vom vorrangigen Interesse ist, welche Messgrofen den gréf3ten Einfluss auf die Ergebnisse
haben. Der Einfluss einzelner Epochen, der mit Hilfe der Epochengruppen nachvollzogen werden kann, ist
von geringerer Bedeutung und wird daher nicht dargestellt.

Nachfolgend werden die einzelnen AusgangsgréRen in der Reihenfolge Orientierung, Geschwindigkeit, Y-
Koordinate, X-Koordinate und Zentripetalbeschleunigung einzeln analysiert. Dabei ist die Zentripetal-
beschleunigung nicht im Zustandsvektor enthalten, sondern wird aufgrund ihrer Bedeutung fir die
Schéatzung fahrdynamischer Parameter aus den Ausgangsgrof3en ermittelt.

Orientierung / FAST Gesamteffekt

da-Rad
Y-GPS
B X-GPS
ds-Korr
ds-Rad
g da-Dreh

Abb. 32: FAST Gesamteffekte fur die Orientierung; Geradeausfahrten
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Abbildungen 32 und 33 zeigen die FAST Gesamteffekte, die zur quantitativen Beurteilung von nicht-
additiven Modellen heranzuziehen sind, fir die ZustandsgrofRe Orientierung. Die Summe der Gesamt-
effekte ist fur jede Fahrvariante deutlich von Eins verschieden. Diese Tatsache erlaubt den Schluss auf ein
deutlich nicht-additives Modell.

Orientierung / FAST Gesamteffekt

da-Rad
BY-GPS
X-GPS
ds-Korr
ds-Rad
da-Dreh

Abb. 33: FAST Gesamteffekte fur die Orientierung; Kurvenfahrten

Bei erhdhter Geschwindigkeit erhdht sich bei allen Fahrvarianten die Abweichung von der Additivitat. Parallel
erhthen sich die Anteile aller Eingangsgrof3en bis auf den der GPS Y-Koordinaten. Den grof3ten Einfluss der
EingangsgréRengruppen weisen die GPS Y-Koordinaten auf, den zweitgro3ten Einfluss die GPS X-
Koordinaten. Die Anteile der GPS X- und Y-Koordinaten sind dabei von der Anfangsorientierung abhangig.
Die Einflusse der mittels Radsensoren und Drehsensoren gemessenen Orientierungsanderungen auf die
ZustandsgréRe Orientierung sind gering; das selbe gilt fur die Streckeninkremente. Dabei werden den
jeweils redundanten Messgrof3en fast identischen Sensitivitdtsmalfie zugewiesen.

Der Kurvenradius hat keinen Einfluss auf die Sensitivititsmaf3e. Dagegen steigen die Summe der Gesamt-
effekte und der Einfluss der GPS X-Koordinate sowohl bei erhdhter Beschleunigung als auch bei ver-
starktem Abbremsen an. Im Vergleich der Fahrvarianten D1 (Wechsel von Beschleunigung zu konstanter
Geschwindigkeit) und D2 (Wechsel vom Abbremsen zu konstanter Geschwindigkeit), zeigt sich, dass D2
hohere Werte als D1 aufweist. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass in D2 von einer hohen
Geschwindigkeit abgebremst wird und in D1 von Null auf die selbe Zielgeschwindigkeit beschleunigt wird,
kann davon ausgegangen werden, dass die fur die Gesamtfahrt durchschnittliche Geschwindigkeit bei der
Berechnung der Sensitivitditsmale zu berilicksichtigen ist.
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Geschwindigkeit / FAST Gesamteffekt

2,5+

da-Rad
Y-GPS
B X-GPS
ds-Korr
ds-Rad
da-Dreh

Al A2 A3 Bl B2 B3 C1 C2 C3 D1 D2

Abb. 34: FAST Gesamteffekte fur die Geschwindigkeit; Geradeausfahrten

Geschwindigkeit / FAST Gesamteffekt

da-Rad
2Y-GPS
B X-GPS
ds-Korr
ds-Rad
da-Dreh

Abb. 35: FAST Gesamteffekte fur die Geschwindigkeit; Kurvenfahrten

Auch bei der in den Abbildungen 34 und 35 prasentierten ZustandsgréfRe Geschwindigkeit bleibt die
Abhéngigkeit der Nicht-Additivitdt von der Geschwindigkeit bestehen. Erst bei groRBen Geschwindigkeiten
werden — unabhangig von dem Radius — die Abweichungen von der Additivitat grof3er. Das nicht-additive
Verhalten féllt hier aber deutlich geringer aus als bei der Zustandsgrof3e Orientierung. Die Varianz der
Geschwindigkeit wird bei allen Fahrten vor allem durch die gemessenen GPS Koordinaten bestimmt; dabei
ist deren Einflussverhéltnis fur Fahrten ohne Orientierungsdnderung mit 50:50 anzugeben. Dieses ist mit der
Simulation der Geradeausfahrt mit einem Richtungswinkel von 50 gon zu begrinden. Kurvenfahrten fiihren
dagegen zu einem deutlich Uberwiegenden Anteil der GPS X-Koordinaten. Die anderen MessgréRen
gewinnen bei hohen Geschwindigkeiten an Einfluss. Die Geradeausfahrten lassen bezulglich Beschleu-
nigung und Abbremsen keine eindeutige Interpretation zu.
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Y - Koordinate / FAST Gesamteffekt

da-Rad
Y-GPS
B X-GPS
ds-Korr
ds-Rad
da-Dreh

Abb. 36: FAST Gesamteffekte fur die Y - Koordinate; Geradeausfahrten

Y - Koordinate / FAST Gesamteffekt

1,6-
1,4-
1,24 da-Rad
14 Y-GPS
0.8 @ X-GPS
0,6 ds-Korr
ds-Rad
0,4
da-Dreh
0,2-
0,

K1 K2 M1 M2 M3 M4 Gl G2 G383 G4

Abb. 37: FAST Gesamteffekte fir die Y - Koordinate; Kurvenfahrten

Fur die ZustandsgréBe Y - Koordinate ist die Abweichung von der Additivitdt noch geringer als fur die
ZustandsgréRe Geschwindigkeit. Wie in den Abbildungen 36 und 37 zu erkennen ist, erreichen die
Gesamteffekte Werte zwischen 1,2 und 1,8 im Gegensatz zu Werten bis zu 2,5 bei der Geschwindigkeit und
der Orientierung. Es zeigt sich aul3erdem der deutlich Uberwiegende Einfluss der gemessenen GPS Y-
Koordinaten; er erreicht etwa 80 % der Gesamtvarianz. Alle anderen EingangsgroRen haben nur einen
geringen Einfluss. Die Geschwindigkeit erhéht im Wesentlichen den Einfluss der gemessenen GPS X-
Koordinaten sowie die Nicht-Additivitat des Modells. Der Kurvenradius ist wiederum ohne Einfluss. Beziiglich
des Einflusses der durchschnittichen Fahrgeschwindigkeit gilt das zur ZustandsgréfRe Orientierung
Geschriebene.
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X - Koordinate / FAST Gesamteffekt

1,8-

1,64 Y

14 da-Rad

2] Y-GPS
14 @\ X-GPS

0.8 ds-Korr

0,61 ds-Rad

0,4 da-Dreh

0,2

Abb. 38: FAST Gesamteffekte fur die X - Koordinate; Geradeausfahrten

X - Koordinate / FAST Gesamteffekt

da-Rad
B Y-GPS
B X-GPS
ds-Korr
ds-Rad
da-Dreh

K1 K2 M1 M2 M3 M4 Gl G2 G383 G4

Abb. 39: FAST Gesamteffekte fir die X - Koordinate; Kurvenfahrten

Fur die in den Abbildungen 38 und 39 gezeigte ZustandsgrofRe X - Koordinate lasst sich die Interpretation
der Geradeausfahrten direkt von den Ausflihrungen zur Zustandsgrée Y - Koordinate Ubertragen. Die X-
Koordinete wird zum weit Uberwiegenden Anteil von den gemessenen GPS X-Koordinaten beeinflusst. In
den Kurvenfahrten erreicht die Summe der Sensitivitatsgesamteffekte jedoch Werte bis zu 2,3. Die Gesamt-
effekte gleichen mehr dem nicht-additiven Verhalten fir die ZustandsgréRe Geschwindigkeit als dem der
ZustandsgréRe Y—Koordinate. Dieses ist auf die modellbedingte Abhangigkeit von Geschwindigkeit und X-
Koordinate zurickzufiihren, die sich bereits in den Ausflihrungen zur ZustandsgrofRe Geschwindigkeit
andeutete. Das Ansteigen der Effekte héherer Ordnung ist vor allem auf die gréReren Gesamteffekte der
Koppelnavigationssensoren, die die Orientierungsénderungen und die Streckeninkremente erfassen, zuriick-



4 Untersuchungen zur nicht-linearen Sensitivitdtsanalyse fiir bewegte Objekte 89

zufuhren. Beziglich Geradeausfahrten und dem Einfluss von Radius und Geschwindigkeit bei Kurvenfahrten
gelten die Ausfihrungen zur Zustandsgrof3e Orientierung.

Zentripetalbeschleunigung / FAST Gesamteffekt
3,
2,5-
@A da-Rad
2,
EY-GPS
1,51 # X-GPS
m ds-Korr
1 Eds-Rad
05 da-Dreh
0,

Abb. 40 : FAST Gesamteffekte fur die Zentripetalbeschleunigung

Fur die Zentripetalbeschleunigung kénnen nur die Kurvenfahrten betrachtet werden, da sie sich fur die
Gradeausfahren zu Null ergibt (vergleiche (4.2.30)). Hier zeigt sich die gréf3te Abweichung von der Additivitat
bei geringen Geschwindigkeiten. Der Einfluss der Streckeninkremente ds-Rad und ds-Korr und des Dreh-
ratensensors da-Dreh ist fir alle Varianten ohne Bedeutung. Beherrschend sind die GPS Y-Koordinaten.

Werden die Radien groRer oder die Geschwindigkeit geringer, erhalten die GPS X-Koordinaten vergrof3erten
Einfluss. Deren Anteil erreicht im Extremfall die selben Werte wie die GPS Y-Koordinaten. Bei kleinen
Radien und geringer Geschwindigkeit gilt dieser Zusammenhang nicht. Fir geringe Geschwindigkeiten
wachst zuséatzlich der Anteil der Orientierungséanderungen aus Radsensormessungen da-Rad deutlich und
erreicht den Anteil der GPS Y- und X-Koordinaten. Die im Gegensatz zu den Zustandsgrof3en stark
veranderten Einflisse lassen sich funktional mit Gleichung (4.2.30) erklaren.

Das komplexe Bild der verschiedenen Einflisse der Eingangsgréf3en auf die 5 Ausgangsgrof3en ist nicht klar
und eindeutig quantifizierbar. In Tabellen 13 und 14 werden die gewonnenen Erkenntnisse und
aufgetretenen Tendenzen zusammengefasst. Dabei gelten die folgenden Bezeichnungen:

+  steht fir eine gleichlaufige Tendenz,
- steht fir eine gegenlaufige Tendenz und
+/- flr eine uneinheitliche Tendenz;

= bedeutet keinen Einfluss.

Tab. 13: Additivitat fir die einzelnen Ausgangsgréf3en fur das Trajektorienfilter

Y, X, a, P a,
DI P 1,29-1,75 1,25-2,29 | 1,96-252 | 1,48-225 1,56-2,53
Geschw. héher + + + +/- -
Radius grof3er = = = = +
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Bezuglich der Additivitait des Modells kénnen anhand Tabelle 13 unter Zuhilfenahme des Kriteriums

> S;AST fur die Additivitat (vergleiche Abschnitt 2.4.6) die folgenden Kernaussagen getroffen werden:

das Modell ist fur alle Ausgangsgrof3en nicht-additv,

fur die Ausgangsgroe Y, ist die Abweichung von der Additivitat am geringsten,

fur die Ausgangsgroile O?k ist die Nicht-Additivitdt am starksten ausgepragt,

eine erhohte Geschwindigkeit erhoht fir alle ZustandsgréfRen die Abweichung von der Additivitat,

ein vergréRerter Radius hat keinen Einfluss auf die Zustandsgrofen,

die erhdhte Geschwindigkeit vermindert fir die Zentripetalbeschleunigung die Abweichung von der
Additivitat,

ein vergroRerter Radius erhéht fur die Zentripetalbeschleunigung die Abweichung von der Additivitéat.

Tab. 14: FAST Gesamteffekte fur das Trajektorienfilter

Y, X, a, v, a.
Primares S/ Y-GPS X-GPS Y-GPS X-GPS Y-GPS
Wertebereich (pirmér) 0,91-1,00 0,88-1,00 | 0,87-0,99 | 056-0,92 | 0,57-0,94
Sekundare S/ X-GPS alle X-GPS Y-GPS é’?RPa%
Wertebereich(e) (sek.) 035-007 | 0,33-005 | 0,66-034 | 0,66-0,25 8:;1:8:83
Geschw. héher + + + + -
Radius grofer = = = = +/-

Beziiglich des Anteils der Eingangsgrof3en kdnnen die vorstehenden Abbildungen und Tabelle 14 wie folgt
zusammengefasst werden:

fur alle AusgangsgrofRen haben die EingangsgréRen Y-GPS oder X-GPS den priméaren Anteil,
fur alle Ausgangsgrof3en gilt dieses auch fir die sekundaren AusgangsgréfRen (in diesem Fall tritt die
jeweils nicht primare GPS-Koordinate an die sekundare Stelle),

fur die AusgangsgréiRe )A(k kénnen alle EingangsgréfRen als sekundare Eingangsgrof3en aufgefasst

werden,

fur die AusgangsgrofRe Zentripetalbeschleunigung kann da-Rad als zusatzliche sekundare
Eingangsgrofe identifiziert werden,

der Einfluss der primaren EingangsgrofRen verandert sich fur die Fahrszenarien nur unwesentlich,
die der Sekundéaren deutlich,

der Einfluss der sekundaren Eingangsgrof3en wird bei erhdhter Geschwindigkeit fir alle Zustands-
gréRen erhoht; fur die Zentripetalbeschleunigung vermindert,

der Radius ist fur die Zustandsgréf3en ohne Einfluss.

Die gemessenen GPS Y- und X-Koordinaten beeinflussen alle Ausgangsgréf3en am deutlichsten. Eine
Verbesserung der Genauigkeit bei der Erfassung der GPS Koordinaten wirde folglich die bei weitem
grote Verbesserung zur Optimierung der Multisensorortung hinsichtlich der Varianz der Ausgangs-
gréfBen bedingen. Das gilt insbesondere unter dem Aspekt, dass fir eine Trajektorie die Koordinaten die
entscheidenden Ausgangsgréfen sind und die Varianzen der Koordinaten sich zu etwa 80 % aus der
Variation der gemessenen GPS Koordinaten zusammensetzen.
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Diese Schlussfolgerung sollte jedoch nicht missinterpretiert werden, da das im Rahmen dieses
Anwendungsbeispiels simulierte Messszenario davon ausgeht, dass GPS durchgéngig verfiigbar ist, und
zum Anderen nur die Varianzen der Zustandsgrof3en des Trajektoreinfilters betrachtet werden.

Entscheidende Kriterien zu Bewertung der Qualitat von Multisensorsystemen sind neben der Genauigkeit
unter anderem die Verfugbarkeit und die Zuverlassigkeit der Positionsbestimmung. Die Erhéhung dieser
Qualitatskriterien gelingt nur in sehr geringem MalRe mittels der erhdhten Erfassungsgenauigkeit fir die
GPS-Koordinaten. Hiefur ist die Stitzung der GPS-Positionsbestimmung mit Hilfe von Koppelortungs-
ensoren oder Map-Matching Algorithmen von groRerer Bedeutung (RAMM u. SCHWIEGER 2004 und
CZOMMER 2001).
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Vorangestellt sei hier die Bemerkung, dass die varianz-basierten Sensitivititsmafl3e auf simulierten Zufalls-
zahlen aufbauen und als empirisch bestimmte Naherungen aufzufassen sind. Sie sind als Alternative zu und
nicht als Ersatz fur analytisch bestimmte Sensitivitditsmalfie zu betrachten.

Zur Methodik der varianz-basierten Sensitivitatsanalyse

Innerhalb dieser Arbeit werden die verschiedenen stichproben-basierten Sensitivitdtsanalysemethoden
systematisch aufgearbeitet und angewandt. Es konnte nachgewiesen werden, dass

o die normierten Regressionskoeffizienten lineare Modelle,
¢ die normierten Rangregressionskoeffizienten monotone und zugleich additive Modelle und
e die varianz-basierten SensitivitditsmaRe 1.0rdnung additive Modelle identifizieren.

Nur die Gesamteffekte der varianz-basierten Sensitivitidtsanalyse erméglichen unabhéangig von den Modell-
eigenschaften quantitative Sensitivitatsaussagen. Sie kénnen folglich genutzt werden, um die Modelleigen-
schaften eines komplexen, analytisch nicht beherrschbaren Modells oder eines unbekannten Modells, in der
Regel ein ausfiihrbarer aber unbekannter Computercode, zu erkennen und dieses Modell zu analysieren.

Konvergenzverhalten der varianz-basierten Sensitivitatsmale

Im Rahmen dieser Arbeit konnte nachgewiesen werden, dass die varianz-basierten Sensitivitatsmalfie zum
Teil erst bei groRen Stichproben aussagekréaftige Resultate ergeben. Die Verwendung kleiner Stichproben-
umfange kann zu grob falschen Ergebnissen fihren. Es sind folglich immer Analysen mit mehreren Stich-
probenumfangen umzusetzen, damit das Konvergenzverhalten in Abhangigkeit vom Stichprobenumfang zu
erkennen ist. Das Konvergenzverhalten héngt von den Eigenschaften des jeweiligen zu analysierenden
Modells sowie inshesondere der Anzahl der Eingangsgrof3en ab. Da der Hauptvorteil der varianz-basierten
Sensitivitdtsanalyse gerade diese Modellunabhéngigkeit darstellt, wird dieser Vorteil hierdurch relativiert.
Diesem Mangel ist aber durch die bereits zuvor beschriebene Beobachtung des Konvergenzverhaltens und
der darauf aufbauenden Festlegung des Stichprobenumfangs abzuhelfen, da auf diesem Weg Analysefehler
vermieden werden kdnnen. Die varianz-basierten Sensitivitatsmalfe erfordern daher haufig einen groRen
Stichprobenumfang liefern aber dann numerisch stabile Ergebnisse.

Einsatz der varianz-basierten Sensitivitatsanalyse fur kinematische Modelle

Die Nutzlichkeit der présentierten Sensitivitdtsmalie fur die Ingenieurgeodasie und hier insbesondere fir die
Analyse von kinematischen Modellen konnte anhand von zwei Anwendungen gezeigt werden. Die Identifi-
kation der Modelleigenschaften ist eine der Aufgaben der globalen varianz-basierten Sensitivitdtsanalyse,
die fir beide kinematische Anwendungsbeispiele geldst wird. Die zweite gleichfalls geléste Aufgabe der
Sensitivitdtsanalyse ist die Identifikation von wesentlichen Eingangsgrofien.

Ergebnisse fir die Anwendung , Kinematische Héhentberwachung*

Das erste Beispiel beschéaftigt sich mit der Hohenuberwachung der Stiftskirche Herrenberg. Das
Bewegungsverhalten wird mit Hilfe einer polynomialen Flache 2.0Ordnung modelliert. Konkret wird der
Einfluss der einzelnen Héhen auf die Schatzung der Parameter dieser Geschwindigkeitsflache analysiert.
Die varianz-basierte Sensitivitatsanalyse fiihrte zu den folgenden Ergebnissen:

o |dentifikation von Hohenmesspunkten, die mit erhéhten Genauigkeitsanspriichen zu beobachten sind,
e Bestétigung des linearen Modellansatzes,
o korrekte Ergebnisse bei sehr gro3em Stichprobenumfang.
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Ergebnisse fir die Anwendung , Multisensorsystem zur Fahrzeugortung*

Im zweiten Beispiel ist die Bestimmung einer Fahrzeugtrajektorie unter Nutzung eines kinematischen
KALMAN-Filters Gegenstand der Untersuchungen. Das Ziel der Analyse ist die Identifikation der wichtigsten
MessgroRen fur die die Fahrzeugtrajektorie beschreibenden ZustandsgréfRen. Die varianz-basierte
Sensitivitdtsanalyse zeigte die nachfolgenden Resultate:

e Varianz der mittels GPS bestimmten relativen Koordinaten hat den gré3ten Einfluss auf die Varianz der
ZustandsgréRRen,

e Abhangigkeit der SensitivitdtsmalRe von der gefahrenen Geschwindigkeit und nicht von der Kurvigkeit
der Trajektorie,

¢ Identifikation des nicht-linearen und nicht-additiven Modellcharakters,

o korrekte Ergebnisse bei hohem Stichprobenumfang.

Ausblick , Multisensorsystem zur Fahrzeugortung”

Fur die Zukunft sollten weitere varianz-basierte Sensitivitatsanalysen zur Konstruktion eines optimalen Filters
und eines optimalen Multisensorsystems zur Trajektorienbestimmung umgesetzt werden. Hier sind Modell-
variationen, die andere MessgroRen und einen veranderten ZustandsgrofRenvektor umfassen, zu
analysieren. Diese Untersuchungen bleiben spéateren Arbeiten vorbehalten.

Ausblick zu den varianz-basierten Sensitivitatsanalysemethoden

Auf der methodischen Seite ist die varianz-basierte Sensitivitdtsanalyse fur korrelierte Eingangsgrofien
bisher nicht im strengen Sinne geldst. Ein erster Loésungsvorschlag wurde im Rahmen dieser Arbeit auf-
gefuhrt. Es wird zukinftigen Arbeiten vorbehalten sein, diesen weiterzuentwickeln und auf zu analysierende
Modelle anzuwenden, da gerade in der Ingenieurgeodasie sowie in der Mess- und Ortungstechnik haufig
korrelierte Eingangsgréf3en die Realitat am besten abbilden.
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Anhang

Anhang A

Ausgleichungsalgorithmus nach vermittelnden Beobachtungen

Y Vektor der wahren Parameter, Anzahl: u
L Vektor der wahren Beobachtungen
L =¢(Y) Nicht-lineares funktionales Modell
Yo Vektor der genéherten Parameter
L, =¢(Y,) Vektor der genéherten Beobachtungen
Beobachtungsvektor, Anzahl: n
I=L-L, Vektor der gekiirzten Beobachtungen
op(Y
A= L) Konfigurationsmatrix
oY J,
I+v=A-y Lineares bzw. linearisiertes funktionales Modell
Q, Kofaktormatrix der Beobachtungen
(75 Varianz der Gewichtseinheit
X, = O'g -Qll Kovarianzmatrix der Beobachtungen / stochastisches Modell
P= Qﬁl Gewichtsmatrix
Qy; = A" -P-A)"' Kofaktormatrix der Parameter
n=A"-P-1 Absolutgliedvektor
§7 =Q 5 M Vektor der gekirzten ausgeglichenen Parameter
Y=Y, + y Ausgeglichener Parametervektor
v=A-y-1 Verbesserungsvektor
Qﬁ =A- ny AT Kofaktormatrix der ausgeglichenen Beobachtungen
Q,, =Q,-Q; Kofaktormatrix der Verbesserungen
I=1-v Vektor der gekiirzten ausgeglichenen Beobachtungen
L=L+v Vektor der ausgeglichenen Beobachtungen
f=n—-u+d Freiheitsgrade der Ausgleichung mit Datumsdefekt d
, V' -P.v

Sg =

f

Schatzwert fir die Varianz der Gewichtseinheit

Anmerkung: Im Gegensatz zur in der Geodasie gebrauchlichen Bezeichnung werden die Parameter X hier mit Y
bezeichnet. Diese Anderung wurde aus Grinden der Konsistenz der Gesamtarbeit vorgenommen, da bei

den Methoden der Sensitivitdtsanalyse im Allgemeinen die AusgangsgréBen mit 'Y bezeichnet werden.
Diese sind im Rahmen der Ausgleichungsrechnung als Parameter aufzufassen.



Anhang

Anhang B

Algorithmus des diskreten KALMAN-Filters

A

aufdatierter Zustandsvektor (Epoche k)

Kk
T Transitionsmatrix / Pradiktionsmatrix
w

StorgroRenvektor; in der Regel E(w) =0
StorgroRenmatrix

StellgroRenvektor

B= (qu(y, e W)] StellgréRenmatrix
0

You=T-: )Afk +B-u+S-w pradizierter Zustandsvektor

ny’k Kofaktormatrix der aufdatierten ZustandsgroRen (Epoche k)
Q.. Kofaktormatrix der StérgréRen
Qllll Kofaktormatrix der Stellgrof3en

Qﬁ,kﬂ = T'nyfy,k -T'
+B-Q,., ‘B"+S-Q

Kofaktormatrix des préadizierten Zustandsvektors

ww

lk+1 Vektor der gekirzten Beobachtungen (Anhang A)
Ak+1 Konfigurationsmatrix (Anhang A)
d., =L, A "V Innovationsvektor
(75 Varianz der Gewichtseinheit
Q“,k+1 Kofaktormatrix der Beobachtungen
Y= O'g “Quia Kovarianzmatrix der Beobachtungen / stochastisches Modell

T . .
Quanit = Quuis TAL 'Qﬁ’kﬂ -A,,, Kofaktormatrix der Innovationen

K

i1 = Quran AT ;tli,k+1 Verstarkungsmatrix
§7k+1 =V T Ky d, aufdatierter Zustandsvektor (Epoche k +1)
ny,ku = QW’k+1 Ky - Quaar - K:u Kofaktormatrix der aufdatierten ZustandsgréRen (Epoche k +1)

Ny Anzahl der Beobachtungen in Epoche k£ +1
T
2 d 'Qdd,k+1 -d

Sg =" Schatzwert fur die Varianz der Gewichtseinheit
M
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