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A�6CBkA�8NSJQRBh¤RqZ8��<8Kj3M�)QH29BR¤hqZ8�OZjCFRBR¤hq�SJ5J4XBH205ZBRQH20QHSJQ¼v A���OÀ¥Hz 6)5^MJ8NFk¢x6K\X8¨c
FH29BR¤RqZ8N5^W u/6CMJ8NY298�MJ8NF�`º29BRBR8N5ZBR¤hq�6µi�QR8N5wSJ53QR8NFRBHSZ¤Rq3Q«20Y�� 6)qJY�8N5^BR8N205Z8NF
e�)QH204/uX8N20Q�M]298¼I~8N20QHbX8NF�)5ZMJ8NFH7029¤hqZ8�� FH298N53QH298NFHSJ5J4ºMJ8NF�¾GFRMJ8¼20Y 205Z8NFHQH2[6)798N5
� 6)SJY�.~`�8N207�M]298�Á�8N20QHFR8N20qZ8N5 MJ8NF�� FH298N53QH298NFHSJ5J4XBHL�6)Fh6)Y�8NQR8NFsuX8N205=uXjC5ZBRQh6)5�QR8KB
13L�8Nu�QHFHSJY �®8KBH20QHI~8N5����xSJFRMJ8N5�IKS�20qJFR8NF�A<6)FRBHQR8N7070SJ5J4:`a6KbX8N798NQdcfOJSJ5Ju�QH29jC5Z8N5
4X8N��)qJ70Q~.
A 298KBh8�WPFH�®8N20Q=29BRQ;20Y���6)qJF?/}/}/?�8N53QRBHQh6)5ZMJ8N5��*� 8N207�MZ6)Yk6)79B¹IKSJF¹`a6KbX8N798NQdc
O&2070QR8NFHSJ5J4ºbXjC5�Á�8N20QHFR8N20qZ8N5 IK��6)F�W 5�6)70\�BR8KBhj)i�Q¦��6)FR8�FR8N29¤RqJ7029¤Rq�bXjCFHq�6)5ZMJ8N5
��6)F��ÀM]298:8N5�QRBHLJFR8K¤hqZ8N5ZMJ8N5º13\353QHqZ8KBR8NLJFRjC4/Fh6)YY�8�6)�®8NF=i�8NqJ70QR8N5g.ÀA�8N5J5	M]298
�P8KBHSJ70Qh6)QR8GMJ8NF"W 5�6)70\]BR8NLJFRjC4/Fh6)YY�8��¯M]298s6)S]iJMJ8NF"M]29BHu�FR8NQR8N5;`a6KbX8N798NQdcfe"Fh6)5ZBdc
i jCFHYk6)QH29jC5Å��8NFHSJq3QR8N5��*FR8N29¤Rq�QR8N5	i ¸JF¹8N205Z8��P8NuXjC5ZBRQHFHSJu3QH29jC5	MJ8KB WPSZBH4�6)5J4XBHc
BH204/5�6)79B 5J29¤Rq�Q�6)SZB¯. A�8KBHq�6)70�ºY=SZBRBRQR8�IKSJF�13\�5�QHqZ8KBR8¼6)SZ¤Rq 8N205ºL�6CBRBR8N5ZMJ8NF
WP5�6)70\]BR8~6)704XjCFH20QHqJY=SZB£8N53Qf�x29¤RuX8N70Qx��8NFRMJ8N5g.3A�8NF Yk6)QHqZ8NYk6)QH29BR¤RqZ8�OZjCFHY�8N7[6)L]c
L�6)Fh6)Q*MZ6)IKS��x20FRM=205�M]298KBR8NY�¢£6)5ZM=i ¸JF&MJ8N5 8N205ZM]20Y�8N5ZBH29jC5�6)798N5�v�uXjCYLJ798¨¿]8N5�z
O�6)707 �®8KBR¤RqJFH298N�®8N5g."A�298«WPFH�®8N20QR8N5�IKSJF=Y�8NqJFRM]20Y�8N5ZBR29jC5�6)798N5��&205ZBR��8KBRjC5ZMJ8NFR8
BHLJq�)FH29BR¤RqZ8N5�`a6KbX8N798NQdcfA<6)FRBHQR8N7070SJ5J4:SJ5ZM�O*2070QR8NFHSJ5J4«BR205ZMp5Zj3¤hq�5J29¤Rq3Q�6)�J4X8¨c
BR¤RqJ79j/BRBh8N5g.
A 298KBh8�1�¤RqJFH2 i QxBRjC707Zi ¸JF���8Kj3M�)QR8N5 SJ5ZM no6)QHqZ8NYk6)QH20uX8NFx798KBH��6)F£BR8N205g. ��8Kj3M�µc
QR8N5�Y"!C4X8N5aMZ6)qZ8NF;bX8NFHI~8N20qZ8N5��*MZ6CBRB<4X8Kj�M�)QH29BR¤RqZ8KB#��FHSJ5ZM]�x29BRBR8N5ÅMJ8N5an�6µc
QHqZ8NYk6)QH20uX8NFH5k8NFHu37$)FHQG�x20FRM&%�M]298xno6)QHqZ8NYk6)QH20uX8NFsqJ205J4X8N4X8N5«M]¸JFdi 8N5�DÀ6CBRBh6)4X8N5
¸J��8NFH798KBR8N5��®205�MJ8N5Z8N5a20qJ5Z8N5aBR8N70�ZBHQHbX8NFRBHQ�)5ZM]7029¤hqZ8�Yk6)QHqZ8NYk6)QH29BR¤hqZ8���FHSJ5ZM�c
7[6)4X8N5�FR8NuC6)LJ20QHSJ70298NFHQP� 8NFRMJ8N5g.

n�.'�.



�

�������	��
��� � ������� � ��� ���

� �!� "$#&%('*),+.-
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s(t)
Y20Q W FH4/SJY�8N5�Q

t ∈ ¥ � SJ5ZM
OJSJ5Ju�QH29jC5ZBH� 8NFHQ�205aMJ8NF�n�8N5J4X8

C
MJ8NF¹uXjCYLJ798¨¿]8N5 Á®6)qJ798N5g."A�298r 6)FH2[6)�J798

t
�x20FRM�205aMJ8NF � 8N4X8N7sY20Q

MJ8NF;Á�8N20QP29MJ8N5�QH20/ZIK298NFHQ��®u/6)5J5o6)�®8NF�6)SZ¤hq�6)79B21"6)4X8�8N205Z8KB�DGSJ5Ju3QR8KB�6)S]i 8N205Z8NF���8N70298N�J204X8N5 � 6)SJYu�SJFHbX8
4X8KMJ8NSJQR8NQ£� 8NFRMJ8N5�3�1�¤RqJY29M]QE?/}/}]-54f.]A�298KBR8POJSJ5Ju�QH29jC5Z8N5 �J2079MJ8N5:8N205Z8N5«rs8Nu3QRjCFHFh6)SJY ¸J�®8NF MJ8NY Ã !CFHL®8NF
C
�C� 8N5J5«M]298 13SJYY�8xbXjC5kOJSJ5Ju�QH29jC5Z8N5�SJ5ZM�MZ6CB DGFRj3M]SJu�QGY20Q 8N205Z8NY 13u/6)7[6)F MJ85/Z5J298NFHQs��8NFRMJ8N5«M]SJFR¤hq

(f+g)(t) := f(t) + g(t)
SJ5ZM

(λf)(t) := λ · f(t)

n�6)5:B 6)4/Q��3MZ6CBRB
s(t)

IKSJY OZSJ5Ju3QH29jC5Z8N5JFh6)SJY
Lp = Lp(

¥ �
)

4X8Nq�!CFHQ��3i�6)7079B�MZ6CBE13204/5�6)7®79jCu/6)7 ��M². qg.�¸J�®8NF
ÄH8KMJ8NY uXjCYL�6)u3QR8N5�¥f53QR8NFHbC6)707 ��205�QR8N4/FH298NFH��6)FP29BRQxSJ5ZM

∫ 6 7
|s(t)|p dt < ∞ . 8

A�298KBR8<¾G204X8N5ZBR¤hq�6µi�Q�8NFH7[6)SJ�JQ 8KB��JM]SJFR¤hq

‖s‖p :=
(∫ 6 7

|s(t)|p dt
)1/p

8N205Z8�§ jCFHY½6)S]i
Lp

IKSoMJ85/Z5J298NFR8N5g.®A�298¹§�jCFHY©4/20�JQ�MJ8NY OJSJ5Ju�QH29jC5Z8N5JFh6)SJY
Lp

M]SJFR¤hq¼MJ8N5oW �ZBHQh6)5ZM
d(f, g) = ‖f − g‖p

8N205Z8¹QRjCL®jC79jC4/29BR¤RqZ8k13QHFHSJu�QHSJF���SJ5�QR8NF<MJ8NF�Äd8KMJ8�OZjC704X8�bXjC5¼OJSJ5Ju3QH29jC5Z8N5
fn ∈ LpY20QE4X8N4X8N5�§ SJ707guXjC53bX8NFH4/298NFR8N5ZMJ8NY W �ZBHQh6)5ZM

d(fn+1, fn)
4X8N4X8N5�8N205�¾G798NY�8N53Q�6)SZB

Lp
uXjC53bX8NFH4/298NFHQ~.

n�6)5�Bh6)4/Q��
Lp

29BRQxbXjC7079BHQ�)5ZM]204�SJ5ZMp29BHQE8N205�¢£6)5�6C¤hqJFh6)SJY�.
O*¸JF"MJ8N5 13L®8NIK2[6)7 i�6)707

p = 2
29BHQ"205

L2
�~MJ8NY ��6)SJY±MJ8NF 9 (&�J�&')�]�¯��¬~Ç)%�� ���~��+�'C����';:&�J')�3���g(*�"®�¯�����&�3� �

8N205�205J5Z8NFR8KB DGFRj3M]SJu�QEMJ85/Z5J298NFHQ��=<
〈x, y 〉 :=

∫ 6 7
x(t) y(t) dt

O*¸JFPMZ6CBEBRjMJ85/Z5J298NFHQR8¹DGFRj�M]SJu3QEBH298Nq3QEYk6)5�798N29¤hq�Q���MZ6CBRB

〈 s, s 〉 = ‖s‖22
4/2070Q��~��jCY20Q&M]298

L2
cf§ jCFHY�4/798N29¤Rq�MJ8NFgbXjC5¹MJ8NY�205J5Z8NFR8N5¹DGFRj�M]SJu3Q"20YLJ7020IK298NFHQR8N5�§�jCFHY±29BHQ~.)Á�SZBh6)YY�8N5]c

i�6CBRBR8N5ZM�29BHQ
L2

8N205?> � �@:s��'µ�~')�Z(&� �)M². qg./8N205rs8Nu�QRjCFHFh6)SJY Y20QG205J5Z8NFR8NY�DsFRj3M]SJu�Q��/MJ8NF 6)�J4X8KBR¤RqJ79j/BhBR8N5
29BHQx�®8NIK¸J4/7029¤RqoMJ8NFEbXjCY 205J5Z8NFR8N5�DGFRj�M]SJu�QE205ZM]SJIK298NFHQR8N5�§�jCFHY�.

ACBEDGF	H;IKJLDGF	MON!PQHSRUTGV!V	IWRXFYMONZF\[]M^I`_�IKa;b;M=F	MOT5bLcUT5b
Lp

DedON\f,ghTeF	MOIWbXF	IWbhViDGg;JEjek*Tl[hg]V	PQH2m;ghb;RXF	MOT5b;IKbCjX[]MOI npoqDGNZFsr;tuIKViDGdOdOvw dOIWMOPQHxN!MOb;[yjhb;MOPQHXFsghbXF	IKV	N!PQHhMOIz[hIWbSk*IKVi[]IWbC{;m|rhV []MOI(b]ghJ}IKV	MON!PQHhI�~ blkYIWb�[]g;b w MONZF`[hMOIWN\M=V!V	IWdOIWc5DGbXFz{��� ghJ��YIKkYIWMON,MONZF`[hMOI��,�ed^[hIKVz� N!PiH;I��,b w dOIWMOPQHlghb w ‖f ·g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q

J}M=F
p = q = 2

bh�eF	M w {
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BH29¤hq�205o20qJFR8N5�Y�8KBhBH��6)FR8N5oW SZBH�x20FHu�SJ5J4X8N5�IKSo8N205Z8NY 13204/5�6)7&¸J�®8NFH7[6)4X8NFH5g.
��8KMJ8�8N205JI~8N705Z8�e"8N2079Bh¤Rq��x205]c
4/SJ5J4o�x20FRM�M]SJFR¤hqÅD*8NFH29j3MJ8N5ZMZ6)SZ8NFSJ5ZM�WPYLJ7020QHSZMJ8¼v ¥¦5�QR8N5ZBH20Q�)Q z=¤Rq�6)Fh6)u�QR8NFH29BH298NFHQ~.Àn�29BRBHQ=Yk6)5	8N205Z8
LJq�\]BH20u/6)7029BR¤RqZ8 ��F !,+X8 4X8N4X8N5�M]298Á�8N20Qkv�13204/5�6)7�z �²Bhj«u/6)5J5�Yk6)5¼205¼MJ8NF��P8~6)7020Q�)Q�q�)S|/Z4p5J29¤Rq3Q=8NFHuX8N5]c
5Z8N5��Z6)SZB£� 8N79¤hqZ8N5�8N205JI~8N705Z8N5�1�¤Rq3�x205J4/SJ5J4X8N5oMZ6CBP13204/5�6)7²IKSZB 6)YY�8N5J4X8KBR8NQHIKQE29BHQ~.]n�!3¤hq�QR8�Yk6)5p8N205Z8N5
M]298KBR8NF¹13204/5�6)7[6)53QR8N20798�4X8NIK298N70Q<SJ5�QR8NFRBRSZ¤RqZ8N5�j�MJ8NF�4X8N�x29BRBR8k13Q !CFHuXjCYL®jC5Z8N5�QR8N5Å8N5�Qdi�8NFH5Z8N5��gBRj �JFh6)SZ¤Rq3Q
Yk6)5�8N205�rs8NFdi�6)qJFR8N5��JSJY SJ5Z8NFH�x¸J5ZBh¤Rq�QR8Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfWP53QR8N20798=qZ8NFh6)SZBRIKS|/Z70QR8NFH5g.
¾sBk�J298NQR8NQkBH29¤Rqº6)5�� MZ6CB«13204/5�6)7 IKSJ5�C¤RqZBHQ«205�6)707EBR8N205Z8�Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfÃPjCYL®jC5Z8N5�QR8N5±IKSwI~8NFH798N4X8N5
v.- �"�Z��³g¬~� z �gSJY 6)70798KB0/P5Z8NFH�x¸J5ZBh¤Rq�QR8«4X8NIK298N70Q¹8N53Qdi 8NFH5Z8N5�IKS�u !C5J5Z8N5 v �x�����~�3')(*�"+ z �²SJ5ZM�MZ6)5J5	6)SZB
MJ8N5�bX8NF�)5ZMJ8NFHQR8N5oÃPjCYL®jC5Z8N5�QR8N5�MZ6CBx4X85/Z70QR8NFHQR8�13204/5�6)7gIKS�uXjC5ZBHQHFHSJ298NFR8N5Åv °®³"���¯%"�3¬~� z¨.

� ��1 2 + +.%\-#3�-*#@'Y-4�5��)6� " #&%�'Y),+.),'*),+�78�;-
A<6CBk�®8Nu/6)5J5�QR8KBHQR8oYk6)QHqZ8NYk6)QH29BR¤hqZ8�rs8NFdi�6)qJFR8N5���IKS�8N205Z8NF:�®8N70298N�J204X8N5ºD*8NFH29j�MJ8N5ZMZ6)SZ8NF�8N205ºn�69+�i ¸JF
M]298�¥f53QR8N5ZBH20Q�)Q�IKS/Z5ZMJ8N5���29BHQ�M]298 �²��("'C����'¯�*: ')�Z�&¬~!f��')�a�]�¯�����%; 1�8N2

s(t)
8N205��®8N70298N�J204X8KB=13204/5�6)7À6)SZB

L1(
¥ �

)
�ZBRj 29BRQEM]298;OZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5 Fs(ω)

4X8N4X8N��8N5�M]SJFR¤Rq

Fs(ω) =
1√
2π

∫ 6 7
s(t)e−iωt dt .

¾G205¼DGFRjC�J798NY 29BHQ�M]298¹8N205ZMJ8NSJQH204X8�/ YuX8NqJFHSJ5J4pMJ8NF�OZjCSJFH298NFdcfe"Fh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5 ; n�20Q�8N205J204X8N5oi�SJ5Ju�QH29j)c
5�6)7[6)5�6)70\�QH29BR¤RqZ8N5=<P207 i�BHY20QHQR8N705�7$CBhBHQ;BH298BH29¤hq�IKSa8N205Z8NY W SJQRjCY�jCFHLJqJ29BHY=SZB:v M². qg.²70205Z8~6)F��&BHQR8NQH204�SJ5ZM
8N205ZMJ8NSJQH204oSJYuX8NqJFH��6)F z¹6)S]iEMJ8NY � 6)SJY MJ8NF¹QR8NYL�8NFH298NFHQR8N5	A�29BHQHFH20�JSJQH29jC5Z8N5 6)SZBH� 8N20QR8N5��ÀMJ8NF=5Z8N�®8N5
6)70798N5

Lp
c � )SJY�8N5:6)SZ¤Rq«M]298P��8Nu/6)5J5�QR8

δ
cfA�29BHQHFH20�JSJQH29jC5p8N5�QHq�)70Q~.�A<6)��8N2�29BHQgÄH8KMJj3¤hq�IKSk�®8~6C¤Rq3QR8N5��3MZ6CBhB

jC�J204X8;A�85/Z5J20QH29jC5�20qJFR8 ��¸J70QH204/uX8N20QEbX8NFH70298NFHQ 3 `a6)70QR8NF¹-~tXmC} ���ESZM]205�-~tXmCVh4f.
A�298 O�jCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5�¸J�®8NFdi�¸JqJFHQs6)79BRj 8N20513204/5�6)7Z6)SZBÀMJ8NY�Á�8N20QH�®8NFR8N29¤Rq 205 MJ8N5¹bXjC5MJ8NFÀÃ�FR8N29Bdc
i FR8KÂ�SZ8N5JI

ω
6)S]i 4X8KBHL�6)5J53QR8N5kOJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hqg.X¢£8N2]6)70798N5rsjCFHQR8N20798N5MJ8NFGOZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5���M]298

6)SZ¤RqoBHL�)QR8NFx205�M]298KBR8NY WPFHQH20uX8N7²�®8N5�¸JQHIKQ � 8NFRMJ8N5��Zq�6)Q BH298<MJj3¤hq�8N205Z8N5�8N53QRBR¤RqZ8N29MJ8N5ZMJ8N5�§�6C¤hq�QR8N207 ;
�Pi QHYk6)79B�QHFR8NQR8N5�13204/5�6)70uXjCYL�jC5Z8N53QR8N5a5�)Y7029¤Rq¼5J29¤hq�Q;Y20Q�I~8N20QH7029¤hq¼uXjC5ZBHQh6)5�QR8NF=¥¦5�QR8N5ZBR20Q�)Q=6)S]i ��IKSJY
¢£8N29BHLJ298N7J� 8N5J5k20qJFR8>/PFRBh6C¤hqZ8£5�SJF 8N205Z8£u�SJFHI~8}1g8N�®8N5ZBRMZ6)SZ8NFs�®8KBH20QHIKQ~.C`º298 Yk6)5�BR29¤Rq798N29¤Rq3Q u�7[6)FHYk6C¤Rq3Q��
u/6)5J5�M]298�O�jCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5�uX8N205Z8W SZBRBh6)4X8N5�¸J�®8NF;MJ8N5¼I~8N20QH7029¤RqZ8N5�rs8NFH7[6)S]ix8N205Z8NF;OJFR8KÂ3SZ8N5JINc
uXjCYL®jC5Z8N5�QR8;Yk6C¤hqZ8N5g.
/ Y IKSZB�)QHIK7029¤Rq�8N205Z8GI~8N20QH7029¤RqZ8 1gjCu/6)7029BH298NFHSJ5J4PIKS=8NFHY"!C4/7029¤hqZ8N5��µM². qg.~5�SJF&8N205Z8N5=u3798N205Z8N5�Á�8N20QH�®8NFR8N29¤Rq�SJY
8N205Z8N5�4X8N� )qJ70QR8N5¼Á�8N20QHLJSJ5Ju�Q

b
IKS��®8NQHFh6C¤Rq�QR8N5���u/6)5J5�Yk6)5�MZ6CB 13204/5�6)7

s(t)
Y20Q 8N205Z8NFEbX8NFRBR¤RqZjC�®8N5Z8N5

? OZ8N5ZBHQR8NFdi SJ5Ju�QH29jC5A@
t 7−→ g(t−b) � g :

¥ � → C
��Y=SJ70QH20LJ7020IK298NFR8N5 3�1�¤RqJY29M]Q ?/}/}]-54sSJ5ZMo8NFHq�)70Q¹BRj:M]298

�²���"¬K�~�3'~� �g��(&')����'¯�*: 'µ�Z�&¬~!f��')�a�]�¯�����

WFs(b, ω) =
1√
2π

∫ 6 7
s(t) g(t−b) e−iωt dt

A<6)��8N2"29BHQ (
t 7−→ s(t)g(t−b)

)
∈ L1

IKS�4X8N� )qJFH798N29BHQR8N5g.
A�8NF;¢£8N4/FH2CB	MJ8NFkv 8N205ZM]20Y�8N5ZBH29jC5�6)798N5�z;OZ8N5ZBHQR8NFdi SJ5Ju3QH29jC5a29BHQ�5J29¤Rq�Q¹8N205ZMJ8NSJQH204�MJ85/Z5J298NFHQ~.gW 5ZBR¤Rq�6)SJ7029¤hq
bX8NFRBHQR8Nq3Q&Yk6)5=MZ6)FHSJ53QR8NF*8N205Z8 OJSJ5Ju�QH29jC5��µM]298G�J29B*6)S]iZ8N205Z8N5 ? u�798N205Z8N5¹¢£8NFR8N29¤RqA@ bXjC5¹¥ �a`�8NFHQR8 ? SJ5J4X8¨i )qJF
4/798N29¤Rq 5�SJ707C@Eq�6)Q~.�1�jCY20Q 4X8Nq�!CFHQ"Äd8KMJ8EOZSJ5Ju3QH29jC5

f
Y20QsuXjCYL�6)u3QR8N5:egF�)4X8NF

suppf ⊂⊂ ¥ �^MZ6)IKS���6)��8NF



��� ��� � �����
	��� ������� ����������������� � �A� �

6)SZ¤RqpM]298 �<6)SZBRB�� Bh¤RqZ8���79j�¤RuX8N5Ju�SJFHbX8/.�W 79B Yk6)QHqZ8NYk6)QH29BR¤RqpuXjCFHFR8Nu�QR8KBxÃ�FH20QR8NFH20SJY 4/2070Q�M]298�¾G5ZM]7029¤RqJuX8N20Q
MJ8NFPBHL�)QR8NF 8N205J4X8¨i�¸JqJFHQR8N5�O�8N5ZBHQR8NFH�JFR8N20QR8/.
A�298OZ8N5ZBHQR8NFdcfOZjCSJFH298NFdcfe"Fh6)5ZBdi�jCFHY298NFHQR8:29BHQ<5�SJ5a8N205Z8kOJSJ5Ju3QH29jC5Å6)S]i£8N205Z8NY IK��8N29M]20Y�8N5ZBH29jC5�6)798N5	DGq�6µc
BR8N5JFh6)SJY �²MJ8NF;M]SJFR¤hq�MJ8N5�egFh6)5ZBH7[6)QH29jC5ZBHL�6)Fh6)Y�8NQR8NF

b
SJ5ZM�M]298Ã�FR8N29Bdi FR8KÂ3SZ8N5JI

ω
6)S]i 4X8KBHL�6)5J53Q<�x20FRM².

� ����jCqJ7�M]298kOZ8N5ZBHQR8NFdcfOZjCSJFH298NFdcfe"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5wM]298kO�)qJ204/uX8N20Q¹IKSJF;I~8N20QH7029¤RqZ8N5 1gjCu/6)7029Bh6)QH29jC5a�®8KBH20QHIKQ��
4/20�JQ¹8KB¹5Zj�¤Rqars8NFH�®8KBRBR8NFHSJ5J4XBRY"!C4/7029¤RqJuX8N20QR8N5g. 1�j�8NFRBh¤RqZ8N205�QBH205J53bXjC70798NF��&M]298«OZ8N5ZBHQR8NFH�JFR8N20QR8«i ¸JF;5J298KM�c
FH204X8NFR8kOZFR8KÂ�SZ8N5JI~8N5Å4/F !,+X8NF¹IKS���)qJ798N5��&SJY 8N205Z8k4/798N29¤Rq��J798N20�®8N5ZMJ8:WP5JI¯6)qJ7 bXjC5	1�¤hq��x205J4/SJ5J4X8N5 LJFRj
6)SZBH4X8KBR¤hqJ5J20QHQR8N5Z8NY 13204/5�6)70QR8N207EIKS 4X8N� )qJFH798N29BHQR8N5�% M]298KB 29BRQk6)��8NF �®8N2E8N205Z8NF�OZ8N5ZBHQR8NFdi SJ5Ju3QH29jC5w��8N4X8N5
20qJFR8NFxi�8KBHQR8N5�¢�FR8N20QR8<5J29¤Rq3QPY"!C4/7029¤hq�3�1�¤RqJY29M]Q�?/}/}]-54f.
� ��� � #&-! )#" -s+.-8&�$�% �K),'���&(' �*3�)�&�#)'('
A�298KBR8KB:DGFRjC�J798NY 7 !/BHQ:M]298 ���X���3���X�N�*: ')�Z�"¬~!¦��'C���]�¯����� 3 A<6)SJ��8K¤hqJ298KB�-~t/t/? �E1�¤RqJY29M]Q�?/}/}]-54f.£¾G205
���X�������X� 29BHQ�8N205Z8PuXjCYLJ798¨¿]� 8NFHQH204X8<OJSJ5Ju�QH29jC5

ψ ∈ L1(
¥ �

)∩L2(
¥ �

)
��MJ8NFR8N5:OZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBdi�jCFHY298NFHQR8

M]298+* (&��,J¬~¬µ��+�����[�~¬]:s���À� �"+�(&�&+

Cψ :=

∫ 6 7 |Fψ(ω)|2
|ω | dω < ∞ vd-/.0-¯z

8NFdi ¸J7070Q~.
ψ ∈ L2(

¥ �
)

��8KMJ8NSJQR8NQ

‖ψ‖2 :=

∫ 6 7
|ψ(t)|2 dt < ∞ .

A�298¹Á�SJ7$CBRBH204/uX8N20QRBR��8KM]205J4/SJ5J4«20YLJ7020IK298NFHQPSJ5�QR8NF�6)5ZMJ8NFR8NY ��MZ6CBRB
∫ 6 7

ψ(t)dt =
√

2π Fψ(0) = 0 ,

6)79BRj MZ6CBg`a6KbX8N798NQG8N205Z8N5¹bX8NFRBR¤Rq3�x205ZMJ8N5ZMJ8N5�n�20QHQR8N70��8NFHQ&�®8KBH20QHIKQ~.)Á�SJ798NQHIKQ*�x20FRM¹6)SZB&LJFh6)u�QH29BR¤RqZ8N5"��FH¸J5]c
MJ8N5:4X8¨i jCFRMJ8NFHQ��JMZ6CBhBxM]298�OZSJ5Ju3QH29jC5�BRj¯� jCqJ7²20YÉÁ�8N20Qdc 6)79BE6)SZ¤Rqp20YlOJFR8KÂ3SZ8N5JIK�®8NFR8N29¤Rq�79jCu/6)7029BH298NFHQ��]M². qg. �
MZ6CBRB;Bhj~� jCqJ7 M]298OJSJ5Ju3QH29jC5Å6)79B=6)SZ¤Rq�20qJFR8kOZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBdi�jCFHY298NFHQR8 M]298OZjCFHY 8N205Z8NF=OZ8N5ZBRQR8NFdi�SJ5Ju�QH2 c
jC5a6)S]i � 8N29BR8N5g. <�6)Q;8N205Z8OJSJ5Ju�QH29jC5

f
M]298OZjCFHY 8N205Z8NF¹OZ8N5ZBHQR8NFdi SJ5Ju3QH29jC5��gBhj:�J298NQR8NQ=8KB;BH29¤hqa6)5��gMJ8N5

* �3���~')�Z�[Ì���'µ�
µ(f)

SJ5ZM�MJ8N5.- �J�*� (&¬
σ(f)

MJ8KBPOZ8N5ZBHQR8NFRBEIKS���8NFR8K¤hqJ5Z8N5 ;

Á�8N53QHFh6)70� 8NFHQ ;
µ(f) :=

∫ 6 7
x p(f, x) dx

��6CM]20SZB ;
σ(f) :=

∫ 6 7 (
x− µ(f)

)2
p(f, x) dx

Y20QPMJ8NFPA�29¤Rq3QR8
p(f, x) :=

|f(x)|2
‖f‖2

.

A�298 1gjCu/6)7029Bh6)QH29jC5ZBR8N204X8N5ZBR¤hq�6µi�Q�MJ8KB<`a6KbX8N798NQRB=20Y Á�8N20QH��8NFR8N29¤hq�29BHQ=6)79BRj 4X8N4X8N�®8N5aM]SJFR¤Rq
σ(ψ) < ∞ �

��)qJFR8N5ZMÅM]298?1"jCuC6)7029BH298NFHSJ5J4o20Y OZFR8KÂ�SZ8N5JIK�®8NFR8N29¤Rq M]SJFR¤Rq
σ(Fψ) < ∞ Yk6)QHqZ8NYk6)QH29BR¤Rq�i jCFHY¹SJ70298NFHQ

� 8NFRMJ8N5pu/6)5J5g.]A�8KBH� 8N20QR8NFR8N5��x20FRM 20Y i�jC704X8N5ZMJ8N5�MZ6KbXjC5�6)SZBH4X8N4�6)5J4X8N5��JMZ6CBRB
µ(ψ) = 0

4/2070Q��J6)79BRj MZ6CB
`a6KbX8N798NQ SJYÉM]298<§ SJ707gqZ8NFHSJY I~8N5�QHFH298NFHQ 29BHQ~.
/ Y 5�SJ5^MZ6CB:13204/5�6)7E205wbX8NFRBR¤hqJ298KMJ8N5Z8N5 Á�8N20Qdc¹SJ5ZMwOJFR8KÂ3SZ8N5JINi 8N5ZBHQR8NFH5ºIKS^6)5�6)70\]BH298NFR8N5��sbX8NFH��8N5ZMJ8NQ
Yk6)5�BHu/6)70298NFHQR8<SJ5ZM:bX8NFRBR¤hqZjC��8N5Z8=rs8NFRBH29jC5Z8N5�MJ8NF¹v n�SJQHQR8NFdc$z�`a6~bX8N798NQdi�SJ5Ju�QH29jC5��

ψa,b(t) :=
1√
|a|

ψ
( t− b

a

) vd-/.@?Xz



� �������	��
��������

� jC�®8N2
a

MJ8NF °®]�Z� ����'C(&�&+�¬��&�J')�Z�����~��' SJ5ZM
b

MJ8NF : ')�Z�&¬¯���]�¯�����"¬��&�J')�Z�����~��' qZ8N2 +X8N5g.
A�298 ������¯���²(*����'C� ��ÇC%&�:� �����3�����N�*: ')�Z�"¬¯!f��'C���]�¯����� WT s(a, b) 8N205Z8KBEÂ�S�6CM]Fh6)QH29Bh¤Rq�2053QR8N4/FH298NFH��6)FR8N5
13204/5�6)79B

s ∈ L2
29BHQ�53SJ5�MJ85/Z5J298NFHQ:6)79B�205J5Z8NFR8KB DGFRj3M]SJu�Q�IK�x29BR¤hqZ8N5

s
SJ5ZM^M]298KBR8N5�BHuC6)70298NFHQR8N5�SJ5ZM

bX8NFRBR¤hqZjC��8N5Z8N5�rs8NFRBH29jC5Z8N5�MJ8KBE`a6~bX8N798NQRB��

WT s(a, b) = 〈 s, ψa,b 〉 =

∫ 6 7
s(t)ψa,b(t) dt

vd-/.@VXz

A<6)��8N238NFHuX8N5J5�Q*Yk6)5��¯MZ6CBRBgMJ8NF&`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�Q WT s(a, b) 5�6)qZ8NIKS�6)SZBRBR¤hqJ70298 +/7029¤Rq ¥f5]i�jCFHYk6)QH29jC5Z8N5
¸J�®8NFPMZ6CB 13204/5�6)7g20Y©Á�8N20Qdi�8N5ZBHQR8NF

[
µ(ψa,b)− σ(ψa,b), µ(ψa,b) + σ(ψa,b)

]
=

[
b− aσ(ψ), b+ aσ(ψ)

]

8N5�QHq�)70Q���6)79BRjMJ8NFPDÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF
b

M]298�� jC70798<8N205Z8NF�Á�8N20QHuXj3jCFRM]205�6)QR8¹BHLJ298N70Q~.
¢£8NQHFh6C¤Rq3QR8NQ Yk6)5�6)5ZMJ8NFR8NFRBh8N20QRBPM]298;e"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5�bXjCYÉOJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hqo6)SZB��

WT s(a, b) = 〈 Fs, Fψa,b 〉 =

∫ 6 7
Fs(ω)Fψa,b(ω) dω ,

BRjpj9B²8N5���6)FHQ�BH29¤Rq�6)SZ¤hq�M]298�BR20Y=SJ70Qh6)5Z8 1gjCu/6)7029BH298NFHSJ5J4�20Y OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hqg.&W SZB¹13\�YY�8NQHFH298N4/FH¸J5]c
MJ8N5¼8N5�QHq�)70Q;5�)Y7029¤hq�MJ8NF�`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�Q WT s(a, b) 53SJF;¥f5]i�jCFHYk6)QH29jC5Z8N5¼¸J�®8NF�MZ6CB;13204/5�6)7G20Y
OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hq

[
µ(Fψa,b)− σ(Fψa,b), µ(Fψa,b) + σ(Fψa,b)

]
=

[
µ(Fψ)

a
− σ(Fψ)

a
,
µ(Fψ)

a
+
σ(Fψ)

a

]
.

Á�SZBh6)YY�8N5]i�6CBRBR8N5ZM:7$CBRBRQ£BR29¤Rq:i�8KBHQRBHQR8N70798N5��]MZ6CBRBxMJ8NF£`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�Q WT s(a, b) ��8KBh¤RqJFR8N20�JQ��J�x298
BH29¤hq«MZ6CBx13204/5�6)7

s
SJY�MJ8N5pÁ�8N20QHLJSJ5Ju3Q

b
SJ5ZM�20Y OJFR8KÂ�SZ8N5JIK�®8NFR8N29¤Rq:SJY

µ(Fψ)/a
bX8NFHq�)70Q��3� jCY20Q£M]298

�PjC70798<MJ8KB�13uC6)70298NFHSJ5J4XBRL�6)Fh6)Y�8NQR8NFRB
a

6)79BEOJFR8KÂ3SZ8N5JIKbC6)FH2[6)�J798�j9B®8N5ZBR29¤Rq�QH7029¤hq�29BRQ~.
¥¦Y ��8N4X8N5ZBh6)QHI<IKSJFEjC�®8N5p��8KBR¤hqJFH298N��8N5Z8N5�OZ8N5ZBHQR8NFdcfOZjCSJFH298NFdcfe"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5�8NFHuX8N5J53QEYk6)5��ZMZ6CBRB£53SJ5
M]298:¢�FR8N20QR8pMJ8KBkÁ�8N20Qdi 8N5ZBHQR8NFRB LJFRjCL®jCFHQH29jC5�6)7xIKSJY DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF

a
�G6)79BRjoSJY4X8NuX8NqJFHQLJFRjCL®jCFHQH29jC5�6)7EIKSJF

<�6)SJLJQdi�FR8KÂ3SZ8N5JI
µ(Fψa,b)

bXjC5 WT s(a, b) 29BRQ~.Z¾sBx� C¤RqZBHQ�6)79BRjM]298;¢�FR8N20QR8;MJ8KB Á�8N20Qdi�8N5ZBHQR8NFRB 6)S]iÀ4X8¨c
8N204/5Z8NQR8�`�8N29BR8oY20QpMJ8N5ySJ5�QR8NFRBHSZ¤hq�QR8N5�D*8NFH29j�MJ8N5 Y20Q�� ��jCY20Q�8N205Z8�4/798N29¤Rq3�J798N20��8N5ZMJ8�W 5JI¯6)qJ7<bXjC5
1�¤Rq3�x205J4/SJ5J4X8N5�20Y�OZ8N5ZBHQR8NF�4�6)Fh6)53QH298NFHQ�29BRQ~.xA�8KBR� 8N20QR8NFR8N5�BR298Nq�Q�Yk6)5��PMZ6CBRB�M]298 ��F !,+X8aMJ8KB�Á�8N20Qdc
OJFR8KÂ3SZ8N5JINcfOZ8N5ZBHQR8NFRB�� MJ85/Z5J298NFHQ6)79BDsFRj3M]SJu�QMJ8NF ¢�FR8N20QR8:MJ8KB�Á�8N20Qdi 8N5ZBRQR8NFRB Y20Q MJ8NF¢�FR8N20QR8:MJ8KB OJFR8¨c
Â3SZ8N5JINi 8N5ZBHQR8NFRB �JSJ5�6)�Jq�)5J4/204kbXjC5

a
SJ5ZM

b
29BHQ��Z6)79BRj8N205Z8<`a6~bX8N798NQdcf¥f53bC6)FH2[6)53QR8 MZ6)FRBHQR8N7070Q��

σ(ψa,b) · σ(Fψa,b) = aσ(ψ) · σ(Fψ)

a
= σ(ψ) · σ(Fψ)

13298 BHQR8N7070Q�MZ6)Y20Q�MZ6CB�8N53QRBR¤RqZ8N29MJ8N5ZMJ8Ã�FH20QR8NFH20SJY i ¸JF�MZ6CB�W S���!/BHSJ5J4XBHbX8NFHY"!C4X8N5�MJ8NF;Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINc
W 5�6)70\�BR8<8N205Z8KBP`a6KbX8N798NQRB MZ6)F 3 A<6)SJ��8K¤hqJ298KB=-~t/t/? ��1�¤hqJY29M]Q�?/}/}]-54f.
1�8N20Q¢£8N4/205J5wMJ8NF6C¤hq�QHIK204X8NF���6)qJFR8 q�6)Q�MZ6CB�¥¦5�QR8NFR8KBhBR8�6)5 MJ8NF�`a6~bX8N798NQdcfe£qZ8KjCFH298�BHLJFHSJ5J4/q�6µi Q IKSJ4X8¨c
5ZjCYY�8N5g.À¥fqJFR8«WP53� 8N5ZM]SJ5J4XBH4X8N�J298NQR8�BH205ZM�qZ8NSJQR8«5Z8N��8N5	MJ8NF�13204/5�6)70bX8NFh6)FH��8N20QHSJ5J4¼IX. ¢�.*M]298kA<6)QR8N5]c
uXjCYLJFR8KBRBH29jC5�SJ5ZM�M]298;M]204/20Qh6)798�¢�2079M]bX8NFh6)FH��8N20QHSJ5J4���BH298<�x20FRMo6)��8NF�6)SZ¤Rq�IKSJF 1�!/BHSJ5J4«bXjC5�A�2CB®8NFR8N53QH2 c
6)704/798N29¤Rq3SJ5J4X8N5�SJ5ZM:4/FRj,+X8N5�70205Z8~6)FR8N5���798N29¤hq�SJ5J4XBRBR\�BHQR8NY�8N5o8NFdi jC704/FR8N29¤hq�8N205J4X8KBR8NQHIKQ 3�1�¤RqJY29M]Q�?/}/}]-54f.
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A�298�`a6)qJ7gbXjC5

ψ(t)
29BHQ����x298<4X8KBR8NqZ8N5��Z� 8KMJ8NFP8N205ZMJ8NSJQH204«5Zj3¤hqp��8N70298N�J204Z.Z¾s205���8Nu/6)5J5�QR8KBP`a6KbX8N798NQE29BRQ

M]298 � ��'C���X�N� �g(*�"®�¯�����

ψM (t) = eiω0t
(
e−t

2/2σ2 −
√

2 e−ω
2
0σ

2/4e−t
2/σ2

)
,

M]298<Yk6)5�5ZjCFHYk6)798NFH��8N29BR8;SJ53QR8NFPrs8NFH5�6C¤hqJ7$CBRBH204/SJ5J4«MJ8KBPIK� 8N20QR8N5¼13SJYYk6)5ZMJ8N5o6)S]iGM]298;OZjCFHY

ψM (t) = eiω0te−t
2/2σ2 vd-/. _3z

�JFH205J4/Q�3 A<6)SJ��8K¤hqJ298KB¼-~t/t/? �x1�¤hqJY29M]Q�?/}/}]-54f.�n�6)5y8NFHuX8N5J5�Q��xMZ6CBRB BH298oM]SJFR¤Rq n�SJ70QH20LJ7020u/6)QH29jC5 8N205Z8NF
L®8NFH29j3M]29BR¤hqZ8N5 OJSJ5Ju�QH29jC5 Y20Q:8N205Z8NF�O�8N5ZBHQR8NFdi�SJ5Ju�QH29jC5��xMJ8NF �<6)SZBRBHcfOJSJ5Ju3QH29jC5��x8N53QRBHQR8Nq�Q��£��jCY20Q�M]298
Á�8N20QH79jCu/6)7029Bh6)QH29jC5ZBR8N204X8N5ZBR¤hq�6µi�Q�j9B®8N5ZBR29¤Rq�QH7029¤hq�29BRQ~.JO&¸JFEM]298<O�jCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBdi�jCFHY298NFHQR8 FψM 8NFH4/20�JQPBR29¤Rq

FψM (ω) =
√

2π σe−(ω−ω0)2σ2/2 .
vd-/.@>Xz

¾sBÀ70298N4/Q 6)79BRj��x298KMJ8NFs8N205Z8��<6)SZBRBHcfOJSJ5Ju3QH29jC5bXjCF��C��jCY20QsBH29¤RqM]298�i FR8KÂ�SZ8N5JIK79jCu/6)7029BH298NFR8N5ZMJ8x¾G204X8N5ZBh¤Rq�6µi Q
j9B²8N5���6)FHQ�%ÀYk6)5	��8~6C¤hq�QR8:798KM]204/7029¤hq��GMZ6CBRB

σ 6= 0
4/2070Q~.À§�6C¤Rq ¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4¼bXjC5wÁ�8N53QHFh6)70� 8NFHQR8N5�SJ5ZM

� 6CM]298N5 /Z5ZMJ8NQEYk6)5pi ¸JFEMZ6CB Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfOZ8N5ZBHQR8NF���8N2*/J¿]298NFHQR8NY
a, b

;

[
b− aσ√

2
, b+

aσ√
2

]
×

[ω0

a
− 1√

2 aσ
,
ω0

a
+

1√
2 aσ

] vd-/.@UXz

`º298�8NFH�£6)FHQR8NQ��Z8NFHI~8NSJ4X8N5pSJ5�QR8NFRBh¤RqJ298KM]7029¤RqZ8¹D*6)Fh6)Y�8NQR8NF
σ

�®8N2�i 8KBHQR8NY
a, b

SJ53QR8NFRBR¤RqJ298KM]7029¤hqZ8=OZ8N5ZBHQR8NF ;
` )qJFR8N5ZM�M]298kÁ�8N5�QHFh6)70��8NFHQR8kbXjC5�Á�8N20Q;SJ5ZM¼OZFR8KÂ�SZ8N5JI �gM². qg.²M]298?1"6)4X8MJ8KB¹Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfOZ8N5ZBHQR8NFRB��
4/798N29¤Rq±�J798N20�JQ���)5ZMJ8NFH5 BH29¤Rq M]298¼n�69+X8¼MJ8KBpOZ8N5ZBHQR8NFRB~.xn�20Q:��6C¤hqZBR8N5ZMJ8NY

σ
�x20FRM MZ6CB�Á�8N20Qdi 8N5ZBRQR8NF

LJFRjCL®jCFHQH29jC5�6)7��JFR8N20QR8NF�SJ5ZMkMZ6CB OJFR8KÂ�SZ8N5JINi�8N5ZBHQR8NF<v�SJY4X8NuX8NqJFHQ LJFRjCL®jCFHQH29jC5�6)7�z BR¤RqJY )798NF���M². qg.�M]298 OJFR8¨c
Â3SZ8N5JIK79jCuC6)7029BH298NFHSJ5J4«bX8NFH��8KBhBR8NFHQEBH29¤Rqo6)S]iÀÃ j/BHQR8N5�MJ8NF Á�8N20QH79jCu/6)7029BH298NFHSJ5J4Z.
¥¦Y ��FR8N5JINi�6)707

σ → ∞ ¸J�®8NFRMJ8K¤Ru�Q�MZ6CB;Á�8N20Qdi�8N5ZBHQR8NF<MZ6CBP4�6)5JI~8�13204/5�6)7 ����)qJFR8N5ZM�MZ6CB�OJFR8KÂ3SZ8N5JINi 8N5ZBdc
QR8NF�5�SJF�Y�8NqJF�8N205Z8N5�`�8NFHQ�8N5�QHq�)70Q��:M]298�n�jCFH798NQdcfe"Fh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5¼29BHQ IKSJF�OZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5
8N5�Qh6)FHQR8NQ~.
¾sB �J798N20�JQ 5Zj�¤RqoIKS�8NFH��)qJ5Z8N5��®MZ6CBRB�MZ6CBPSJFRBHLJFH¸J5J4/7029¤hqZ8n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQ�5�SJF�MZ6)5J5�6)S]i M]298¹bX8NFR8N205]c
i�6C¤Rq�QR8�OZjCFHY vd-/. _3z®4X8N�JFh6C¤Rq3Q&��8NFRMJ8N5¹u/6)5J5��~��8N5J5¹M]298 D*6)Fh6)Y�8NQR8NF

ω0
SJ5ZM

σ
4X8N�x29BRBR8 ¢£8KM]205J4/SJ5J4X8N5 8NFdc

i ¸J70798N5g.3¢£8NQHFh6C¤Rq3QR8NQ£Yk6)5«5�)Y7029¤hq:M]298 OZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBHi jCFHY298NFHQR8;MJ8NF bX8NFR8N205]i�6C¤hq�QR8N5�nojCFH798NQdcfOJSJ5Ju�QH29jC5��
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BRj8NFHuX8N5J53QPYk6)5��ZMZ6CBRB
FψM (0) =

√
2π σe−ω

2
0
σ2/2 6= 0

6)79BRj
ψM (t)

uX8N205 `a6KbX8N798NQ£20Yl13205J5Z8�MJ8NF A�85/Z5J20QH29jC5:29BHQ��3MZ6=M]298�Á�SJ7$CBRBH204/uX8N20QRBH�®8KM]205J4/SJ5J4 Fψ(0) = 0bX8NFH798NQHIKQ<29BHQ~.®A<6 8KB�Äd8KMJj�¤Rq�i ¸JF�5�SJYY�8NFH29BR¤hqZ8�WP53� 8N5ZM]SJ5J4X8N5���8NFR8N20QRB;6)SZBHFR8N29¤hq�Q��²��8N5J5 |Fψ(0)| �
1

4/2070Q�� u !C5J5Z8N5ºi ¸JFp8N205Z8�4X8K8N204/5Z8NQR8�`a6)qJ7�bXjC5
ω0

SJ5ZM
σ

IKS]i FH298KMJ8N5ZBHQR8N70798N5ZMJ8�¾GFH4X8N�J5J29BhBR8�8NFHIK298N70Q
� 8NFRMJ8N5g.�W 5�MJ8NF OZjCFHY�8N7"i�¸JF FψM 8NFHuX8N5J5�Q Yk6)5���MZ6CBRBPM]298;¢£8KM]205J4/SJ5J4 |ω0| � σ−1 6)S]i®Äd8KMJ8N5�O�6)707
qJ205JFR8N29¤RqZ8N5ZM�29BHQ~.JA<6 M]298 �<6)SZBRB�� Bh¤RqZ8 ��79j�¤RuX8N5Ju�SJFHbX8£ÄH8KMJj3¤hqpqJ205JFR8N29¤RqZ8N5ZMoBR¤RqJ5Z8N707"6)�]i )7070Q��J4X8N53¸J4/QP8KB
MZ6µi ¸JFIKSwBRjCFH4X8N5��GMZ6CBRB�MJ8NF«Á�8N53QHFh6)70� 8NFHQ«MJ8NF ��79j3¤huX8N5Ju3SJFHbX8p4/F !,+X8NF 6)79B�M]298pM]FR8N2 i�6C¤hqZ8�¢�FR8N20QR8pMJ8KB
OJFR8KÂ3SZ8N5JINi 8N5ZBRQR8NFRBE29BHQ��JuXjC5Ju�FR8NQ

ω0 ≥ 3
1√
2σ

��8N5�6)SZBRj��x298�SJ5�QR8NFRBR¤hqJ298KM]7029¤RqZ8�DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF
σ

SJ5�QR8NFRBh¤RqJ298KM]7029¤RqZ8aOZ8N5ZBHQR8NF 4X8N5Z8NFH298NFR8N5���Bhj�4/2070Q:M]298KB
5�6)QH¸JFH7029¤Rq 8NFRBRQ«FR8K¤hq�Q:i ¸JF«SJ53QR8NFRBR¤RqJ298KM]7029¤hqZ8a¢x6CBH29Bdc�`a6~bX8N798NQdcfOJSJ5Ju3QH29jC5Z8N5g. A<6)��8N2�7$CBRBHQ:8KB:BH29¤RqyI~8N2 c
4X8N5��GMZ6CBRBMZ6CBnojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQ�v�SJ5�6)�Jq�)5J4/204�bXjC5 MJ8NF`a6)qJ7xbXjC5

σ
z�M]298 u�798N205ZBHQHY"!C4/7029¤RqZ8 ��F !,+X8

8N205Z8KB�Á�8N20QdcfOZFR8KÂ�SZ8N5JINcfOZ8N5ZBRQR8NFRB ��8KBH20QHIKQ��&6)79BRj�6)Y �®8KBHQR8N5�79jCu/6)7029BH298NFHQ~."A�298KB<4X8Nq3Q�6)SZB=MJ8NF¹BRjC4X8N5�6)5J5]c
QR8N5�� �"¬~ÇC% ,J'µ!¦��')�3���]�¯����� MJ8NF�Á�8N20QdcfOJFR8KÂ�SZ8N5JINcfW 5�6)70\]BR8:qZ8NFHbXjCF��&MJ8NFR8N5 §�6)Y�8N5ZBH4X8N�JSJ5J4�� 8N4X8N5 MJ8NF
rs8NFH��6)5ZMJBh¤Rq�6µi Q;IKSJF<Â�S�6)53QR8N5JLJq�\]BH20uC6)7029Bh¤RqZ8N5�v <�8N29BR8N5��®8NFH4 � BR¤hqZ8N5�z /P5ZBR¤hq�)Fdi 8NFR8N7[6)QH29jC5¼5J29¤hq�Q<IKS]i )7070204
29BHQ~.
A�8KBH� 8N20QR8NFR8N5��xSJFRMJ8Å4X8NI~8N204/Q���MZ6CBRB�Yk6)5�M]SJFR¤Rq�r 6)FH2[6)QH29jC5�bXjC5

σ
M]298�e"Fh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5�MJ8NF�¢£8¨c

MJ8NSJQHSJ5J4 bXjC5 Á�8N20Qdc �JIK�;.£OJFR8KÂ3SZ8N5JIK79jCu/6)7029Bh6)QH29jC5�6)5J4X8NL�6CBRBHQ:��8NFRMJ8N5 uC6)5J5g.�§P29¤hq�QpIKSJ798NQHIKQ:29BHQ:MZ6CB
nojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQ;SJ5Z8N5ZM]7029¤hqaj)i�Q�M]2CB²8NFR8N5JIK298NFH��6)F��²��6CB<8N�®8N5]i�6)7079B�8N205Z8N5�4/FRj,+X8N5¼rsjCFHQR8N207GMZ6)FRBHQR8N7070Q~."1�j
LJF�CBR8N53QH298NFHQ=BH29¤Rq¼M]298 nojCFH798NQdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5Å6)79B��®8KBHQR8KB�n�20QHQR8N7ÀIKSJF=13204/5�6)7[6)5�6)70\]BR8 Y20Q;jCLJQH20Yk6)798NF
Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfWPS���!/BRSJ5J4��

� ��� � #&- !�# �	���W- &l-  )#" -s+.-8&�$�% �K),'���&(' �*3�)�&�#)'('�
,�  %�

¥¦5kMJ8NFsLJFh6)u�QH29BR¤RqZ8N5 WP53� 8N5ZM]SJ5J4���8KBHQR8Nq3Q MZ6CBsIKSkbX8NF�)5ZMJ8NFH5ZMJ8�13204/5�6)7�53SJF�6)SZBs8N5ZM]7029¤hq«b�298N798N5kno8KBRBdc
MZ6)QR8N5g.£¾sB BRjC707PbXjCFh6)SZBH4X8KBh8NQHIKQ ��8NFRMJ8N5��£MZ6CBRB«M]298ono8KBRBHSJ5J4X8N5º205^4/798N29¤RqZ8N5±Á�8N20Qh6)�ZBHQ�)5ZMJ8N5 8NFdi�jC704/Q
BH205ZM&%s6)5ZMJ8NFH5]i�6)7079BqJ207 i Q�8N205Z8p¥f53QR8NFHL�jC7[6)QH29jC5�� 8N20QR8NF~. � 8NLJF�CBR8N5�Qh6)QH20bÅi ¸JF MZ6CB 13204/5�6)7EMJ85/Z5J298NFR8pYk6)5
MJ8N5:rs8Nu3QRjCF

s
M]SJFR¤Rq

sn := n
c�QR8NFP13204/5�6)70� 8NFHQ~.JA<6¹8KBx6)SZ¤Rq:LJFh6)u3QH29Bh¤RqpSJ5JY"!C4/7029¤Rqp29BRQ��Xi ¸JF"ÄH8KMJ8KB£D*6/6)F

bXjC5k13uC6)70298NFHSJ5J4XBHcgSJ5ZM¹rs8NFRBh¤RqJ298N�JSJ5J4XBHL�6)Fh6)Y�8NQR8NF�M]298 `a6~bX8N798NQdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5«IKS �®8NFR8K¤RqJ5Z8N5��CY¹SZBRB
Yk6)5�8N205Z8=W SZBH��6)qJ7&QHFR8 B®8N5���� 8N79¤hqZ8¹`�8NFHQR8=Yk6)5�6)SZBRFR8K¤RqJ5Z8N5o�x20707�.�¾sBP� 8NFRMJ8N5�5ZjCFHYk6)798NFH� 8N29Bh8¹IK��8N2
bX8NFRBR¤hqJ298KMJ8N5Z8=A�29BHu�FR8NQH29BH298NFHSJ5J4X8N5�bX8NFH��8N5ZMJ8NQ 3 A<6)SJ��8K¤hqJ298KB¹-~t/t/? ��13qZ8N5ZBh6p-~t/t/?h4 ;
¥¦5�MJ8NF¹13Qh6)5ZMZ6)FRM�i jCFHY �&MJ8NF �&����� �a����'µ�~�3����� : �²BR8NQHIKQ<Yk6)5�i�¸JF;M]298k13u/6)70298NFHSJ5J4

a
SJ5ZM¼M]298 rs8NFdc

BR¤hqJ298N�JSJ5J4
b

a = 2i (i = 0, 1, 2, . . .), b = 2in (n = 1, . . . ,
W 5JI¯6)qJ7"MJ8NF�13204/5�6)70� 8NFHQR8

)

SJ5ZM�MJ85/Z5J298NFHQ
wi,n =WT s(2i, 2in)

./A�6�M]298KBh8KBsDGSJ5Ju�QR8N4/20QHQR8NF Y�8N29BHQR8N5ZB IKS4/FRjC�29BHQ��CSJ5�QR8NFHQR8N2070Q Yk6)5
M]29813uC6)70298NFHSJ5J4:M]SJFR¤Rq

a = 2i+v/L
Y20QEi�8KBHQ 4X8N��)qJ70QR8NY

L∈ ¥ §�SJ5ZM
v = 0, . . . , L−1

.�§PSJ5�qZ8N2 +/Q
iM]298�� ®�~�X��� �

v
M]298 °��¯� �a�a� SJ5ZM

L
M]298;W 5JI¯6)qJ7gMJ8NF�13QH20YY�8N5�LJFRj � u�Qh6KbX8=SJ5ZMpYk6)5�MJ85/Z5J298NFHQ

wvi,n = WT s(2i+v/L, 2in)
vd-/.�m/z

/ 5�6)�Jq�)5J4/204PbXjC5=M]298KBR8N5<rs8NFH�®8KBRBR8NFHSJ5J4X8N5¹�J798N20�JQ"M]298sA�29BHu�FR8NQH29BH298NFHSJ5J4PMJ8KB²rs8NFRBh¤RqJ298N�JSJ5J4XBHL�6)Fh6)Y�8NQR8NFRB
b

BR8NqJFE4/FRjC�g.
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¾G205Z8<��8KBR8N5�QH7029¤hq�q�!CqZ8NFR8¹WPS���!/BRSJ5J4q�6)QPM]298 (*�"�*� ��� �����3'¯�~� ��� : �]i ¸JFEM]298�Yk6)5�BR8NQHI~8N5�Y¹SZBRB ;

a = 2i+v/L (i = 0, 1, . . . , v = 0, . . . , L−1)

b = n (n = 1, . . . ,
WP5JI¯6)qJ7"MJ8NF 13204/5�6)70��8NFHQR8

)

}
wi,vn := WT s(2i+v/L, n)

vd-/.@»Xz

A�298KBxI~8N204/Q 6)SZ¤hq�M]298 / YFR8K¤RqJ5�SJ5J4XBHi jCFHY�8N7*IK�x29BR¤RqZ8N5���8N29MJ8N5�egFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5Z8N5 ;
wvi,n = wi,v

2in

.
/ Y�6)SZ¤Rq±5Z8N4�6)QH20bX8Å13uC6)70298NFHSJ5J4X8N5���8NFH¸Z¤hu�BH29¤hq�QH204X8N5�IKS u !C5J5Z8N5��EBHQR8NqZ8

wv,±i,n
SJ5ZM

wi,v,±n
i ¸JF�M]298

8N5�QRBRLJFR8K¤RqZ8N5ZMJ8¹L�j/BH20QH20bX8;�JIK�;.J5Z8N4�6)QH20bX8¹13u/6)70298NFHSJ5J4Z.

� ��� 	 ' �5+.-8&�$  )#" -\+.- &�$
% �W),'�� &(' � 3�)�&�#�'('"! -(�%� '(+	� -�
 - % ),'Y%
§�6C¤Rq�MJ8NF«¾G205]i�¸JqJFHSJ5J4Å205^M]298�e£qZ8KjCFH298�MJ8NFk`a6~bX8N798NQdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5��xBRjC707PMZ6CB�¢£8KBR¤hqJFH298N��8N5Z8�6)5
8N205Z8NY LJFh6)u�QH29BR¤RqZ8N5o¢£8N29BHLJ298N7g207070SZBHQHFH298NFHQE��8NFRMJ8N5g.
A<6CB¥f53QR8NFH5�6)QH29jC5�6)7Pe"8NFHFR8KBRQHFH2[6)7��P8¨i�8NFR8N5Z¤K8 OZFh6)Y�8�v ¥¦e�� OGz=29BHQ 8N205^6)5 M]298:¾GFRM]u3FHSZBRQR8:4X8N�JSJ5ZMJ8N5Z8KB
ÃPj�jCFRM]205�6)QR8N5ZBH\]BHQR8NY ��MZ6CBIX. ¢�.sM]SJFR¤Rqy¢�FR8N20QR8N5Ju3FR8N29BR8�SJ5ZMwn�8NFH29M]2[6)5Z8o6)SZBH4X8KM]FH¸Z¤Ru�Qk��8NFRMJ8N5�u/6)5J5g.
1�8N205 / FRBHLJFHSJ5J4�70298N4/Q«20Y n�20QHQR8N7P20Y���8KjCI~8N5�QHFHSJY ��BR8N205Z8

z
cfWx¤hqZBR8�M]SJFR¤hqZBHQ !,+/Q«M]298�¾sFRM]u3FHSZBHQR8o6)Y

4X8KjC4/Fh6)LJqJ29BR¤hqZ8N5w§ jCFRM�c�SJ5ZM	13¸ZM]L®jC7 �*SJ5ZM�Bh8N205Z8
x
cfWx¤hqZBR8«7$)S]i�Q M]SJFR¤Rq MJ8N5	n�8NFH29M]2[6)5ÅbXjC5���FR8K8N5]c

�x29¤Rqg.²A�298KBR8KB�¢£8NIKSJ4XBRBH\]BHQR8NY i�¸JqJFHQ�205�8N205Z8NY Fh6)SJY i 8KBHQR8N5�205Z8NFHQH2[6)798N5�Ã j3jCFRM]205�6)QR8N5ZBH\]BHQR8NY½IK298NY7029¤hq
L®8NFH29j3M]29BR¤hqZ8x¢£8N� 8N4/SJ5J4X8N5 6)SZB �)MJ8NFR8N5"� jCQh6)QH29jC5ZBh6)5�QR8N207Zi�¸JF ��8Kj�M�CBH298�SJ5ZM ��8KjCLJq�\]BH20u¹bXjC5q�!3¤hqZBHQR8NY
¥¦5�QR8NFR8KBRBR8k29BHQ~."A�298KBR8 �PjCQh6)QH29jC5Å�x20FRM�205ÅY�8NqJFR8NFR8N5 13QHS]i�8N5aY�j�MJ8N7070298NFHQ~.*A 298 8NFRBHQR8:13QHS]i 8k��8KBR¤hqJFR8N20�JQ
M]298 � FH298N5�QH298NFHSJ5J4 MJ8KBx8NFRM�i 8KBRQR8N5�¥¦e�� Oa4X8N4X8N53¸J��8NFP8N205Z8NYÉFh6)SJY i 8KBHQR8N5�Ã j3jCFRM]205�6)QR8N5ZBR\�BHQR8NY ��MJ8KBRBR8N5
z
cfWx¤RqZBh8 Y20Q�8N205Z8NF Y20QHQH798NFR8N5 � jCQh6)QH29jC5ZBh6C¤RqZBR8�IKSZBh6)YY�8N5]i )7070Q~.�A 298 � 8N20QR8NFR8N5�13QHS]i�8N5 BR205ZMk§ SJQh6)QH29jC5

SJ5ZM�DGF�)I~8KBhBH29jC5�M]298KBR8NFEY20QHQH798NFR8N5��PjCQh6)QH29jC5ZBh6C¤hqZBR8/.
A�298sDÀ6)Fh6)Y�8NQR8NFÀMJ8NF&8NFRBHQR8N5 13QHS]i�8sBH205ZM¹M]FR8N2�£6)FRMZ6)5 � BR¤RqZ8 `º205JuX8N7<� 4X8N��!CqJ5J7029¤Rq � ')�*��'C�������¯����'C(&�&+�¬N�
�*�J'µ�Z�a�X�~��' 4X8N5�6)5J5�Q��
��M]298�bXjCY©¥¦5�QR8NFH5�6)QH29jC5�6)798N5a¾sFRM]FRjCQh6)QH29jC5ZBRM]298N5ZBHQ¹6)SZB�no8KBRBRMZ6)QR8N5o��8KBHQH20YY¹Q
SJ5ZM«6)79BxÁ�8N20QHFR8N20qZ8 Y20Q Y205ZMJ8KBHQR8N5ZB�Q�)4/7029¤RqZ8NF£W S���!/BHSJ5J4¹LJSJ�J7020IK298NFHQ�� 8NFRMJ8N5g.�A�298P8NFRBHQR8N5«��8N29MJ8N5:M]298¨c
BR8NF��£6)FRMZ6)5 � BR¤RqZ8N5^`�205JuX8N7£�®8KBR¤RqJFR8N20�®8N5 M]298 ¢£8N��8N4/SJ5J4�MJ8NF�4X8KjC4/Fh6)LJqJ29Bh¤RqZ8N5^D*jC7[6C¤RqZBR8pMJ8KB¥$e��PO
4X8N4X8N5�¸J�®8NFMJ8NF=Y20QHQH798NFR8N5 �PjCQh6)QH29jC5ZBh6C¤hqZBR8�%*BH298�Y�j�MJ8N7070298NFR8N5ÅM]298«BRjC4X8N5�6)5J5�QR8�� ���@:s��Ì¹��+�(&�&+ SJ5ZM
� 8NFRMJ8N5�MJ8KBHq�6)70�

x �����
SJ5ZM

y �����
4X8N5�6)5J5�Q~. A�8NFM]FH20QHQR8p`º205JuX8N7x29BHQMJ8NF"�PjCQh6)QH29jC5ZBR�x205JuX8N7EMJ8NF�¾GFRMJ8

SJ5ZM���8KBR¤hqJFR8N20�JQ 205ZBR��8KBRjC5ZMJ8NFR8�M]298¹5J29¤Rq�Q�uXjC5ZBHQh6)53QR8 � jCQh6)QH29jC5ZBH4X8KBR¤hq��x205ZM]204/uX8N20Q=MJ8NF�¾GFRMJ8/.�¾GF u/6)5J5
CÂ3SJ20bC6)798N53Q M]SJFR¤Rq�M]298;A�2CB®8NFR8N5JI;IK�x29Bh¤RqZ8N5o1�jC5J5Z8N5JI~8N20Q SJ5ZM�W£QRjCYI~8N20Q�6)SZBH4X8KM]FH¸Z¤hu3Q � 8NFRMJ8N5g.
/ 5�QR8NFRBHSZ¤hq�QGYk6)5 M]298 ¥$¾ ��1�c$Á�8N20QHFR8N20qZ8£MJ8NFÀD&jC70�®8N� 8N4/SJ5J4=20Y OJFR8KÂ3SZ8N5JIK�®8NFR8N29¤RqY20QHQR8N79BÀ8N205Z8NFGOZjCSJFH298NFdc
egFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5��ÀBRj�8NFHuX8N5J5�Q�Yk6)5��"MZ6CBRB�MZ6CB�13L®8Nu3QHFHSJY|M]SJFR¤RqÅIK� 8N2E13LJ20QHI~8N5a4X8NuX8N5J5JI~8N29¤hqJ5Z8NQ29BHQ~.
13298<70298N4X8N5�20Y ¢�8NFR8N29¤hq�bXjC5�V/U/>��JIK�;.�_�V/} e&6)4X8N5�SJ5ZM�BH205ZM�6)79B��36)qJFR8KBRBR¤Rq3�x205J4/SJ5J4«�JIK�;.�� q�6)5ZM]798NFdc
1�¤Rq3�x205J4/SJ5J4���8Nu/6)5J5�Q£v BH298NqZ8 W �J�g.K-/.@VXz¨.¯A<6EM]298 D&8NFH29j�MJ8 MJ8NF�� q�6)5ZM]798NFdc$1�¤Rq3�x205J4/SJ5J4;SJ5ZM=M]298 �36)qJFR8KBdc
L®8NFH29j3MJ8xFR8N7[6)QH20b5�6)q«��8N298N205�6)5ZMJ8NF 70298N4X8N5��X�x20FRM«8N205Z8EqZjCqZ8PW S���!/BHSJ5J4;20Y OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hq«�®8N5�!CQH204/Q��
SJY ��8N29MJ8�WP53QR8N20798�IKS«QHFR8N5J5Z8N5g.�`�8N207®M]298 ¢�FR8N20QR8�MJ8KB OZFR8KÂ�SZ8N5JINi�8N5ZBHQR8NFRBxMJ8KB�n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQRBxSJY4X8¨c
uX8NqJFHQ LJFRjCL®jCFHQH29jC5�6)7®IKSJY�DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF

σ
29BHQ��/i ¸JqJFHQ M]298Pe"FR8N5J5�SJ5J4XBh6)5]i�jCFRMJ8NFHSJ5J4�SJ5JY20QHQR8N70��6)Fx6)S]i"8N205Z8

SJ5�QR8NFR8�1�¤hqJFh6)5JuX8
σ0

MJ8KB ��8KBHQh6)70QHL�6)Fh6)Y�8NQR8NFRB
σ

.*WPS]iPMJ8NF6)5ZMJ8NFR8N5 1�8N20QR8«�x20FRMÅ8N205Z8k�®8KBHQHY"!C4/7029¤RqZ8
Á�8N20QH79jCu/6)7029Bh6)QH29jC5�4X8N�x¸J5ZBR¤hq�Q��JSJY MZ6CB£I~8N20QHbX8NF�)5ZMJ8NFH7029¤hqZ8;rs8NFHq�6)70QR8N5�bXjC5�W YLJ7020QHSZMJ8�SJ5ZM <�6)SJLJQdi FR8¨c
Â3SZ8N5JI¹BRjk4/SJQ�6)79B Y"!C4/7029¤RqoIKS�MJ8NQR8Nu�QH298NFR8N5g.�n�20QHqJ205�Y¹SZBRB

σ
BRj�u�798N205o6)79BPY"!C4/7029¤Rq�4X8N��)qJ70Q�� 8NFRMJ8N5g.

` )qJ70Q*Yk6)5�6)79BRj
σ = σ0

�µBRjPi ¸JqJFHQ*M]298KBÀIKS 8N205Z8NFGegFR8N5J5�SJ5J4=bXjC5#�36)qJFR8KBdc²SJ5ZM�� q�6)5ZM]798NFdc$1�¤hq��x205J4/SJ5J4
Y20QPMJ8NFE�®8KBHQHY"!C4/7029¤hqZ8N5�A<6)FRBHQR8N7070SJ5J4kMJ8NF�Á�8N20Qh6)�Jq�)5J4/204/uX8N20Q�MJ8NFPW YLJ7020QHSZMJ8N5g.
A<6CBs13204/5�6)73i ¸JFÀM]298�nojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQdcfe"Fh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5«29BHQ*5�SJ5

s(t) = x ����� (t)−i y ����� (t) .CA�6CBÀ¾GFH4X8N�]c
5J29BÀMJ8NF&`a6~bX8N798NQdcfWP5�6)70\]BR8£�x20FRM 6)79Bs13uC6)79jC4/Fh6)YY�MZ6)FH4X8KBHQR8N7070Q~.CA<6)��8N2�I~8N204/QÀ8N205�`a6~bX8N798NQdc$13uC6)79jC4/Fh6)YY
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M]298;¾G5Z8NFH4/298NbX8NFHQR8N2070SJ5J4 |WT s(a, b)|2 205�W �Jq�)5J4/204/uX8N20QPbXjC5�13u/6)70298NFHSJ5J4
a

SJ5ZM�egFh6)5ZBR7[6)QH29jC5
b
.

A<6CB n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQk8N5�QHq�)70QIK��8N2£DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF��
ω0

SJ5ZM
σ

.&` )qJ70Q�Yk6)5
ω0 = 2π

�*BRjo8N5�QRBHLJFH29¤hq�Q
MJ8NFk¢£8NQHFh6)4aMJ8NF�OJFR8KÂ3SZ8N5JIKb/6)FH2[6)�J798N5

a
MJ8NF 6)5ZBR¤Rq�6)SJ7029¤hqZ8NFR8N5ºD*8NFH29j3MJ8

T
8N205Z8NF 1�¤Rq3�x205J4/SJ5J4Z. ¾s205Z8

BHL®8NIK298N70798k¾G204X8N5ZBh¤Rq�6µi Q�MJ8KB�n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQRB 29BHQ��gMZ6CBRB¹OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5
a > 0

MJ8NY LJFRjC4/Fh6CMJ8N5ÅW 5�QR8N207
SJ5ZM

a < 0
MJ8NY©FR8NQHFRjC4/Fh6CMJ8N5¼WP53QR8N207ÀMJ8NF�D*jC70��8N��8N4/SJ5J4�8N5�QRBHLJFR8K¤hqZ8N5g.²A 298�D*jC70��8N��8N4/SJ5J4�MJ8NF�¾GFRMJ8

29BHQxq�6)SJLJQRB�C¤hqJ7029¤RqoLJFRjC4/Fh6CM².
W �J�g.K-/.@V<I~8N204/Q MZ6CBGLJFRjC4/Fh6CMJ8�v

a > 0
zÀ`a6KbX8N798NQdc$13u/6)79jC4/Fh6)YY MJ8NF ¥¦¾ ��1�c$Á�8N20QHFR8N20qZ8PMJ8NF D*jC70�®8N� 8N4/SJ5J4

i ¸JF&SJ53QR8NFRBR¤RqJ298KM]7029¤hqZ8ED*6)Fh6)Y�8NQR8NF
σ
%µ5Z8N�®8N5ZBHQR8NqZ8N5ZM MZ6CB&IKSJ4X8Nq�!CFH204X8£nojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQ~./` )qJFR8N5ZM¹Yk6)5

�®8N2
σ = 20.0

uX8N205Z8NFH798N2&¥f5]i�jCFHYk6)QH29jC5�¸J�®8NFEMZ6CBPÁ�8N20QHbX8NFHq�6)70QR8N5�MJ8NFx�®8N29MJ8N5o1�¤Rq3�x205J4/SJ5J4X8N5o8NFHq�)70Q��JBRj
29BHQ<6)5ZMJ8NFR8NFRBR8N20QRB<�®8N2

σ = 1.0
� 8N4X8N5¼IKSo4X8NFH205J4X8NF;OJFR8KÂ3SZ8N5JI¯6)S���!/BHSJ5J4�uX8N205Z8 egFR8N5J53SJ5J4�MJ8NF���8N29MJ8N5

W 5�QR8N20798;Y"!C4/7029¤hqg.�A�SJFR¤Rq�M]298<`a6)qJ7gbX8NFRBR¤hqJ298KMJ8N5Z8NF DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF
σ

i�6)5ZMJ8N5��x20F
σ0 = 3.0

.
¾sB<BR8N2*�®8NY�8NFHu3Q��²MZ6CBRB�M]298 nojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQdcfegFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5	�®8NFR8N20QRB Y�8NqJFdi�6C¤Rq�8NFdi jC704/FR8N29¤hqa6)S]i�M]298
Á�8N20QHFR8N20qZ8�MJ8NF�D*jC70�®8N� 8N4/SJ5J4k6)5J4X8N��6)5ZM]Q£�xSJFRMJ8 3 BH298NqZ8<1�¤RqJY29M]QE?/}/}]-/.@? %]1�¤hqJY29M]Q£SJ5ZM:1�¤hq�SJq�?/}/}/} %
1�¤RqJY20QHINc < ¸J�ZBR¤hq�SJ5ZM�1�¤hq�SJqÅ-~t/t/th4f.
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Morlet wavelet ,  shape  parameter σ
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time
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1
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real
imaginary

W �J�g.3-/.@V ;�:%�<;=�/�8��,9�����(��� 5 &(+L��#O# �1�32�� + 5 &(+L�V�1�/�	���*,.�/'�� 2 �1�/+ !�
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¥¦Y rs8NFH4/798N29¤Rq¹IKSJF"8N205]i�6C¤hqZ8N5¹¢x6)5ZM]L�6CBRBdcfO*2070QR8NFHSJ5J4�8N205Z8KB*13204/5�6)79B��¯��8KBHQR8Nq3Q"M]298sO*2070QR8NFHSJ5J4 8N205Z8KB*13204/5�6)79B
Y20QE`a6~bX8N798NQRB�6)SZBEM]FR8N2À1�¤RqJFH20QHQR8N5 ;

-/. - �"�Z��³g¬~� ; ¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4 MJ8NFE`a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5¼MJ8KBE¾G205J4�6)�®8KBH204/5�6)79B~.
?]. � Ê²�~'µ�J®�¯�����%; noj3M]20/Zu/6)QH29jC5�MJ8NFPÃ j38���IK298N53QR8N5���M². qg.�6)SZBH4X8N��)qJ70QR8¹ÃPj�8���IK298N5�QR8N5

��8NFRMJ8N5�IKS�§ SJ707g4X8KBR8NQHIKQ~.
V]. °®³"���¯%"�3¬~� ; ÃPjC5ZBHQHFHSJu�QH29jC5�MJ8KBx4X85/Z70QR8NFHQR8N5oWPSZBR4�6)��8KBH204/5�6)79B 6)SZBEMJ8NY Y�j�M]20/ZIK298NFHQR8N5

Ã j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHIX.
` )qJFR8N5ZM8N205Z8£4X8K8N204/5Z8NQR8EWP5�6)70\]BR8�205�OZjCFHY MJ8NFsnojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQdcfe"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5:4X8¨i SJ5ZMJ8N5IKS�BR8N205
BR¤hqZ8N205�Q���Bhj Y=SZBRBP5Zj3¤hq�5�6C¤Rq�8N205Z8NYÉ4X8K8N204/5Z8NQR8N5�13\�5�QHqZ8KBR8NbX8NFdi�6)qJFR8N5�4X8KBHSZ¤hq�Q � 8NFRMJ8N5g.

���!� 2 + +.%\-#3�-*#@'Y- $ ' � !`-#�*),'*%\-s' )`' !�#&-�" 7\'�&<�*-8�;-
� B²8N5ZBH29¤Rq3QH7029¤Rqo29BHQEM]298<`a6KbX8N798NQdcfe"Fh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5�8N205Z8«v BHQR8NQH204X8¯z�70205Z8~6)FR8=W �J�J2079M]SJ5J4�bXjCY ��6)SJYÉMJ8NF
13204/5�6)798 205«MJ8N5 ��6)SJY�MJ8NF Ã j38���IK298N53QR8N5ZB�)QHI~8��JBRj�MZ6CBRB BR298xY20Q 8N205Z8NF£no6)QHFH2 ¿

A
v.- �"�Z��³g¬~� zÀ29MJ8N5�QH20/Jc

IK298NFHQE��8NFRMJ8N5�u/6)5J5g.ZA<6CBx5Z8NSZ8¹13204/5�6)7"BRjC707"6)SZB MJ8NYlbX8NF�)5ZMJ8NFHQR8N5oÃ j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHI M]SJFR¤Rq�W 5���8N5]c
M]SJ5J4k8N205Z8KB 8N��8N5]i�6)7079Bx70205Z8~6)FR8N5�13204/5�6)70uXjC5ZBRQHFHSJu3QH29jC5ZBHbX8NFdi�6)qJFR8N5ZB

S
v °�³"���¯%&��¬¯� z�4X8N��jC5J5Z8N5�� 8NFRMJ8N5��

6)5���8N79¤RqZ8KB IK� 8N2gSJ53QR8NFRBR¤RqJ298KM]7029¤hqZ8�O�jCFRMJ8NFHSJ5J4X8N5�4X8KBHQR8N7070QE��8NFRMJ8N5�u !C5J5Z8N5 ;

-/.EW 5�6)70\�BR298NFHQ<Yk6)5a8N205¼��8N70298N�J204X8KB 13204/5�6)7sY20Q
A

SJ5ZM�FR8NuXjC5ZBHQHFHSJ298NFHQ¹8KB<Y20Q
S

�x298KMJ8NF��
BRjBhjC7070QR8<Yk6)5�MZ6CBEW SZBH4�6)5J4XBRBH204/5�6)7g8NFHq�6)70QR8N5���M². qg. 8

v O£-¯z
SA = Id

?].EÃ jC5ZBHQHFHSJ298NFHQ�Yk6)5o6)SZB�MJ8NYÉ4X8N4X8N�®8N5Z8N5oÃ j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHIY20QHQR8N79B
S

8N205�13204/5�6)7*SJ5ZM
6)5�6)70\]BH298NFHQE8KBx�x298KMJ8NFxY20Q

A
�JBRj�Y=¸ZBRBHQR8N5�BH29¤Rq�M]298;6)70QR8N5�Ã j38���IK298N53QR8N5o8NFH4X8N�®8N5��JM². qg.
v OG?Xz

AS = Id

n�6)5���8~6C¤hq�QR8���MZ6CBRBx20YÉW 70704X8NY�8N205Z8N5
SA 6= AS

4/2070Q��J��jCY20QPYk6)5�BH29¤hqpi ¸JFP8N205Z8;MJ8NFE�®8N29MJ8N5�OZjCFRMJ8¨c
FHSJ5J4«6)5

S
8N53QRBR¤RqZ8N29MJ8N5�Y=SZBRB¯.

¾sB 29BHQP5�6)qZ8N70298N4X8N5ZM&�®8NFRBHQ�MZ6)5J5�bXjC5oMJ8NF Ã jC5ZBHQHFHSJu3QH29jC5¼8N205Z8KB<13204/5�6)7À6)SZB�8N205Z8NY©4X8N4X8N��8N5Z8N5�ÃPj�8��c
IK298N5�QR8N5ZB 6)QHIkIKSaBHLJFR8K¤hqZ8N5��²� 8N5J5ÅMZ6CB<4X8N� jC5J5Z8N5Z8:13204/5�6)7 5�6C¤hqaMJ8NF=W 5�6)70\�BR8MJ8N5a6)70QR8N5�ÃPj�8���IK298N5]c
QR8N5ZBh6)QHI«70298¨i 8NFHQ~.gA<6)Y20Q¹29BHQ=OZjCFRMJ8NFHSJ5J4 v OG?Xz i�¸JF=SJ5ZBR8NFR8kDGFRjC�J798NY�BRQR8N7070SJ5J4oM]298FH29¤hq�QH204X8 `a6)qJ7�."W SZB

A _�MOI��,TeJ��uT5N!M=F	MOT5b [hIKV�~ t;thM^d^[]g;b w IWb IWbXF	N��hV	MOPiHlF([hIWJ! V	Tl[]g;RXF SA
[hIKV BED F!V	M#"KIWbC{

Id
tuI$"KIWMOPQHhb;IKF�[]MOI M^[hIWbXF	MON!PiH;I~`t;thMOd.[]g;b w t%"Qk({�& MOb;H;IKMOF	N!JLD F!V	M('y{



� � ���A� � � �,������� � � � � �� � ��� � ������� ��	 �� ���

8N205]i�6C¤RqZ8N5	WP�J�J2079M]SJ5J4XBHFR8N4X8N705	�x20FRMau37[6)F��gMZ6CBhB
A

BHSJF ÄH8Nu3QH20b¼BR8N205�Y=SZBRB��&M². qg.gIKSpÄH8KMJ8NY Ã j38���IK298N5]c
QR8N5ZBh6)QHI:8N205	13204/5�6)7£8¨¿�29BRQH298NFHQ��g� 8N79¤hqZ8KB 5�6C¤Rq	WP5�6)70\]BR8�M]298KBh8kÃPj�8���IK298N5�QR8N5 70298¨i�8NFHQ~."A�298KB¹29BHQEÄH8KMJj�¤Rq
5J29¤Rq3Q=MJ8NF<O�6)707 �®��6CB=BH29¤Rq��®8NFR8N20QRB;MZ6CM]SJFR¤Rq�8NFHu�7$)FR8N5¼7$CBRBHQ��®MZ6CBRB<MJ8NF � 6)SJY½MJ8NF;Ã j38���IK298N53QR8N5�8N205Z8
b�298N7*q�!CqZ8NFR8A�20Y�8N5ZBH29jC5�q�6)Q=6)79B�MJ8NF�� 6)SJY MJ8NF¹13204/5�6)798/."1�jCY20Q<8¨¿�29BRQH298NFHQ�uX8N205Z8W �J�J2079M]SJ5J4

S
�®M]298

M]298;OZjCFRMJ8NFHSJ5J4�v OG?Xz£8NFdi�¸J7070Q~.
¾sBP4X8Nq�QE53SJ5�MZ6)FHSJY ��BR298<BRj 4/SJQ 6)79BEY"!C4/7029¤hqo6)5JIKSJ5�)qZ8NFH5g.�ÃPjC5Ju�FR8NQP�®8KMJ8NSJQR8NQ M]298KB��JMZ6CBRBxi�¸JFGÄH8KMJ8N5
ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB 6)QHI

w = (WT s(a, b))a,b
MJ8NFPOZ8NqJ798NF

∆w
�ZMJ85/Z5J298NFHQPM]SJFR¤Rq

∆w := ‖w −ASw‖ ,
Y205J20Y298NFHQP��8NFRMJ8N5�BRjC707�.JA<6µi ¸JFxY=SZBRB M]298<§ jCFHY©6)S]iÀMJ8NY ��6)SJY MJ8NFEÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB�)QHI~8�5Zj�¤Rq:i�8KBHQdc
4X8N798N4/Qk��8NFRMJ8���6)79Bhj�205ZBH�®8KBRjC5ZMJ8NFR8�8¨¿]29BHQH298NFR8N5g. `�8N207 M]298�uXjC53QH205�SJ298NFH7029¤hqZ8�`a6KbX8N798NQdcfegFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5
205CÄH8Nu3QH20b�29BHQ���u/6)5J5¼BRjC4�6)F<8N205Z8 § jCFHY 4X8N��)qJ70Q=� 8NFRMJ8N5��®� 8N79¤hqZ8�M]298 egFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5 ��¬~�����X�~'C��¬~ÇC% �
M². qg.�5ZjCFHY�8NFHq�6)70QR8N5ZM�Yk6C¤hq�Q~.®A�298¹¢£8NQHFh6C¤hq�QHSJ5J4�MJ8NFP`a6~bX8N798NQdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5�20Y OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hq
i ¸JqJFHQEqJ298NFH��8N2*6)S]iÀMZ6CB 13u/6)7[6)FHLJFRj�M]SJu3QESJ5ZM�M]298�4X8KBHSZ¤Rq3QR8¹§�jCFHYl20Y � 6)SJY MJ8NF ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB�)QHI~8 ;

‖s‖22 =

∫ 6 7
|s(t)|2 dt =

1

Cψ

∫ 6 7 ∫ 6 7 ∣∣WT s(a, b)
∣∣2 da db

a2
=: ‖w‖2 . v�?].0-¯z

A�298KBR8<§�jCFHY �x20FRM�8NFHI~8NSJ4/QEbXjCY©13u/6)7[6)FHLJFRj�M]SJu3Q

〈 s1, s2 〉 =
1

Cψ

∫ 6 7 ∫ 6 7
WT s1(a, b)WT s2(a, b)

da db

a2
=: 〈w1, w2 〉 .

����� � #&-
	 - &<� ' !`-=! -#� �*+&-*# '�� &l-s'�� )*)#! �W)�&l-
¾sBxBR8N2

w
8N205:��8N70298N�J204X8NFxÃ j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHIX.�W SZB£8N205Z8NF£8N205]i�6C¤RqZ8N5p4X8KjCY�8NQHFH29Bh¤RqZ8N5�� ��8NFH798N4/SJ5J4 i�jC704/Q��

MZ6CBRB ‖w −ASw‖ 4X8N5�6)S�MZ6)5J5�Y205J20Yk6)7"29BHQ��J� 8N5J5
w −ASw 6)S]i

ASw
BR8N5Ju�FR8K¤Rq3Q BHQR8Nq3Q���6)79BRj

〈w −ASw, ASw 〉 = 0

4/2070Q~.Zn�20QEMJ8NF �J���K(*�"+����3'¯�~��� W �J�J2079M]SJ5J4 <
A∗ bXjC5

A
i�jC704/QPMZ6)Fh6)SZBPM]298�CÂ3SJ20b/6)798N5�QR8=O�jCFRMJ8NFHSJ5J4

〈A∗(w −ASw), Sw 〉 = 0

13298<29BHQEj9B²8N5���6)F 8NFdi�¸J7070Q��J��8N5J5�4/2070Q

A∗(w −ASw) = 0 ⇐⇒ A∗ASw = A∗w .

W SZB�8N205]i�6C¤RqZ8N5�W �J�J2079M]SJ5J4XBH4X8KBR8NQHI~8N5�i�jC704/Q��®MZ6CBRB�M]298 ¥f5CÄH8Nu3QH20b�20Q�)Q�bXjC5
A

4�6)Fh6)53QH298NFHQ��gMZ6CBRB
A∗A

�J2 c
ÄH8Nu3QH20b 29BHQ��Z6)79BRj 2053bX8NFHQH298NFHQ ��8NFRMJ8N5�uC6)5J5g.�1�jCY20Q}/Z5ZMJ8NQEYk6)5

Sw = (A∗A)−1A∗ w

SJ5ZM�MZ6)Y20QPM]298;4X8KBHSZ¤Rq3QR8�13\�5�QHqZ8KBR8 ;

S := (A∗A)−1A∗ v�?].@?Xz

� m|rhV�NZF	IQF	M w I dOMOb;IzD V	I	� �uIQViDGF	TeV	IKb A : X −→ Y
"Kk\MON!PiH;IWb �,MOdOtuIKV!F!V�
Gg;J}IWb

X
j
Y
M^NZF�[hMOI D5[�@g;b w MOIKV!F	I ~`t;thMOd.[]g;b w

A∗

: Y −→ X
[]IKa�bhMOIKV!F [hg]V	PQH

〈x, A∗y〉X = 〈Ax, y〉Y

{��lMOI(M^NZF IWMOb;[hIWg]F	M w j;NZF	IQF	M w j�dOMOb;IzD V,ghb�[ ‖A∗‖ = ‖A ‖
{



� �@��� �,� ���,�������P� �,��� � �,��� �����C�
	 �,� � �,� � �

����1 � -#�W-�� �,' ),'*% !`-#�%�>�;-#)�! ' $
	Z' " -(� �;-s'
`º298 jC�®8N5=�®8KBR¤RqJFH298N�®8N5��~29BHQ*M]298s4X8KBHSZ¤hq�QR8x13\353QHqZ8KBR8�M]SJFR¤Rq M]298 DsBR8NSZMJj)cf¥¦5�bX8NFRBh8 MJ8NF*WP5�6)70\]BR8G4X8N4X8N�®8N5g.
¥¦Y�O�6)70798�MJ8NF uXjC5�QH2053SJ298NFH7029¤RqZ8N5�`a6~bX8N798NQdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5p29BHQ�MJ8NFR8N5«¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4�FR8N7[6)QH20b�8N205]i�6C¤Rq���MZ6
205�M]298KBR8NY O�6)707

A∗A = Id ,

6)79BRjM]298¹13\�5�QHqZ8KBh8;M]20FR8Nu3Q M]SJFR¤Rq�M]298;6CM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8=W �J�J2079M]SJ5J4�IKS
A

4X8N4X8N��8N5�29BHQ��

S = A∗ .

A�298KB<i�jC704/Q�6)SZB¹MJ8NF¹e&6)QRB 6C¤RqZ8��ÀMZ6CBRB=M]298k§ jCFHY|6)S]ixMJ8NY � 6)SJY¡MJ8NF¹ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB )QHI~8«4X8NFh6CMJ8«BRj
4X8N��)qJ70Q��xSJFRMJ8���MZ6CBRB

A
29BRjCY�8NQHFH29BR¤hq���6)79BRj=SJ5J20Q�)F 29BHQ~.�A�6)�®8N2�29BRQ M]298 6CM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8

A∗ 4X8N4X8N�®8N5«M]SJFR¤hq3 A<6)SJ��8K¤hqJ298KB¹-~t/t/?h4
(A∗w)(t) =

1

Cψ

∫ 6 7 ∫ 6 7
WT s(a, b)ψa,b(t)

da db

a2
,

M]298E��8N4X8N5
A∗ = A−1 6)79Bs205�bX8NFRBh8E`a6KbX8N798NQdcfe"Fh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5av�Y20Q MJ8NY�A�jCLJL®8N70205�QR8N4/Fh6)7�zs��8NI~8N29¤hqJ5Z8NQ

�x20FRM².

¥¦5:MJ8NFxDGFh6µ¿]29B£29BHQ�Yk6)5 Äd8KMJj�¤Rq:Y20QxMJ8NYlDGFRjC�J798NY uXjC5]i FRjC5�QH298NFHQ��]53SJFE8N5ZM]7029¤Rq�b�298N798P`a6~bX8N798NQHuXj38���IK2 c
8N5�QR8N5k��8NFR8K¤hqJ5Z8N5IKSu !C5J5Z8N5��X6)79BRj�MJ8N5«Á�8N20QdcfOJFR8KÂ�SZ8N5JINcf¢£8NFR8N29¤hq���IKSM]29BHu�FR8NQH29BH298NFR8N5��C�x298x8KBÀ20Y�798NQHIKQR8N5
Ã;6)LJ20QR8N7�6)79BGSJ5ZMJ8NIK20Y298NFHQR8 M]29BHu�FR8NQR8x`a6KbX8N798NQdcfe"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5:�®8KBR¤RqJFH298N�®8N5�xSJFRMJ8/.�¢£8NI~8N29¤hqJ5Z8NQsYk6)5
Y20Q

A
5�SJ5ÅM]298FR8KBHQHFH205J4/298NFHQR8«`a6KbX8N798NQdcfe"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5 SJ5ZM�i�¸JqJFHQ¹8N205Z8kBH205J53bXjC70798k§�jCFHY¡6)S]ixMJ8NY

� 6)SJY MJ8NFEÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB�)QHI~8�M]SJFR¤RqoA 29BRu3FR8NQH29BH298NFHSJ5J4kbXjC5�v�?].0-¯z£8N205 3�13qZ8N5ZBh6:-~t/t/Vh4 �
‖w‖2 =

ln 2

CψL

∞∑

i=0

∑

v,±

1

2i+v/L

∑

n

∣∣WT s(±2i+v/L, n)
∣∣2 v�?].@VXz

BRj 4/2070Qxi ¸JFEM]298;BH29¤hq�8NFH4X8N�®8N5ZMJ8=6CM)Ä$SJ5J4/298NFHQR8=WP�J�J2079M]SJ5J4«IKS
A

(A∗w)(t) =
ln 2

CψL

∞∑

i=0

∑

v,±

1

2i+v/L

∑

n

WT s(±2i+v/L, n)ψ2i+v/L,n(t) ,
v�?]. _3z

� jCY20Q
A∗ MJ8NF A�29BHu�FR8NQH29BH298NFHSJ5J4:MJ8NF A�jCLJL®8N70205�QR8N4/Fh6)7 cf¥¦5�bX8NFRBR8N5�8N53QRBHLJFH29¤Rq3Q~.²no6)5���8~6C¤hq�QR8��®MZ6CBRBE53SJ5

A
5J29¤hq�Q Y�8NqJFESJ5J20Q�)FP29BHQ��JBhjC5ZMJ8NFH5�5�SJFHY�8NqJF

A∗A ≈ Id

4/2070QxSJ5ZMpMZ6)Y20QEM]298=13\�5�QHqZ8KBR8
S

5�SJFP6)5J4X8N5�)qZ8NFHQ M]SJFR¤Rq
A∗ �]MZ6CBxM]29BHu�FR8NQH29BH298NFHQR8<A�jCLJL�8N702053QR8N4/Fh6)7&MJ8NF

205�bX8NFRBh8N5�`a6KbX8N798NQHQHFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5���4X8N4X8N��8N5�29BHQ~.
¾sB*�x20FRM 6)79BRjP5ZjCQ¦� 8N5ZM]204<��8NFRMJ8N5��¯i ¸JFÀM]298£13\�5�QHqZ8KBR8�M]298�¥f53bX8NFRBR8�IKS

A∗A
IKS¹�®8KBHQH20YY�8N5g.)A 298 �À��')��®�~�

¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4abXjC5
(A∗A)−1 29BHQ b�298N7xIKS^6)S]i�� )5ZM]204��G� 8N207EM]298pM]29BRu3FR8NQH29BH298NFHQR8�70205Z8~6)FR8pWP�J�J2079M]SJ5J4

A8N205Z8NF;BR8NqJF�4/FRj,+X8N5�n�6)QHFH2 ¿o8N5�QRBRLJFH29¤Rq�Q~.&A�j3¤hq�MJ8NF�/ Y�BHQh6)5ZM&�²MZ6CBRB
A∗A

5Zj�¤Rq�8N205Z8 WPLJLJFRj~¿�20Yk6)QH29jC5
MJ8NFE¥$MJ8N5�QH20Q�)QPMZ6)FRBHQR8N7070Q��J8NFHY"!C4/7029¤hq�Q�M]298 �[�~�3'µ�]�¯����� ¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4«MJ8NFE¥¦5�bX8NFRBR8N5��]IKSJY ¢£8N29BHLJ298N7gM]SJFR¤hq
MZ6CBE§�8NSJYk6)5J5]c�rs8NFdi�6)qJFR8N5g.



��� ���A� � � �,������� � � � � �� � ��� � ������� ��	 �� ���

����� � )���� -#)63�),',' $  -#� &W) �6�K-\'
A�8NF ��FHSJ5ZM]4X8KMZ6)5JuX8xMJ8KB&§�8NSJYk6)5J5]c�rs8NFdi�6)qJFR8N5ZBsuC6)5J5¹798N29¤Rq�Q 6)Y�¥¦5�bX8NFHQH298NFR8N58N205Z8NF&�®8N70298N�J204X8N5 FR8K8N70798N5
j�MJ8NFEuXjCYLJ798¨¿]8N5�Á®6)qJ7

x
8NFH7$)SJQR8NFHQP��8NFRMJ8N5 ;

A<6 M]298¹4X8KjCY�8NQHFH29Bh¤RqZ8"� 8N20qZ8�8N205Z8KB��®8N70298N�J204X8N5
q

Y20Q |q| < 1
�®8NuC6)5J53QH7029¤Rq¼4X8N4X8N5

(1−q)−1 uXjC53bX8NFdc
4/298NFHQ��Z8NFHq�)70QEYk6)5�5�6C¤Rq�MJ8NF 13SJ�ZBRQH20QHSJQH29jC5

q := 1−x
∞∑

k=0

(1− x)k = (1− (1−x))−1 = x−1

A<6CB&¥¦5�bX8NFHQH298NFR8N5 u/6)5J5�6)79BRjPY20Q*MJ8NY FR8N7[6)QH20b;8N205]i�6C¤RqZ8N5WPS]i�6CMJM]298NFR8N5�bXjC5�D*jCQR8N5JI~8N58NFHFR8N29¤Rq�QÀ��8NFRMJ8N5��
� jC�®8N2�M]298PWPSZBH�£6)qJ7ZbXjC5

x
M]SJFR¤Rq |1−x| < 1

IKSJ5�C¤RqZBRQ 5Zj�¤Rqk8N205J4X8KBR¤hqJF�)5Ju3Q�29BHQ~./O*¸JqJFHQsYk6)5=Äd8KMJj�¤Rq
8N205Z8N5�Ã jC5�bX8NFH4X8N5JIKL�6)Fh6)Y�8NQR8NF

µ > 0
8N205��ZMJ8NFEBRj 4X8N� )qJ70QP�x20FRM&�ZMZ6CBhB

| 1− µx | < 1

4/2070Q<SJ5ZM¼8NFRBR8NQHIKQ
x

205�jC�J204X8NF ��798N29¤hq�SJ5J4�M]SJFR¤hq
µx

�®BRj:8NFHq�)70Q;Yk6)5�MZ6CB<¥¦5�bX8NFRBR8�i ¸JF
µx

SJ5ZM�5�6C¤Rq
n�SJ70QH20LJ7020uC6)QH29jC5�Y20Q

µ
Bh¤RqJ70298 +/7029¤Rq

x−1 .
W 5�6)79jC4X8KBE4/2070QE5�6C¤hq�§ 8NSJYk6)5J5�i�¸JFx70205Z8~6)FR8#� L�8NFh6)QRjCFR8N5

Q
;

Q−1 = µ
∞∑

k=0

(
Id−µQ

)k

� jC�®8N2
µ

5�SJ5BRjP4X8N��)qJ70QG29BHQ��µMZ6CBRB*M]298�§�jCFHY bXjC5
Id−µQ u�798N205Z8NFx-s29BHQ~.µ` )qJ70Q&Yk6)56)79BRj

Q = A∗A
�

BRj 4/2070Qxi ¸JFEM]298¹13\�5�QHqZ8KBR8

S = µ
∞∑

k=0

(
Id−µA∗A

)k
A∗

����� 	 '#&�# " )�&�#�'('"��) � ">) � �*- '*) � � -*# '*-#� '*-#)Y-\' 2 '*),+�78�;- $�% �W)`'�� & ' � 3�)�&�#�'('
A<6 �J�x298��®8KBR¤RqJFH298N�®8N5��

A∗A ≈ Id
��6)79BRj

‖ Id−A∗A ‖ � 1

4/2070Q���i ¸JqJFHQ;M]298¹`a6)qJ7
µ = 1

6)S]i£M]298��®8KBHQR8N5�¾GFH4X8N�J5J29BRBh8 SJ5ZM¼8KB�29BHQ�IKS�8NFH�£6)FHQR8N5��gMZ6CBRB<M]298 � 8N20qZ8
qJ205JFR8N29¤RqZ8N5ZM�BR¤RqJ5Z8N707PuXjC5�bX8NFH4/298NFHQ~. n�20QHqJ205wBHQR8N7070Q�M]298�§�8NSJYk6)5J5]c �P8N20qZ8�8N205Z8N5wjCLJQH20Yk6)798N5w`�8N4�IKSJF
¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4 MJ8NF�13\�5�QHqZ8KBh8;MZ6)F~.
A�8N5J5Zj3¤hqabX8NFH7[6)5J4/Q�M]298�WP53� 8N5ZM]SJ5J4�MJ8KB=§�8NSJYk6)5J5]c�rs8NFdi�6)qJFR8N5ZB 8N205Z8Y�8NqJFdi�6C¤RqZ8«WP53� 8N5ZM]SJ5J4�bXjC5
W 5�6)70\�BR8

A
SJ5ZM MJ8NFR8N5k6CM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8NFsWP�J�J2079M]SJ5J4

A∗ .)`�298 � 8N20QsM]298 �P8N20qZ8 �®8N2�bXjCFH4X8N4X8N�®8N5Z8NF �P8K¤hqZ8N5]c
I~8N20Q&6)SZBH4X8N��8NFHQR8NQ"��8NFRMJ8N5=u/6)5J5��Kq�)5J4/Q&6)79BRjxMJ8NSJQH7029¤hq=bXjC5=MJ8NFg¾ ��IK298N5JI�MJ8NF"W 5�6)70\�BR8¨cfe"Fh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5
BRj¯�x298;MJ8NFR8N5�WxM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8N5o6)�g.
A�298KB:Y�jCQH20b3298NFHQR8oIKS MJ8NF�13SZ¤RqZ8�5�6C¤hqy8N205Z8NY rs8NFdi�6)qJFR8N5���� 8N79¤hqZ8KB�8N205Z8NFRBR8N20QRB��£��j�4X8¨i�jCFRMJ8NFHQ��x8N205Z8
qJ205JFR8N29¤RqZ8N5ZMJ8Á�8N20Qdc SJ5ZM�OZFR8KÂ�SZ8N5JINcfW S���!/BHSJ5J4 Y20QEMJ8NYÉn�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQ �J298NQR8NQ���6)��8NFP6)5ZMJ8NFR8NFRBh8N20QRB
M]298KB�Y20Q<qZjCqZ8NF<5�SJY�8NFH29Bh¤RqZ8NF=¾ ��IK298N5JIkbX8NFH�J205ZMJ8NQ~.²¾sB<29BHQ���8Nu/6)5J5�Q��²MZ6CBhB<M]298KBR8 ¾ ��IK298N5JIkMZ6)5J5¼4X8¨c
4X8N�®8N5w29BHQ��À� 8N5J5ºBH29¤RqwM]298�egFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5�205wO�jCFHY 8N205Z8NFkO*2070QR8NFH��6)5Ju	i jCFHY¹SJ70298NFR8N5^7$CBRBRQ~.GA SJFR¤hq
noj3M]20/Zu/6)QH29jC5 MJ8KB BRjC4X8N5�6)5J5�QR8N5�� �R�~'µ��("¬K� - ��+���')���¯%*��("¬ bXjC5 <�jC79BR¤RqJ5Z8N29MJ8NF�uC6)5J5«Yk6)5 8N205p13204/5�6)7 c
6)5�6)70\]BR8NbX8NFdi�6)qJFR8N5�uXjC5ZBHQHFHSJ298NFR8N5��Z��8N79¤RqZ8KB�M]298�4X8N�x¸J5ZBR¤Rq3QR8N5o¾s204X8N5ZBR¤Rq�6µi QR8N5o6)S]i � 8N29BHQ~.
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� �y� � ��� � � � �	�
�!� ��� � � � � � � � ��

`º20F=� 8NFRMJ8N5	SJ5ZB¹IKSJ5�C¤RqZBHQ Y20Q�MJ8NY¡·Pc�QHFRjCSZBdcfW 704XjCFH20QHqJY=SZB�6)5�BR29¤RqÅ��8KBR¤hq�µi�QH204X8N5g.G1�8N205Z8 ��FHSJ5ZM�c
29MJ8K8��®8KBHQR8Nq�Q�MZ6)FH205��xM]298�`a6~bX8N798NQdi�SJ5Ju�QH29jC5Z8N5 i ¸JF:M]298�bX8NFRBh¤RqJ298KMJ8N5Z8N5 � u�Qh6KbX8N5 5J29¤hq�Q�8¨¿]LJ7020IK20QpIKS
�®8NFR8K¤RqJ5Z8N5��*BRjC5ZMJ8NFH5�4X8K8N204/5Z8NQ=IKS	6)LJLJFRjK¿]20Y298NFR8N5�%"4X8K8N204/5Z8NQ¹205aMJ8NY|13205J5Z8��"MZ6CBRB=MZ6CB=`a6KbX8N798NQ;i ¸JF
M]298�� u�Qh6KbX8

i+1
6)SZB=MJ8NY¡`a6KbX8N798NQ MJ8NF � u�Qh6KbX8

i
M]SJFR¤hqÅW 5���8N5ZM]SJ5J4¼8N205Z8KB¹¥¦5�QR8NFHL®jC7[6)QH29jC5ZBW/Z70QR8NFRB

�®8NFR8K¤RqJ5Z8NQ£� 8NFRMJ8N5:u/6)5J5g.�¾sB �x20FRMk4X8NI~8N204/Q��]MZ6CBRB M]298KBR8NF£WP5ZBh6)QHI�M]20FR8Nu3Qx6)S]i"8N205Z8�O&2070QR8NFH��6)5Ju]BHQHFHSJu�QHSJF
i ¸JqJFHQ 3�13qZ8N5ZBh6p-~t/t/?h4f.
1��!� 	Z'�&l-#� � '(+&)�&�#�'('
A�8NFp8NFRBHQR8�e&8N207;MJ8NFpÃPjC5ZBHQHFHSJu�QH29jC5 ��8KBRQR8Nq�QpMZ6)FH205��£8N205Z8 � L®8NFh6)QH29jC5 IKS 8N5�Q¦�x29¤RuX8N705��xSJY 6)SZBpMJ8N5
`�8NFHQR8N5a8N205Z8NF=OZSJ5Ju3QH29jC5

x(t)
i ¸JF<4�6)5JIKI¯6)qJ70204X8kW FH4/SJY�8N5�QR8

t
M]298 4X8KBHQh6)SZ¤hq�QR8 OJSJ5Ju3QH29jC5

x(t/2)
i ¸JF

4�6)5JIKI¯6)qJ70204X8
t

205Å4/SJQR8NF § )qZ8NFHSJ5J4�IKSÅ8NFHq�6)70QR8N5g.*`�8N207xMJ8NF�`�8K¤RqZBR8N7£bXjC5 MJ8NF
i
c�QR8N5ÅIKSJF

(i+1)
c�QR8N5

� u�Qh6KbX8;4X8N5�6)S�M]298KBR8NF�13Qh6)SZ¤Rq3SJ5J4 8N53QRBHLJFH29¤Rq3Q���FR8N29¤hq�Q�8KBP6)SZB��ZM]298;`a6KbX8N798NQdcfOJSJ5Ju�QH29jC5�6)70798N205�Y20QPMJ8N5
13u/6)70298NFHSJ5J4X8N5

0± 2v/L (v = 0, . . . , L−1)
6)SZBHIKSJFR8K¤RqJ5Z8N5g.

A�298 OZSJ5Ju3QH29jC5
x(t)

��8NFRMJ8 FR8NLJF�CBh8N5�QH298NFHQxM]SJFR¤RqpMJ8N5 rs8Nu3QRjCF
(xn)n∈Z

Y20Q£MJ8N5:ÃPjCYL®jC5Z8N5�QR8N5
xn :=

x(n)
.JÁ�SZ8NFRBHQ �x20FRM:MJ8NF�rs8Nu3QRjCFx6)S]i 4X8N� 8N20QR8NQ��]M². qg.�IK�x29BR¤RqZ8N5�ÄH8EIK� 8N2²Ã jCYL�jC5Z8N53QR8N5�8N205Z8 § SJ707�8N205J4X8¨c

i ¸J4/Q�%ZM]298KBR8�70205Z8~6)FR8;W �J�J2079M]SJ5J4«8N53QRBHLJFH29¤Rq3Q�8N205Z8NFPn�6)QHFH2 ¿
D

Y20QPMJ8N5�¾G2053QHF�)4X8N5

Dn,m = δ(2m−n) .

A<6)Y20QE4/2070Q
(Dx)2n = xn , (Dx)2n+1 = 0 (n ∈ Z).

v�V].0-¯z
§ SJ5 BRjC70798N5pM]298�5Z8NS 4X8N� jC5J5Z8N5Z8N5�DG7$)QHI~8

(Dx)2n+1
Y20Q 4X8K8N204/5Z8NQR8N5p`�8NFHQR8N5p�®8N798N4/Q ��8NFRMJ8N5��JMZ6)Y20Q

MZ6)5J5wMJ8NF
n
c�QR8 ¾s205�QHFh6)4

(Dx)n
8N205Z8«4/SJQR8:§ )qZ8NFHSJ5J4¼bXjC5

x(n/2)
MZ6)FRBHQR8N7070Q~.sÁ�SZB�)QHIK7029¤Rq^BhjC707£MJ8NF

4�6)5JI~8 rs8Nu3QRjCF Y20Q
1/
√

2
BHu/6)70298NFHQ¹��8NFRMJ8N5g.GA�298KB¹798N29BRQR8N5	BhjC4X8N5�6)5J5�QR8�� �R�~'µ��("¬N� �x� ���~��'

f
�"M]298 205

q�!�¤RqZBHQR8NFPW 70704X8NY�8N205JqZ8N20Q M]SJFR¤hq

f2k = δ(k)/
√

2 , f2k+1 =
��8N70298N�J204

MJ85/Z5J298NFHQ BR205ZM&�]� jC�®8N2
f

M]SJFR¤Rq�O�6)70QHSJ5J4«Y20QPMJ8NY 6)S]i 4X8N� 8N20QR8NQR8N5�rs8Nu3QRjCF
Dx

bX8NFHu�5�¸JL]i QE�x20FRM ;

1√
2
x
(m

2

)
≈

[
f ∗ (Dx)

]
m

=
∑

n

fm−n(Dx)n ����� 8��=
∑

n

fm−2nxn .
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¾G205Z8 BHL®8NIK298N70798¹Ã�7[6CBhBR8¹BhjC79¤RqZ8NF<·Ec�QHFRjCSZBHcfO&2070QR8NF<BH205ZMoM]298�� �J+�'µ�Z�&+��
	 ¬¯Ç)%&�3���K���~�3' �s�����]�¯�����"¬�À���~��' �
M]298�i ¸JF�D*jC70\�5ZjCY�8�J29B�IKS�8N205Z8NY½��8N70298N�J204p� )qJ70��6)FR8N5�SJ5J4X8NFh6CMJ8N5���Fh6CM

N
8¨¿J6)u�Q<BH205ZMoSJ5ZM¼MZ6)Y20Q

BR8NqJF4/SJQ�2053QR8NFHLJFR8NQH298NFH��6)F BR205ZM². 1�8N2
N

i�8KBHQ4X8N��)qJ70Q~. A 298pÃ jCYL�jC5Z8N53QR8N5�bXjC5
f

Y20QSJ5J4X8NFh6CMJ8NY
¥¦5ZMJ8¨¿:BH205ZM��x298�i jC704/QPMJ85/Z5J298NFHQ�v BH298NqZ8 3�13qZ8N5ZBh6p-~t/t/?h4�z ;

f2k−1 = f−2k+1 =
1√
2

∏

i6=k

1
2 − i
k − i

i�¸JF − N+1

2
+ 1 ≤ i, k ≤ N+1

2
.

1���� � -#��� $*& � ' )���$ 2 +&% ' �e#�&<�63=)�� &��6� !(#0-"),'�!`-8� # 3 #0-#� &l- �  %

A�8NFx¥f53QR8NFHL�jC7[6)QH29jC5ZBW/Z70QR8NF
f ∗D �x20FRM 5�SJ5�6)S]i"SJ5ZBR8NFR8�DGFRjC�J798NY�BRQR8N7070SJ5J4«6)5J4X8N��6)5ZM]Q��J205ZMJ8NY i ¸JFxMJ8N5

�®8N70298N�J204X8N5�rs8Nu�QRjCF
x

MZ6CBPM]29BHu�FR8NQH29BH298NFHQR8<`a6~bX8N798NQ MJ8NF � u�Qh6KbX8
i

8N205J4X8KBR8NQHIKQE�x20FRM².
A�298P`a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5�MJ8NF�SJ5ZMJ8NIK20Y298NFHQR8N5�Ax`ye^Y20QE13uC6)70298NFHSJ5J4XBRL�6)Fh6)Y�8NQR8NF

a = ±2i+v/L
SJ5ZM

egFh6)5ZBR7[6)QH29jC5ZBHL�6)Fh6)Y�8NQR8NF
b = n

�£6)FR8N5�5�6C¤RqoWP�ZBR¤hqJ5J20QHQ=-/.@U 4X8N4X8N�®8N5�M]SJFR¤Rq

wi,v,±n = WT s (±2i+v/L, n) � 8 � � �=

∫ 6 7
s(t)ψ±2i+v/L,n(t) dt ,

� jC�®8N2
ψ(t)

i�¸JF
ψ(t)

4X8KBR¤RqJFH298N�®8N5 �x20FRM².xA<6�MZ6CB�13204/5�6)7
s

6)SZBpM]29BRu3FR8NQR8N5 `�8NFHQR8N5
sm = s(m)�®8KBHQR8Nq�Q��J8NFRBR8NQHIKQxYk6)5pIKSJFx¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4«MJ8NFx`a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5oMZ6CBx¥¦5�QR8N4/Fh6)7"M]SJFR¤hq�8N205Z8=13SJYY�8

SJ5ZM�8NFHq�)70QEY20Q�vd-/.@?Xz

WT s (±2i+v/L, n) ≈ 1√
2i+v/L

∑

m∈Z

sm ψ
( m− n
±2i+v/L

)
=: wi,v,±n .

v�V].@?Xz

`º20Fg��8NQHFh6C¤hq�QR8N5�20Y±��8N20QR8NFR8N5¹M]298KBR8£13SJYY�8 6)79Bg§�8NSZMJ85/Z5J20QH29jC5�MJ8NF�v M]29BHu3FR8NQR8N5�z²`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5
wi,v,±n

.¯A 298£13SJYY�8 u/6)5J5=4X8N798KBh8N5=� 8NFRMJ8N56)79B*O�6)70QHSJ5J4 bXjC5
s

Y20Q*8N205Z8NY�rs8Nu�QRjCF
gi,v,± = (gi,v,±k )k∈Z

�
MJ85/Z5J298NFHQ M]SJFR¤hq

gi,v,±k :=
1√

2i+v/L
ψ

( −k
±2i+v/L

)
.

n�20Q
k = n−m 8NFHq�)70Q Yk6)5:i�¸JF�v�V].@?Xz

wi,v,±n =
∑

m∈Z

sm g
i,v,±
n−m =

[
gi,v,± ∗ s

]
n
,

6)79BRj
wi,v,± = gi,v,± ∗ s .

A�298Gi SJ5ZMZ6)Y�8N5�Qh6)798£OZjCFHY�8N7JMJ8KB*·Ec�QHFRjCSZBdcfW 704XjCFH20QHqJY=SZB*Y20QÀMJ8NY�W S]i���8N20QHSJ5J4XBRjCL®8NFh6)QRjCF
D

SJ5ZM¹8N205Z8NY
�®8N70298N�J204X8N5�·Pc�QHFRjCSZBdcfO*2070QR8NF

f
29BRQx5�SJ5�4X8N4X8N�®8N5�M]SJFR¤hq

gi,v,± = Dig0,v,± ∗
i−1∏

j=0

Djf
v�V].@VXz

13298 �x20FRM�MZ6)5J5¼205¼M]298¹798NQHIKQR8O�jCFHY�8N7Gi�¸JF�M]298 `a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5	8N205J4X8KBR8NQHIKQ<SJ5ZM�i ¸JqJFHQ=6)S]i�8N205Z8
O*2070QR8NFH��6)5Ju�BRQHFHSJu3QHSJF~.�A�85/Z5J298NFHQPYk6)5�5�)Y7029¤Rq��P8KBHQRBH204/5�6)798

si
M]SJFR¤Rq

si =

i−1∏

j=0

Djf ∗ s



� � � � �,��� � � � �A��� ��� � � ��.� �*� � ��� � 
��A�A� � ����� ���9� � � �,� � � � � � �-�

BRj8NFHq�)70QEYk6)5

wi,v,± = Dig0,v,± ∗
i−1∏

j=0

Djf ∗ s = Dig0,v,± ∗ si

A�298KBx�x298KMJ8NFHSJY i ¸JqJFHQE205p5�6)QH¸JFH7029¤hqZ8NF `�8N29BR8;6)S]i*i�jC704X8N5ZMJ8;O*2070QR8NFH��6)5Ju ;

13Qh6)FHQH��8KM]205J4/SJ5J4 ;
s0 = s

¥fQR8NFh6)QH29jC5ZBhBR¤RqJFH20QHQ ;
wi,v,± = Dig0,v,± ∗ si , si+1 = Dif ∗ si
i ¸JF

i = 0, 1, 2, . . .

v�V]. _3z

n�6)5�8NFHuX8N5J5�Q��ÀMZ6CBRB�M]298�`a6~bX8N798NQdi�SJ5Ju�QH29jC5	5�SJF¹i�¸JFPÄd8KMJ8«8N205JI~8N705Z8:13QH20YY�8
v

8¨¿�LJ7020IK20Q6)SZBH4X8N� 8NFHQR8NQ
� 8NFRMJ8N5«Y=SZBRB �/SJ5ZM�M]298EW SZBH� 8NFHQHSJ5J4;i�¸JFsbX8NFRBh¤RqJ298KMJ8N5Z8 � u�Qh6KbX8N5 M]SJFR¤Rq ¥f53QR8NFHL�jC7[6)QH29jC5 8NFH798KM]204/Qs�x20FRM².
1�8NQHI~8<20Yli�jC704X8N5ZMJ8N5

gv,± := g0,v,± .

-
si

 ? N

Digv,±

w
i,v,±

-
Dif

si+1

 ? N

w
i+1,v,±

-

§ SJ5�IKSJY ¢£8N��8N29BGMJ8NF&i SJ5ZMZ6)Y�8N5�Qh6)798N5 OZjCFHY�8N7"v�V].@VXz �C� 8N79¤hqZ8NFsY20QHQR8N79BÀbXjC7079BHQ�)5ZM]204X8NF ¥¦5ZM]SJu�QH29jC5�¸J�®8NF
M]298 � u�Qh6KbX8N5

i
8NFH798KM]204/QE�x20FRM².

-/.Z¥¦5ZM]SJu3QH29jC5ZB 6)5]i�6)5J4
i = 0

;

g0,v,± = D0g0,v,± ∗
−1∏

j=0

Djf

?].Z¥¦5ZM]SJu3QH29jC5ZBhBR¤RqJFH20QHQ
i→ i+ 1

;

gi+1,v,± = f ∗Dgi,v,± = f ∗D
(
Dig0,v,± ∗

i−1∏

j=0

Djf
)

= f ∗Di+1g0,v,± ∗
i∏

j=1

Djf

= Di+1g0,v,± ∗
i∏

j=0

Djf

A<6)��8N2À�xSJFRMJ8�205�MJ8NF�IK��8N20QR8N5�Á�8N20798 MJ8NF;Á�SZB 6)YY�8N5Jq�6)5J4:i�¸JF�M]298"� u3Qh6~bX8
i

6)79B�¥¦5ZM]SJu3QH29jC5ZBHbXjCFh6)SZBHc
BR8NQHIKSJ5J4�8N205J4X8KBR8NQHIKQ��ZY20QEMJ8NFPno6)QHFH2 ¿

D
M]SJFR¤RqJY¹SJ70QH20LJ7020IK298NFHQ�SJ5ZM:IKSJ798NQHIKQPMJ8NFE¥f53QR8NFHL�jC7[6)QH29jC5ZBz/Z70QR8NF

f� 8N4X8N5oMJ8NFPÃPjCYY¹SJQh6)QH20b320Q�)Q�MJ8NFPO�6)70QHSJ5J4k205�MZ6CBxqJ205�QR8NFR8¹O�6)70QHSJ5J4XBHLJFRj�M]SJu3Q 205�QR8N4/FH298NFHQ~.
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A�298KB£29BHQxMJ8NFE·Ec�QHFRjCSZBHcfWP704XjCFH20QHqJY¹SZB���MJ8NF£bXjC5�nÅ. <�jC79BR¤hqJ5Z8N29MJ8NF 3 < jC79Bh¤RqJ5Z8N29MJ8NF=-~t/»/»h4gIKSJFE8���IK298N53QR8N5
¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4oMJ8NF<`a6~bX8N798NQHQHFh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5Å�®8N2sM]29BHu3FR8NQH29BR298NFHQR8N5Å13204/5�6)798N5�8N53Qf�x29¤RuX8N70Q�SJ5ZM�bXjC5anÅ. �Z.
13qZ8N5ZBh6 3�13qZ8N5ZB 6p-~t/t/?h4"� 8N20QR8NF SJ5�QR8NFRBHSZ¤hq�Q��xSJFRMJ8/.

1���1 2 '*),+�78�;- -*#0%\-s'�� � �*)#& &l-\' ),'�! $ ' � ! -#� ),'Y%\-\' ),' !�#&- ��)#�W)63�- &l-#�
ω0

),'#!
L

¥¦Y�i jC704X8N5ZMJ8N5 �x20FRMkM]298 O*2070QR8NFH��6)5Ju20Y�OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hq:SJ5�QR8NFRBHSZ¤hq�Q~.]¾sBs�x20FRM«BH29¤Rq«I~8N204X8N5��3MZ6CBhB MJ8NF
¥¦5�QR8NFHL®jC7[6)QH29jC5ZBW/Z70QR8NFPM]298�¾G204X8N5ZBR¤hq�6µi�QP8N205Z8KBxe£298¨i L�6CBRBW/Z70QR8NFRB£�®8KBH20QHIKQ~.]W 79B `a6~bX8N798NQE�x20FRM:5�SJ5:uXjC5Ju�FR8NQ
MZ6CB�n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQ;8N205J4X8KBR8NQHIKQ�SJ5ZM�MZ6)�®8N2 �®6)�Jq�)5J4/204 bXjCY ��8KBRQh6)70QHL�6)Fh6)Y�8NQR8NF

σ
��M]298¹W 5JI¯6)qJ7GMJ8NF

5ZjCQf��8N5ZM]204X8N5^13QH20YY�8N5
L

BRj~�x298«M]298�¢£8KM]205J4/SJ5J4X8N5	6)5ÅM]298 <�6)SJLJQdi FR8KÂ3SZ8N5JI
ω0

5�)qZ8NF=SJ5�QR8NFRBRSZ¤Rq�Q~.
`�8N4X8N5�MJ8NFEA�29BHu�FR8NQH29BH298NFHSJ5J44X8N5�¸J4/QE8KB��]BH29¤hq�6)S]i*MZ6CBxOJFR8KÂ3SZ8N5JIK205�QR8NFHb/6)707

[−π,+π]
IKS:��8KBR¤hqJF�)5JuX8N5g.

¢£8NFR8K¤RqJ5Z8NQ Yk6)5^M]298�O�jCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBdi�jCFHY298NFHQR8�MJ8KBknojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQRB Y20QkDÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF
σ
� Bhj /Z5ZMJ8NQ

Yk6)5�4X8NY 9+kMJ8NF ¾G205]i�¸JqJFHSJ5J4�vd-/.@>Xz

FψM (ω) = σe−σ
2(ω−ω0)2/2 .

A<6)��8N2&BR8N2gMZ6KbXjC5�6)SZBR4�6)5J4X8N5���MZ6CBRBEM]298<DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NF
ω0

SJ5ZM
σ

SJ5�QR8NFR8N205�6)5ZMJ8NF�M]298;¢£8KM]205J4/SJ5J4

ω0 ≥
3√
2σ

8NFdi ¸J70798N5��gBRjpMZ6CBRB;MZ6CB=n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQ��g�x298205�MJ8NF;¾G205]i ¸JqJFHSJ5J4��®8KBR¤hqJFH298N��8N5��²bX8NFR8N205]i�6C¤Rq3Q=��8NFRMJ8N5
u/6)5J5g.*¾ B¹70298N4/Q Y20QHqJ205w8N205Z8 bX8NFRBR¤hqZjC��8N5Z8:SJ5ZMÅ4X8KBHQHFR8K¤hu3QR8 �<6)S +CcfOJSJ5Ju�QH29jC5wbXjCF~.ÀA<6

ψM (−n)
M]298

4/798N29¤RqZ8¹OZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBHi jCFHY298NFHQR8��x298
ψM (n)

�®8KBH20QHIKQ��Z8NFHq�)70QPYk6)5

Fgv,±(ω) ≈ F(ψM )(±2v/Lω)

`�8N4X8N5�MJ8NF<A�29BHu3FR8NQH29BR298NFHSJ5J4 u/6)5J5�uX8N205Z8KBdi�6)7079B�bXjC5 ��798N29¤RqJqZ8N20Q=6)SZBH4X8N4�6)5J4X8N5¼��8NFRMJ8N5g.gA<6)Fh6)S]i �x20FRM
BHL�)QR8NF�5Zj3¤hqÅ6)SZBdi ¸JqJFH7029¤Rq 8N205J4X8N4�6)5J4X8N5g.ÀO*¸JF¹M]298�i jC704X8N5ZMJ8N5	¢£8NQHFh6C¤Rq�QHSJ5J4X8N5 4X8N53¸J4/Q8KB=IKS��x29BRBR8N5��
MZ6CBRB Fgv,± 8N205Z8�OZ8N5ZBRQR8NFdi�SJ5Ju�QH29jC5�Y20Q 4/798N29¤RqZ8NF <�6)SJLJQdi�FR8KÂ3SZ8N5JI ±ω0/2

v/L SJ5ZMº8NQf�£6CB:4/F !,+X8NFR8NF
¢�FR8N20QR8 ≥ √2/2v/Lσ

29BRQ��]��6CBESJ5JY20QHQR8N70��6)F�6)SZBEMJ8NF / 5ZBR¤Rq�)Fdi�8NFR8N7[6)QH29jC5�i�jC704/Q~.
¢£8NFR8K¤RqJ5Z8NQ£Yk6)5p6)5ZMJ8NFR8NFRBR8N20QRB£M]298POZjCSJFH298NFdcfe"Fh6)5ZBdi jCFHY298NFHQR8 Ff MJ8KB�¥¦5�QR8NFHL®jC7[6)QH29jC5ZBW/Z70QR8NFRB

f
��BRj<I~8N204/Q

BH29¤hq���MZ6CBhB Ff 6)SZ¤hq¼M]298�O�jCFHY 8N205Z8NF<OZ8N5ZBRQR8NFdi�SJ5Ju�QH29jC5���8KBH20QHIKQ���MJ8NFR8N5 � )5ZMJ8NF�SJ5J4X8¨i )qJF��®8N2 −π/2SJ5ZM
+π/2

70298N4X8N5Év BH298NqZ8	WP�J�J2079M]SJ5J4 V].0-¯z 3 no8NFHQH205ZBa?/}/}/}h4f.<A<6º8N205Z8 O�6)70QHSJ5J4 IK� 8N298NF�OJSJ5Ju3QH29j)c
5Z8N5 20Y Á�8N20QH��8NFR8N29¤hq^8N205Z8NF�n�SJ70QH20LJ7020uC6)QH29jC5w20Y OZFR8KÂ�SZ8N5JIK�®8NFR8N29¤Rq^8N53QRBHLJFH29¤Rq3Q��s4/2070Q i ¸JFM]298pOZjCSJFH298NFdc
egFh6)5ZBHi jCFHY298NFHQR8¹MJ8KBP8NFRBHQR8N5 � 8KBHQRBH204/5�6)79B

F(s1)(ω) = F(f)(ω) F(s0)(ω)

A<6CB��P8KBHQRBR204/5�6)7
s1

8N53QHq�)70Q 6)79BRj MJ8N5pOJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hq
[−π/2,+π/2] MJ8KBP13204/5�6)79B

s
3�13qZ8N5ZB 6«-~t/t/?h4f.

A�298�¥¦5]i jCFHYk6)QH29jC5Z8N5w¸J�®8NFkM]298�OZFR8KÂ�SZ8N5JI~8N5w205
[−π,−π/2] SJ5ZM

[+π/2,+π]
BRjC7070QR8N5�MZ6)Y20Q�205^M]298

`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5
w1,v,± 8N205��Z298 +X8N5g.�A�298KBx29BHQx��8N4X8N5

F(w0,v,±)(ω) = F(gv,±)(ω) F(s0)(ω)

4X8N5�6)S�MZ6)5J5�MJ8NF;O�6)707 �®��8N5J5�6)70798 OZ8N5ZBHQR8NF;MJ8NF
(gv,±)v,±

IKSZB 6)YY�8N5J4X8N5ZjCYY�8N5ÅM]298��®8N29MJ8N5 � 6)5ZM�c
�®8NFR8N29¤RqZ8:¸J�®8NFRMJ8K¤RuX8N5g.GW SZB 13\�YY�8NQHFH298N4/FH¸J5ZMJ8N5w¸J�®8NFRMJ8K¤RuX8N5wMZ6)5J5	M]298

(gv,+)v
MZ6CB�8N205Z8 SJ5ZM	M]298
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(gv,−)v
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IKSZBHQ�)5ZM]204Z.
¾sB«29BHQkj9B²8N5ZBH29¤Rq3QH7029¤Rq��£MZ6CBRB«8N205Z8�6)SZBRBR¤hqJ70298 +/7029¤RqZ8 �P�®8NFRMJ8K¤Ru�SJ5J4	MJ8NF � 6)5ZM]�®8NFR8N29¤RqZ8�Y20Qk`a6~bX8N798NQdc
i�8N5ZBHQR8NFH5pbX8NFH7[6)5J4/Q��JMZ6CBRBxM]298�¢�FR8N20QR8<MJ8NFEOJFR8KÂ�SZ8N5JINi�8N5ZBHQR8NFEMJ8NFx`a6~bX8N798NQRBxqJ205JFR8N29¤RqZ8N5ZM�u3798N205:29BHQ~.]A�298KB
�x298KMJ8NFHSJY i ¸JqJFHQP6)S]iG8N205Z8<SJ5�QR8NFR8 1�¤RqJFh6)5JuX8<i ¸JF

σ
�JMZ6 M]298;¢�FR8N20QR8;MJ8KBEOZ8N5ZBRQR8NFRBxq�!3¤hqZBHQR8N5ZB

π/2
Bh8N205

MZ6)FdiH.ZÃPjC5Ju�FR8NQE�®8KMJ8NSJQR8NQPM]298KB
σ ≥ 2

√
2

π
≈ 1

A<6oM]298«¢£8NQHF�)4X8:MJ8NF�<�6)SJLJQdi FR8KÂ�SZ8N5JI~8N5wMJ8NF
(gv,±)v,±

Y20Q���6C¤hqZBR8N5ZMJ8NY
v

6)�J5Z8NqJY�8N5��ÀY¹SZBRB MZ6CB
OZ8N5ZBHQR8NF�bXjC5

g0,+ 6)Y�jC�®8NFR8N5 � 6)5ZM�bXjC5
[+π/2,+π]

70298N4X8N5g.�A 298KB u/6)5J5«M]SJFR¤RqpW 5JL�6CBRBR8N5 MJ8KB DÀ6)Fh6µc
Y�8NQR8NFRB

ω0
MJ8KBPn�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQRB 8NFHFR8N29¤hq�QP��8NFRMJ8N5��ZMZ6 BR8N205�OJFR8KÂ3SZ8N5JINi�8N5ZBHQR8NFxi ¸JF

a = 20 5�6C¤hq�vd-/.@UXz
M]SJFR¤Rq

[ω0−1/
√

2σ, ω0 +1/
√

2σ]
4X8N4X8N��8N5k29BHQ~./ Y�IKS�4�6)Fh6)5�QH298NFR8N5���MZ6CBRBsMZ6CB OJFR8KÂ�SZ8N5JINi�8N5ZBHQR8NF bXjC5

g0,+ 5J29¤hq�QPFR8K¤hq�QRB ¸J��8NF
[π/2, π]

qJ205�6)SZBHFR8N29¤hq�Q���Y=SZBRBEM]298=¢�8KM]205J4/SJ5J4

ω0 ≤ π − 1√
2σ

8NFdi ¸J7070Q£Bh8N205g.3¾G205Z8�4/FRjC�®8�WP�ZBR¤hq�)QHIKSJ5J4��JM]298�4�6)Fh6)5�QH298NFHQ��ZMZ6CBRB�5J29¤hq�QEBRjC4�6)F£BR¤RqZjC5�M]298 <�6)SJLJQdi�FR8KÂ3SZ8N5]c
I~8N5�bXjC5

g0,+ SJ5ZM
g0,− 205

[−π/2,+π/2] 70298N4X8N5��J29BHQ

ω0 >
π

2
.

A<6�M]298�¢�FR8N20QR8N5	MJ8NF=8N205JI~8N705Z8N5	OZ8N5ZBHQR8NF=SJY4X8NuX8NqJFHQ�LJFRjCL®jCFHQH29jC5�6)7 IKSJY 4X8N��)qJ70QR8N5
σ

BH205ZM&�g29BRQ=M]298
W 5JI¯6)qJ7�MJ8NF:�®8N5�!CQH204/QR8N5yO�8N5ZBHQR8NF�� M². qg.£MJ8NF ��8N5�!CQH204/QR8N5 ¥¦5ZM]29¤K8KB

v
� LJFRjCL®jCFHQH29jC5�6)7�IKS

σ
� � j�M]SJFR¤Rq

M]298�W 5JI¯6)qJ7 MJ8NF�13QH20YY�8N5�LJFRj�� u3Qh6~bX8i�8KBHQH4X8N798N4/Q;�x20FRM².gÃ jC5Ju3FR8NQ;29BRQ=M]298 Y205J20Yk6)798kOZ8N5ZBRQR8NFH�JFR8N20QR8
M]SJFR¤Rq √

2/2σ
4X8N4X8N��8N5��XMZ6;M]298xOZ8N5ZBHQR8NFH�JFR8N20QR8�MJ8KBG`a6KbX8N798NQRBsi�¸JF M]298 � u�Qh6KbX8

0
SJ5ZM«13QH20YY�8

v
M]SJFR¤Rq

√
2/2v/Lσ

4X8N4X8N�®8N5�29BHQ~.Jn�6)5�8NFHq�)70Q�6)79BRj�6)79BP¢�8KM]205J4/SJ5J4:6)5
L

√
2

2σ
L ≥ π

2
,

6)79BRj
L ≥ π√

2
σ ≈ σ

2
.
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¾sB�BR8N298N5o5�SJ5¼M]298
(gv,±)v,±

BRjkuXjC5ZBHQHFHSJ298NFHQ��²MZ6CBRB�BH298¹M]298 � 6)5ZM]�®8NFR8N29¤RqZ8jCLJQH20Yk6)7À¸J�®8NFRMJ8K¤RuX8N5g.²¢£8¨c
6C¤Rq3QR8NQPYk6)5��ZMZ6CBhBEBH29¤Rq�M]298;OZjCSJFH298NFdcfegFh6)5ZBHi jCFHY298NFHQR8N5 F(Dif)

�JIK�;. F(Digv,±)
BH29¤Rq�6)SZB

F(Dif)(ω) = F(f)(2iω)SJ5ZM�6)5�6)79jC4
F(Digv,±)(ω) = F(gv,±)(2iω)

8NFH4X8N�®8N5��ZBRjBHQR8N7070QEBH29¤hq�M]298;W 5�6)70\�Bh8�Y20QEMJ8NFEuXjC5ZBHQHFHSJ298NFHQR8N5�O*2070QR8NFH��6)5Ju:20Y OJFR8KÂ3SZ8N5JIK�J2079M��x298�i�jC704/Q
MZ6)F ;

-/.xrsjCY OZFR8KÂ�SZ8N5JIK��6)5ZM
[−π,+π]

MJ8KB¹13204/5�6)79B
s0

/Z70QR8NFR8kY20Q
D0gv,±

M]298"� 6)5ZM�i FR8KÂ3SZ8N5JI~8N5
[−π,−π/2] SJ5ZM

[+π/2,+π]
205�OZjCFHY½MJ8NF `a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5

w0,v,± qZ8NFh6)SZB�SJ5ZMo8NFdc
q�6)70QR8;M]SJFR¤hq

D0f
MZ6CB �P8KBHQRBH204/5�6)7

s1
Y20QPMJ8N5�¥¦5]i jCFHYk6)QH29jC5Z8N5�¸J��8NF

[−π/2,+π/2] .?].EW SZB M]298KBR8NY �x298KMJ8NFHSJY /Z70QR8NFR8��3M]298KBHYk6)7�Y20Q
D1gv,±

�XM]298 � 6)5ZM�i FR8KÂ�SZ8N5JI~8N5
[−π/2,−π/4]SJ5ZM

[+π/4,+π/2]
205ÅOZjCFHY¡MJ8NF¹`a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5

w1,v,± qZ8NFh6)SZB¹SJ5ZM�8NFHq�6)70QR8«Y20Q
D1f

MZ6CBE5Z8NSZ8��P8KBHQRBR204/5�6)7
s2

Y20QPMJ8N5�¥f5]i�jCFHYk6)QH29jC5Z8N5�¸J�®8NF
[−π/4,+π/4] .V].;.K.K.

§�6C¤Rq
M

Á�8NFH798N4/SJ5J4XBRBR¤RqJFH20QHQR8N5o4/2070QEY20QHqJ205 ;

��¬£¬¯� �"���À��� �K�"!¦��'C���]�¯�����&�3�p#`:s��'x�À���;�²')� 9 (&�3� �X�3���Z("¬
[−π,−π/2M ]

(*�"�
[+π/2M ,+π]� ���&���a���X���3���X�~��²��� �����3���~�3�

(wi,v,±)i=0,...,M
+���¬��s�3��ÇC%"�3'¯���"�À��� �K�&!f��'C���]�¯�����"����#`:s��'

�À����')��¬K�¯� ��Ç)%&�3�º�²')� 9 (&�3� �X�3���Z(&¬
[−π/2M ,+π/2M ]

� � - ��¬K�~¬¯��+��"�Z�
sM+1 �����¯%"�Z���~�����

1���� 2 '6�Y)��9��),'*% ! -(�%$�#@+'&l-#���*)`' ��),'"!(#0- $�#@+'&l-#� )`'*%(� � -4! � � &U' #C� �;-
`º298EjC��8N5k��8KBR¤hqJFH298N��8N5���29BHQ M]298x`a6)qJ7�MJ8KB DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NFRB

ω0
8N205J4X8KBR¤RqJF�)5Ju�Q~. /PY IKSk4�6)Fh6)5�QH298NFR8N5���MZ6CBRB

ÄH8KMJ8¹8N205JI~8N705Z8 OJFR8KÂ3SZ8N5JIMJ8KB�W SZBH4�6)5J4XBRBR204/5�6)79B �®8N2ÀMJ8NF�W 5�6)70\�Bh8;�®8NFH¸Z¤Ru]BH29¤Rq3QH204/Q<29BHQ v�6)79Bhj«8N53Qf� 8KMJ8NF
205�8N205Z8NY©OZ8N5ZBHQR8NFP8N205Z8KB ÃPj�8���IK298N5�QR8N5

wi,v,±
j�MJ8NFE20YÉOZ8N5ZBRQR8NF MJ8KB�� 8KBHQRBH204/5�6)79B

sM+1 70298N4/Q z �ZY¹SZBRB
ω0

5ZjCQf� 8N5ZM]204X8NFH��8N29BR8<20Y ¥f53QR8NFHbC6)707
[π/2, π]

70298N4X8N5g.3A�298KBR8 ¢£8NFH¸Z¤Ru]BH29¤Rq3QH204/SJ5J4�x298KMJ8NFHSJY 29BRQ �x29¤Rq3QH204��
MZ6)Y20QkM]298�W 5�6)70\]BR8:205CÄd8Nu�QH20b	29BHQ�v�IKSJY205ZMJ8KBHQ�205^4/SJQR8NFk§ )qZ8NFHSJ5J43z ��6)79BRj�¸J�®8NFHq�6)SJLJQ«8N205Z8p2053bX8NFRBR8
W �J�J2079M]SJ5J4kbXjCY Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcf¢£8NFR8N29¤Rq�IKSJFH¸Z¤Rup205�MJ8N5oÁ�8N20QH�®8NFR8N29¤Rqo8¨¿�29BRQH298NFHQ~.
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OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hqoM]SJFR¤hq�MZ6CBPnojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQ qJ205JFR8N29¤RqZ8N5ZM�qZj3¤hq�6)S]i 4X8N7 !/BHQE�x20FRM².
A�298«W �J�J2079M]SJ5J4X8N5wV].@U�SJ5ZM	V].�m�I~8N204X8N5ÅMJ8N5	8N5�QRBHLJFR8K¤hqZ8N5ZMJ8N5"< j�¤RqJL�6CBhBdc��JIK�;.*e£298¨i L�6CBRBdcfO*2070QR8NF=i ¸JF
J = 4

�
M = 2

20Y©Á�8N20QH��8NFR8N29¤hqg.
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¥¦5ZBH4X8KBh6)Y=Q 8NFHq�)70QEYk6)5�MZ6CB£i�jC704X8N5ZMJ8=6)�J4X8N��6)5ZMJ8N70QR8�O*2070QR8NFH��6)5Ju�Bh¤RqZ8NYk6 ;

-/. °®�~�J'¯�l: ���À���&+�(*�&+ ;
s0 = s

?]. �¨�~��')�]�¯�����&¬~¬~ÇC%"'C���K� ;
si+1 = Dif ∗ si

V].�� ��')��ÇC%*�²(&�&+��*��'k� ��'C���X�N�R���X���3���X�N� ª«�²��� �����3���~�3�5;

O*¸JF
i = 0, . . . ,M−1 : wJ+i,v,± = Digv,±J ∗ si

_Z.�� ��')��ÇC%*�²(&�&+��*��¬ > �²ÇC% �&�J¬~¬K�;(*�&� :=���3! �*�J¬~¬N� - ��¬K�~¬¯��+��"�Z��¬ ;

h = s−
( 1√

2

)J
sJ , l =

( 1√
2

)J+M
sJ+M

A<6)��8N2&BH205ZMpM]298=6)S]i QHFR8NQR8N5ZMJ8N5�� �]Äd8Nu�QR8<�x298�i�jC704/QEMJ85/Z5J298NFHQ ;

i, v
; � u3Qh6~bX8

i = 0, ...,M − 1
��13QH20YY�8

v = 0, ..., L − 1
�

J,M,L
;
J =

13Qh6)FHQRjCu�Qh6KbX8��
M =

WP5JI¯6)qJ7"MJ8NF � u�Qh6KbX8N5��
L =

W 5JI¯6)qJ7"MJ8NF�13QH20YY�8N5��
s

; M]29BHu�FR8NQH29BH298NFHQR8KB 13204/5�6)7��
si

; � 8KBHQRBH204/5�6)7²�®8N2gMJ8NF
i
c�QR8N5�� u�Qh6KbX8��

h, l
; < j�¤RqJL�6CBhBdc��Je£298¨i�L�6CBhBdc �P8KBHQRBR204/5�6)7 �

wi,v,±
;

= W (±2i+v/L, n)
�

f
; 1"6)5J4/Fh6)5J4X8�� BR¤hqZ8NF�¥¦5�QR8NFHL®jC7[6)QH29jC5ZBW/Z70QR8NF��

gv,±J
; BHu/6)70298NFHQR8KBEnojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQ�MJ8NF � u3Qh6~bX8

J

D
; n�6)QHFH2 ¿ �JM]298;8N205Z8=§PSJ707²IK�x29BR¤hqZ8N5�ÄH8�IK� 8N2"Ã jCYL�jC5Z8N53QR8N5o8N205Z8KBErs8Nu3QRjCFRB 8N205]i�¸J4/Q~.

O*¸JF
ω0 ≈ π/2J

SJ5ZM
L > σ

29BHQ�MZ6CB=L®j/BH20QH20bX8 OJFR8KÂ�SZ8N5JI~BRL�8Nu�QHFHSJY¡MJ8KB13204/5�6)79B
s

MZ6)5J5��x298ki�jC704/Q
6)S]i 4X8KBHL�6)70QR8N5�v�5Z8N4�6)QH20bX8KB<13L�8Nu�QHFHSJY 6)5�6)79jC43z ;

5J298KM]FH204X8=OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5 ; [
0,+π/2J+M

]
−→ l

Y20QHQH798NFR8KB OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��6)5ZM ; [
+π/2J+M ,+π/2J

]
−→ (wJ+i,v,+)i,v ←

{ qZj�¤Rq�6)S]i 4X8N7 !/BHQR8KB
13L®8Nu3QHFHSJY

qZjCqZ8;OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5 ; [
+π/2J ,+π

]
−→ h

1���� ���8& �W) �A&�#�'(' ),'Y-#� 
 �,'��
� ��&l-#���$-*# &�$,$ �W-�� )Y-\'�� $ 2 '�&l-*# +&-"),'�!  ) �,+ ! -8�
� )#�W)63�-8&l-#� �

M

§�6C¤RqZMJ8NY MZ6CBsbXjCFH4X8N4X8N�®8N5Z8�13204/5�6)7�5�SJ5k4/¸J5ZBRQH204=205«Bh8N205Z8 Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfÃPjCYL®jC5Z8N5�QR8N5�I~8NFH798N4/Q 29BHQ��
u/6)5J5�Y20QEMJ8NYÉ¾G53Qdi 8NFH5Z8N5oMJ8NFPBHQ !CFR8N5ZMJ8N5�W 5�QR8N20798=��8N4XjC5J5Z8N5���8NFRMJ8N5 ;

¾sBxBRjC70798N5:20Y i�jC704X8N5ZMJ8N5:8¨¿J8NYLJ7[6)FH29BR¤hq�6)70798;13204/5�6)70uXjCYL�jC5Z8N53QR8N5�Y20Qx8N205Z8NFxOJFR8KÂ�SZ8N5JIkv OZFR8KÂ�SZ8N5JIK�®8¨c
QHFh6)43z�205

[ω 	�
� , ω 	���� ]
v
ω 	�
� , ω 	���� > 0

z�20Y©Á�8N20QH�®8NFR8N29¤Rq
[n 	�
� , n 	���� ]

8N5�Qdi�8NFH5�Q � 8NFRMJ8N5g.
`º298�20Y�bXjCFHqZ8NFH204X8N5�W �ZBR¤RqJ5J20QHQ���8KBR¤hqJFH298N��8N5�� 4X8N5�¸J4/Q�8KB�j9B²8N5ZBH29¤hq�QH7029¤Rq���53SJF�205 MJ8NY OJFR8KÂ3SZ8N5JINc
¢£8NFR8N29¤Rq��J205�MJ8NY M]298�IKSpYk6)5J20LJSJ70298NFR8N5ZMJ8N5�Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfÃPjCYL®jC5Z8N5�QR8N5�70298N4X8N5��JY20QxqZjCqZ8NFPW S���!)c
BHSJ5J4«IKS�6)FH�®8N20QR8N5g.�A�298KBEi�¸JqJFHQR8 6)S]i M]298=¾G205]i ¸JqJFHSJ5J4p8N205Z8NF<13Qh6)FHQRjCu�Qh6KbX8

J
6)79B�egFR8N5J5J70205J298�IK�x29BR¤hqZ8N5
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M

�<�

/Z70QR8NFHSJ5J4XBHFR8N798Nb/6)5�QR8N5�SJ5ZM	qZj3¤hq]i�FR8KÂ3SZ8N5�QR8N5^W 5�QR8N207�.GW 5ZMJ8NFR8NFRBR8N20QRB 29BHQ8KB 5�6)QH¸JFH7029¤hqw5�¸JQHIK7029¤hq��GY"!C4Cc
7029¤RqZBRQE� 8N5J204X8 � u�Qh6KbX8N5�IKSp��8NFR8K¤hqJ5Z8N5���BRj�MZ6CBRBE6)70798�5J298KMJ8NFdi FR8KÂ�SZ8N53QR8N5��Ji ¸JFEM]298<O&2070QR8NFHSJ5J4«�x298KMJ8NFHSJY
SJ5��x29¤hq�QH204X8N5yÃPjCYL®jC5Z8N5�QR8N5y6)79B"�P8KBHQRBR204/5�6)7�IKSZB 6)YY�8N5J4X8¨i�6CBRBRQ� 8NFRMJ8N5g.�1g8NQHIKQR8NFR8KB«BHQR8Nq�Q i ¸JF�8N205Z8
4X8K8N204/5Z8NQR8;`a6)qJ7&MJ8KBED*6)Fh6)Y�8NQR8NFRB

M
.

W SZBEjC�J204X8NFPW S��Z29BHQHSJ5J4k8NFH4/20�JQPBH29¤hq�4/FRjC� ;

[
ω 	�
� , ω 	����

]
⊂

[
+π/2J+M−∆,+π/2J+∆

]
,

� jC�®8N2
∆

BRj�4X8N��)qJ70Q BR8N205BRjC707 �CMZ6CBRBÀMZ6CBÀIKS Yk6)5J20LJSJ70298NFR8N5ZMJ8P¥¦5�QR8NFHb/6)707J8N205Z8£4X8K8N204/5Z8NQR8£rs8NFHu3798N205Z8NFHSJ5J4
MJ8KBgqZj�¤Rq�6)S]i 4X8N7 !/BHQR8N5 OJFR8KÂ3SZ8N5JIK205�QR8NFHb/6)7079B&29BRQ~.~A<6)Y20Q&BH205ZM<4X8K8N204/5Z8NQR8 D*6)Fh6)Y�8NQR8NF

J
SJ5ZM

M
4X8¨i SJ5ZMJ8N5g.

§ SJ5pIKSJFPno6)5J20LJSJ7[6)QH29jC5oMJ8NFE`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5
wi,v,±

;

n�!3¤hq�QR8¹Yk6)5oM]298 13204/5�6)70uXjCYL�jC5Z8N53QR8N5a6)SZB MJ8NY jC��8N5���8KBh¤RqJFH298N�®8N5Z8N5¼Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcf¢£8NFR8N29¤Rqa8N53Qdc
i�8NFH5Z8N5��µBRjE��8KBHQR8Nq3Q*MJ8NF*FH29¤Rq3QH204X8�`�8N4 j9B²8N5���6)FGMZ6)FH205��)6)70798 ? ��8NQHFRj9B²8N5Z8N5A@ `a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5

wi,v,±n§ SJ707 IKS	BR8NQHI~8N5g.6/PY¡M]298KBR8kIKS	8NFHq�6)70QR8N5��*�x20FRMaIKSJ5�C¤hqZBHQ 5�6C¤Rq ? ��8NQHFRj9B²8N5Z8N5A@p13u/6)70298NFHSJ5J4X8N5
wi,v,±4X8KBHSZ¤hq�Q�SJ5ZM�MZ6)5�6C¤Rq M]298PMZ6KbXjC5 §PSJ707�IKSkBR8NQHI~8N5ZMJ8N5krs8NFRBh¤RqJ298N�JSJ5J4X8N5

wi,v,±n
�®8NFR8K¤RqJ5Z8NQ~.�A�6µi ¸JFsY¹SZBRB

ÄH8KMJj3¤hq�IKSJ5�C¤RqZBHQ 4X8Nu37$)FHQx��8NFRMJ8N5��Z�£6)5J5�8N205�Ã j38���IK298N53Q M]298<�®8KBh6)4/QR8<¾G204X8N5ZBR¤hq�6µi�Q ��8KBR20QHIKQ~.
? ¢£8NQHFRj9B®8N5A@�BH205ZMkj9B²8N5���6)FxM]298$ÄH8N5J204X8N5 Ã j38���IK298N53QR8N5

wi,v,±
��MJ8NFR8N5:OJFR8KÂ3SZ8N5JINi 8N5ZBRQR8NF���M². qg.3MZ6CB£OZ8N5ZBdc

QR8NFEbXjC5
Digv,±

�JMZ6CBPL�j/BH20QH20bX8=OJFR8KÂ�SZ8N5JIK��6)5ZM
[ω 	�
� , ω 	���� ]

j�MJ8NFPMZ6CBP8N53QRBHLJFR8K¤RqZ8N5ZMJ8¹5Z8N4�6)QH20bX8=OZFR8¨c
Â3SZ8N5JIK��6)5ZM

[−ω 	���� ,−ω 	�
� ] BR¤hqJ5Z8N29MJ8NQ~.
A<6wM]298a`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5 �x298a��8KBR¤hqJFH298N��8N5�i ¸JF�M]298�Y20QHQH798NFR8N5�OJFR8KÂ3SZ8N5JIK��8NFR8N29¤hqZ8ÅIKSZBHQ�)5ZM]204
BH205ZM&� uC6)5J5yYk6)5 6)5J5Z8NqJY�8N5��xMZ6CBRB«uX8N205Z8KBpMJ8NF OZ8N5ZBRQR8NF:Bhj~� jCqJ7<L®j/BH20QH20bX8�6)79Bp6)SZ¤Rqy5Z8N4�6)QH20bX8�OJFR8¨c
Â3SZ8N5JI~8N5o�®8N205Jq�6)70QR8NQ���� jCY20Q�i ¸JF MZ6CB�L�j/BR20QH20bX8¹¢x6)5ZM�5�SJF�M]298

(wi,v,+)i,v
SJ5ZM�i�¸JF�MZ6CB 5Z8N4�6)QH20bX8¹53SJF

M]298
(wi,v,−)i,v

205�¢�8NQHFh6C¤hq�Q�uXjCYY�8N5g.Z¾sBP� 8NFRMJ8<IKSJ5�C¤hqZBHQ MZ6CBxL®j/BH20QH20bX8;¢x6)5ZM:�®8NQHFh6C¤Rq3QR8NQ~.
A<6:MZ6CB<OZ8N5ZBHQR8NF;bXjC5

Digv,+J
M]298�<�6)SJLJQdi FR8KÂ3SZ8N5JI

ω0/2
J+i+v/L SJ5ZM¼M]298�6)5J4X8N5�)qZ8NFHQR8k¢x6)5ZM]�JFR8N20QR8

(2
√

2/σ)/2J+i+v/L �®8KBH20QHIKQ��JBR¤hqJ5Z8N29MJ8NQ 8KB
[ω 	�
� , ω 	���� ]

4X8N5�6)S�MZ6)5J5�� 8N5J5

ω0 −
√

2/σ

2J+i+v/L
< ω 	����

SJ5ZM ω0 +
√

2/σ

2J+i+v/L
> ω 	�
�

6)79BRj IKSZBh6)YY�8N5]i�6CBRBR8N5ZM
ω0 −

√
2/σ

ω 	����
< 2J+i+v/L <

ω0 +
√

2/σ

ω 	�
�
v�V].�m/z

�®8NIK298Nq�SJ5J4XBH��8N29BR8

ln(ω0−
√

2/σ)− ln(ω 	���� )

ln 2
− J < i+

v

L
<

ln(ω0−
√

2/σ)− ln(ω 	�
� )

ln 24/2070Q~.�O&¸JF�MZ6CB�5Z8N4�6)QH20bX8 OJFR8KÂ�SZ8N5JIK��6)5ZM�8NFHq�)70Q�Yk6)5¼6)S]i�4/FHSJ5ZMoMJ8NF�j9B²8N5ZBH29¤hq�QH7029¤RqZ8N5	13\3YY�8NQHFH298 M]298
8N5�QRBRLJFR8K¤RqZ8N5ZMJ8N5o`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5¼Y20Qx5Z8N4�6)QH20bX8NF�13u/6)70298NFHSJ5J4��
§�6C¤RqZMJ8NY½5�SJ5�i ¸JF<M]298�13uC6)70298NFHSJ5J4XBH205ZM]29¤K8KB

i, v,± M]298WPSZBR��6)qJ7À4X8NQHFRj9B®8N5¼29BRQ���Y¹SZBRB<M]298KB�5Zj�¤Rqoi�¸JF
M]298<rs8NFRBR¤hqJ298N�JSJ5J4

n
�JM². qg.ZM]298¹Á�8N20QHuXj�jCFRM]205�6)QR8;4X8KBh¤RqZ8NqZ8N5g.

¢£8NFR8K¤RqJ5Z8NQxYk6)5
wi,v,±n

6)5�6)79jC4 IKS�v�V].@?Xz �]BRj�8NFHq�)70Q£Yk6)5 Y20Q£¾G205ZBR8NQHI~8N5pMJ8NFxnojCFH798NQdcfOJSJ5Ju3QH29jC5:i ¸JF
ψSJ5ZM / Y i jCFHY�8N5 ;

wi,v,±n ≈ 1√
2J+i+v/L

∑

m

smψ(
m− n
±2J+i+v/L

)

=
1√

2J+i+v/L

∑

m

(
sme

−((m−n)/±2J+i+v/L)2/2σ2
)
e−jω(m−n)/±2J+i+v/L
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s

Y20Q�8N205Z8NF�OZ8N5ZBRQR8NFdi�SJ5Ju�QH29jC5�qZ8NFh6)SZBR4X8KBR¤RqJ5J20QHQR8N5g.®A�298=MZ6)IKSo4X8¨c
q�!CFR8N5ZMJ8N5�`a6~b3798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5ouC6)5J5:Yk6)5�6)79B�* �3���~!¦�3�&¬K�~��'«�����

wi,v,±n
�®8NI~8N29¤RqJ5Z8N5g.�A<6CBx8N53QRBHLJFR8¨c

¤RqZ8N5ZMJ8�OZ8N5ZBRQR8NF q�6)Q�MJ8N5pÁ�8N53QHFh6)70� 8NFHQ
n

SJ5ZM 8N205Z8 ¢�FR8N20QR8 ≈ 2(2i+v/L
√

2σ)
.3W 5�6)79jC4=IKSJFE13uC6)70298NFHSJ5J4

29BHQ;8N205Z8 rs8NFRBR¤hqJ298N�JSJ5J4
n

5�SJF=MZ6)5J5¼�®8NQHFRj9B²8N5¼SJ5ZM��x20FRM¼5�SJ5�§ SJ707G4X8KBR8NQHIKQ��²��8N5J5aMZ6CB=Á�8N20Qdi 8N5ZBRQR8NF
bXjC5

wi,v,±n
MZ6CB Á�8N20QH��6)5ZM

[n 	�
� , n 	���� ]
Bh¤RqJ5Z8N29MJ8NQ~. 1"8NQHIKQR8NFR8KBxi ¸JqJFHQ 6)S]iÀM]298=¢�8KM]205J4/SJ5J4X8N5

n+ 2J+i+v/L
√

2σ > n 	�
�
SJ5ZM

n− 2J+i+v/L
√

2σ < n 	����

��6CBPIKSZBh6)YY�8N5]i�6CBRBR8N5ZM

n 	�
� − 2J+i+v/L
√

2σ < n < n 	���� + 2J+i+v/L
√

2σ
v�V].@»Xz

8NFH4/20�JQ~.ZA<6)Y20QPBH205ZM�M]298<§PSJ707gIKS�Bh8NQHI~8N5ZMJ8N5�`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5
wi,v,±n

4X8¨i SJ5ZMJ8N5 �

1����  ) �`+ ! -4� ��)#�W)63�- &l-#���
σ

`º298£205�v�V].�m/z*SJ5ZM�v�V].@»Xz*4X8KBR8NqZ8N5��X��8N�x20FHu�Q 8N205Z8xW ��)5ZMJ8NFHSJ5J4¹MJ8KBG�J29BsMZ6)QRj;5J29¤Rq�Q � 8N20QR8NF ��8KBHQH20YY¹QR8N5
DÀ6)Fh6)Y�8NQR8NFRB

σ
8N205Z8<bX8NF�)5ZMJ8NFHQR8¹WPSZBR��6)qJ7"MJ8NFE§ SJ707gIKS�BR8NQHI~8N5ZMJ8N5�`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5g.

n�!3¤hq�QR8�Yk6)5:bXjC5:IK� 8N2"13204/5�6)70uXjCYL�jC5Z8N53QR8N5���M]298�SJ5J4X8¨i )qJFxIKSJF 4/798N29¤hqZ8N5oÁ�8N20QE6)S]i�QHFR8NQR8N5:SJ5ZM:MJ8NFR8N5
OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5pBR8NqJF 5�6)qZ8 �®8N298N205�6)5ZMJ8NFH70298N4X8N5��JM]298 8N205Z8�8N7020Y205J298NFR8N5:SJ5ZM«M]298�6)5ZMJ8NFR8�8NFHq�6)70QR8N5��]BRj;29BHQ�8KB
j9B²8N5���6)F��x29¤Rq�QH204��®MZ6CBRB uX8N205Z8�MJ8NFPbXjC5�MJ8NY©IKS�8NFHq�6)70QR8N5ZMJ8N5a13204/5�6)70QR8N207*��8NQHFRj9B²8N5Z8N5o`a6KbX8N798NQHuXj�8��c
IK298N5�QR8N5�6)SZ¤Rq�bXjC5�MJ8NY IKS�8N7020Y205J298NFR8N5ZMJ8N5�13204/5�6)70QR8N207&��8NQHFRj9B²8N5�BH205ZM:SJ5ZM�§PSJ707²4X8KBR8NQHIKQP� 8NFRMJ8N5g.

�²')� 9 (&�3� �X�Z(�����¬¯(&�&+�� <�6)Q&Yk6)5=IK� 8N2�ÃPjCYL®jC5Z8N5�QR8N5��/M]298 IKSJF"4/798N29¤RqZ8N5�Á�8N20Q*6)S]i QHFR8NQR8N5=SJ5ZM¹MJ8NFR8N5
OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5

ω1
�
ω2

5�6)qZ8 �®8N298N205�6)5ZMJ8NF;70298N4X8N5��²BRj 29BHQ<8KB<��8N4X8N5^v�V].�m/z�BH205J5�bXjC707 �
σ

4/FRj,+pIKS���)qJ798N5��
MZ6)Y20QPM]298<IKSJ4X8Nq�!CFH204X8N5oOJFR8KÂ3SZ8N5JINi 8N5ZBHQR8NF

Ω1
�
Ω2

4X8N4X8N��8N5�M]SJFR¤Rq

Ωk :=
[
(ω0 −

√
2/σ)/ωk, (ω0 +

√
2/σ)/ωk

]
(k = 1, 2)

Y"!C4/7029¤RqZBRQPu�798N205p� 8NFRMJ8N5�SJ5ZM�bXjCFh6)70798NYÉ4/2070Q

Ω1 ∩ Ω2 = ∅ .

* �3���~�Z(�����¬µ(&�&+�� <�6)Q;Yk6)5	6)5ZMJ8NFR8NFRBR8N20QRB¹IK� 8N2 Ã jCYL�jC5Z8N53QR8N5��ÀM]298�M]298�4/798N29¤hqZ8kOJFR8KÂ3SZ8N5JI«q�6)�®8N5
SJ5ZMou3SJFHI qJ2053QR8NFR8N205�6)5ZMJ8NF;IKS¼MJ8N5�Á�8N20QR8N5

t1
�
t2

6)S]i�QHFR8NQR8N5��²BRj BRjC7070QR8�� 8N4X8N5^v�V].@»Xz
σ

u3798N205o4X8N��)qJ70Q
BR8N205��ZMZ6)Y20Q M]298KBHYk6)7"M]298<¥¦5�QR8NFHb/6)70798

T1
�
T2

Y20Q

Tk :=
[
tk − 2i+v/L

√
2σ, tk + 2i+v/L

√
2σ

]
(k = 1, 2)

Y"!C4/7029¤RqZBRQPu�798N205p� 8NFRMJ8N5���MZ6)Y20Q
T1 ∩ T2 = ∅

4�6)Fh6)5�QH298NFHQ�29BHQ~.
¾sBEBh8N2g5Zj3¤hq�8N205JYk6)7&6)5:i�jC704X8N5ZMJ8KBP8NFH205J5Z8NFHQ v BH298NqZ8<WP�ZBh¤RqJ5J20QHQ¹-/.@>Xz ;
A�298�WPS���!/BHSJ5J4 �x20FRM:¤Rq�6)Fh6)u�QR8NFH29BH298NFHQEM]SJFR¤hq�M]298�¢�FR8N20QR8N5:bXjC5�Á�8N20QdcGSJ5ZM OZFR8KÂ�SZ8N5JINi�8N5ZBHQR8NF~.JA<6CB£DGFRj)c
M]SJu�Q�6)SZB�MJ8N5¼¢�FR8N20QR8N5�MJ8KB�OJFR8KÂ3SZ8N5JINcxSJ5ZM�MJ8KB;Á�8N20Qdi�8N5ZBHQR8NFRB�29BHQ i�¸JF�MZ6CB�n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQ;Y205J20Yk6)7
SJ5ZM�SJ5�6)�Jq�)5J4/204ÅbXjC5

σ
. A�8KBHq�6)70�º4/20�JQ 8KBkuX8N205y6)70704X8NY�8N205yjCLJQH20Yk6)798KB

σ
� BRjC5ZMJ8NFH5y8KB�Y¹SZBRB�� �x298

�®8KBR¤RqJFH298N�®8N5��JLJFRjC�J798NY�BHL®8NIK20/�BR¤Rqo4X8N��)qJ70Q � 8NFRMJ8N5 �



� � � � �A���(� ��� ���*� �A�I� �,� ����� �����A� �,� � �,� �6� ���������� � ���*� �A�
A∗ �A�

1���� � '('�� & �*) �A&�#)'('"!`-#� )#!��,),'*%�#&-#� &l-s' % �W),'�� &(' � 3�)�&�#)'('
A

∗

`º298;205Åv�?].0-¯zE�®8KBR¤RqJFH298N�®8N5���7$CBhBHQPBH29¤hq�20Y©O�6)707&MJ8NF�uXjC5�QH2053SJ298NFH7029¤RqZ8N5�`a6~bX8N798NQdcfegFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5a8N205Z8
§�jCFHY 6)S]iÀMJ8NY � 6)SJY MJ8NFE`a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5ou/6)5ZjC5J29BR¤hq�MJ85/Z5J298NFR8N5�M]SJFR¤hq

‖WT s‖2 =
1

Cψ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∣∣WT s(a, b)
∣∣2 da db

a2
.

A<6)Fh6)SZB�xSJFRMJ8 i ¸JF M]298 SJ5ZMJ8NIK20Y298NFHQkM]29BRu3FR8NQH29BH298NFHQR8N5wÃ j38���IK298N53QR8N5ZB�)QHI~8
w = (wi,v,±n )

M]298p§�jCFHY
v�?].@VXzx6)�J4X8N798N20QR8NQ~.
¾sB�BR8N2<5�SJ5 M]298�O�6)Y2070298aMJ8NF�`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5 {wi,v,± | i = J, . . . , J+M−1} Bhj~�x298�MZ6CB
<�j3¤hqJL�6CBRBdc �P8KBRQRBH204/5�6)7

h
SJ5ZMÅMZ6CB e£298¨i�L�6CBRBHc �P8KBHQRBH204/5�6)7

l
IKSZBh6)YY�8N5]i�6CBRBR8N5ZM 6)79B ªk�²� � ���������~�3�g�

¬~�]���
w

��8NI~8N29¤hqJ5Z8NQ~.�n�20QEMJ8NY ¾GFRBh6)QHI=MJ8NFEÃ j38���IK298N53QR8N5
wi,v,±

Y20Q
0 ≤ i < J

SJ5ZM
i ≥ J+M−18NFH4/20�JQPBH29¤hq�6)SZB=v�?].@VXz£M]298<i jC704X8N5ZMJ8;§�jCFHY 6)S]iGMJ8NY � 6)SJY MJ8NF ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB�)QHI~8

‖w‖2 =
∑

n

|hn|2 +
ln 2

CψL

M−1∑

i=0

∑

v,±

1

2J+i+v/L

∑

n

|wJ+i,v,±
n |2 +

∑

n

|ln|2
v�V].@tXz

1�¤RqJFR8N20�JQ Yk6)5�MJ8N5�ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB 6)QHI
w

uXjC5Ju�FR8NQEM]SJFR¤Rq�WP5Z8N205�6)5ZMJ8NFHFR8N20qZ8N5�MJ8NFE8N205JI~8N705Z8N5�v 8N5ZM]7029¤Rq
7[6)5J4X8N5�z£4X8N�x29¤hq�QR8NQR8N5ors8Nu3QRjCFR8N5

h
�
wi,v,±

�
sM

�JBRj8NFHq�)70QEYk6)5�Y20Q MJ8NY©13Qh6)5ZMZ6)FRMJBHu/6)7[6)FHLJFRj3M]SJu�Q

〈 a, b 〉 =
∑

i

aibi ,

MZ6CBRB<M]298�FR8K¤Rq3QR8«1�8N20QR8 bXjC5^v�V].@tXzPbXjC5�MJ8NF<OZjCFHY 〈w,w〉 29BRQ��®6)79Bhj M]298 §�jCFHY bXjC5�8N205Z8NY 13uC6)7[6)FHLJFRj)c
M]SJu�Q�8NFHI~8NSJ4/Q � 8NFRMJ8N5	u/6)5J5g.&¾s205ÅBRjC79¤hqZ8KB�13uC6)7[6)FHLJFRj�M]SJu3Q 29BHQ¹IKSJF�Ã jC5ZBHQHFHSJu�QH29jC5	MJ8NF�IKSJF WP5�6)70\]BR8
6CM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8N5�egFh6)5ZBHi jCFHYk6)QH29jC5

A∗ 5ZjCQ¦� 8N5ZM]204Z.
Á�SJFE�®8KBRBR8NFR8N5�� ��8NFRBR29¤Rq�Q BR8N298N5�M]298<n�6)QHFH20I~8N5

F i
SJ5ZM

Gi,v,±
M]SJFR¤Rq

F im,n =
(
Dif

)
m−n

, Gi,v,±m,n =
(
Digv,±

)
m−n

,

8NFHu�7$)FHQESJ5ZM�6)79BEW �Ju3¸JFHIKSJ5J4
c :=

ln 2

CψLMJ85/Z5J298NFHQ~.
1�8N2

w
8N205�Ã j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHI ��MJ8NF��X�x298£��8NFR8N20QRBs8NFH� )qJ5�Q��3M]SJFR¤RqkW 5Z8N205�6)5ZMJ8NFHFR8N20qZ8N5kSJ5ZM �<8N�x29¤Rq�QHSJ5J4

MJ8NF�`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5
wi,v,±

SJ5ZMoMJ8NF �P8KBHQRBH204/5�6)798
h, l

8N5�QRBHQR8Nq3Q���SJ5ZM
s

8N205��®8N70298N�J204X8KB<13204/5�6)7�.
A<6)5J5�4/2070QE5�6C¤hq�MJ8N5 �P8N4X8N705�MJ8NF no6)QHFH20I~8N5JFR8K¤hqJ5�SJ5J4�v

a∗ := aT
z ;

〈w,As 〉 = h∗
((

Id− 1√
2J

J−1∏

j=0

F j
)
s
)

+
∑

i,v,±

( c√
2J+i+v/L

wJ+i,v,±
)∗ ( c√

2J+i+v/L

˜Gi,v,±
i−1∏

j=0

F js
)

+
( 1√

2J+M
l
)∗ ( 1√

2J+M

J+M∏

j=0

F js
)



� � ���#�A���(�*����� �*� �A� �9�������>� �
�9� � ����� �,����� � � � � ��� � � ��� � �>� �,� � ��� �,���

¾GFRBR8NQHIKQ Yk6)5«M]298En�6)QHFH20I~8N5JLJFRj�M]SJu3QR8�6)S]igMJ8NFsFR8K¤Rq3QR8N5p1�8N20QR8 M]SJFR¤Rq«MZ6CB QHFh6)5ZBHL®jC5J298NFHQR8Pn�6)QHFH20I~8N5JLJFRj)c
M]SJu�Q 6)S]iÀMJ8NFx70205JuX8N5¼1�8N20QR8<SJ5ZMpBh6)YY�8N70Q�M]298 ��8N�x29¤Rq3QRBdi�6)u�QRjCFR8N5���BRj8NFHq�)70QEYk6)5���8N20QR8NF

=
(
h − 1√

2J

0∏

j=J−1

(F j)∗h
)∗

s +
∑

i,v,±

( c2

2J+i+v/L

0∏

j=i−1

(F j)∗ (Gi,v,±)∗ wJ+i,v,±
)∗

s

+
( 1√

2J+M

0∏

j=J+M

(F j)∗ l
)∗

s

=
(
h − 1√

2J

0∏

j=J−1

(F j)∗h +
∑

i,v,±

c2

2J+i+v/L

0∏

j=i−1

(F j)∗ (Gi,v,±)∗wi,v,±

+
1√

2J+M

0∏

j=J+M

(F j)∗ l
)∗

s

� jC�®8N2�20Y�798NQHIKQR8N5:1�¤RqJFH20QHQ£M]298E8N205JI~8N705Z8N5p13uC6)7[6)FHLJFRj�M]SJu3QR8�6)S]i BRSJYY298NFHQ �xSJFRMJ8N5g.�n�6)5�u/6)5J5 6)79BRj
A∗6)�J798KBR8N5g.Z§�6C¤Rq�4X8KBR¤RqJ29¤hu3QR8NY©WPS]i QR8N20798N5�MJ8NF ��8N�x29¤hq�QHSJ5J4XBdi�6)u�QRjCFR8N5o8NFH4/20�JQPBR29¤Rq�6)79BRj ;

A∗w = h +
0∏

j=J−1

( 1

2
F j

)∗(−
√

2
J
h
)

+

M−1∑

i=0

∑

v,±

0∏

j=i−1

( 1

2
F j

)∗ ( c2

2J+v/L
Gi,v,±

)∗
wi,v,±

+

0∏

j=J+M

( 1

2
F j

)∗(√
2
J+M

l
)

v�V].0-~}Xz

1���� 	Z'#" -#���;-8� $�# +'&l-(� �*),' � �
� �Y-(3�) &�� �
A∗

A<6M]298<n�6)QHFH20I~8N5
(F i)∗

SJ5ZM
(Gi,v,±)∗

6)SZBPjC�J204X8NF �P8K¤RqJ53SJ5J4«BH29¤hq�IKS

((F i)∗)m,n = F in,m = (Dif)n−m = (Dif)m−n

6)79BRj
(
(Gi,v,±)∗

)
m,n

=
(
Di(gv,±)∗

)
m−n

8NFH4X8N�®8N5���8NFHuX8N5J53Q�Yk6)5���MZ6CBhB
A∗w

20QR8NFh6)QH20b�4X8N� jC5J5Z8N5¼��8NFRMJ8N5�uC6)5J5�M]SJFR¤Rq�i�jC704X8N5ZMJ8KB�205�bX8NFRBR8 O*207 c
QR8NFH��6)5Ju]BR¤RqZ8NYk6 ;



� � � ���,� � �,� � �A��� � � � � �G� �,� � ����� ����� � �/�

-/. °®�~�J'¯�l: ���À���&+�(*�&+ ;

˜sJ+M :=
√

2
J+M

l

?]. �¨�~��')�]�¯�����&¬~¬~ÇC%"'C���K� ;

s̃i :=
1

2
Dif ∗ s̃i+1

V]. ��� �"!$#"+��3�w�*��'«���X�������X�~��²� � ���������~�3�5; O*¸JF
i = 0, . . . ,M−1

s̃i := s̃i +
∑

v,±

c2

2J+v/L
Digv,± ∗ wi,v,±

_Z. ��� �"!$#"+��3�w�*��¬ > �²Ç)% �*�J¬~¬N� - ��¬K�~¬¯��+��"�Z��¬ �

s̃J := s̃J −
√

2
J
h

s̃0 := s̃0 + h

>]. ���"�*¬~ÇC%"'C���K� �
A∗w := s̃0

¾G�®8N5ZBRj��x298=M]298=W 5�6)70\�BR8
A

M]SJFR¤hq�8N205�O*2070QR8NFH��6)5Ju]BR¤RqZ8NYk6«5�SJY�8NFH29Bh¤Rq¼6)LJLJFRjK¿]20Y298NFHQ ��8NFRMJ8N5�u/6)5J5��
7$CBRBHQsBR29¤Rq�53SJ5kMJ8NFR8N5«6CM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8EWP�J�J2079M]SJ5J4

A∗ M]SJFR¤hqk8N205 � �����3'µ¬~�3¬;�x� �[�~�3'h:*�Z�&²¬~Ç)%&�3�a� 4X8N�x205]c
5Z8N5g.�A�6¹M]298 4X8KBHSZ¤Rq3QR8�205�bX8NFRBR8�WP�J�J2079M]SJ5J4

A−1 �X�x298 ��8KBh¤RqJFH298N�®8N5��3Y20Q£8N205Z8NYlWP704XjCFH20QHqJY¹SZB£��8NFR8K¤hq]c
5Z8NQs�x20FRM&�/MJ8NF 6)S]i®Y�8NqJFHYk6)70204X8NY�W 5���8N5ZMJ8N5kbXjC5

A
SJ5ZM

A∗ �®8NFHSJq�Q��/i�¸JqJFR8N5k8���IK298N53QR8PW 704XjCFH20QHqJY�8N5
i ¸JF

A
SJ5ZM

A∗ M]20FR8Nu�Q 6)S]iÀ8N205Z8=8���IK298N5�QR8=¢£8NFR8K¤hqJ5�SJ5J4 bXjC5
A−1 .

1���� $\- �`+&-#� � '('�& � '�+p+.- ! -#� " 7s'�&<�Y-8�;-
¥¦5�M]298KBR8NY 798NQHIKQR8N5ÅW �ZBR¤RqJ5J20QHQ��x20FRMÅM]29BHu3SJQH298NFHQ��&�x298�Yk6)5	M]298kÃ jC5�bX8NFH4X8N5JI �s6)79BRj�M]298 � S�6)7020Q�)QMJ8NF
13\�5�QHqZ8KBR8;jCLJQH20Yk6)7&uXjC5�QHFRjC7070298NFR8N5ouC6)5J5g.

¾sB¹BR8N2
w

MJ8NF;Y�j�M]20/ZIK298NFHQR8kÃ j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHI SJ5ZM
w̃k

MJ8NF=ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZBh6)QHIpMJ8KB<FR8NuXjC5ZBRQHFHSJ298NFHQR8N5
13204/5�6)79BG5�6C¤hq

k
§�8NSJYk6)5J5]cf¥fQR8NFh6)QH29jC5Z8N5��3M². qg.µ5�6C¤hq�WPSZBR� 8NFHQHSJ5J4;MJ8NFG§ 8NSJYk6)5J5]c � 8N20qZ8£�J29BÀIKSJY

k
c�QR8N5

13SJYYk6)5ZMJ8N5g.JA<6CB£13Qh6)5ZMZ6)FRM�cfO�8NqJ798NFHu3FH20QR8NFH20SJY 29BRQ 4X8N4X8N�®8N5 M]SJFR¤hq:MJ8N5:W �ZBHQh6)5ZM
∆k

bXjC5
w

SJ5ZM
w̃k205�MJ8NFE§�jCFHY v�V].@tXz �

∆k := ‖w − w̃k‖ .
A<6)��8N2 j9B®8N53��6)FHQ=BH29¤Rq�8N205aDGFRjC�J798NY ; `º298205�W �ZBR¤RqJ5J20QHQ ?].0- ��8KBh¤RqJFH298N�®8N5��"8¨¿]29BHQH298NFHQ<i ¸JF�i�6CBHQ£ÄH8KMJ8N5
ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZB 6)QHI�uX8N205�13204/5�6)7 �J� 8N79¤hqZ8KB�M]298;4X8N4X8N��8N5Z8N5�Ã j38���IK298N53QR8N5�70298¨i 8NFHQ~.ZA�298KBx�®8KMJ8NSJQR8NQ�6)�®8NF��
MZ6CBRBEMJ8NF �a� �&� �a�Z�s��')')�3��Ç)%*:*�J')���²��%&����'

∆∞
+�' ������' �Z��¬�����¬K� .

A<6CB�6)SZB¹MJ8NF13\�5�QHqZ8KBh8�4X8N� jC5J5Z8N5Z8�13204/5�6)7�q�6)Q 6)�®8NF=M]298«��8KBhjC5ZMJ8NFR8k¾G204X8N5ZBR¤hq�6µi�Q��ÀMZ6CBRB¹BR8N205Z8kÃ j)c
8���IK298N5�QR8N5ÅM]298DGFRj)ÄH8Nu3QH29jC5aMJ8KB�bX8NF�)5ZMJ8NFHQR8N5ÅÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZBh6)QHI~8KB 6)S]ixMZ6CB<¢ 2079M¼MJ8NF;W 5�6)70\]BR8BH205ZM².
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A<6)Y20Q I~8N29¤hqJ5Z8NQEBH29¤Rq:MJ8NF£ÃPj�8���IK298N5�QR8N5ZBh6)QHI;MJ8NF�bXjC7079BHQ�)5ZM]204�6)SZBH4X8N� 8NFHQR8NQR8N5p§�8NSJYk6)5J5]c �P8N20qZ8��
w̃∞

�
4X8NFh6CMJ8;MZ6CM]SJFR¤hqo6)SZB��ZMZ6CBhBx4/2070Q

w̃∞ ⊥ w − w̃∞ .

¾sBP29BHQxY20QHqJ205�BH205J53bXjC707 ��8N205�IKSZB�)QHIK7029¤hqZ8KB O�8NqJ798NFHu3FH20QR8NFH20SJY 8N205JIKS]i�¸JqJFR8N5���SJYÉM]298¹� S�6)7020Q�)QPMJ8NF DGFRj)c
ÄH8Nu3QH29jC5ÅIKS�¸J�®8NFHLJFH¸]i�8N5g. �<8K8N204/5Z8NQ�29BRQ�MZ6µi ¸JF�j9B²8N5���6)FMJ8NF ÃPj/BH2053SZB

ck
MJ8KB�`�205JuX8N79B�IK�x29BR¤hqZ8N5

w̃kSJ5ZM
w − w̃k

�JMJ8NFPBH29¤Rqp5�6C¤hq�MJ8NYÉÃ j/BH205�SZBhBh6)QHI;�x298�i�jC704/QE�®8NFR8K¤RqJ5Z8NQ ;

ck :=
‖w‖2 − ‖w̃k‖2 − ‖w − w̃k‖2

2 ‖w̃k‖ ‖w − w̃k‖
.

A<6)Y20QE29BHQEMJ8NFEQHqZ8KjCFR8NQH29Bh¤RqZ8 < 205�QR8NFH4/FHSJ5ZM�MJ8KBPO*2070QR8NFHSJ5J4XBHbX8NFdi�6)qJFR8N5ZBEbXjC7079BHQ�)5ZM]204«��8KBh¤RqJFH298N�®8N5g.

1��!��� ��)63�-#�G#C� � �*- � �K% - �`'`# �9�;-
¥¦YÉi�jC704X8N5ZMJ8N5¼BRjC707*M]298� S�6)7020Q�)Q;MJ8NF;13\353QHqZ8KBR8�5�SJY�8NFH29BR¤hq¼¸J��8NFHLJFH¸]i Q ��8NFRMJ8N5g.²WP79B�¾G205J4�6)5J4XBRBR204/5�6)7
�xSJFRMJ8�qJ298NFdi�¸JF MJ8NF A�8N70Qh6µcf¥¦YLJSJ79B

δ
4X8N� )qJ70Q~.�¾sFk�J298NQR8NQ:BH29¤Rq 6)79Bke&8KBHQdi�SJ5Ju�QH29jC5 6)5 ; Á�SJY 8N205Z8N5��

� 8N207*MZ6)Y20Q M]298 �P8NuXjC5ZBHQHFHSJu�QH29jC5�LJSJ5Ju�Qf� 8N29Bh8=bX8NFdi�jC704/QP��8NFRMJ8N5�u/6)5J5g.�Á�SJY 6)5ZMJ8NFR8N5�8N5�QHq�)70Q�8NF�6)70798
OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5y4/798N29¤Rq�bX8NFHQR8N2070Q��xBhj3MZ6CBRB«BH29¤RqºMZ6CB«OZFR8KÂ�SZ8N5JIKbX8NFHq�6)70QR8N5 MJ8NF egFh6)5ZBdi�jCFHYk6)QH29jC5Z8N5 jCLJQH20Yk6)7
6)�J798KBR8N5�7$CBhBHQ~.
A�8NF�A�8N70Qh6µcf¥fYLJSJ79B �xSJFRMJ8pY20QMJ8NF4X8N4X8N�®8N5Z8N5wWP5�6)70\]BR8¨cfe"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5

A
I~8NFH798N4/QSJ5ZM	Y20Q�MJ8NF

DsBR8NSZMJj)cf¥¦5�bX8NFRBh8N5�SJ5�QR8NFPrs8NFH� 8N5ZM]SJ5J4:MJ8NFE§ 8NSJYk6)5J5]c � 8N20qZ8;FR8NuXjC5ZBHQHFHSJ298NFHQ~.ZA�298KBx29BRQxY20QP8N205Z8NFxbXjC707 c
BHQ�)5ZM]204X8N5�W SZBH� 8NFHQHSJ5J4«MJ8NF£§�8NSJYk6)5J5]c �P8N20qZ8;Y"!C4/7029¤Rq��JMZ6�uX8N205Z8NFH798N2gÃPj�8���IK298N5�QR8N5�bX8NF�)5ZMJ8NFHQx�xSJFdc
MJ8N5g.²¥¦5�W �J�J2079M]SJ5J4�V].@» � 8NFRMJ8N5�M]298�W ����8N29¤Rq3SJ5J4X8N5�IK�x29BR¤hqZ8N5aMJ8NY A�8N70Qh6µcf¥fYLJSJ79B;SJ5ZM¼BR8N205Z8NF �P8¨c
uXjC5ZBHQHFHSJu�QH29jC5�5�6C¤hq�IKSJ5Z8NqJY�8N5ZMJ8NF W 5JI¯6)qJ7

N
bXjC5�13SJYYk6)5ZMJ8N5�MJ8NFP§�8NSJYk6)5J5]c �P8N20qZ8;MZ6)FH4X8KBRQR8N7070Q~.

A<6)��8N2&BH205ZMpM]298=6)S]i QHFR8NQR8N5ZMJ8N5�D*6)Fh6)Y�8NQR8NF�MJ8NFPe"Fh6)5ZBdi jCFHYk6)QH29jC5�i jC704X8N5ZMJ8NFHYk6CBhBR8N5�4X8N� )qJ70Q ;

• nojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQ�Y20QPMJ8N5�D*6)Fh6)Y�8NQR8NFH5
ω0 = π

SJ5ZM
σ = 3.0

%

• ¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4 MJ8KBEnojCFH798NQdc�`a6KbX8N798NQRB�20Y ¥¦5�QR8NFHb/6)707gbXjC5
t = −16

�J29B
t = +16

%

• < !3¤hqZBHQR8;D*jC70\35ZjCY�jCFRM]53SJ5J4��Zi ¸JFPM]298<MJ8NFP¥¦5�QR8NFHL®jC7[6)QH29jC5ZBW/Z70QR8NF 8¨¿Z6)u�Qx29BHQ ;
100

%

• 13Qh6)FHQRjCu�Qh6KbX8
J = 4

�JW 5JI¯6)qJ7"MJ8NFEqZj�¤Rq�6)S]i 4X8N7 !/BHQR8N5 � u3Qh6~bX8N5
M = 2

%

• W 5JI¯6)qJ7"MJ8NF�13QH20YY�8N5�LJFRj � u�Qh6KbX8
L = 10

%

• ÃPjC53bX8NFH4X8N5JIKL�6)Fh6)Y�8NQR8NF
µ = 1.0

.
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Abweichungen für N=0

−0.0006
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Abweichungen für N=6
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Abweichungen für N=20
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¥¦5wM]298KBR8NY Ã;6)LJ20QR8N7PBRjC70798N5 53SJ5^M]298prsjCFHQR8N20798�MJ8KB«6)5J4X8N4X8N��8N5Z8N5ºWP5ZBh6)QHI~8KBkM]29BHu3SJQH298NFHQ��8NFRMJ8N5g. A<6
M]298�rsjCFHIK¸J4X8o8N205Z8NF�Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcfW 5�6)70\�BR8�Y20Q:MJ8NY n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQp4X8N4X8N5�¸J�®8NF�n�SJ70QH2 c$13u/6)798N5]c
W 5ZB�)QHI~8N5yqJ205J7$)5J4/7029¤Rq±�®8Nu/6)5J5�QpBH205ZMºSJ5ZMy205 WP�ZBR¤hqJ5J20QHQavd-/.@>Xz 6)SZ¤Rq �®8KBR¤RqJFH298N�®8N5 �xSJFRMJ8N5��£�x20FRM
MZ6CBxqJ298NFP8N53Qf�x29¤huX8N70QR8�O*2070QR8NFH��6)5Ju]BR¤RqZ8NYk6�Y20QPMJ8NY 13Qh6)5ZMZ6)FRM�cfO*2070QR8NFHSJ5J4XBHbX8NFdi�6)qJFR8N5�i ¸JFEMZ6CBEnojCFH798NQdc
`a6KbX8N798NQPbX8NFH4/7029¤RqZ8N5g.�A<6CB><�6)SJLJQh6)SJ4X8N5JY�8NFHupMJ8KB£rs8NFH4/798N29¤RqZBE70298N4/QP6)S]iÀMJ8NFxLJFh6)u3QH29Bh¤RqZ8N5 / Y�BR8NQHIKSJ5J4
SJ5ZM�MJ8NF �<8N5�6)SJ204/uX8N20QPMJ8KBE4X85/Z70QR8NFHQR8N5¼13204/5�6)79B~.

� �!� � )�� " &l)`'#!`)#��! $,$�#@+'&l-#� )`'*%(� " -#� &z) �6�W-s' 3�# & !`-#3 	 ' �5+.- &�$  )#" -s+&- &

O*¸JFEMJ8N5:rs8NFH4/798N29¤Rq�29BRQ£8KB£IKSJ5�C¤hqZBHQE5ZjCQ¦� 8N5ZM]204���MZ6CB£�®8KBh6)4/QR8;13Qh6)5ZMZ6)FRM�c�rs8NFdi�6)qJFR8N5�IKSp�®8KBR¤RqJFR8N20�®8N5g.
A<6=MJ8NF 1g8KBR8NF�Y20Q�MJ8NF�`a6KbX8N798NQdcfe£qZ8NYk6)QH20u 5�SJ5pBH29¤hqZ8NFH7029¤Rq:qJ205JFR8N29¤RqZ8N5ZM:bX8NFHQHFh6)SJQ�29BHQ��3�x20FRM«8KB 5�SJF�205
13QH29¤RqJLJSJ5Ju�QR8N5�BHu320IKIK298NFHQ 3 BR298NqZ8 ��20�®8NFHQE8NQ 6)7�.²-~t/t/»h4 ;
��� - �"�Z��³g¬~�

=
������¯� �²(*����'C����ÇC%"��� �����3�����K�~'µ�Z�&¬~!f��')�a�]�¯����� �

A�298<`a6KbX8N798NQHuXj�8���IK298N5�QR8N5 WT s(a, b) MJ8KB 13204/5�6)79B
s ∈ L2

BH205ZM:4X8N4X8N�®8N5�M]SJFR¤Rq

WT s(a, b) = |a|−1/2

∫ 6 7
s(t)ψ

( t− b
a

)
dt

v�_Z.0-¯z
< 298NFdi�¸JFE�x20FRMp8N205�rs8NFdi�6)qJFR8N5�IKSJFP5�SJY�8NFH29BR¤hqZ8N5o¥¦5�QR8N4/Fh6)7[6)SZBH��8NFHQHSJ5J4«qZ8NFh6)5J4X8NI~jC4X8N5g.

���G� Ê²�~'µ�J®�¯����� �
A�8NF*Á�8N20QdcfOJFR8KÂ3SZ8N5JINcf¢£8NFR8N29¤Rq

E
BRjC707�6)SZB&MJ8NY 13204/5�6)738N7020Y205J298NFHQ&� 8NFRMJ8N5g.µA�6)IKS=�x20FRM£Äd8KMJ8KB WT s(a, b) �MJ8KBRBR8N5�Á�8N20QdcfOZFR8KÂ�SZ8N5JINcfOZ8N5ZBRQR8NF�MJ8N5�¢�8NFR8N29¤hq

E
Bh¤RqJ5Z8N29MJ8NQ���6)S]iG§ SJ707²4X8KBR8NQHIKQ~.

����°®³"���¯%"�3¬~�
=
�p� � �s��� �����~�3+�')�Z�[� �N������')¬~� �

A<6CBx5Z8NSZ8¹13204/5�6)7
s̃

8NFHq�)70QEYk6)5�M]SJFR¤hq�5�SJY�8NFH29Bh¤RqZ8=¥¦5�QR8N4/Fh6)QH29jC5�6)SZB

s̃(t) =
1

Cψ

∫∫ 6 7
2

WT s(a, b) ψ
( t− b

a

)
db
da

a2

v�_Z.@?Xz

Æ	��
�("�Z� ����,]���*��'�°�³"���¯%&��¬~� �
¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4:MJ8KB WP�ZBRQh6)5ZMJBEIK�x29BR¤hqZ8N5�MJ8NYÉY�j�M]20/ZIK298NFHQR8N5�Ã j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHI SJ5ZM�SJ5ZM�MJ8NY©ÃPj�8��c
IK298N5�QR8N5ZB 6)QHI¹MJ8KBx5Z8NSZ8N5¼13204/5�6)79B



� � � � � � �9���(� � �A�G� �,� � �� � �9� � � ���

� ��� � # �	��)��9� #�'(' !`-#�� ' � &l-*# +&-
§ SJ5 6)79BRj<IKSJY�rs8NFH4/798N29¤Rq:MJ8NF£13Qh6)5ZMZ6)FRM�cfO*2070QR8NFHSJ5J4 Y20Q MJ8NY n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQ�Y20Q�MJ8NF�6)5J4X8N4X8N�®8N5Z8N5
no8NQHqZj3MJ8 ;

��� � ��¬~�¯� ��+�� ��ÇC%&� - � �*'µ��Ê"� ���]�¯�����
`º298205aW �ZBR¤RqJ5J20QHQ ?].0-�MZ6)FH4X8N798N4/Q��gu/6)5J5�5J29¤hq�QEÄH8KMJ8NF;Y�j�M]20/ZIK298NFHQR8kÃ j38���IK298N53QR8N5ZBh6)QHI:bXjC5a8N205Z8NY
13204/5�6)7G8NFHI~8NSJ4/Q�� 8NFRMJ8N5g.®A�8KBHq�6)70�o��8NFR8K¤hqJ5Z8NQ;M]298¹8N53Qf�x29¤RuX8N70QR8 13\353QHqZ8KBR8 8N205oM]298�OZ8NqJ798NFH5ZjCFHY½Y2 c
5J20Y298NFR8N5ZMJ8KBx13204/5�6)7*v no8NQHqZj3MJ8 MJ8NFsu�798N205ZBHQR8N5:� S�6CM]Fh6)QR8¯z¨.�A�298EA�jCLJL�8N702053QR8N4/Fh6)7 cf¥f53bX8NFRBR8v�_Z.@?XzÀqJ205]c
4X8N4X8N5ºbX8NFH� 8N5ZMJ8NQ�6)79Bp13\353QR8KBR8�5�SJF:M]298�IKSJF WP5�6)70\]BR8�v�_Z.0-¯z«6CM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8oW �J�J2079M]SJ5J4�����6CB MJ8NY
W �J�JFR8K¤RqZ8N5oMJ8NFE4X8N4X8N��8N5Z8N5�§ 8NSJYk6)5J5]c � 8N20qZ8;5�6C¤Rq�MJ8NYÉ8NFRBHQR8N5o13SJYYk6)5ZMJ8N5o8N5�QRBHLJFH29¤hq�Q~.

��� * ("!¦')���3�&���"¬K�~��� �����"�*� - ��¬µ(&���~�]�~�����^g#"' �X�3'µ�3' * �3���
c«n�!3¤hq�QR8<Yk6)5�IK� 8N2*13204/5�6)7[6)53QR8N20798=QHFR8N5J5Z8N5���BRj ��8N5�!CQH204/QPYk6)5p5�SJFP205�8N205Z8NYÉu3798N205Z8N5�OZFR8KÂ�SZ8N5JIK�®8¨c

FR8N29¤hq 8N205Z8 qZjCqZ8POJFR8KÂ3SZ8N5JI¯6)S���!/BHSJ5J4Z.]A<6CB 4X8N4X8N�®8N5Z8 rs8NFdi�6)qJFR8N5:6)5�6)70\�BH298NFHQ�5�SJF£M]298KBR8N5?/Z70QR8NFHSJ5J4XBdc
FR8N798Nb/6)5�QR8N5^OZFR8KÂ�SZ8N5JIK�®8NFR8N29¤Rq�Y20Q�MJ8NY n�jCFH798NQdc�`a6~bX8N798NQ�� � )qJFR8N5ZMwM]298:¸J�JFH204X8N5^OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5w205
8N205Z8NY <�j�¤RqJL�6CBRBdc SJ5ZMpe£298¨i�L�6CBRBHc �P8KBHQRBH204/5�6)7"IKSZBh6)YY�8N5J4X8¨i�6CBhBHQE� 8NFRMJ8N5g.

c«A�298���8N5�!CQH204/QR8N5�`a6~bX8N798NQHuXj38���IK298N53QR8N5a� 8NFRMJ8N5¼Y20QHQR8N79B<8N205Z8KB�8 B²8Nu3QH20bX8N5¼O*2070QR8NFH��6)5Ju]BR¤RqZ8NYk6CB<�®8¨c
FR8K¤hqJ5Z8NQ��²� 8N79¤hqZ8KB=6)S]i�8N205Z8NY½¥¦5�QR8NFHL®jC7[6)QH29jC5ZBh6)5ZBh6)QHI��®8NFHSJq�Q~.²A�298 WP5JI¯6)qJ7GMJ8NF=6)S]i � 8N5ZM]204X8N5�W SZBdc
��8NFHQHSJ5J4X8N5�MJ8NFE`a6~bX8N798NQdi�SJ5Ju�QH29jC5�i ¸JFxb�298N798�bX8NFRBR¤RqJ298KMJ8N5Z8�OJFR8KÂ3SZ8N5JI~8N5��x20FRM�MJ8NSJQH7029¤Rq�FR8KM]SJIK298NFHQ~.

c«A<6CB < j�¤RqJL�6CBRBHc�SJ5ZMoe£298¨i�L�6CBhBdc �P8KBHQRBR204/5�6)7"�®8NFR8K¤RqJ5Z8N5¼BH29¤Rqo798N29¤Rq3Q=6)SZBPrs8Nu�QRjCFR8N5¼MJ8KB O*2070QR8NFH��6)5Ju3c
BR¤hqZ8NYk6CB~.Z¾G205Z8;4X8KBRjC5ZMJ8NFHQR8=¢£8NFR8K¤RqJ53SJ5J4 8N53Qdi )7070Q~.

c«A�298�¢£8NFR8K¤RqJ5�SJ5J4 MJ8KB£4X85/Z70QR8NFHQR8N5o13204/5�6)79BE6)SZBxMJ8N5pbX8NF�)5ZMJ8NFHQR8N5�Ã j38���IK298N53QR8N5�8NFdi�jC704/Q£M]SJFR¤hq�8N205Z8
BR¤hqJ5Z8N707&uXjC53bX8NFH4/298NFR8N5ZMJ8 �P8N20qZ8���M]298¹6)S]isY�8NqJFHYk6)70204X8NY½WP53� 8N5ZMJ8N5¼MJ8NF�WP5�6)70\]BR8¨cfO*2070QR8NFH��6)5Ju�SJ5ZM
MJ8NFR8N5�6CM)ÄdSJ5J4/298NFHQR8NF W �J�J2079M]SJ5J4��®8NFHSJq�Q~.

c«A�298KBR8 6CM)Ä$SJ5J4/298NFHQR8 WP�J�J2079M]SJ5J4o�®8KBH20QHIKQ=�x298KMJ8NFHSJY 8N205Z8kO*2070QR8NFH��6)5Ju]BHQHFHSJu�QHSJF��"4X8N5�6)SZ8NF�29BHQ¹8KB�M]298
2053bX8NFRBR8;O*2070QR8NFH��6)5JupIKSJFEWP5�6)70\]BR8/.�13298<7$CBhBHQEBH29¤Rqo6)79BRj8N��8N5]i�6)7079BE8���IK298N53QP�®8NFR8K¤RqJ5Z8N5g.

��� � �3��Ç)%��~�����~��')�]�¯�������p�JÇ)%�����';:s��¬¯¬~��'C(&�&+
¾G205Z8�rs8NFdi�8N205Z8NFHSJ5J4;MJ8KBÀ4X85/Z70QR8NFHQR8N5«13204/5�6)79BÀ7$CBRBHQÀBH29¤RqMZ6CM]SJFR¤hq�8NFHFR8N29¤RqZ8N5��XMZ6CBRB*Yk6)5MJ8N5 bXjCFh6)5J4X8¨c
4�6)5J4X8N5Z8N5�¥¦QR8NFh6)QH29jC5ZBRBR¤hqJFH20QHQR8N5o6)SZBEMJ8NY § 8NSJYk6)5J5]cfW 704XjCFH20QHqJY=SZB � 8N20QR8NFR8;i jC704X8N5p7$CBRBRQ~.J¾G205Z8<bX8NFdc
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d)  prograde wavelet scalogram of polar motion 
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