DEUTSCHE GEODATISCHE KOMMISSION
bei der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

Reihe C Dissertationen Heft Nr. 565

Frank Neitzel

Identifizierung konsistenter Datengruppen am Beispiel

der Kongruenzuntersuchung geodatischer Netze

Miinchen 2004

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften
in Kommission bei der C. H. Beck'schen Verlagsbuchhandlung Miinchen

ISSN 0065-5325 ISBN 37696 5004 2



DEUTSCHE GEODATISCHE KOMMISSION
bei der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

Reihe C Dissertationen Heft Nr. 565

Identifizierung konsistenter Datengruppen am Beispiel

der Kongruenzuntersuchung geodatischer Netze

Von der Fakultat VI
Bauingenieurwesen und Angewandte Geowissenschaften
der Technischen Universitat Berlin
zur Erlangung des akademischen Grades
Doktor der Ingenieurwissenschaften (Dr.-Ing.)

genehmigte Dissertation

vorgelegt von
Dipl.-Ing. Frank Neitzel

aus Berlin

D 83

Muinchen 2004

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften
in Kommission beim Verlag C. H. Beck

ISSN 0065-5325 ISBN 37696 5004 2



Adresse der Deutschen Geodatischen Kommission:

Deutsche Geodatische Kommission
Marstallplatz 8 ® D — 80539 Minchen
Telefon (089) 23031113 @ Telefax (089) 23031 -283/—-100
E-mail hornik@dgfi.badw.de ® http://www.dgfi.badw.de/dgfi/DGK/dgk.html

Vorsitzender des Promotionsausschusses: Prof. Dr.-Ing. Lothar Griindig

Gutachter: Prof. Dr.-Ing. Dieter Lelgemann
Prof. Dr.-Ing. Wolfgang Niemeier
Priv.-Doz. Dr.techn. habil. Svetozar Petrovif

Tag der wissenschaftlichen Aussprache: 18.07.2003

© 2004 Deutsche Geodatische Kommission, Miinchen

Alle Rechte vorbehalten. Ohne Genehmigung der Herausgeber ist es auch nicht gestattet,
die Veroffentlichung oder Teile daraus auf photomechanischem Wege (Photokopie, Mikrokopie) zu vervielfaltigen

ISSN 0065-5325 ISBN 37696 5004 2



Kurzfassung

Sind in den Eingangsdaten fiir eine Parameterschitzung derartige Werte enthalten, fiir die das angesetzte Modell
nicht zutreffend ist (z.B. grobe Fehler), so besteht die grundsitzliche Aufgabe, die maximale Untergruppe
konsistenter Daten aus den Eingangsdaten herauszufinden. In dieser Arbeit werden hierzu zwei neue Methoden
vorgestellt. Zum einen wird die von PETROVIC (1991, 2002) entwickelte Ausgleichung nach maximaler Korrela-
tion (MCA) erweitert, zum anderen wird eine neue Methode mit der Bezeichnung ,,MSS - Die Methode der
maximalen Untergruppe entwickelt, bei der die maximale Untergruppe konsistenter Daten mit Hilfe einer kom-
binatorischen Suche gefunden werden kann.

Die Diskussion bestehender und die Entwicklung neuer Methoden erfolgt anhand der Kongruenzuntersuchung
geoditischer Netze. Als Spezialfall der generellen Problematik besteht hierbei die Aufgabe, aus der Menge aller
Netzpunkte (bzw. aller Stiitzpunkte) die maximale Untergruppe stabiler Punkte zu lokalisieren.

Im Hinblick auf diese Aufgabenstellung wird gezeigt, wie Koordinaten aus einer freien Netzausgleichung mit
ihren singuldren Kofaktorenmatrizen in einer ebenen oder rdumlichen Helmerttransformation verarbeitet werden
konnen. Zudem wird gezeigt, dafl die Koordinatentransformation ohne Naherungswerte fiir die Parameter Trans-
lation und Rotation erfolgen kann.

An einem Anwendungsbeispiel der Kongruenzuntersuchung wird gezeigt, dafl die falsche Lokalisierung ver-
schobener Punkte nicht in der Wahl der verwendeten Zielfunktion fiir die Ausgleichung begriindet liegt, sondern
Vielmehr in der Strategie der sukzessiven Analyse einzelner Punkte.

Nach der Entwicklung der generellen Methodik des ,,MSS - Verfahrens® erfolgt die Anwendung in der Kongru-
enzuntersuchung, wobei die kongruente Punktgruppe in dem untersuchten numerischen Beispiel gefunden wird.

Da die kombinatorische Suche auch in den Féllen zu einer Losung filhren kann, in denen die bestehenden
Verfahren (z.B. ,,data snooping, Einsatz resistenter und robuster Schétzverfahren) versagen, wird die Anwendung
der ,,MSS - Methode* auch bei anderen Aufgabenstellungen motiviert.
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Der Wert einer Theorie ldfit sich nicht absolut beurteilen,
sondern nur in Bezug auf andere Theorien. Eine Theorie
ist dann besser als eine andere, wenn sie eine grifiere
Vorhersagegenauigkeit erlaubt und einen Untersuchungs-
gegenstand einfacher und eleganter zu erkldren vermag.

Federico Di Trocchio

1 Einleitung und Uberblick

Bei vielen Aufgabenstellungen der Parameterschitzung in der Geodésie sind in den Eingangsdaten auch solche
enthalten, die mit groben Fehlern behaftet sind oder fiir die das angesetzte funktionale Modell unzureichend ist.
Die grundsitzliche Aufgabe, die es in diesem Fall zu 16sen gilt, besteht darin, diese Daten zu identifizieren und
aus der Parameterschitzung auszuschlieBen. Die verbleibenden Daten, die dann in einer abschlieBenden Aus-
gleichung nach kleinsten Quadraten zu akzeptablen Residuen fiihren, werden in dieser Arbeit als ,,konsistente
Untergruppe bezeichnet. Fiir die Suche nach dieser Gruppe ist in der bestehenden Literatur eine Vielzahl von
Methoden zu finden, die sich in zwei Kategorien unterteilen lassen.

a) Einsatz alternativer Schitzverfahren (z.B. L;-Norm-Schitzung), mit denen im Rahmen eines Preprocessings
versucht wird, inkonsistente Daten zu identifizieren.

b) Sukzessive Untersuchung der Verbesserungen einzelner Beobachtungen nach einer Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten (z.B. das sog. data snooping).

Die Einsatzmdglichkeiten und Grenzen dieser Methoden sind in der Literatur bereits eingehend diskutiert
worden. Als Erweiterung zu den bestehenden Methoden, werden in dieser Arbeit zwei neue Ansétze entwickelt.
Auf dem Gebiet der alternativen Parameterschitzung ist dies die Ausgleichung nach maximaler Korrelation.
Basierend auf den Grundlagen in (PETROVIC 1991, 2002) wird diese auf die Beriicksichtigung der stochastischen
Eigenschaften der Eingangsgroen erweitert. Das Einsatzgebiet dieser Ausgleichung liegt im Bereich der Unter-
suchung unvollstindiger Modelle, zum anderen kann der maximale Korrelationskoeffizient als nichtmetrisches
Kriterium fiir den Vergleich von Formen verwendet werden.

Die sehr begrenzten Moglichkeiten, die konsistente Datengruppe mit Hilfe einer sukzessiven Anwendung der
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten zu identifizieren, haben motiviert, zuerst zu untersuchen, ob diese Vor-
gehensweise unter Anwendung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation erfolgreicher sein kann. Danach
soll das Prinzip der sukzessiven Untersuchung aufgegeben werden und eine neue Methode entwickelt werden, die
auf Grundlage der Kombinatorik grundsétzlich in der Lage ist, die maximale Untergruppe konsistenter Daten aus
den Eingangsdaten zu identifizieren.

Die Diskussion bestehender Verfahren und die Entwicklung neuer Methoden wird anhand der Kongruenzunter-
suchung geodétischer Netze durchgefiihrt, bei der sich die Aufgabe stellt, aus der Menge aller Netzpunkte (bzw.
aller Stiitzpunkte) die maximale Untergruppe stabiler Punkte zu identifizieren.

Im Hinblick auf diese Aufgabenstellung werden in Kapitel 2 zunichst die theoretischen Grundlagen der Erzeu-
gung von Koordinaten durch eine freie Netzausgleichung aufgezeigt. Danach werden die Eigenschaften dieser
Koordinaten diskutiert und die Frage geklért, ob sie zu den ,,schéitzbaren GroBlen® eines geodétischen Netzes
gehoren. Im Anschlufl daran wird die Weiterverarbeitung von Koordinaten aus einer freien Netzausgleichung
samt ihrer singuldren Kofaktorenmatrizen mit Hilfe einer ebenen oder rdumlichen Helmerttransformation bear-
beitet. Da die bestehenden Ansétze in der Literatur fiir diese Aufgabe nicht geeignet oder wenig anschaulich sind,
werden folgende Fragen geklart:

— Wie kann eine Verarbeitung der singulidren Kofaktorenmatrizen auf unmittelbar einsichtige Weise erfolgen?
— Wie kann sowohl die ebene, als auch die rdumliche Helmerttransformation ohne die Bereitstellung von Néhe-
rungswerten flir Translation und Rotation erfolgen?

Die neuen Ansitze werden durch numerische Beispiele veranschaulicht. Nach diesen Untersuchungen zur
Modellbildung werden in Kapitel 3 die unterschiedlichen Methoden der Parameterschitzung dargestellt. Nach
einer kurzen Darstellung der Methode der kleinsten Quadrate wird darauf eingegangen, welche Strategien in der
bestehenden Literatur zu finden sind, um inkonsistente Daten zu identifizieren (z.B. data snooping, Einsatz alter-
nativer Schitzverfahren). Danach werden zwei Schétzverfahren mit hohem Bruchpunkt, ndmlich die L;-Norm-
Schétzung und die LMS-Schitzung néher vorgestellt. Die numerische Losung alternativer Parameterschitzungen
wird am Beispiel der L;-Norm-Schitzung untersucht. Das Ergebnis ist:

— Bei dem in der Literatur oftmals vorgeschlagenen Losungsweg der ,,iterativen regewichteten L,-Schitzung*
1aBt sich bereits an einfachen numerischen Beispielen zeigen, daB3 der Einsatz dieser Methode zu falschen
Ergebnissen fiihren kann.

— Als Alternative wird der Einsatz heuristischer Optimierungsverfahren vorgeschlagen.



8 1 Einleitung und Uberblick

Nach einer kurzen Ausfithrung zur Zuverldssigkeit alternativer Schitzverfahren wird die Entwicklung neuer
Methoden motiviert.

Eine Ausgleichungsmethode, deren Begriindung rein geometrischer Natur ist, ist die Ausgleichung nach maxi-
maler Korrelation (MCA), die fiir folgende Aufgabenstellungen angewendet werden kann:

— Identifizierung fehlender Modellanteile im Falle einer unvollstdndigen Modellbildung anhand der Interpre-
tation von Residuenbildern.

— Verwendung des maximalen Korrelationskoeffizienten als nichtmetrisches Kriterium fiir den Vergleich geo-
metrischer Formen.

Basierend auf den Arbeiten von PETROVIC (1991, 2002) werden die Grundlagen der Ausgleichung nach maxi-
maler Korrelation aufgezeigt, danach erfolgt eine Erweiterung der theoretischen Grundlagen:

— Die Einfithrung von Gewichten wird detailliert ausgearbeitet.
— Ausarbeitung von Losungsstrategien flir Ausgleichungsprobleme mit Bedingungen zwischen den Unbekann-
ten und fiir singulare Ausgleichungsprobleme.

Zudem wird gezeigt, daB sich die Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation aus der Losung eines leicht
modifizierten Problems nach kleinsten Quadraten erzeugen 148t. Neben der Bereitstellung eines kompletten
Formelapparates fiir diesen Losungsweg wird die Anwendung an numerischen Beispielen demonstriert.

In Kapitel 4 soll das Auffinden einer maximalen Untergruppe konsistenter Daten anhand der Kongruenzunter-
suchung geoditischer Netze aufgezeigt werden. Zunéchst folgen einige kurze Anmerkungen zur Anwendung
statistischer Testverfahren, wobei insbesondere die Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit kritisch diskutiert
wird. Danach erfolgt die Darstellung der generellen Methodik der Kongruenzuntersuchung und das Verfahren in
der aktuellen Literatur. Unter Berlicksichtigung des Netzaufbaus wird dabei mit Hilfe eines Globaltests unter-
sucht, ob zwischen den Vergleichsepochen signifikante Punktverschiebungen nachweisbar sind. Ist dies der Fall,
erfolgt die Lokalisierung verschobener Punkte mit Hilfe einer sukzessiven Einzelpunktanalyse. Anhand eines
numerischen Beispiels wird gezeigt, dal die Anwendung der bestehenden Methodik zu einer falschen Identifi-
zierung verschobener Punkte fithren kann.

Daraufhin wird der Einsatz der Ausgleichung nach maximaler Korrelation in der Kongruenzuntersuchung unter-
sucht. Als funktionales Modell wird ein Transformationsansatz verwendet, die Ausgleichung erfolgt unter
Beriicksichtigung der stochastischen Eigenschaften der Vergleichsepochen. An einem numerischen Beispiel, bei
dem der Korrelationskoeffizient als nichtmetrisches Kriterium fiir die sukzessive Einzelpunktanalyse verwendet
wird, zeigt sich, daf} es auch hierbei zu einer falschen Identifizierung verschobener Punkte kommen kann.

Nachdem sowohl die Kongruenzuntersuchung unter Anwendung der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten als
auch die Anwendung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation in einem numerischen Beispiel zu einem
falschen Ergebnis gefiihrt hat, erfolgt eine kritische Beurteilung der verwendeten Methodik mit den Schluf3-
folgerungen:

— Die Probleme liegen nicht in der Natur der verwendeten Methoden der Parameterschitzung.
— Das Problem liegt in dem Verfahren der sukzessiven Untersuchung einzelner Punkte begriindet.
— Die Lokalisierung kongruenter Punktgruppen ist grundsétzlich eine Aufgabe der Kombinatorik.

Da das Auffinden der maximalen Untergruppe konsistenter Daten ein generelles und grundlegendes Problem bei
allen geoditischen Aufgaben ist, wird dafiir in Kapitel 5 eine neue Methode entwickelt. Diese Methode, bei der
die maximale Untergruppe konsistenter Daten mit Hilfe einer kombinatorischen Suche identifiziert wird, tragt
den Namen ,,MSS - Die Methode der maximalen Untergruppe®. Da eine Untersuchung aller méglichen Kombi-
nationen bei umfangreichen Ausgleichungsproblemen nicht durchfiihrbar ist, werden generelle Strategien aufge-
zeigt, wie sich die Anzahl der zu untersuchenden Kombinationen einschrinken 146t. Danach erfolgt die Anwen-
dung der ,,MSS-Methode* in der Kongruenzuntersuchung. Hierbei 148t sich die Anzahl der zu untersuchenden
Kombinationen durch eine Voruntersuchung mit metrischen oder nichtmetrischen Kriterien erheblich einschrén-
ken. Als besonders hilfreich erweist sich die Verarbeitung der Ergebnisse der Voruntersuchung mit Hilfe von
Topologiematrizen. Aus diesen 148t sich direkt erkennen, welche Punkte des Netzes iiberhaupt als Kandidaten fiir
eine kongruente Punktgruppe in Frage kommen, so dafl die Losung auch in umfangreichen geodétischen Netzen
schnell gefunden werden kann. Anhand des zuvor verwendeten numerischen Beispiels, bei dem die sukzessive
Einzelpunktanalyse versagt hat, wird gezeigt, daB3 die kongruente Punktgruppe mit der kombinatorischen Suche
gefunden wird. Daraufhin wird die Anwendung der ,,MSS-Methode® auch bei anderen geodétischen Fragestellun-
gen angeregt.



2 Koordinaten und Transformationen

Die Speicherung und Weiterverarbeitung geometrischer Informationen bei nahezu allen geoditischen Frage-
stellungen erfolgt i.d.R. in der Form von Koordinaten, zudem gewinnen sie zunehmend als Schnittstelle fiir die
interdisziplindre Zusammenarbeit an Bedeutung. Da aber durch geodétische Messungen lediglich die gegenseiti-
ge Lage von Punkten zueinander bestimmt werden kann, bedarf es zusatzlicher Informationen, um auf Grundlage
dieser relativen Grofen Koordinaten zu erzeugen. Wie diese zusitzlichen Informationen in Form einer freien
Netzausgleichung verwendet werden, um Koordinaten zu erzeugen, wird kurz aufgezeigt. Da iiber das Ergebnis
einer freien Netzausgleichungen (,,innere Koordinaten*) in der Literatur zum Teil unterschiedliche Ansichten
bestehen, soll die Frage geklirt werden, ob es sich bei diesen Koordinaten um schitzbare Gréfen handelt.

Sollen die Koordinaten aus freien Netzausgleichungen einer ebenen oder raumlichen Ahnlichkeitstransformation
unterzogen werden, so ist dies, aufgrund der Singularitit der Kofaktorenmatrizen, nicht ohne weiteres moglich.
Um dieses Problem zu 16sen, wird zunichst ein neuer Transformationsansatz auf der Grundlage von Beobachtun-
gen entwickelt. Danach wird gezeigt, wie mit diesem Konzept die Weiterverarbeitung von Koordinaten mit
singulirer Kofaktorenmatrix erfolgen kann. Zudem wird ein Konzept entwickelt, mit dem sowohl die ebene als
auch die rdumliche Koordinatentransformation ohne die Bereitstellung von Naherungswerten fiir Translation und
Rotation mdglich ist.

2.1 Erzeugung von Koordinaten

Nach einer zweckméfigen Auswahl von Punkten, die ein MeBobjekt diskretisieren, kann durch Messung von
Horizontal- und Vertikalwinkeln, Strecken, Basislinien mit Hilfe von GPS und Hohenunterschieden die relative
Lage dieser Punkte zueinander (innere Netzgeometrie) bestimmt werden. Mit der Problemstellung, aus diesen
relativen Informationen Koordinaten fiir die Netzpunkte zu erzeugen, beschéftigt sich eine Vielzahl von Publika-
tionen, zumeist basierend auf (MEISSL 1962, 1969). Einen aktuellen Uberblick zu dieser Thematik bieten z.B.
(WELSCH et al. 2000) und (NIEMEIER 2002).

Im folgenden werden das Konzept und die Methoden der Ermittlung von Koordinaten durch eine sog. freie
Netzausgleichung dargestellt und um geometrische Interpretationen angereichert. Zudem erfolgt eine Einordnung
der Ergebnisse einer freien Netzausgleichung beziiglich der Eigenschaften der geschitzten Parameter.

2.1.1 Datumsfestlegung und freie Netzausgleichung

Um auf Grundlage relativer Messungen Koordinaten bestimmen zu kdnnen, sind grundsétzlich zwei Schritte
erforderlich:

1. Festlegung eines Referenzrahmens (Koordinatensystem). Dies kann z.B. durch die Zuweisung von Néhe-
rungskoordnaten fiir alle Netzpunkte erfolgen.

2. Anbindung des geoditischen Netzes an den Referenzrahmen. Dies erfolgt dadurch, daf3 einer ausreichenden
Anzahl von Netzpunkten Werte flir deren Koordinaten zugewiesen werden, was als Datumsfestlegung oder
Datumsverfligung bezeichnet wird.

In einem ebenen mafstabsbestimmten Lagenetz kann diese Datumsfestlegung z.B. durch Zuweisung von Koor-
dinaten fiir einen Netzpunkt und die Festlegung des Rechts- oder Hochwertes eines weiteren Punktes erfolgen.
Die ausgleichungstechnische Realisierung erfolgt dann derart, da3 diese Koordinaten nicht als Unbekannte einge-
fiihrt werden, oder dal3 {iber ihren Wert mit Hilfe von Bedingungsgleichungen verfligt wird. Da durch diese Fest-
legung kein Zwang auf die innere Geometrie der Punktgruppe ausgeiibt wird, bezeichnet man diese Vorgehens-
weise als freie Netzausgleichung.

Da aber die Auswahl der datumsdefinierenden Punkte willkiirlich erfolgen kann, stellen die daraus abgeleiteten
Groflen

— Ldsungsvektor x,
— Kofaktorenmatrix Q,x der Unbekannten und somit die empirischen Standardabweichungen der Koordinaten
Sy, Sy und die mittleren Fehlerellipsen

kein objektives MaB fiir die Beurteilung eines Netzes dar. Um diesem Umstand entgegenzuwirken, hat MEISSL
(1962) die Forderung aufgestellt, die Losung derart zu bestimmen, dafl die Spur der Kofaktorenmatrix Q,, mit

Spur {Q,} = min 2.1)
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zum Minimum wird und somit alle Punkte gleichartig behandelt werden. Der Formelapparat fiir eine Netzaus-
gleichung mit dieser Forderung wurde dann von MITTERMAYER (1972) ausgearbeitet und in den darauffolgenden
Jahren durch eine Vielzahl von Publikationen fiir verschiedene Aufgabenstellungen erweitert (siche z.B. ILLNER
1985). Im Gegensatz zu einer Ausgleichung mit festgehaltenen Punkten (diese gelten als ,,fehlerfrei®), sind die
Annahmen iiber das Verhalten bestimmter Punkte bei der Ausgleichung mit der Forderung nach minimaler Spur
nicht unmittelbar ersichtlich. Um diese zu veranschaulichen dienen die folgenden Beispiele.

In dem in Abbildung 2.1 dargestellten Nivellementnetz wurden die Hohenunterschiede Ak, Ah, und Ah; unab-
hingig voneinander bestimmt. Ferner sind die empirischen Standardabweichungen der Hohenunterschiede sy, spo
und sp3 bekannt, aus denen sich die Gewichte p;, p, und p; bestimmen lassen.

Abbildung 2.1: Nivellementnetz mit drei Punkten

Anstelle einer Ausgleichung mit einer Auswahl tatséchlich gemessener Werte oder daraus bestimmbaren Groéf3en
als Unbekannte, werden die Hohen(koordinaten) H;, H, und H; eingefiihrt und eine freie Netzausgleichung
durchgefiihrt. Da diese Hohen aber im Informationsgehalt der Me3werte nicht enthalten sind und somit ein Rang-
defekt von d = 1 der Normalgleichungsmatrix entsteht, ist eine Datumsdefinition (Verbindung der inneren Netz-
geometrie mit den eingefiihrten Hohen) erforderlich. Diese kann z.B. derart erfolgen, dal man eine willkiirlich
ausgewdhlte Hohe (z.B. Zuweisung eines Wertes fiir die Hohe H;) oder eine beliebige Kombination aus allen
festhilt. Im folgenden soll die Datumsfestlegung mit Hilfe der Bedingungsgleichung

P
Z =c mitp =3 (Anzahl der Punkte) (2.2)

durchgefiihrt werden. Wahlt man ¢ = 0, so ist damit verfiigt, dafl der Schwerpunkt der ausgeglichenen Héhen den
Wert null annehmen soll. Zudem fiihrt diese Datumsdefinition zu einer Losung mit der Eigenschaft Spur {Qy} =

min und kiirzestem Losungsvektor %% = min . In Matrizenschreibweise lautet die Bedingungsgleichung

G'x=0 (2.3)
mit
G'=[11 1] (2.4)
und
R A N A 9T
x=[A, f, ] (2.5)
Mit der Funktionalmatrix
-1 1 0
A=|0 -1 1 (2.6)
-1 0 1
und der Gewichtsmatrix
p 0 0
P=/0 p, O (2.7)
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erhélt man die Normalgleichungsmatrix

p1t+p;3 —P —P3
N=ATPA = - pntp, D ) (2.8)
—D3 —P2 P2t ps

die einen Rangdefekt von d = 1 aufweist. Um die Singularitit zu beheben, wird das Modell durch Einfithrung der
Bedingung (2.4) um die Datumsfestlegung erweitert und so ergibt sich die erweiterte Normalgleichungsmatrix zu

pitps  —p sl

N 'G - + —p, 1
|:__T__:r__} _ )4 Pt P P> ! (2.9)

G0l | = = P2tpyil

1 1 110

und schlieBlich durch Inversion die Kofaktorenmatrix der Unbekannten

P4y +py pi=2py—2py 2p =2py +ps

Pi—=2py—=2ps  pi+py+4py 2pi+py—2ps | (2.10)
=2p1—2p,+p3 2pi+py—2ps Api+prt+ps

1
9(p\p2+ P1p3 + PaP3)

a

XX

Berechnet man nun die Varianz der ausgeglichenen Schwerpunktshohe H iiber das Kovarianzfortpflanzungs-
gesetz

(%3=FQ“FT (2.11)
mit
Fe|L l1=1GT, (2.12)
3 3 3] 3
so ergibt sich Gleichung (2.11) zu
[P
Qﬁ—EG(hg}. (2.13)

Betrachtet man den Ausdruck
| P +4p, + 3 P —2py—2p3s —2p;—2py + ps
G'Q,, = ;[1 1 1] P1—2py —2p; pi+py+4ps 2pi+p,—2ps |, (2.14)
—2p;=2py+p3s 2pi+pr—2py Api+pytps
so ergibt sich dieser zu
G'Q, =[0 0 0] (2.15)
und somit erhélt man aus Gleichung (2.13)

Q=0 . (2.16)

DaB dieses Ergebnis generell gilt, 148t sich anhand einer Eigenschaft der Kofaktorenmatrix aus einer freien
Ausgleichung zeigen, die in (MITTERMAYER 1972) hergeleitet wurde. Es gilt

G'Q, =0, (2.17)

woraus in diesem Fall folgt, da sich die Spaltensummen und somit auch die Zeilensummen der Kofaktoren-
matrix Q,, jeweils zu null ergeben. Setzt man diese Eigenschaft in das Kovarianzfortpflanzungsgesetz (2.13) ein,
so ergibt sich die Varianz der Schwerpunktshéhe grundsitzlich zu

Q: =0 . (2.18)

Somit stellt die Datumsdefinition mit Hilfe von (2.2) einen Spezialfall des Festhaltens der Hohe eines beliebigen
Punktes dar, mit der Eigenschaft, daB alle Punkte gleichberechtigt an der Definition eines Bezugspunktes,
namlich des Schwerpunktes, mit einer Varianz gleich null beteiligt sind.
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In einem zweiten Beispiel soll eine anschauliche Interpretation der Eigenschaft (2.17) an einem ebenen
Streckennetz bestehend aus vier Punkten, zwischen denen alle Strecken gemessen wurden, siche Abbildung 2.2,
aufgezeigt werden. Gegeben sind die Streckenmessungen /; und die aus den empirischen Standardabweichungen
gewonnenen Gewichte p;, miti = (1, ..., 6).

b

@ JUS}

O

>Y

Abbildung 2.2: Streckennetz in der Ebene

Anstelle einer Ausgleichung mit einer Auswahl der tatsdchlichen MeBwerte als Unbekannte, sollen auch hier
wieder Koordinaten eingefiihrt und eine freie Netzausgleichung durchgefiihrt werden, wobei der Referenzrahmen

durch die Auswahl von Néherungskoordinaten X [0, Yio fiir alle Netzpunkte festgelegt wird. Da diese Koordinaten
aber im Informationsgehalt der Messungen nicht enthalten sind, erhélt man aus

N=ATPA (2.19)

wieder eine singulére Normalgleichungsmatrix mit einem Rangdefekt von d = 3. Wie bereits erwéhnt, 146t sich
diese Singularitit beheben, indem man einen Punkt und die Richtung zu einem weiteren Punkt festhélt, wodurch
die innere Geometrie mit den eingefiihrten Koordinaten verkniipft wird. Hier soll aber nun die Datumsfestlegung
unter Verwendung der in (MITTERMAYER 1972) entwickelten (und heute allgemein gebrauchlichen) Bedingungs-
gleichung
G'x=0 (2.20)
mit
1 0 1 0 1 0 1 0
G'=lo 1 o 1 0 1 0 1 (2.21)
-y X -y X -w ox) -y oxy

und dem Vektor der Unbekannten

A

A . X s . 1T
X=[A% AY AL AD, ARG A AR AD] (2.22)

der die Zuschldge zu den Néherungskoordinaten enthilt, erfolgen, die nach einer Erweiterung des Normalglei-
chungssystems (,,Rédnderung) mit (2.21) zu einer Losung mit der Eigenschaft Spur {Q,,} = min fiihrt. Multipli-
ziert man Gleichung (2.20) aus, so ergeben sich die ersten zwei Bedingungen zu

)4 )4
D A% =0 und Y A =0 mitp=4, (2.23)
i=1 i=1

was gleichbedeutend damit ist, da3 der Schwerpunkt der ausgeglichenen Koordinaten

-~ 1 2 S 1 LN
X= ;Zl: Y = ;;Yl (2.24)
gleich dem aus Naherungskoordinaten
Pl =i§p1Y, (2.25)
P Py
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ist, so daB gilt

X=X, v=7° (2.26)
Fiir die dritte Bedingung erhélt man
Zp:(—yf’m@ + XPAF;) =0 2.27)
i=1
und in ausfiihrlicher Darstellung, mit
A%, =X, - X" und A, =Y -Y° | (2.28)
ergibt sich
p p
XY= Xy’ =0 . (2.29)
i=1 i=1

In Verbindung mit (2.23) 146t sich auch diese Bedingung anschaulich interpretieren. Betrachtet man dazu den
Rotationswinkel «, der sich aus einer Helmerttransformation zwischen den Naherungskoordinaten X io’ ZO und

den ausgeglichenen Koordinaten X, i }Aj ergibt, so erhélt man den bekannten Ausdruck

p . _ P, . .
Z(Y,-—YJ(X[O—XO)— (Xi—Xj(YiO—YO)
a = arctan ’:l i=lp . (2.30)
()A(,.—)_()(X?—)?O)— (ﬁ_?j(zo_w)
i=1 i=1
Multipliziert man den Zahler dieses Quotienten aus, so folgt
14 A —_n —_n —_n 14 A~ AN RN RN
Zihler =y X%, =nX Y —nX Y +nX°Y =" X3 +nXV° +nX Y - nX V" (2.31)
i=1 i=1
und nach Einsetzen von (2.26) erhdlt man
14 A P A~ [Ealal el AN AN el Lo
Zihler =y X)T; =" X ¥'=nXY =nXV +nXY +nX ¥ +nXY =nXY . (2.32)
i=1 i=1 =0
Setzt man nun noch (2.29) ein, so folgt
Ziihler =0 . (2.33)
Der Nenner des Quotienten (2.30) 148t sich lediglich zu
P ~ —_n 2 P ~ —_n
Nenner =" X X; ~nX°X = % +n¥ Y (2.34)
i=1 i=1

umformen und somit nimmt der Quotient (2.30) den Wert null an und man erhélt schlieBlich fiir den Rotations-
winkel

a=0 . (2.35)

Im folgenden soll nun die Varianz des Schwerpunktes X, Y und des Rotationswinkels & unter Verwendung der

aus der freien Netzausgleichung erhaltenen Kofaktorenmatrix Qy, untersucht werden. Wendet man das Kova-
rianzfortpflanzungsgesetz

Q,, =FQF' (2.36)
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mit der Funktionalmatrix

1 0 1 0 1 0 1 0
F={ 0 1 o0 1 o0 1 0 1 |=GT (2.37)
D GRS SN RIS AP C RS AR ¢

an, so ergibt sich (2.36) zu
Q,,=G'Q,,G . (2.38)

Da die Eigenschaft (2.17) gilt, folgt auch an dieser Stelle

G'Q, =0 (2.39)
und somit
Q,, =0 (2.40)
Das bedeutet, dal3 sich die Summen
p p p
DAL, YA und Y (-XOA% + XA (2.41)
i=1 i=1 i=1

mit einer Varianz von null ergeben. Da sowohl die Schwerpunktkoordinaten X, Y als auch der Rotationswinkel

a Funktionen nur dieser Summen sind, betrégt auch ihre Varianz gleich null.

Zusammenfassend konnen nun die Methoden zur freien Netzausgleichung gegeniibergestellt werden. Nach der
Festlegung des Referenzrahmens durch die Auswahl von Naherungskoordinaten kann die Datumsfestlegung
erfolgen durch:

— Festhalten der Koordinaten eines Punktes und
— Festhalten der X- oder Y-Koordinate eines weiteren Punktes, wodurch iiber die Rotation verfligt wird.

Da fiir diese Elemente eine Varianz gleich null angenommen wird (sie gelten als ,,fehlerfrei®), wird diese Festle-
gung auch als Auswahl einer Nullvarianz-Rechenbasis' bezeichnet. Da diese Rechenbasis willkiirlich ausgewhlt
werden kann, ergibt sich der Losungsvektor und die Fehlerschitzung fiir die Koordinaten nicht eindeutig.
Anzumerken ist, da} die innere Geometrie der Punktgruppe invariant gegeniiber der Auswahl einer Rechenbasis
ist.

Um alle Punkte gleichberechtigt an der Datumsdefinition teilnehmen zu lassen, kann eine Ausgleichung mit der
Forderung Spur {Qy} = min durchgefiihrt werden. Obwohl nicht unmittelbar ersichtlich, wird auch bei dieser
Vorgehensweise einer bestimmten Anzahl von Elementen eine Varianz gleich null zugewiesen. Bei einem ebenen
mafstabsbestimmten Lagenetz mit dem Rangdefekt d = 3 sind dies:

— Der Schwerpunkt der Punktgruppe, berechnet aus den ausgeglichenen Koordinaten, besitzt eine Varianz
gleich null und ist gleich dem Schwerpunkt, berechnet aus den zuvor willkiirlich ausgewéhlten Naherungs-
koordinaten.

— Die Gesamtrotation der ausgeglichenen Koordinaten der Punktgruppe gegeniiber den Naherungskoordinaten
betrdgt 0 gon und besitzt eine Varianz gleich null.

Somit stellt die freie Netzausgleichung mit Gesamtspurminimierung® wieder einen Spezialfall der Ausgleichung
mit einer Nullvarianz-Rechenbasis dar. Es wird ebenfalls einer dem Rangdefekt entsprechenden Anzahl von
Elementen eine Varianz gleich null zugewiesen. Charakteristisch fiir diesen Spezialfall ist, daf3 bei der Ausglei-
chung mit der Forderung Spur {Q,} = min alle Punkte gleichberechtigt an der Festlegung der Nullvarianz-
Elemente teilnehmen.

! Abweichend zur Ubersetzung des englischen Begriffs ,,zero-variance computational base” mit dem Begriff ,,varianzfreie Berechnungs-
basis“ (NIEMEIER 2002), wird hier der Begriff ,,Nullvarianz-Rechenbasis® eingefiihrt, der zutreffender beschreibt, daBl einige Elemente eine
Varianz gleich null aufweisen und nicht, daf} es eine Varianz fiir diese Elemente nicht gibt.

? In diesem Beispiel wurde davon ausgegangen, da3 die Unbekannten, die nicht von Typ ,,Koordinate sind, bereits vorab eliminiert wurden.
BeldBt man diese Unbekannten (z.B. Mafstabsfaktoren, Orientierungsunbekannte) im Ausgleichungsansatz, so ist zu beachten, daf sich die
dargestellte ,,Gesamtspurminimierung® lediglich auf die Varianzen der Koordinatenunbekannten bezieht. Eine Ausweitung der Bedingungs-
gleichungen auf die Unbekannten, die nicht vom Typ ,,Koordinate* sind, ist nach (NIEMEIER 2002) geometrisch nicht interpretierbar.
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2.1.2 Eigenschaften der Koordinaten aus einer freien Netzausgleichung

Hat man sich fiir eine der in Abschnitt 2.1.1 vorgestellten Bedingungen fiir die Datumsfestlegung entschieden,
kann eine freie Netzausgleichung mit Koordinatenunbekannten durchgefiihrt werden. Da diese Bedingungen
keinen Zwang auf die innere Geometrie des Netzes ausiiben, kann eine beliebige Bedingung gewahlt werden.
Entscheidet man sich bei einem Lagenetz fiir die Bedingungen in der Form (2.21), so fiihrt dies zu einer freien
Netzausgleichung mit Gesamtspurminimierung. Die Ergebnisse einer derartigen Ausgleichung werden nach
(MEISSL 1962) ,inneres Koordinatensystem (mit minimaler Spur)*® und ihre Fehlerschitzung ,.innere Fehler-
matrix“ (MEISSL 1969) genannt. In (PELZER 1971) wird ausgefiihrt, daB diese inneren Koordinaten zu den
schétzbaren Funktionen gehoren.

GRAFAREND und SCHAFFRIN (1976) haben jedoch gezeigt, daB3 in einer Ausgleichung exakt » = Rang (A)
Parameter unverzerrt schitzbar sind, d.h. dal der Vektor der Unbekannten x mit einer spaltenreguldren Koeffi-
zientenmatrix A an den Beobachtungsvektor 1 gekniipft sein muf3. Das ist aber nur dann der Fall, wenn man in
einem freien Netz Unbekannte einfiihrt, die im Informationsgehalt der Messungen tatséchlich enthalten sind (z.B.
Strecken und Winkel in einem Lagenetz). Fiihrt man hingegen Koordinaten als Unbekannte ein, so erhdlt man
eine Koeffizientenmatrix die den Rangdefekt

d=m-r (2.42)
mit
m ... Anzahl der Unbekannten
r ..Rang (A)

aufweist und es ist sofort einsichtig, daf3 es sich bei den Koordinatenunbekannten nicht um schétzbare GroBen fiir
das urspriingliche Problem handeln kann. Des weiteren haben (GRAFAREND und SCHAFFRIN 1976) das wichtige
Aquivalenztheorem zwischen schitzbaren und invarianten GroBen eines geoditischen Netzes formuliert, auf das
in Abschnitt 2.1.2.4 eingegangen wird. Aufgrund dieses Theorems ist ebenfalls sofort einsichtig, daB3 es sich bei
Koordinaten nicht um schétzbare Funktionen handeln kann, da sie nicht zu den invarianten Gréfen eines
geodatischen Netzes gehoren.

In der Literatur sind viele Vorschldge zu finden, wie man das singulidre Ausgleichungsproblem mit Koordinaten
I6sen kann und obwohl die Begriffe unterschiedlich sind (z.B. Losung durch Einfithrung von Bedingungs-
gleichungen, Losung mit Pseudoinverse) basieren alle Verfahren darauf, daBl eine Datumsfestlegung beziiglich
der Naherungskoordinaten erfolgt. Anstelle einer Schéitzung von » = Rang (A) Parametern, die sich aus den
Messungen eindeutig ergibt, wird also ein anderes Problem geldst, bei dem durch zusitzliche Informationen fiir
die Datumsfestlegung » + d Parameter geschatzt werden. Doch statt ausdriicklich zu erwéihnen, daf die Schitzung
der Koordinaten in einem anderen, um die Datumsfestlegung erweiterten Modell stattfindet, werden den
Ergebnissen einer derartigen Ausgleichung in der Literatur die unterschiedlichsten Eigenschaften zugesprochen.
PELZER (1971) gibt an, daB8 die inneren Koordinaten zu den ,invarianten Elementen* eines Punkthaufens
gehoren. Auch in (NIEMEIER 1979) werden die inneren Koordinaten eingehend untersucht und als ,,Sonderform
schitzbarer Funktionen mit den Eigenschaften einer ,besten linear erwartungstreuen Schétzung® eingestuft.
Zudem wird aufgezeigt, da} sich die inneren Koordinaten durch eine spezielle Wahl der Bedingungsgleichungen
in der Form (2.20) auch aus dem ,,Konzept der bedingten Erwartungstreue® mit den Eigenschaften einer ,,besten
linearen bedingt erwartungstreuen Schitzung® ergeben. In (ILLNER 1985) hingegen, werden die inneren Koor-
dinaten als ,,nicht schétzbare* Grof3en klassifiziert.

Im folgenden werden diese Ansétze kurz dargestellt und kommentiert. Des weiteren soll die Frage beantwortet
werden, ob die inneren Koordinaten zu den schitzbaren Grofen eines geodatischen Netzes gehoren konnen.

2.1.2.1 Innere Koordinaten als Sonderfall schitzbarer Funktionen?

Schétzbare Funktionen zeichnen sich dadurch aus, daB sie sich unabhdngig von einer beliebigen Losung x;
(Sonderldsung) immer eindeutig ergeben, so ergeben sich z.B. Strecken und Winkel in einem frei ausgeglichenen
Lagenetz immer eindeutig und unabhéngig davon, welche Datumsdefinition fiir die Erzeugung der Koordinaten
x; getroffen wurde. In (SCHAFFRIN 1975) werden schétzbare Funktionen im Gauf-Markov-Modell wie folgt
definiert.

I (MEISSL 1962) wird zum Begriff ,,inneres Koordinatensystem* folgendes angegeben: ,,Zu einem solchen inneren System kann man auf
mannigfache Art gelangen. Zum Beispiel konnte man einen der Punkte zum Ursprung des neuen Systems machen und durch einen weiteren
die x-Achse hindurchlegen.* Somit impliziert dieser Begriff nicht (wie sehr hdufig in der Literatur zu finden) zwangsldufig eine Losung mit
der Eigenschaft Spur {Q«} = min. Der Spezialfall mit der Eigenschaft Spur {Qy} = min wird dann auch in (MEISSL 1962) als ,,inneres
Koordinatensystem mit minimaler Spur bezeichnet.

* Der Begriff ,,innere Fehlermatrix* bezeichnet hingegen die Kofaktorenmatrix mit der Eigenschaft Spur {Qx} = min.

3 Der Begriff ,,invariant® wurde in PELZER (1971) im Sinne von ,,bestimmbar* verwendet, siche (PELZER 1974).
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Definition 2.1:

Sei F eine (f, m)-Matrix mit 1 < f'< m, dann ist Fx (erwartungstreu) schitzbar, wenn eine (n, f)-Matrix
(mit n = Anzahl der Beobachtungen) L existiert fiir die

E(L'T) = Fx (2.43)
gilt. L™1 heiBt dann linear unverzerrte Schitzung (LUE)® von Fx.
Die Eigenschaft, dafl Fx schitzbar ist, ist Aquivalent dazu, daB3 eine (n, f)-Matrix L existiert, fiir die
A'TL=F" (2.44)
gilt und F somit als Linearkombination der Spalten von A darstellbar ist.

Daraus folgt, daB sich alle Funktionen invariant gegeniiber einer beliebigen Losung X, ergeben, fiir die (2.44)
erfiillt ist (NIEMEIER 1979).

Fiir eine beste lineare Schatzung gibt (SCHAFFRIN 1975) folgende Definition an.
Definition 2.2:

L" 1 heiBt beste lineare Schitzung (BLE)’ von Fx wenn fiir alle ( 7, f')-Matrizen L gilt:

Spur E(L"1- Fx) (L"- Fx)T < Spur B(L"1- Fx) (C"1- FX)T (2.45)

Somit ist eine beste lineare Schitzung definiert als Schitzung mit minimaler Spur der Varianzmatrix. Weiterhin
gibt SCHAFFRIN (1975) an, daf3 ein Minimum vorliegt, falls die Normalgleichungen erfiillt sind.

Aufgrund dieser Eigenschaften 146t sich eine beste linear unverzerrte Schiatzung wie folgt definieren (SCHAFFRIN
1975).

Definition 2.3

L" 1 ist die beste lineare unverzerrte Schitzung (BLUE)® von Fx wenn gilt: L™ 1 ist zunéchst eine linear
unverzerrte Schitzung (LUE) und dann beste lineare Schitzung (BLE) von Fx.

Da sich schitzbare Funktionen neben ihrer Eindeutigkeit auch durch ihre minimale Varianz auszeichnen
(NIEMEIER 1979, mit Verweis auf das GauB-Markov-Theorem), ist Fx; somit die beste lineare unverzerrte
Schitzung mit den Eigenschaften

— Eindeutigkeit,
— Erwartungstreue (Unverzerrtheit),
— minimale Varianz

einer schitzbaren Funktion Fx, wobei x; eine beliebige Losung einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
Nx=A'list.

DaB die inneren Koordinaten aus einer freien Netzausgleichung mit Gesamtspurminimierung alle Eigenschaften
schitzbarer Funktionen aufweisen, wird erstmals in (PELZER 1971) und danach u.a. in (KOCH 1978, NIEMEIER
1979) erwihnt, obwohl die Matrix A bei einer freien Netzausgleichung den Rangdefekt d = m - r aufweist. Um
den Rangdefekt zu beheben und eine freie Netzausgleichung durchfiihren zu konnen, wird eine (m, d )-Matrix G
eingefiihrt, fiir die gilt (MEISSL 1969):

AG=0 . (2.406)

In (MITTERMAYER 1972) wurde gezeigt, dafl in der Matrix G die Eigenvektoren beziiglich des d-fachen Eigen-
wertes 4 = 0 der Normalgleichungsmatrix zusammengefaft sind. Fiir ein maBstabsbestimmtes Lagenetz erhélt
man die Matrix G wie in (2.21) dargestellt. Nach der Erweiterung der Normalgleichungsmatrix erhilt man dann
eine Losung mit der Eigenschaft Spur {Q,x} = min.

Hat man das Ausgleichungsproblem hingegen derart geldst, da3 man einen Punkt und eine Richtung zu einem
weiteren Punkt festgehalten hat, so erhélt man fiir die Koordinatenzuschlédge eine beliebige Losung X, (in Abhdn-
gigkeit der festgehaltenen Punkte). Aus dieser Losung, die in (PELZER 1971) als ,,Sonderldsung* bezeichnet wird,
lassen sich unter Verwendung der symmetrischen Transformationsmatrix

¢ Linear Unbiased Estimator
7 Best Linear Estimator

8 Best Linear Unbiased Estimator



2.1 Erzeugung von Koordinaten 17

-1
F=E- G(GTG) G" (2.47)
die Koordinatenzuschldge und die Kofaktorenmatrix

% =Fx, (2.48)

Q. =FQ.F (2.49)

der Losung einer freien Ausgleichung mit Gesamtspurminimierung berechnen. Die Matrix G lautet fiir ein maf-
stabsbestimmtes Lagenetz mit p Punkten

1 0 1 0 -« 1 0
G'={lo 1 o0 1 - 0 1]|. (2.50)
R G D R L ¢

Diese Transformation entspricht einer differentiellen 3-Parameter-Transformation’ der Sonderldsung x, auf die
Niherungskoordinaten x° der homologen Punkte. Daf8 die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vor-
liegen schétzbarer Funktionen

FG=0 (2.51)

erfullt ist, wird ebenfalls in (PELZER 1971) mit
T\ LT
FGz(E—G(G G) G jG=G—G=0 (2.52)

angegeben. Aufgrund dieser Darstellung werden die inneren Koordinaten zu schitzbaren Funktionen erklart.
Wiéhrend dort die Voraussetzungen flir die Erfiillung der Gleichung nicht explizit angegeben sind, greift
NIEMEIER (1979) den Gedanken erneut auf und stellt dar, dal fiir die Eigenvektormatrix G folgende Eigen-
schaften aus der linearen Algebra gelten:

G'G=E, (2.53)
T\2 T
(GG ) =GG ' (Idempotenz), (2.54)
(E - GGT) ist idempotent und orthogonal zu G . (2.55)

Damit wird die Auflosung der Gleichung (2.52) anschaulich. Zum besseren Versténdnis ist jedoch anzumerken,
daBl die Eigenschaften (2.53), (2.54) und (2.55) nur erfiillt sind, falls die darin enthaltenen Eigenvektoren eine
orthonormale Basis bilden. Wendet man auf die Basis, gebildet durch die Eigenvektoren in (2.50), das ,,Schmidt-
sche Orthonormierungsverfahren® an, so erhilt man

1 1
i " 7 "
G'= 0 ﬁ 0 ﬁ (2.56)
—c(YIO—YO) c(X{’-)?°) : —c(Y;—?O) c(x°-)?°)
mit
)_(0_% y x? ,7°=%Zp:z° und ¢ = ! . (2.57)

% zwei Translationen, eine Rotation
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Fiir diese Darstellung sind die Bedingungen (2.53), (2.54) und (2.55) erfiillt. Es ist zu erkennen, daf die Ortho-
normierung einer Zentrierung der Koordinaten und anschlieBender Normierung der Eigenvektoren entspricht.'’

Geometrische Interpretation: Der durch die Eigenvektoren in (2.56) aufgespannte Spaltenraum der Matrix G ist
orthogonal zum Spaltenraum der zugehdrigen Normalgleichungsmatrix N. Die Basisvektoren haben die Lange
eins und stehen senkrecht zueinander. Die Eigenvektoren der Matrix G in (2.50) stehen nicht alle senkrecht
zueinander und haben nicht die Lédnge eins, spannen aber den selben Spaltenraum auf; sie lassen sich aus
Linearkombinationen der Eigenvektoren in Matrix G in (2.56) darstellen.

Die Gleichung (2.52) wird somit sowohl von der Matrix G in der Darstellung (2.50) als auch in der Darstellung
(2.56) erfillt. Fiir die praktische Anwendung bietet sich die Matrix G in der Darstellung (2.56) an, da somit
grofle Zahlen vermieden werden, was sich auf die numerische Stabilitdt der weiteren Berechnungen giinstig
auswirken kann.

Da die Bedingung (2.52) erfiillt ist, gibt PELZER (1971) weiterhin an, daB die innere Fehlermatrix'' nicht von der
Wahl der Bedingungsgleichungen, die zur Erzeugung der Sonderldsung x; verwendet wurden, abhingt und somit
die inneren Koordinaten zu den schétzbaren Elementen eines Punkthaufens gehoren. Diese Eigenschaften sind
unmittelbar einsichtig, denn mit (2.48) und (2.49) erfolgt eine differentielle 3-Parameter-Transformation der
Sonderlsung x, auf die Nherungskoordinaten x” der homologen Punkte, so daf sich, unabhingig vom Datum
der Ausgangslosung, fiir die Losung mit Gesamtspurminimierung immer die gleichen Zuschldge zu den Nahe-
ungsoordinaten ergeben.

Was aber tatséchlich geschieht wird in Gleichung (2.51) deutlich. Setzt man fiir die Transformationsmatrix F den
Ausdruck (2.47) ein, so bedeutet dies nichts anderes, als da} eine Festlegung des Datums getroffen wird. Somit
beziehen sich alle Aussagen beziiglich schitzbarer GroBen nicht auf das urspriingliche Ausgleichungsproblem
mit » = Rang (A) zu schitzenden Parametern, sondern auf ein erweitertes Modell, in dem durch Datumsfest-
legung r + d Parameter geschitzt werden. Da filir eine derartige Modellerweiterung jedoch verschiedenste
Maglichkeiten bestehen - so erfiillt z.B. auch'

10 0 00000
G'=[01 0 00000 (2.58)
00 - 00000

die Bedingung (2.52) - kann der Einstufung der inneren Koordinaten als ,,schitzbar in einem erweiterten Modell*
oder als ,,Sonderfall schétzbarer Funktionen“ keine herausragende Bedeutung zugesprochen werden. Sogar wenn
man einer Modellerweiterung in der Form (2.50) eine besondere Stellung zubilligen mochte (da sie zu einer
Ldsung mit minimaler Spur der Kofaktorenmatrix und kiirzestem Losungsvektor fiihrt), so ist zudem zu beachten,
dafl jede Datumsfestlegung von willkiirlich ausgewihlten Ndherungskoordinaten abhdngt. Wahlt man andere
Niaherungskoordinaten, so erhdlt man als Ergebnis auch andere (innere) Koordinaten und somit ist an dieser
Stelle eine Eigenschaft schidtzbarer Funktionen, ndmlich deren Eindeutigkeit, nicht gegeben.

2.1.2.2 Innere Koordinaten als bedingt schiitzbare Grofien?

In (PELZER 1971 u. 1974), (KOCH 1978) und (NIEMEIER 1979) werden den inneren Koordinaten (aus einer Aus-
gleichung mit Gesamtspurminimierung) die Eigenschaften einer besten, linear unverzerrten Schitzung (BLUE)
zugesprochen. Wie in Abschnitt 2.1.2.1 gezeigt wurde, ist die Erzeugung dieser Koordinaten aber nur méglich,
wenn man das urspriingliche Ausgleichungsproblem um eine Datumsfestlegung erweitert. Diese Festlegung 146t
sich auch als Einfiihrung von Bedingungsgleichungen interpretieren, mit denen ein (durch Einfithrung von Koor-
dinatenunbekannten) singuldres Ausgleichungsproblem in ein reguléres iiberfiihrt wird. In (NIEMEIER 1979) wird
die Losung eines Gaull-Markov-Modells mit einer Koeffizientenmatrix, die nicht den vollen Spaltenrang auf-
weist, durch Hinzunahme von Bedingungsgleichungen oder Pseudobeobachtungen aufgezeigt. Fiir eine spezielle
Modellerweiterung mit Bedingungsgleichungen in der Form

G'x=0 (2.59)

' Ein Hinweis auf Zentrierung der Koordinaten und anschlieBender Normierung der Spaltenvektoren von G ist auch in (WELSCH et al.
2000, S. 145 ff.) zu finden. In (NIEMEIER 2002, S. 218 ff.) wird ebenfalls der Ubergang zu einer orthonormalen Matrix G beschrieben,
wobei dieses Ziel mit den dort angegebenen Formeln nur dann erreicht wird, wenn die Koordinaten bereits zentriert sind.

1 Die Begriffe ,,innere Fehlermatrix* und ,,innere Koordinaten“ werden in (PELZER 1971) fiir die Ergebnisse einer Ausgleichung mit
Gesamtspurminimierung verwendet.

12 GT entspricht hier einer Datumsfestlegung in einem maBstabsbestimmten Lagenetz mit 4 Punkten durch festhalten eines Punktes und der
Richtung zu einem weiteren Punkt.
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wird gezeigt, dal man wieder schitzbare innere Koordinaten mit den Eigenschaften des kiirzesten Losungsvek-
tors und der minimalen Spur der Kofaktorenmatrix erhilt, wenn G die Eigenvektoren zu den Eigenwerten null
der Normalgleichungsmatrix N enthdlt. Diese Optimaleigenschaften beziehen sich somit nicht auf das urspriing-
liche Ausgleichungsproblem mit » = Rang (A) zu schitzenden Parametern, sondern auf ein erweitertes Modell,
wobei die Erweiterung in diesem Fall wieder in einer Datumsfestlegung besteht. Die Losung wird dann in
(NIEMEIER 1979) auch als ,beste lineare bedingt erwartungstreue Schitzung (BLICUE)" in Bezug auf die
gewihlten Bedingungen bezeichnet.

Die oben beschriebene Auswahl von G ist aber nur eine von vielen denkbaren Mdglichkeiten, mit Hilfe von
Bedingungsgleichungen iiber das Datum zu verfiigen. Wahlt man G z.B. in der Form (2.58), so erhélt man fiir die
Koordinatenzuschldge eine andere Losung, die aber ebenfalls die Forderung (2.59) erfiillt. Da die Datumsfest-
legung zudem von den eingefithrten Ndherungskoordinaten abhéngt, ist auch an dieser Stelle eine Eigenschaft
schitzbarer Funktionen, ndmlich deren Eindeutigkeit, nicht gegeben.

2.1.2.3 Innere Koordinaten als schiitzbare Grofien aus der Losung mit Pseudoinverse?

Der Losungsweg unter Verwendung der Pseudoinverse N* wird in (NIEMEIER 1979) als weitere Moglichkeit zur
Berechnung eindeutiger Losungen in allgemeinen linearen Modellen dargestellt. In (KocH 1978) findet man
ebenfalls Untersuchungen zur generalisierten Inverse und Pseudoinverse aus Bedingungen. Fiir die Losung

x=N*A"l und Q,, = o*N* (2.60)

wird angegeben, daf} es sich um eine ,,beste lineare erwartungstreue Schitzung* handelt. Danach wird ausgefiihrt,
daf} die Transformation von nicht schétzbaren Parametern in schétzbare Funktionen mit Hilfe der Pseudoinverse
einer Einfithrung von Bedingungen entspricht. Als Beispiel wird angegeben, dafl in einem freien Netz der aus
Niherungskoordinaten berechnete Schwerpunkt

P

3y 2.61)

70_1x 0 go_ ]
X0==3x), ¥ =—

P P
mit dem der ausgeglichenen Koordinaten identisch ist. Die Ausfiihrungen in (KOCH 1978) zeigen somit, daf3 es
sich bei dem Losungsweg mit der Pseudoinverse lediglich um eine weitere rechentechnische Realisierung einer
Datumsfestlegung handelt. Die Aussage, dal3 es sich bei (2.60) um die ,,beste lineare erwartungstreue Schitzung*
handelt, gilt also wieder nicht fiir das urspriingliche Ausgleichungsproblem mit » = Rang (A) zu schitzenden
Parametern, sondern fiir ein Modell, da3 durch eine Datumsfestlegung erweitert wurde. Durch die Losung mit
der Pseudoinverse wird aus der Vielzahl der moglichen Modellerweiterungen lediglich eine spezielle ausgewéhlt,
die zu einer Losung mit minimaler Spur der Kofaktorenmatrix und kiirzestem Losungsvektor fiihrt. Doch auch
diese Losung hingt wieder von den willkiirlich auswéhlbaren Néherungskoordinaten ab, so da3 eine Eigenschaft
schitzbarer Groflen, ndmlich deren Eindeutigkeit nicht gegeben ist.

2.1.2.4 Das Aquivalenztheorem von schitzbaren und invarianten Grofen

In den vorangegangenen Abschnitten wurde aufgezeigt, da3 sich Koordinaten nur in einem um die Datumsfest-
legung erweiterten Modell schitzen lassen. Doch auch in diesem erweiterten Modell ergeben sich die inneren
Koordinaten nicht eindeutig, da sie von beliebig auszuwéhlenden Néherungskoordinaten abhéngen. GRAFAREND
und SCHAFFRIN (1976) haben die Aquivalenz von schétzbaren und invarianten GroBen untersucht und das
folgende Aquivalenztheorem formuliert.

Sei 1 = Ax ein spezielles lineares Gau3-Markov-Modell mit den generellen Eigenschaften o(A) = n x
m, Rang (A) < m < n. Alle Vektoren Fx von funktional (speziell linear) unabhéngigen Groflen sind
linear unverzerrt schitzbar, wenn und nur wenn sie invariant sind beziiglich jeder Transformation, die
den Beobachtungsvektor 1 invariant belaBt."*

Somit miissen sich schétzbare Grofen auch unabhédngig von der Datumsfestlegung immer gleich ergeben. Es ist
unmittelbar einsichtig, daB Koordinaten (oder Koordinatenzuschlége) keine schitzbaren GroBen sein kdnnen, da
sie nicht zu den invarianten Groflen eines geoditischen Netzes gehoren. Wiahlt man z.B. bei der Ausgleichung

eines freien Lagenetzes anstelle der Naherungskoordinaten x” einen um den Winkel « rotierten Koordinatensatz
x? (eine Transformation, die den Beobachtungsvektor I invariant beldft), so erhilt man mit X = %, ein Ergeb-
nis, das nicht die Forderung der Invarianz erfiillt.

13 Best Linear Conditionally Unbiased Estimation
" Ubersetzung aus dem Englischen.
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2.1.3 Klassifizierung der inneren Koordinaten in Bezug zur Aufgabenstellung

In den vorangegangenen Abschnitten wurde aufgezeigt, dafl die Koordinaten aus einer freien Netzausgleichung
nicht zu den schitzbaren GroBlen gehdren konnen, in Bezug auf die urspriingliche Aufgabenstellung, ndmlich der
Bestimmung der ausgeglichenen Geometrie eines Punkthaufens. Diese Feststellung ist auch an einigen Stellen in
der Literatur anzutreffen, so z.B. in (ILLNER 1985, S. 5): ,,Nicht schitzbare GréBen sind dagegen die ausgegliche-
nen Koordinaten und deren Kofaktoren, die von der Losungsart und damit von der Wahl der Restriktionen bzw.
der Festlegung des freien Datums abhéngen.” Wie ist nun diese Aussage in Verbindung zu bringen, mit den
formal richtigen Ausfiihrungen in (PELZER 1971), (KOCH 1978) und (NIEMEIER 1979), in denen den Koordinaten
aus einer freien Netzausgleichung die Eigenschaft der ,,Schétzbarkeit™ zugesprochen wird? UnerldBlich fiir die
Beantwortung dieser Frage ist eine klare Trennung der Begriffe

— Aufgabenstellung,
— Modellbildung,
— Auswertetechnik.

Besteht die Aufgabe darin, die ausgeglichene Geometrie eines Punkthaufens zu bestimmen, so kann dies in einem
Modell geschehen, in dem » = Rang (A) Unbekannte (z.B. Strecken in einem Lagenetz) eingefiihrt werden, die
die Geometrie gerade eindeutig beschreiben. In Bezug auf diese Aufgabenstellung stellen Koordinaten natiirlich
keine schitzbaren Groflen dar; sie sind im Informationsgehalt der Messungen nicht enthalten.

Eine vollig andere Aufgabenstellung liegt in dem Fall vor, wenn Koordinaten bestimmt werden sollen. Dazu muf3
die urspriingliche Aufgabenstellung dahingehend erweitert werden, da3 eine Verfligung iiber das geodétische
Datum zu treffen ist. Um diesen Teil der Aufgabenstellung zu erfiillen, wird ein Referenzrahmen (Koordinaten-
system) durch die Auswahl von Néherungskoordinaten fiir die Netzpunkte eingefiihrt und die datumstragenden
Punkte werden festgelegt. Damit die inneren Koordinaten iiberhaupt zu den schétzbaren Groflen gehoren konnen,
miissen diesle5 Festlegungen per Definition erfolgen; sie stehen somit in den folgenden Schritten nicht mehr zur
Disposition.

Im Anschlufl daran ist ein Modell aufzustellen, das dieser Aufgabenstellung gerecht wird, was derart erfolgen
kann, dal3 das urspriingliche Modell um eine Datumsdefinition auf Grundlage der ausgewéhlten Naherungskoor-
dinaten erweitert wird. An dieser Stelle stehen nun verschiedene Mdglichkeiten gleichberechtigt nebeneinander,
z.B. ,Einfiihrung von Bedingungsgleichungen®, ,,Verwendung der Pseudoinverse. Bei dieser Begriffsbildung ist
aber zu beachten, dal3 es sich dabei um Méoglichkeiten der Modellbildung fiir ein und dieselbe Aufgabenstellung,
namlich der Bestimmung von Koordinaten unter Beriicksichtigung der getroffenen Datumsdefinition, handelt. In
Bezug zu dieser Aufgabenstellung stellen die Koordinaten einer freien Netzausgleichung, rein formal betrachtet,
schitzbare Groflen dar.

Zur Auswertetechnik ist anzumerken, daB (z.B. bei der Ausgleichung eines Lagenetzes) nicht das urspriingliche
nichtlineare Problem gelost wird, sondern daB3 i.d.R. ein lineares Ersatzproblem aufgestellt und iterativ geldst
wird. Es sei daher an dieser Stelle darauf hingewiesen, daB sich die Begriffe ,,Spurminimierung und ,.kiirzester
Losungsvektor lediglich auf eine rechentechnische Realisierung fiir das urspriinglich nichtlineare Ausglei-
chungsproblem bezichen.

Somit konnte die Frage, ob Koordinaten zu den schitzbaren Groflen eines geoddtischen Netzes gehoren, geklart
werden, was dazu beitragt, die teilweise unterschiedlichen Auffassungen iiber die Eigenschaften der Koordinaten
aus einer freien Netzausgleichung im richtigen Zusammenhang, ndmlich unter Beriicksichtigung der tatséchlich
zugrunde liegenden Aufgabenstellung, zu sehen.

15 Somit scheidet die in den Abschnitten 2.1.2.1 bis 2.1.2..4 beschriebene Moglichkeit der Auswahl anderer Néherungskoordinaten (z.B.
durch Auswahl eines um den Winkel « rotierten Koordinatensystems) und eine Verédnderung der datumstragenden Punkte aus.
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2.2 Ebene Koordinatentransformation

Koordinatentransformationen, bei denen Punkte eines Startsystems iiber eine Abbildungsvorschrift in ein Ziel-
system tberfiihrt werden, finden bei vielen geodétischen Fragestellungen Anwendung. Im folgenden wird die
iiberbestimmte ebene Ahnlichkeitstransformation (Helmert-Transformation) im Hinblick auf ihre Anwendung in
der Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze untersucht. Die Koordinaten des Start- und Zielsystems stammen
hierbei jeweils aus einer freien Netzausgleichung und weisen somit eine singuldre Kofaktorenmatrix auf. In einer
weiteren Ausgleichung soll dann die Transformation erfolgen. Diese Vorgehensweise entspricht dem Konzept
der stufenweisen Ausgleichung. Damit eine stufenweise Ausgleichung das gleiche Ergebnis wie eine entsprechen-
de Gesamtausgleichung liefert, miissen die Kofaktoren aus den vorangegangenen Ausgleichungen streng beriick-
sichtigt werden. Da die Kofaktorenmatrizen jedoch singulér sind, ist deren Weiterverwendung in einem Transfor-
mationsansatz nicht ohne weiteres moglich.

Zur Losung dieses Problems wird zundchst ein Modellansatz entwickelt, mit dem die Erzeugung und Transfor-
mation von Koordinaten in einer Ausgleichung in einem Guf3 auf der Grundlage von Beobachtungen erfolgt.
Dieses Konzept wird dann fiir die Transformation von Koordinaten mit singuldrer Kofaktorenmatrix verwendet.
Des weiteren wird gezeigt, wie die Transformation ohne die Bereitstellung von Néherungswerten fiir Translation
und Rotation moglich ist. Diese Parameter konnen nach der Ausgleichung rekonstruiert werden.

2.2.1 Helmert-Transformation (Traditionell)

Den einfachsten Fall einer ebenen Transformation stellt die traditionelle Helmert-Transformation dar. Ausgangs-
punkt fiir diese Transformation sind die Koordinaten (x,, y,) einer Punktgruppe im Startsystem, die mit einer Ahn-
lichkeitstransformation auf die Koordinaten im Zielsystem (X, Y;) transformiert werden sollen. Die Tatsache, daf3
die Koordinaten im Start- und Zielsystem aus einer vorausgegangenen Ausgleichung stammen, wird hierbei
ignoriert. Vielmehr werden folgende ,,Vereinfachungen® eingefiihrt:

— die Koordinaten im Zielsystem werden als gleichgewichtige und unkorrelierte ,,Beobachtungen® angesehen,
— die Koordinaten im Startsystem sind feste GroBen (,,fehlerfreie Beobachtungen®).

Mit den Transformationsparametern

Xo, Yy ... Translation des Koordinatenursprungs,
a ... Rotationswinkel,
m ... Mal3stabsfaktor,

ergibt sich dann die bekannte Transformationsvorschrift

X cose —sina O||lm 0 O]|x X,
Y|=|sina cosa 0[|0 m O||y|+| Y (2.62)
0 0 0 1|0 0 m||O 0
und in ausmultiplizierter Form
X =(mcosa)x—(msina) y+ X,
(m . )x—(msina) y+ X, (2.63)
Y =(msina) x+(mcosa) y+Y,
Mit den Substitutionen
a=mcosa und o=msina (2.64)
ergeben sich die linearen Gleichungen
X = — + X,
armerTSo (2.65)

Y =ox+ay+}

Dieses Modell ist jedoch z.B. fiir den Einsatz in der Kongruenzuntersuchung unzureichend, da bei dieser Auf-
gabenstellung sowohl die stochastischen Eigenschaften des Zielsystems, als auch die des Startsystems exakt zu
berticksichtigen sind. Aus diesem Grund wird auf die Parameterschétzung in diesem Modell an dieser Stelle nicht
niher eingegangen.'® In (KOCH 2000) wird ein Weg aufgezeigt, wie eine Transformation unter Beriicksichtigung
von Gewichtsmatrizen fiir Start- und Zielsystem erfolgen kann. Dieser Ansatz wird im folgenden Abschnitt
vorgestellt.

1 Die Schitzung der Parameter ist z.B. in (NIEMEIER 2002) dargestellt.
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2.2.2 Helmert-Transformation mit variablen Koordinaten in Start- und Zielsystem

Der im folgenden beschriebene Ansatz ist in (KOCH 2000) zu finden. Dort werden sowohl die Koordinaten im
Start- als auch im Zielsystem als ,,Beobachtungen‘ angesehen, denen jeweils eine Gewichtsmatrix zugeordnet ist.

Ziel ist, die ebenen Koordinaten (x,, y;) der Punkte P, (i = 1, ..., k) im Startsystem mit Hilfe einer Helmert-
Transformation in die ebenen Koordinaten (X, Y)) der homologen Punkte P, (i = 1, ..., k) im Zielsystem zu
transformieren.

Um diese Aufgabe im linearen Modell mit einer Beobachtung pro Beobachtungsgleichung zu 16sen, werden die
Koordinaten des Startsystems plus ihre Fehler als zusitzliche unbekannte Parameter der Helmert-Transformation
angesehen, also

X = x4V, (2.66)
)A’iz)’i““’yi- .

Sieht man die Definition (2.66) als zusitzliche Beobachtungsgleichungen an, so erhdlt man die insgesamt 4k
Beobachtungsgleichungen fiir die Helmert-Transformation der Punkte P, bis P
X;+vy = Xo+Xa-J30

Y +vy =Yy+iatio, (i=1..k)

i ' (2.67)
X v, =X
Vi +v, =¥, ((=1..,k)

Dieses nichtlineare Ausgleichungsproblem kann durch Linearisierung an der Stelle geeigneter Néherungswerte
Xg.,Y),a°, 0% sowie x, y) und iterative Berechnung gelost werden. FaBt man die unbekannten Parameter zu
den Vektoren

AX, A
0
Ay,
AY, .
Xy = und xg =| : (2.68)
Aa Ax
k
Ao
LAV |

zusammen, dann lauten die Funktionalmatrizen fiir die ersten 2k Beobachtungsgleichungen

a® =" 0 0 0 0
o 4" 0 0 0 0
10 ..... 0 ....... A 0 0 ao —OO 0 0
X: —V.
=l 1 o yo ., W=l0o 0 0o 4° 0 0 (2.69)
yi xl
0 0 0 0 a® -o°
(0 0 0 © o’ a’ |
Die verkiirzten Beobachtungsvektoren lauten
T R LA L IV (2.70)
un = . .
-1 - yfa’ o’ R

Mit den Gewichtsmatrizen P; und P, der Koordinaten in Ziel- und Startsystem ergibt sich mit dem Varianzfaktor
o* das lineare Modell zu

X W Al +v Al -1
¥ 2T e | O 10?) = 62 o0 2.71)
0 E||xg Aly +V, Al, 0 P!
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Mit
T P 0 T
XT 0P _ XTP1 0 2.72)
W' E|[0 P WP P,
erhilt man die Schitzwerte fiir die Unbekannten aus den iterativ zu l16senden Normalgleichungen
XPX  X'PW |[xy] X"P,Al 2.7
WPX W'PW+P, |[xg | |WTPAL +PAL | '

N

Dieser Transformationsansatz soll nun beziiglich der einzufithrenden Gewichtsmatrizen naher untersucht werden.

Da Koordinaten keine origindren MeBgrofen sind, sondern immer aus einer Parameterschédtzung aufgrund von
Beobachtungen in Verbindung mit einer Datumsdefinition (Auswahl einer Nullvarianz-Rechenbasis) entstam-
men, besitzen sie immer eine vollbesetzte singuldre Kofaktorenmatrix, die bei der Transformation zu beriick-
sichtigen ist. Nur dann entspricht eine Koordinatentransformation dem Konzept der stufenweisen Ausgleichung.
Alle Losungsvorschlige, die fiir die Kofaktorenmatrix der Koordinaten z.B. eine Diagonalmatrix ansetzen, sind
nicht sachgemiB und entsprechen nicht mehr dem urspriinglichen Problem.'” Wie sich der Losungsweg von
(KocH 2000) verhélt, wenn man zu den Koordinaten die vollbesetzten singuldren Kofaktorenmatrizen aus einer
freien Netzausgleichung beriicksichtigt, soll im folgenden aufgezeigt werden.

Gegeben sind die Koordinaten (x,, y;) der Punkte P, (i = 1, ..., k) im Startsystem und die Koordinaten (X, Y;) der
Punkte P, (i = 1, ..., k) im Zielsystem, die jeweils aus einer freien Netzausgleichung stammen.'® Des weiteren
sind die singuldren Kofaktorenmatrizen Q, und Q, der Koordinaten in Ziel- und Startsystem bekannt. Die Singu-
laritét dieser Matrizen besagt jedoch, dal} sie neben stochastischen auch deterministische Informationen (z.B. aus
Bedingungen) enthalten (CASPARY 1983). Zur Weiterverarbeitung der singuldren Matrizen ist diese deterministi-
sche Information zu extrahieren und in der Modellbildung zu beriicksichtigen. Werden die Ergebnisse einer
freien Netzausgleichung ohne die Modellierung der deterministischen Information der singuléren Kofaktorenma-
trizen weiterverwendet, so kann der Losungsweg von (KOCH 2000) natiirlich kein Ergebnis liefern. Dies 148t sich
auch auf einfache Weise zeigen.

Fiir den Transformationsansatz (2.72) werden die Gewichtsmatrizen P; und P, der Koordinaten im Ziel- und
Startsystem bendtigt. Diese lassen sich aus den Normalgleichungen N; und N, der vorangegangenen freien
Netzausgleichungen gewinnen. Wurde in beiden Ausgleichungen der gleiche Wert fiir die Varianz der Gewichts-

einheit ag (i.d.R. 0'(2) = 1) gewihlt, so konnen die Matrizen N; und N, direkt als Gewichtsmatrizen P, und P,
verwendet werden. Somit ergibt sich die Submatrix X"P, in (2.72) zu

XTh =XN, 2.74)
und in ausfiihrlicher Darstellung
1 0 1 0 Nl“ 1y N113 N114
N, N, N, N,
T 0 1 0 1 2 2 23 24
X Nl - xf) yl() x20 y20 e N131 N132 N133 N134 R (275)
0 0 U N141 N142 N143 N144

0
V1 X5 TV X

Betrachtet man die ersten zwei Zeilen der Matrix X' so fillt auf, daB diese Zeilen gerade Eigenvektoren zum
Eigenwert null der Normalgleichungsmatrix N sind (sieche Abschnitt 2.1.2.1). Aus diesem Grund ergeben sich in
der Ergebnismatrix die ersten beiden Zeilen als Nullzeilen. In der Normalgleichungsmatrix (2.73) wird (2.75)
dann mit der Matrix X (die Eigenvektoren stehen in den ersten zwei Spalten) multipliziert. In der Ergebnismatrix
X'N,X ergeben sich somit die ersten beiden Zeilen zu Nullzeilen und die ersten zwei Spalten zu Nullspalten.

"7 Dennoch findet man auch in der aktuellen Literatur z.B. folgende Ausfithrungen: ,,Aus praktischen Erwégungen ist es sinnvoll, auch die
Abhingigkeit zwischen Punktkoordinaten in demselben Koordinatensystem zu vernachldssigen.” (LENZMANN 2001), oder ,,Besitzen die
Gewichtsmatrizen P, und Ps (Anm.: Gewichtsmatrizen der Koordinaten in Ziel- und Startsystem) [...] Diagonalstruktur, was haufig der Fall
sein wird [...]* (KOCH et al. 2000).

Zur Vereinfachung der Darstellung wird angenommen, daf3 in beiden Systemen eine identische Punktkonfiguration vorliegt und die freie
Netzausgleichung jeweils mit Gesamtspurminimierung durchgefiihrt wurde.
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Ebenfalls aufgrund der Multiplikation mit Eigenvektoren ergeben sich in der Matrix X'P,W die ersten zwei
Zeilen zu Nullzeilen und in W'P,X die ersten zwei Spalten zu Nullspalten. Somit ergibt sich die Normal-
gleichungsmatrix N in (2.73) zu

00 0 0.0 0
00 0 010 0
0 0 Ng N34EN35 Nig
N={0 0 Ny NyiNgs Ny - (2.76)

0 0 Ns3 Nsg ]:_Nss Nsg -
0 0 Ng N64EN65 Nee

: | : :

|

woraus ersichtlich ist, daf sich in dem Losungsansatz von (KOCH 2000) bei Einfiihrung der Kofaktorenmatrizen
Q; und Q, aus einer freien Netzausgleichung eine singuldre Normalgleichungsmatrix N ergibt. Die Nullzeilen
bzw. -spalten bedeuten in diesem Fall, da3 sich die Translationsparameter nicht bestimmen lassen.

Maglichkeiten, das Problem der Transformation variabler Koordinaten mit singuldrer Kofaktorenmatrix zu 18sen,
bestehen dennoch. In (WOLF 1979) werden allgemeine Losungswege aufgezeigt, wie die Parameterschitzung so-
wohl im GauB-Helmert-Modell (Ausgleichung bedingter Beobachtungen mit Unbekannten), als auch im Gauf3-
Markov-Modell (Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen) unter Beriicksichtigung singulérer Kofakto-
renmatrizen erfolgen kann. Unter Verwendung des in (WOLF 1979) aufgefiihrten Losungsweges fiir die Ausglei-
chung nach vermittelnden Beobachtungen ist es dann mdglich, das Transformationsproblem mit dem funktiona-
len Ansatz (2.67) auch unter Verwendung singuldrer Kofaktorenmatrizen fiir die Koordinaten im Start- und Ziel-
system zu losen.

Eine weitere Moglichkeit dieses Transformationsproblem zu 16sen besteht darin, die Transformation auf der
Grundlage einer Minimalkonfiguration fiktiver Beobachtungen zu formulieren. Dies wird in Abschnitt 2.2.5
gezeigt. Dazu wird in den ndchsten beiden Abschnitten zunéchst aufgezeigt, wie eine Koordinatentransformation
auf der Grundlage von Beobachtungen erfolgen kann.

2.2.3 Helmert-Transformation auf der Grundlage von Beobachtungen

Ausgangspunkt sind die im Ziel- und Startsystem ausgefiihrten Beobachtungen (z.B. Strecken und Winkel) mit
ihren Kovarianzmatrizen S; und S,. Da es sich bei den Beobachtungen um Elementarmessungen handelt, sind die
Kovarianzmatrizen i.d.R. Diagonalmatrizen'’ und somit immer regulir und invertierbar (PELZER 1974). Somit
stehen (nach einer Wahl des Varianzfaktors 0'(2)) auch die Gewichtsmatrizen P, und P, zur Verfligung. Aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit werden in der weiteren Darstellung reine Streckennetze betrachtet.

Die Grundidee des zu entwickelnden Ausgleichungsansatzes besteht darin, die Netzausgleichung und die Trans-
formation in einer Ausgleichung in einem Guf3 durchzufithren. Als Ergebnis erhdlt man dann direkt ausgeglichene
Koordinaten, die die Forderung der exakten Transformierbarkeit homologer Punkte vom Start- ins Zielsystem
erfiillen. Zudem erhilt man die ausgeglichenen Transformationsparameter. Folgende Unbekannte werden in die
Ausgleichung eingefiihrt:

X, Y, ... Koordinaten im Zielsystem,

X,y ... Koordinaten im Startsystem,

Xo, Yy ... Translation,

a,o ... Hilfsunbekannte fiir Rotation und Malistabsanpassung.

Die Beobachtungsgleichungen im Zielsystem F; (k= 1, 2, ..., ny), mit n; = Anzahl der Beobachtungen, lauten

Fo = Ly vy, = (4, &) +(7,-5) @7

und analog die Beobachtungsgleichungen im Startsystem f; (k= 1, 2, ..., ny), mit n, = Anzahl der Beobachtungen,

fi=ly+v, = \/(x/ —&) +(5,-0) 2.78)

' Dieser Fall ist immer dann gegeben wenn Elementarbeobachtungen verwendet werden, die nicht aus einer Vorausgleichung stammen und
somit keine mathematischen Korrelationen aufweisen. Physikalische Korrelationen, z.B. um gleiche meteorologische Verhiltnisse wihrend
der Messungen zu beriicksichtigen, sind schwer abzuschétzen, so daB auf deren Einfilhrung zumeist verzichtet wird.
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Um auf Grundlage der Beobachtungen Koordinaten bestimmen zu konnen, mufl sowohl im Start- als auch im
Zielsystem eine Datumsdefinition erfolgen (siche Abschnitt 2.1.1). Dies kann derart erfolgen, da8 auf Grundlage

der Naherungskoordinaten (xl-o, yl-o ) im Startsystem und der Néherungskoordinaten (X, io’ Yio) im Zielsystem

jeweils eine Datumsfestlegung mit Hilfe von Bedingungsgleichungen erfolgt. Fiir diese Datumsfestlegung sind
jedoch nur Punkte zu verwenden, die in beiden Systemen vorhanden sind und deren unveridnderte Lage angenom-
men werden kann.”’ Da aber folgende Fille auftreten kénnen

— nicht identische Netzkonfiguration in Start- und Zielsystem, z.B. infolge von Punktzerstérungen,
— die Lagestabilitdt einzelner Punkte ist nicht gewéhrleistet,

wird eine Unterteilung in Datumspunkte Pp; (i = 1, 2, ..., & ; & > 2) und Nichtdatumspunkte Py, (i =1, 2, ..., @)
eingefiihrt. Die Bedingungen fiir die Datumsfestlegung, vgl. (2.23) und (2.27), lauten somit fiir das Zielsystem

Bl=zh:Af(D,.=0

i=1

h
B, =) A¥y, =0 (2.79)
i=1

h h
By = ZX]giA?Di _ZYSiAXvDi =0
i=1 i=1

und fiir das Startsystem
h
b= Aty =0
i=1

h
b, = Z AVp; =0 (2.80)
i=1

h h
by = zx]giA);Di - ZJ’&'MD;' =0.
i=1 i=1
Die Forderung, daB sich die Koordinaten des Start- auf die des Zielsystems transformieren lassen, wird ebenfalls
durch Bedingungsgleichungen eingefiihrt. Fiir die Koordinaten der Datumspunkte Pp; (i =1, 2, ..., h ; h > 2) soll

A

Xpi = Xo +Xp;a—yp;0

R T (2.81)
Yp, = Yo+ Ypid+Xp0
erfiillt sein. Daraus ergeben sich die Bedingungsgleichungen
b =X ,-+)A( +Xpid—Ppi0=0
P e T b (2.82)
by =-Yp,+Yy+ypa+xpo =0.

Entscheidet man sich dafiir, das Ausgleichungsproblem durch Linearisierung an der Stelle geeigneter Naherungs-
werte x’ und Iteration zu 16sen und faBt man die unbekannten Parameter im Vektor

x:[AXDl AYp - AXp, AYp, |AXy AYy - AXy

g AYNg :

(2.83)
Axp; Aypy - Axp,  Aypy, : Axnp Ayng o Axyg Ayyg : AXy AY, Aa AO]T
zusammen, erhdlt man durch Bildung der partiellen Ableitungen der Beobachtungsgleichungen im Zielsystem
(2.77) die Funktionalmatrix A;. Durch Linearisierung der Beobachtungsgleichungen im Startsystem (2.78) erhalt
man die Funktionalmatrix A,, die Linearisierung der Bedingungsgleichungen (2.79) und (2.80) liefert die Matrix
Bp, fiir die Datumsfestlegung des Zielsystems und die Matrix Bp, fiir das Startsystem. Als letztes folgt die
Linearisierung der Bedingungsgleichungen fiir die Transformierbarkeit (2.82), wodurch man die Matrix By
erhilt. Eine ausfiihrliche Darstellung aller Matrizen ist in (Anhang A.1) aufgefiihrt. Der verkiirzte Beobachtungs-

vektor Al und der Widerspruchsvektor w lauten

20 Bei Transformationen, die nicht die Untersuchung der Kongruenz zum Ziel haben, ist auch jede andere Datumsfestlegung moglich.



26 2 Koordinaten und Transformationen

0
0
: 0
0 402 R e
L,/—\/(X —x) (v -1P) 0
: 0
Y e R , W= 0 (2.84)
> > T TTTTT T
lz _\/ xo‘_xi0 +\y _ylo :
! ( ’ ) ( ’ ) O—(—Xi0+X8+xlOa0—y,000)
i i 0—(—Yi0 +Y00 +y,-0a0+xl-000)
Mit
B
A, P, 0 bl
A= ,P= ,B=|Bp, (2.85)
B
und
N=ATPA (2.86)

I T2
[N_;_B__} {Z‘}{ﬁ‘i@!} . 2.87)
B ! 0 k w

Dieser Losungsweg entspricht einer Ausgleichung ,,in einem Guf3* auf der Grundlage der tatsdchlich durchge-
filhrten Beobachtungen. Als Ergebnis erhdlt man die ausgeglichenen Koordinaten im Start- und Zielsystem und
die ausgeglichenen Transformationsparameter.”’ Unter Verwendung dieser Transformationsparameter ist eine
exakte Transformation der Koordinaten homologer Punkte vom Start- ins Zielsystem moglich. Unter Anwendung
des Kovarianzfortpflanzungsgesetzes erhdlt man weiterhin die Kofaktorenmatrix der Unbekannten (Koordinaten
in Start- und Zielsystem, Translation, Rotation, Maf3stab).

2.2.4 Implizite Formulierung der Transformierbarkeit

Eine Moglichkeit, den zuvor beschriebenen Ansatz zu vereinfachen besteht darin, die Forderung nach exakter
Transformierbarkeit der Datumspunkte nicht iiber die Bedingungsgleichungen (2.82) einzufiihren, sondern diese
implizit zu beriicksichtigen. Dies erfolgt derart, dal man lediglich einen Koordinatensatz, ndmlich die Koordina-
ten (X, V) des Zielsystems, als Unbekannte ansetzt. Die Koordinaten des Startsystems und die Transformations-
parameter werden in diesem Ansatz nicht mehr als Unbekannte eingefiihrt. Der reduzierte Parametersatz lautet
somit

X, Y. ... Koordinaten im Zielsystem,
m ... Mal3stabsfaktor zwischen Start- und Zielsystem.

Diese Vorgehensweise entspricht der Grundidee der ,,impliziten Hypothesenformulierung® (ANTONOPOULOS und
NIEMEIER 1983, NIEMEIER 2002).

Unter Verwendung des gemeinsamen Koordinatensatzes lauten die Beobachtungsgleichungen F, (k=1, 2, ..., n))
im Zielsystem™

F, =Ll.j+vL[/ =\/()A(j—)?i)2+(};j—2)2 , (2.88)

die Beobachtungsgleichungen im Startsystem f; (k= 1, 2, ..., np) ergeben sich zu

fe=l+v, =%\/(Xj Sx) (7 -R) (2.89)

! pie interpretierbaren Transformationsparameter Maf3stab m und Rotation « kénnen aus den HilfsgroBen a und o berechnet werden.
22 Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird hier wieder ein reines Streckennetz betrachtet.
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Um auf Basis der Beobachtungen Koordinaten bestimmen zu kénnen, muf fiir das Zielsystem eine Festlegung
des geoditischen Datums getroffen werden. Dies kann, wie in Abschnitt 2.2.3 beschrieben, mit Hilfe von Bedin-
gungsgleichungen erfolgen. Dazu wird wieder die bereits beschriebene Unterteilung der Punkte in Datumspunkte
Py (i=1,2, ..., h;h=2)und Nichtdatumspunkte Py; (i = 1, 2, ..., g) vorgenommen, so daf} sich die Bedin-
gungsgleichungen wie in (2.79) dargestellt ergeben.

Da nur ein gemeinsamer Koordinatenvektor angesetzt wird, muf3 beriicksichtigt werden, daf3 die Nichtdatums-
punkte Py; sowohl aus der Datumsdefinition als auch aus der impliziten Formulierung der Transformierbarkeit
ausgeschlossen werden. Dies geschieht dadurch, daf3 fiir diese Punkte ein zweiter Koordinatensatz als Unbe-
kannte eingefiihrt wird. Somit erhalten diese Punkte zwei Punktnummern fiir die Koordinaten im Zielsystem.

Entscheidet man sich wieder dafiir, das Ausgleichungsproblem durch Linearisierung an der Stelle geeigneter
Niherungswerte x’ und Iteration zu 16sen und faBt die Unbekannten im Vektor

T
X=[AXp AYp o AXp, AYy, [AXy Ak oo AXy, AXy | An] (2.90)

g

zusammen, ergibt sich die Funktionalmatrix A der im Ziel- und Startsystem durchgefiihrten Beobachtungen zu

[ oF oA OF  OF | OF O oh  OF i
, ,
0Xp OYp 0Xp, OYp, 10Xy OYy 0Xng OYyg |
oOF, oF, 0K @ OF i OF, OF,  OF O0F i 0
8XD1 a}"m ) 8Xph aY'Dh i 8XN1 8Y'N1 ) 5X_Ng 8Y'Ng i )
: : - : oo : . : oo
aF'nl aF'nl aF'nl aF'nl i 8F‘nl aFnl 8F‘nl aF'nl i 0
A= _af(_lll___a_YPl______ag(_D_h___8_Y_Dl’_1:__af(_l‘l_1___a_yl‘ll ______ 0 _){I‘ig___a_gl‘l_g_.:r____ (2.91)
o oh L oh 9h [ 8h o L oh oh | *
0Xp,  0Yp 0Xp, 0, i oXn1 0Xng Oy i om
ofs ofs ofs ofs : of> o/ ofs 9f> : %
a){m Mfm ) aXph 6’Ith i a*X:Nl aY‘Nl ) a‘X:Ng aY‘Ng i 6{11
: : . : : | : : . : : | :
8f}'12 8f}'12 8f}'12 8f}'12 i 8fnZ afnZ 8fnZ 8fr12 iafnZ
_8XD1 aYDl 8XDh aYDh : 8XN1 8YN1 8XNg 8YNg : om ]
Die Bedingungen B fiir die Datumsfestlegung des Zielsystems lauten
o, 4B 0B, 0B, | 0B, 0B oB, 0B, | 0B, |
, P22
0Xp, OYpy 0Xpp Oy, | 0Xy  OXy Xy, OYyg | Om
p_| 0B OB, 0B, 0B i oB, 0B, 0B, 0B, i 0B,y
0Xp, 0¥y Xp,  OYpy EOXNI o\ 0Xyg Oy i om
0By 0By OB OB; 1 0By 0By OBy 0B; 1 0By
_aXDl 6YD1 QXDh aYDh ;aXNl 8YN1 6XNg aYNg ; am
(2.92)
1 0o - 1 0 10 0 |
| |
=l 0 1 - 0 1 /0 0 :
L=Yo1 Xpr 0 Yo Xpy i 0 0 0 i 0
Der verkiirzte Beobachtungsvektor Al und der Widerspruchsvektor w ergeben sich zu
L —\/(X(?—XF))2+(Y9 Y°)2
ij j : JoT 0
Al = ““““‘““;‘ “““““““ , w=|0]| . (2.93)
1 IRY 2 0
R R RI
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Mit der Gewichtsmatrix der Beobachtungen

P= (2.94)
0 P,
und der Normalgleichungsmatrix
N=ATPA (2.95)

{P{%ﬁf}{ﬁ}z{éiﬁéﬁ . (2.96)
B!0 k w

Wie der Losungsweg in Abschnitt 2.2.3, so entspricht auch diese Transformation dem Konzept der ,,Ausglei-
chung in einem GufB* auf Grundlage der origindren Beobachtungen. Als Ergebnis erhdlt man direkt die ausgegli-
chenen Koordinaten im Zielsystem. Fiir Punkte, die nicht in die implizite Formulierung der Transformierbarkeit
einbezogen wurden, erhélt man, aufgrund der Vergabe unterschiedlicher Punktnummern, zwei Koordinatensétze,
wobei einer die ausgeglichenen Koordinaten im Zielsystem und der andere die vom Start- ins Zielsystem trans-
formierten Koordinaten beinhaltet.

Mochte man zudem die ausgeglichenen Koordinaten im Startsystem (X;,7;), sowie die Transformationsparame-
ter Translation X, 0 fo und Rotation & bestimmen, so kénnen diese auf folgende Weise rekonstruiert werden.

Ausgehend von den ausgeglichenen Koordinaten ()A( l-,f,-) und dem MaBstabsfaktor m wird eine Minimalkonfi-
guration schitzbarer Groflen (z.B. Strecken mit (2.89)) berechnet, die die Geometrie des Netzes im Startsystem
gerade eindeutig beschreibt. Die zugehorige reguldre Kofaktorenmatrix erhdlt man unter Anwendung des Kova-
rianzfortpflanzungsgesetzes. Mit diesen fiktiven Beobachtungen lassen sich die Koordinaten im Startsystem
derart berechnen, dafl das Netz im Startsystem die gleiche Form wie das im Zielsystem erhilt. Obwohl dieses
Problem eindeutig 18sbar ist (es ist keine Uberbestimmung vorhanden), bietet sich die Berechnung der Koor-
dinaten (X;,»;) mit Hilfe einer freien Netzausgleichung an, wobei sich dann alle Verbesserungen zu null ergeben.

Die Transformationsparameter lassen sich dann unter Verwendung beliebiger homologer Punkte rekonstruieren.
Der Rotationswinkel & ergibt sich aus der Differenz zweier Richtungswinkel zu

. P -7 P,
a = arctan| —2—— |- arctan Jj/ Jj . 2.97)
Xj -X; X; X

Stellt man (2.63) um, erhélt man die Translationsparameter aus

Xo =X, (i cos@) %; + (i sina) P, (2.98)
Yy = ¥, - (fsing) £; - (i cos @) |

Ein numerisches Beispiel zu dieser Vorgehensweise ist in Abschnitt 2.2.6.2 aufgefiihrt. Um eine Fehlerschitzung
fiir die Transformationsparameter zu erhalten, kann man diese zusammen mit den ausgeglichenen Koordinaten
des Start- und Zielsystems in die in Abschnitt 2.2.3 beschriebene Ausgleichung einsetzen. Bemerkenswert ist,
dafl man in diesem Fall direkt die Losung fiir die Unbekannten einsetzt, so dafl das Problem der Beschaffung von
Niherungswerten und die Probleme mit der Linearisierung in diesem Schritt entfallen. Die Bedeutung dieser
Vorgehensweise wird insbesondere bei der dreidimensionalen Helmert-Transformation in Abschnitt 2.3 deutlich.

2.2.5 Transformation von Koordinaten mit singulirer Kofaktorenmatrix

Die Motivation fiir eine Auseinandersetzung mit dieser Problematik besteht darin, daB8 die Koordinaten in Start-
und Zielsystem oftmals zunédchst durch eine freie Netzausgleichung bestimmt werden, so daB sie jeweils eine
singuldre Kofaktorenmatrix aufweisen. In einer weiteren Ausgleichung soll danach die Transformation der Koor-
dinaten vom Start- ins Zielsystem unter Beriicksichtigung ihrer stochastischen Eigenschaften erfolgen. Diese
Vorgehensweise entspricht dem Konzept der stufenweisen Ausgleichung, die das gleiche Ergebnis liefert wie die
in Abschnitt 2.2.3 und 2.2.4 dargestellten Losungswege. In (LINKWITZ 1960) ist dazu folgender Satz zu finden:

. Jedes Ausgleichungsproblem kann in eine beliebige Reihe von Teilschritten aufgespalten werden,
vorausgesetzt, dafy in jedem Folgeschritt die Kofaktoren des vorhergehenden Schrittes berticksichtigt
werden. *
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Wie jedoch bereits in Abschnitt 2.2.2 gezeigt wurde, ist eine Transformation von Koordinaten mit singulérer
Kofaktorenmatrix nicht ohne weiteres moglich, da diese neben stochastischen auch deterministische Informatio-
nen enthalten. Erst wenn man diese deterministischen Informationen extrahiert und in die Modellbildung ein-
flieBen 14Bt, ist die Transformation moglich. Fiir die Weiterverarbeitung singulérer Kofaktorenmatrizen werden
in (CASPARY 1983) folgende Vorgehensweisen angegeben:

— Trennung des deterministischen Anteils durch eine lineare Transformation und Beriicksichtigung aller deter-
ministischen Beziehungen im funktionalen Modell. Die das stochastische Modell darstellende Kofaktoren-
matrix ist dann positiv definit. Die Beriicksichtigung des deterministischen Anteils fiihrt zu einer vermitteln-
den Ausgleichung mit Bedingungsgleichungen.

— Losung der Parameterschitzung mit Hilfe von verallgemeinerten Inversen, wobei aber eine sorgfiltige
Analyse der durch das Modell belegten Vektorrdume nétig ist, denn davon hingt ab, welche g-Inverse als
Gewichtsmatrix zuldssig ist.

Ein Losungsansatz fiir die Transformation von Koordinaten mit singuldrer Kofaktorenmatrix unter Verwendung
von verallgemeinerten Inversen ist in (BAHR 1982) aufgefiihrt. In (NKUITE 1998) wird aufgezeigt, wie man durch
eine Analyse der durch das Modell belegten Vektorrdume zu einer Losung fiir die Parameterschitzung im linea-
ren Modell mit singuldrer Varianzkovarianzmatrix gelangen kann. Im folgenden soll nun ein wesentlich anschau-
licherer Losungsansatz entwickelt werden, in dem die singuldren Kofaktorenmatrizen wie folgt verarbeitet
werden:

— Trennung der stochastischen Information durch die Verwendung einer Minimalkonfiguration schétzbarer
Grofen.

— Explizite Beriicksichtigung eines zusitzlichen deterministischen Anteils durch die Einfiihrung von Bedin-
gungsgleichungen.

Als Eingangsgrofen fiir die Transformation stehen aus den vorangegangenen freien Netzausgleichungen folgende
Werte zur Verfligung:

X; ... Koordinatenvektor im Zielsystem
Qqix1 ... singuldre Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Zielsystem
oo ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
So1 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
fi ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Zielsystem

und
X, ... Koordinatenvektor im Startsystem
Q. ... singuldre Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Startsystem
o0y ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
So2 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
f ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Startsystem

Aus den Koordinaten wird nun fiir das Start- und Zielsystem jeweils eine Minimalkonfiguration schéitzbarer
GroBen berechnet, die die Geometrie des Netzes gerade eindeutig beschreibt. In einem ma@stabsbestimmten
Lagenetz mit p Punkten weist die Kofaktorenmatrix der Koordinaten den Rangdefekt d = 3 auf, d.h. die Geo-
metrie dieser Punktgruppe 148t sich durch n = 2p - d schétzbare GroBen gerade eindeutig beschreiben. Berechnet
man nun fiir das Zielsystem mit p; Punkten eine Minimalkonfiguration von #n; schitzbaren GroBen samt zuge-
horiger Kofaktorenmatrix

T
L = F x , Q= F Qg F (2.99)
(mx1)  (mx2p;)(2p;x1) (myxny)  (mx2p) (2p;x2p;) (2p;xny)

und analog fiir das Startsystem

T
12 = F2 Xz N lelz = F2 QXZXZ F2 N (2.100)
(mx)  (mx2py) Zpaxl)  (myxny)  (1yx2py) (P2 X2py) (2py xny)

so ist die Geometrie der Punktgruppen in Start- und Zielsystem eindeutig beschrieben. Bei der Auswahl der
datumsinvarianten Groflen in 1; und 1, ist unerheblich, ob diese Beobachtungen tatsichlich ausgefiihrt worden
sind. Am einfachsten gelingt diese Beschreibung der Geometrie mit Hilfe von Strecken. Diese Festlegung einer
Minimalkonfiguration 146t sich zudem sehr leicht automatisieren. Es wird eine (beliebige) Basislinie festgelegt,
von deren Endpunkten jeweils die Strecken zu den iibrigen Netzpunkten berechnet werden (siehe auch Abbildung
2.4). Fiir die weitere Verwendung dieser fiktiven Beobachtungen miissen noch deren Gewichtsmatrizen bereitge-
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stellt werden. Da die Kofaktorenmatrizen jeweils eine Minimalkonfiguration beschreiben, sind sie regulér und
somit invertierbar (vgl. WELSCH 1983a). Somit ergeben sich die (vollbesetzten) Gewichtsmatrizen zu

P =Q; und P,=Q} . (2.101)

Durch die Verwendung einer Minimalkonfiguration schétzbarer GroBen ist es somit gelungen, die stochastische
Information der singuliren Kofaktorenmatrizen Q,;,; und Qyyy; zu extrahieren. Nun kann man mit 1;, P, und b,
P, die Transformation gemil3 Abschnitt 2.2.3 oder 2.2.4 durchfiihren. Die Beriicksichtigung des erforderlichen
deterministischen Anteils erfolgt dann innerhalb des Transformationsansatzes iiber die Bedingungsgleichungen
fiir die Datumsfestlegung (2.79) und (2.80), bzw. nur mit (2.79). Als Néherungskoordinaten fiir diese Ausglei-
chung konnen die vorliegenden Koordinaten x;, x, verwendet werden, unter der Voraussetzung, daB} sich die
Datumsfestlegung in den freien Netzausgleichungen auf die homologen Punkte bezieht. Ist dieser Fall nicht
gegeben, so sind als Startwerte fiir die Ausgleichung die urspriinglichen Néherungskoordinaten der freien Netz-
ausgleichungen zu verwenden. Die Unbekannten ergeben sich, je nach gewidhltem Transformationsansatz, wie in
Abschnitt 2.2.3 bzw. 2.2.4 beschrieben. Die Fehlerschétzung aus einer stufenweisen Ausgleichung wird anhand
eines numerischen Beispiels in Abschnitt 2.2.6.3 aufgezeigt.

2.2.6 Numerische Beispiele

Um die Anwendung der in den vorangegangenen Abschnitten entwickelten Transformationsansétze zu veran-
schaulichen, folgen nun einige numerische Beispiele.

2.2.6.1 Helmert-Transformation auf der Grundlage von Beobachtungen

Fiir das in Abbildung 2.3 dargestellte Streckennetz liegen die in Tabelle 2.1 aufgefiihrten Naherungskoordinaten
(x°, %) im Start- und (X°, ¥°) im Zielsystem vor.

X 2 Tabelle 2.1: Naherungskoordinaten

1 3 Pkt.Nr.| Y°[m] X°[m] »°[m] x°[m]
100.000 400.000 101.674 403.011
300.000 500.000 303.342 499.966
400.000 400.000 401.667 398.299
400.000 100.000 396.955 98.306
100.000 100.000 96.962 103.018

DA W=

Abbildung 2.3: Streckennetz

Die Beobachtungen s, sind in Tabelle 2.2 aufgefiihrt, als empirische Standardabweichung wird fiir die Strecken-
messungen in Start- und Zielsystem jeweils s, = 1 cm angenommen.

Tabelle 2.2: Streckenmessungen in Ziel- und Startsystem

sip[m]  si3[m] si4[m] sys[m]  sy3[m] sy4[m]  sys[m] s34 [m]  s3s[m] sy [m]
Zielsystem |223.598 299.990 424.255 300.011 141.422 412.309 447.220 299.988 424.255 300.007
Startsystem [ 223.761 300.035 424.319 300.025 141.433 412.430 447.409 300.036 424.317 300.023

Wihlt man oy = 1, so ergeben sich die Gewichtsmatrizen der Beobachtungen zu

1 . 0
(s.)
P =P, =
0 ! 5
(s.)

Um zu zeigen, wie sich Vorinformationen iiber verschobene Punkte im Ausgleichungsansatz beriicksichtigen
lassen, wurde dem Punkt 2 in diesem Beispiel eine Verschiebung im Startsystem aufgeprigt. Dieser Punkt ist
somit aus der Datumsdefinition und der Bestimmung der Transformationsparameter auszuschlieBen. Bei der
Losung des Ausgleichungsproblems durch Linearisierung und Iteration ergeben sich die Funktionalmatrizen A,
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und A, wie in (Anhang A.1) dargestellt. Als Néherungswerte fiir die Linearisierung werden die Koordinaten in
Tabelle 2.1 verwendet, fiir die Transformationsparameter wird Xg =0, YOO =0,a"=1und 0°=0 gesetzt.

Bei der Aufstellung der Matrizen fiir die Bedingungen (siche Anhang A.1) ist zu beachten, daB der Punkt 2 nicht
an der Datumsdefinition in Bp; und Bp, teilnimmt und dafl die Bedingungen fiir die Transformierbarkeit in By
nur fiir die Punkte 1, 3, 4 und 5 aufgestellt werden. Des weiteren werden fiir die Ausgleichung der verkiirzte
Beobachtungsvektor Al und der Widerspruchsvektor w

S (e (x|

S5y (8- x0) (1 -1)

2

O—(—Xl0 +X8 +)c10a0 —y?oo)

A= _““““““; _________ 2“ M 0—(—Y10+Y00+y?a0+x1000)
51,2—\/(’53"510) +(J’S—J’1O) 0—(—X3°+X0°+x§)a°—y3°o°)
o=l + (8 o) 0-(-1 + 3 48" +x3o’)

O—(—Xé) +X8‘+x2a0 —ygoo)
sl () | o e r sta o) |

benotigt. Aus (2.87) erhélt man dann nach einigen Iterationen die in Tabelle 2.3 aufgefiihrte Losung fiir die
Koordinaten.

Tabelle 2.3: Ausgeglichene Koordinaten in Ziel- und Startsystem mit ihren empirischen Standardabweichungen

Pkt. Nr. Y [m] X [m] sy [em] 53 [em] » [m] x [m] sy [em] 83 [em]
1 100.005 400.001 0.3 0.4 101.675 403.016 0.3 0.4
2 299.998 500.002 0.7 0.6 303.345 499.971 0.7 0.6
3 399.996 399.997 0.3 0.3 401.667 398.300 0.3 0.3
4 399.998 100.003 0.4 0.3 396.957 98.305 0.4 0.3
5 100.001 99.998 0.3 0.3 96.959 103.013 0.3 0.3

Die ausgeglichenen Transformationsparameter lauten )A(O =-45117 m, I?O =4.6843 m, a=099975087 und
0=-0.01570534 . Aus a und 6 lassen sich mit

m=1a%+6% =0.99987422 (-125.8 ppm), & = arctan(3) = —1.000000 gon
a

die Transformationsparameter MafBstab und Rotation berechnen. Transformiert man mit diesen Parametern die
ausgeglichenen Koordinaten des Startsystems, so erhélt man die in Tabelle 2.4 aufgefiihrten Koordinaten.

Tabelle 2.4: Transformierte Koordinaten des Startsystems

Pkt. Nr. yr [m] Xr[m]
1 100.005 400.001
2 300.102 500.099
3 399.996 399.997
4 399.998 100.003
5 100.001 99.998

Vergleicht man diese Koordinaten mit denen des Zielsystems in Tabelle 2.3, so ist festzustellen, daB die
Forderung nach exakter Transformierbarkeit fiir die Punkte 1, 3, 4 und 5 erfiillt ist.
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Aus den Verbesserungen der Beobachtungen ergibt sich v' Pv = 8.2192. Mit 20 Beobachtungen, 24 Unbekannten
und 14 Bedingungen ergibt sich eine Redundanz von 10 und somit eine empirische Standardabweichung der
Gewichtseinheit von so = 0.9066.

Die Kofaktoren fiir die Fehlerschédtzung der Translationsparameter kdnnen direkt aus der Matrix Q,, entnommen
werden und lauten gy =1.7719E-05, gy, =1.6462E-05. Die Kofaktoren fiir Rotation und Mafistab erhalt

man unter Verwendung des oben dargestellten funktionalen Zusammenhangs iiber das Kovarianzfortpflanzungs-
gesetz zu g, = 1.1987E-25 und ¢,, = 2.7348E-10. Durch Multiplikation mit dem empirischen Varianzfaktor sé
erhélt man die Varianzen der Transformationsparameter und durch Radizieren die in Tabelle 2.5 aufgefiihrten
empirischen Standardabweichungen.

Tabelle 2.5: Transformationsparameter und ihre empirischen Standardabweichungen

Parameter Wert empirische Standardabweichung
X, 45117 m 0.38 cm
A 4.6843 m 0.37 cm
a -1.000000 gon 0.0 mgon
m 0.99987422 (-125.8 ppm) 1.50E-05 (15.0 ppm)

Ebenso erhdlt man die empirischen Standardabweichungen der Koordinaten, die bereits in Tabelle 2.3 aufgefiihrt
sind.

2.2.6.2 Implizite Formulierung der Transformierbarkeit

Als Beispiel dient das gleiche Netz wie in Abschnitt 2.2.6.1. Der Umstand, dall der Punkt 2 nicht als homologer
Punkt verwendet werden soll, wird bei der impliziten Formulierung der Transformierbarkeit dadurch beriicksich-
tigt, daBB er im Startsystem zwei Koordinatensdtze mit unterschiedlicher Punktnummer zugewiesen bekommt.
Zum einen wird der Punkt im Zielsystem mit der Nummer 2 bezeichnet, zum anderen bekommt er die Nummer
200 zugewiesen. Alle anderen Punkte erhalten jeweils nur einen Koordinatensatz als Unbekannte, ndmlich die
Koordinaten im Zielsystem, wodurch die implizite Formulierung der exakten Transformierbarkeit vom Start- ins
Zielsystem erfolgt. Die Néherungskoordinaten sind in Tabelle 2.6 aufgefiihrt.

Tabelle 2.6: Naherungskoordinaten

Pkt. Nr.| Y°[m] X°[m]
1 100.000 400.000
2 300.000 500.000
3 400.000 400.000
4
5

400.000 100.000
100.000 100.000

200 |300.000 500.000

Die in Tabelle 2.7 aufgefiihrten Beobachtungen sind gleich denen des vorangegangenen Beispiels, es ist lediglich
der zusitzliche Punkt 200 beriicksichtigt worden, auf den sich die Messungen im Startsystem nun beziehen. Als
empirische Standardabweichung der Streckenmessungen wird wieder jeweils s, = 1 cm angenommen. Mit oy = 1
ergeben sich die Gewichtsmatrizen wieder wie in Abschnitt 2.2.6.1 dargestellt.

Tabelle 2.7: Streckenmessungen in Ziel- und Startsystem

sip[m]  si3[m] osiq[m] osis[m] o sz [m] sy [m] osas[m] o s3q[m] o sy [m] o sys [m]
Zielsystem |[223.598 299.990 424.255 300.011 141.422 412.309 447.220 299.988 424.255 300.007
Sip00 [m]  si3[m]  s14[m] 515 [m]  $3003 [M] S2004 [M] 82005 [M]  $34[m] 535 [m] 545 [m]
Startsystem | 223.761 300.035 424.319 300.025 141.433 412430 447.409 300.036 424.317 300.023

Der AusschluB3 von Punkt 2 aus der impliziten Formulierung der Transformierbarkeit erfolgt durch die Verwen-
dung eines zweiten Koordinatensatzes im Zielsystem fiir diesen Punkt. Daf} dieser Punkt nicht an der Datums-
definition teilnimmt, ist in den Bedingungen der Matrix B (2.92) zu beriicksichtigen.
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Bei der Losung des Ausgleichungsproblems durch Linearisierung und Iteration ergibt sich die Funktionalmatrix
A wie in (2.91) aufgezeigt. Als Ndherungswerte fiir die Linearisierung werden die Koordinaten in Tabelle 2.6
verwendet, fiir den MaBstab wird m® =1 gesetzt. Des weiteren werden fiir die Ausgleichung der verkiirzte Beob-
achtungsvektor Al und der Widerspruchsvektor w

Sus— (X0 x0) +(r0 -1 .

Y I , w=|0

51,200 W\/(Xgoo‘Xlo) +(YZ%O_YI) 0
s (8 =X (- )

benoétigt. Aus (2.96) erhdlt man dann nach einigen Iterationen fiir die Koordinaten die in Tabelle 2.8 aufgefiihrte
Losung.

Tabelle 2.8: Ausgeglichene Koordinaten im Zielsystem mit ihren empirischen Standardabweichungen

Pkt. Nr. Y [m] X [m] s¢ [em] sg [em]
1 100.005 400.001 0.3 0.4
2 299.998 500.002 0.7 0.6
3 399.996 399.997 0.3 0.3
4 399.998 100.003 0.4 0.3
5 ] w0001 9.998 03 03 .
200 300.102 500.099 0.7 0.8

Der MaBstab ergibt sich zu m =0.99987422 (-125.8 ppm). Da sich die Verbesserungen der Beobachtungen
gleich zu dem Losungsweg in Abschnitt 2.2.6.1 ergeben, erhilt man wieder v'Pv = 8.2192. Mit 20 Beobachtun-
gen, 13 Unbekannten und 3 Bedingungen betrigt die Redundanz 10, so dal3 sich die empirische Standardabwei-
chung der Gewichtseinheit wieder zu s, = 0.9066 ergibt.

Der Kofaktor fiir die Fehlerschdtzung fiir den Mafstab kann direkt aus der Matrix Q,, entnommen werden
und lautet ¢,, = 2.7348E-10. Unter Verwendung von s, ergibt sich somit eine empirische Standardabweichung
von sy, = 1.50E-05 (15.0 ppm). Die empirischen Standardabweichungen der Koordinaten sind bereits in Tabelle
2.8 aufgefiihrt. Mit diesem Ansatz erhdlt man fiir alle Punkte direkt die ausgeglichenen Koordinaten im Ziel-
system (vgl. Tabelle 2.3), die Koordinaten des Punktes 200 sind diejenigen, die sich nach der Transformation des
Punktes 2 vom Start- ins Zielsystem ergeben (vgl. Tabelle 2.4).

Nun soll aufgezeigt werden, wie sich die Transformationsparameter X,, Y, und &, sowie die ausgeglichenen

Koordinaten im Startsystem ( X;, y; ) rekonstruieren lassen. Unter Verwendung der ausgeglichenen Koordinaten

im Zielsystem ()A( i }Aj ) und des MaBstabs m wird nun mit (2.89) eine (beliebige) Minimalkonfiguration schétz-
barer Grofien 1, (Tabelle 2.9) und mit (2.100) die zugehorige Kofaktorenmatrix Qy,,, berechnet. Diese Matrix

ist reguldr, so daB sich die erforderliche Gewichtsmatrix zu P, = Ql_zll2 ergibt.

Tabelle 2.9: Minimalkonfiguration schitzbarer GroBen (Strecken)

514 [m] 51,5 [m] S200.4 [mM] S200,5 [m] 534 [m] 535 [m] 545 [m]
424 3115 300.0402 412.4299 447.4045 300.0320 4243134 300.0353
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Damit konnen nun die Koordinaten des Startsystems derart berechnet werden, daf3 sie flir die homologen Punkte
die Forderung nach exakter Transformierbarkeit erfiillen. Obwohl dieses Problem eindeutig 16sbar ist, bietet sich
an, den Algorithmus einer freien Netzausgleichung anzuwenden (hierbei ergeben sich dann alle Verbesserungen
zu null). Zudem erhélt man aus dieser Berechnung die Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Startsystem, so daf3
man unter Verwendung von s, aus der vorangegangenen Ausgleichung die empirischen Standardabweichungen
der Koordinaten angeben kann. Als Niherungskoordinaten fiir das Startsystem (x°, 1) werden die Werte aus
Tabelle 2.1 verwendet, bei der Datumsfestlegung ist zu beachten, dafl in diesem Netz der Punkt 2 nicht an der
Datumsdefinition teilnimmt. Als Ergebnis erhélt man die in Tabelle 2.10 aufgefiihrten Koordinaten (vgl. Tabelle
2.3).

Tabelle 2.10: Ausgeglichene Koordinaten im Startsystem mit ihren empirischen Standardabweichungen

Pkt. Nr. ¥ [m] X [m] sy [em] 5 [em]
1 101.675 403.016 0.3 0.4
2 303.345 499.971 0.7 0.6
3 401.667 398.300 0.3 0.3
4 396.957 98.305 0.4 0.3
5 96.959 103.013 0.3 0.3

Nun kann man unter Verwendung beliebiger homologer Punkte die ausgeglichenen Transformationsparameter
berechnen. Aus dem Richtungswinkel von z.B. Punkt 1 nach Punkt 4 im Zielsystem

A Y, - :
7]4 = arctan| —*——— | = arctan(wj =150.000405 gon
X, - X, -299.998

und dem entsprechenden Richtungswinkel im Startsystem

f14 = arctan| M = arctan| 295282 =151.000405 gon
-304.711

X4 — %
ergibt sich der Rotationswinkel gemif3 (2.97) zu
a =T -1 =150.000405 gon — 151000405 gon = —1.000000 gon .
Mit (2.98) kann man unter Verwendung z.B. von Punkt 1 die Translationsparameter
X, = X, —(icosa) %, +(msina) §,
=400.001-(0.99987422 cos(-1.000000)) 403.016 +(0.99987422 sin(-1.000000)) 101.675

=-45117m
und
Y, = ¥, - (isin@) £, — (;mcosa) 3,
=100.005- (0.99987422 sin (-1.000000)) 403.016— (0.99987422 cos(—l.OOOOOO)) 101.675
=4.6843m
berechnen.

2.2.6.3 Transformation von Koordinaten mit singulirer Kofaktorenmatrix

Im folgenden soll das Netz aus Abschnitt 2.2.6.1 einer stufenweisen Ausgleichung unterzogen werden. Im ersten
Schritt wird mit den in Tabelle 2.2 aufgefiihrten Beobachtungen und den Néherungskoordinaten aus Tabelle 2.1
fiir das Netz im Start- und Zielsystem jeweils eine freie Netzausgleichung durchgefiihrt. Die Datumsdefinition
erfolgt mit den Punkten 1, 3, 4 und 5 (Teilspurminimierung). Als Ergebnis erhélt man die in Tabelle 2.11 aufge-
fithrten Koordinaten.
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Tabelle 2.11: Koordinaten fiir Ziel- und Startsystem aus freier Netzausgleichung

Pkt. Nr. Y [m] X [m] y [m] x [m]
1 100.0068 400.0043 101.6728 403.0128
2 299.9989 500.0025 303.3442 499.9706
3 399.9930 399.9932 401.6705 398.3043
4 400.0023 100.0066 396.9531 98.3017
5 99.9979 99.9959 96.9616 103.0155

In beiden Ausgleichungen wurde die theoretische Standardabweichung vor der Ausgleichung mit oy = 1 gewéhlt.
Die singuldaren Kofaktorenmatrizen Q51 und Qi der ausgeglichenen Koordinaten x; und x, im Ziel- und
Startsystem haben jeweils die Dimension 10x10 und einen Rangdefekt von d = 3.

Aus den Verbesserungen der Beobachtungen im Zielsystem ergibt sich v|P;v, = 0.6820 . Mit 10 Beobachtun-

gen, 10 Unbekannten und 3 Bedingungen ergibt sich eine Redundanz von f; = 3 und somit eine empirische
Standardabweichung der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung von s¢; = 0.4768. Im Startsystem erhdlt man mit

V§P2V2 =3.4831 und einer Redundanz von f, = 3 eine empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit
nach der Ausgleichung von sp, = 1.0775. Somit stehen nun alle Ausgangsgrofien aus den Netzausgleichungen zur
Verfligung. Zudem ist bekannt, daf3 es sich bei den Punkten 1, 3, 4 und 5 um homologe Punkte handelt.

In einer weiteren Ausgleichung soll nun die Transformation der Koordinaten vom Start- ins Zielsystem erfolgen.
Dazu ist zunéchst zu iiberpriifen, ob die empirischen Varianzen der Gewichtseinheit aus beiden Ausgleichungen
als gleich angenommen werden konnen. Die Nullhypothese fiir den statistischen Test (siche Abschnitt 4.3.3)
lautet

i £l - (i}
die Alternativhypothese ergibt sich zu
Hy E{sy}#E{s3 ]

so daf} es sich um eine zweiseitige Fragestellung handelt. Zur Durchfiihrung des Tests wird die F-verteilte Test-
grofle

10775

2
_ So,
=

s2 04768
1

gebildet und mit dem Quantil der Fisher-Verteilung verglichen. Dieses ergibt sich mit den Freiheitsgraden
Ji=/>=3 und einer angenommenen Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% zu F , ,_,, =1544. Mit 5.11 <15.44

ist gegen die Nullhypothese nichts einzuwenden.

Nun wird eine Minimalkonfiguration schitzbarer Groflen (in diesem Fall Strecken) ausgewdhlt, mit der sich die
Netzgeometrie jeweils eindeutig beschreiben 146t. Von vielen denkbaren Moglichkeiten wird die in Abbildung
2.4 dargestellte Konfiguration ausgewéhlt. Die dazugehdrigen fiktiven Beobachtungen werden aus den Koordi-
naten der freien Netzausgleichungen in Tabelle 2.11 berechnet und sind in Tabelle 2.12 aufgefiihrt.

X 2 Tabelle 2.12: Strecken der Minimalkonfiguration
1 3 Zielsystem Startsystem

814 [m] 424.2592 424.3104

815 [m] 300.0084 300.0343

854 [m] 412.3074 412.4325

8,5 [m] 447.2200 447.4005

834 [m] 299.9866 300.0397

5 4 S35 [m] 4242587 424.3147

Y S45 [m] 300.0044 300.0285

Abbildung 2.4: Minimalkonfiguration (Strecken)

Die Funktionalmatrizen F; und F, ergeben sich aus einer Linearisierung des funktionalen Zusammenhangs zur
Berechnung der Strecken der Minimalkonfiguration. Aus (2.99) und (2.100) erhélt man dann die Kofaktoren-
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matrizen Q,; und Q,, der Minimalkonfiguration in Ziel- und Startsystem. Da es sich hierbei um regulére Ma-

trizen handelt, konnen die Gewichtsmatrizen P;, P, einfach durch Inversion mit (2.101) berechnet werden. Somit
stehen nun mit 1;, P; und L,, P, alle GroBen zur Verfiigung, um die Transformation nach dem in Abschnitt 2.2.3
oder 2.2.4 beschriebenen Ansatz durchzufiihren.

Im folgenden wird die Transformation mit dem in Abschnitt 2.2.3 entwickelten Ansatz durchgefiihrt. Als Néhe-
rungskoordinaten fiir die Transformation dienen die in Tabelle 2.11 aufgefithrten Werte™, als Néherung fiir die

Transformationsparameter wird X g =0, YOO =0, a’ =1 und 0° =0 gesetzt. Die Aufstellung der Funktionalma-

trizen A; und A, und die Aufstellung der Matrizen fiir die Bedingungen Bp,, Bp, und Bt erfolgt wie in (Anhang
A.1) beschrieben. Bei der Aufstellung der Bedingungsgleichungen ist wieder zu beachten, dafl der Punkt 2 nicht
an der Datumsdefinition und der Bestimmung der Transformationsparameter teilnimmt, da seine Lagestabilitét
nicht gesichert ist. Die Aufstellung des verkiirzten Beobachtungsvektors Al und des Widerspruchsvektors w
erfolgt mit (2.84) wie in Abschnitt 2.2.6.1 dargestellt. Aus (2.87) erhélt man dann nach einigen Iterationen fiir die
Koordinaten die in Tabelle 2.13 aufgefiihrte Losung.

Tabelle 2.13: Ausgeglichene Koordinaten in Ziel- und Startsystem

Pkt. Nr. Y [m] X [m] ¥ [m] X [m]
1 100.005 400.001 101.675 403.016
2 299.998 500.002 303.345 499.971
3 399.996 399.997 401.667 398.300
4 399.998 100.003 396.957 98.305
5 100.001 99.998 96.959 103.013

Die ausgeglichenen Transformationsparameter lauten X, 0o =-45117 m, 1}0 =4.6843 m, a=0.99975087 und

0=-0.01570534 . Aus den HilfsgroBen @ und o erhilt man den MaBstab m =0.99987422 (-125.8 ppm) und
den Rotationswinkel & =—1.000000 gon. Wie in Abschnitt 2.2.5 beschrieben, stimmen die Ergebnisse dieser
stufenweisen Ausgleichung mit denen aus einer Gesamtausgleichung (vgl. Abschnitt 2.2.6.1) iiberein.

Aus den Verbesserungen der Beobachtungen dieser dritten Ausgleichung ergibt sich V§P3V3 =4.0540, wobei P;

die Gewichtsmatrizen der Minimalkonfigurationen in Ziel- und Startsystem beinhaltet. Mit 14 Beobachtungen,
24 Unbekannten und 14 Bedingungen ergibt sich eine Redundanz von f; = 4 und somit eine empirische Standard-
abweichung der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung von so; = 1.0067. Es ist aber zu beachten, daf} sich diese
Fehlerschidtzung nur auf den letzten Ausgleichungsschritt bezieht. Um eine Fehlerschitzung fiir das Gesamtpro-
blem zu erhalten miissen die Verbesserungen aller Teilschritte beriicksichtigt werden. In Anlehnung an (WOLF
1955) ergibt sich diese zu

5 VITPIVl +V§P2V2 +V§P3V3
SO =
Sfit it ]

d.h., damit eine Fehlerschitzung fiir das Gesamtproblem iiberhaupt moglich wird, bendtigt man von jeder Teil-
ausgleichung die gewichtete Quadratsumme der Verbesserungen bzw. die empirischen Standardabweichungen
der Gewichtseinheit sy, und die jeweiligen Freiheitsgrade f. Damit 148t sich obige Formel in der Form

>

2 2 2
§2 = J1501 /2500 + /3503

fitfa+fs

darstellen und man erhilt in diesem Beispiel

4768)% +3(1.0775)% +4(1.0067)° :
soz\/3(0 768)” +3(1.0775)" +4(1.0067)" _ 82192 _ ) 0o
3+3+4 10

Dieser Wert stimmt mit dem aus der Gesamtausgleichung in Abschnitt 2.2.6.1 iberein. Die empirischen
Standardabweichungen der Koordinaten und der Transformationsparameter ergeben sich dann wieder wie in Ta-
belle 2.3 und 2.5 aufgefiihrt.

2 Da die Datumsfestlegung in den freien Netzausgleichungen mit Hilfe der homologen Punkte durchgefiihrt wurde, kénnen die Koordinaten
in Tabelle 2.11 als Naherungswerte fiir die Ausgleichung verwendet werden. Wurde eine Datumsfestlegung getroffen, die nicht mit den
homologen Punkten iibereinstimmt, so sind die urspriinglichen Néherungskoordinaten in Tabelle 2.1 als Startwerte zu verwenden.
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2.2.7 Beurteilung der Transformationsansitze

Der Ausgleichungsansatz der traditionellen Helmert-Transformation ist aufgrund der darin enthaltenen Modell-
vereinfachungen nicht geeignet, um eine Ausgleichung unter Beriicksichtigung der MeBgenauigkeit im Start- und
Zielsystem durchzufiihren. Dieser Ansatz ist somit im Hinblick auf die Kongruenzuntersuchung geoditischer
Netze mit Hilfe von Transformationsansétzen unzureichend.

Der Ansatz von KOCH (2000) beriicksichtigt, daB3 die Koordinaten in Start- und Zielsystem variable Grofen sind.
Der Losungsweg scheitert jedoch verstiandlicherweise, wenn fiir die Koordinaten in Start- und Zielsystem die
singuldren Kofaktorenmatrizen aus den vorangegangenen freien Netzausgleichungen eingefiihrt werden, ohne
daf} deren deterministischer Informationsgehalt in die Modellbildung einflief3t.

Aus diesem Grund wurden neue Transformationsansitze entwickelt, die auf Grundlage der tatsédchlich ausgefiihr-
ten Messungen in Verbindung mit einer Datumsfestlegung in der Lage sind, alle stochastischen Informationen der
Eingangsgrofen streng zu verarbeiten. Liegen als Eingangsgrofen die Koordinaten des Start- und Zielsystems
mit ihren singuldren Kofaktorenmatrizen aus einer vorangegangenen Ausgleichung vor, so kann daraus jeweils
eine Minimalkonfiguration schétzbarer Grofen als fiktive Beobachtungen berechnet werden, die die Netzgeome-
trie gerade eindeutig beschreibt. Die Kofaktorenmatrizen dieser schétzbaren GréBen sind somit reguldr und direkt
invertierbar. Die weitere Ausgleichung lduft dann analog zu der mit den origindren Mewerten ab. Die Formulie-
rung der Transformation auf der Grundlage von MeB3werten bietet weitere entscheidende Vorteile:

— Die schitzbaren GroBen sind unabhingig von der Datumsfestlegung fiir die Koordinaten in den vorangegan-
genen freien Netzausgleichungen,

— die oftmals erforderlichen S-Transformationen um einen einheitlichen Datumsbezug der Koordinaten herzu-
stellen entfallen,

— alle Verfiigungen iiber die Datumsfestlegung und die homologen Punkte erfolgen innerhalb des Transfor-
mationsansatzes,

— die Handhabung unterschiedlicher Netzkonfigurationen in Start- und Zielsystem 148t sich auf eine einfache
und unmittelbar einsichtige Weise gestalten,

— bei impliziter Formulierung der Forderung nach exakter Transformierbarkeit fiir die homologen Punkte
werden keine Néherungswerte flir Translation und Rotation bendtigt. Diese Parameter lassen sich nach der
Ausgleichung auf einfache Weise rekonstruieren.

Zudem ist anzumerken, dafl mit den entwickelten Transformationsansédtzen auch sdmtliche Spezialfille (z.B.
,Festhalten” der Koordinaten des Startsystems) bearbeitet werden konnen. Das Festhalten eines Koordinaten-
satzes kann z.B. dadurch erreicht werden, dafl die Beobachtungen in diesem System mit Hilfe von Bedingungs-
gleichungen als feste Groflen eingefiihrt werden. Eine Simulation dieses Festhaltens einzelner Beobachtungs-
gruppen in einer Ausgleichung stellt die Einfiihrung groBerer Gewichte® fiir diese Beobachtungen dar. In
(LINKWITZ 1961, S. 353) wird dazu nach umfangreichen Untersuchungen zu verschiedenen Gewichtsannahmen
angegeben: ,,.Danach entspricht im allgemeinen eine zehnfache VergroBerung des Gewichts einem Zwangsan-
schluB, eine zehnfache Verkleinerung einem Fortlassen der Beobachtung®. Des weiteren ist eine Transformation
mehrerer Startsysteme in ein Zielsystem (z.B. bei der Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze) mit den
Ansétzen aus den Abschnitten 2.2.3 bis 2.2.5 problemlos mdglich. In den folgenden Abschnitten soll nun die
Grundidee dieser ebenen Transformationsansitze auf raumliche Netze iibertragen werden.

2.3 Raumliche Koordinatentransformation

Bei der iiberbestimmten Ahnlichkeitstransformation riumlicher kartesischer Koordinaten sind grundsitzlich
ebenfalls die in Abschnitt 2.2.3 bis 2.2.5 entwickelten Losungswege moglich. Die Ausarbeitung einer Transfor-
mation auf Grundlage der tatsichlich durchgefiihrten Messungen erscheint aber wenig sinnvoll, aufgrund der
Vielzahl von moglichen Beobachtungsgleichungen (z.B. terrestrische Punktbestimmung in lokalen Horizontsyste-
men, Punktbestimmung mittels GPS). Es wird daher im folgenden davon ausgegangen, da3 die dreidimensiona-
len Koordinaten in Start- und Zielsystem samt ihrer Kofaktorenmatrix bereits aus einer vorangegangenen Netz-
ausgleichung vorliegen. Die Kofaktorenmatrizen sind im allgemeinen singulér mit einem Rangdefekt von d = 4
bis d = 7 (ILLNER 1985). Die neu zu entwickelnden Ansitze sollen ermdglichen, Koordinaten mit singulérer
Kofaktorenmatrix in Start- und Zielsystem zu transformieren. Zudem sollen die neuen Ansétze in der Lage sein,
unterschiedliche Verfiigungen zur Datumsfestlegung und unterschiedliche Netzkonfigurationen in Start- und Ziel-
system zu verarbeiten.

2 Es ist aber zu beachten, daf} die Einfiihrung groBerer Gewichte nicht exakt der strengen Losung mit Bedingungsgleichungen entspricht
und auch nicht entsprechen kann (rein gedanklich miiiten dazu die Gewichte auf Unendlich gesetzt werden). Zudem sollte untersucht
werden, ob eine zehnfache Vergroerung des Gewichts tatsdchlich ausreichend ist, um die Koordinaten eines Systems festzuhalten.
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Zunéchst aber wird das Modell der traditionellen Helmerttransformation vorgestellt, im Anschlufl daran ein An-
satz, der die Transformation rdumlicher variabler Koordinaten ermdglichen soll. Danach erfolgt, auf Grundlage
der in Abschnitt 2.2 entwickelten Ansitze, die Verallgemeinerung fiir riumliche Transformationen. Ein besonde-
res Gewicht kommt dabei der impliziten Formulierung der Transformierbarkeit zu, bei der die Parameter Transla-
tion und Rotation entfallen. Diese lassen sich nach der Ausgleichung exakt rekonstruieren.

2.3.1 Helmert-Transformation (Traditionell)

Ausgangspunkt fiir den traditionellen Ansatz der raumlichen Helmerttransformation sind die dreidimensionalen
kartesischen Koordinaten (x,, y, z) einer Punktgruppe im Startsystem, die mit einer riumlichen Ahnlichkeitstrans-
formation auf die Koordinaten (X, Y, Z)) im Zielsystem transformiert werden sollen. Die Tatsache, da3 die Koor-
dinaten aus vorangegangenen Netzausgleichungen stammen, kann in diesem Ansatz nicht beriicksichtigt werden.
Vielmehr werden folgende Vereinfachungen, analog zur zweidimensionalen Transformation, eingefiihrt:

— die Koordinaten im Zielsystem werden als gleichgewichtige und unkorrelierte ,,Beobachtungen® angesehen,
— die Koordinaten im Startsystem sind feste GroBen.

Die Transformationsvorschrift lautet

X X X,
Y =mR(a)X,a)y,a)Z) i+ %, (2.102)
4 z Z

mit den Transformationsparametern

Xo, Yo, Zy ... Translation des Koordinatenursprungs,
Wy, Oy, @, ... Rotationswinkel um die Koordinatenachsen x, y, z,
m ... MaBstabsfaktor.

Die Rotationsmatrix, die die Drehungen um die drei Koordinatenachsen in einem rechtsdrehenden Koordinaten-
system beschreibt, 148t sich zerlegen in

R(a)xaa)ysa)z)=R3(a)z)'R2(a)y)'Rl(a)x) . (2103)
Mit den Rotationsmatrizen
1 0 0 cosw, 0 -sinw, cosw, sinw, 0
R(0,)=|0 cosw, sino,|,R,(o,)=| 0 1 0 ,Ry(w,)=|-sinw, cosw, 0|(2.104)
0 -sinw, cosw, sinw, 0 cosw, 0 0 1
erhélt man
COS®, COS®,  COS®, SIN®_ +SINW, SIN®, COS®, SN, sSiN®, —COS®, SINW,, COS®
R(w,,0,,0,)=|-cosw,sinw, cos®,Ccosw,—sinw,sinw,sinw, sinw,cos,+cosw,sinw,sinw,
sinw , —-sinw, cosw,, COS®, COS®,,
(2.105)

und in abgekiirzter Schreibweise
i N2 N3
R(o,,0,,0.)=\r rn n| . (2.1006)
31 T3 T3
Damit 148t sich die Transformationsvorschrift (2.102) zu

X=m(nx+n,y+r3z)+ X,
Y=m(ryx+rpy+r;z)+Y, (2.107)

Z=m(ryx+rpy+r32)+ 2,

angeben.
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Wie die ebene Helmert-Transformation in Abschnitt 2.2.1, so ist auch dieser Ansatz aufgrund der vereinfachten
Annahmen im stochastischen Modell nicht geeignet, um ihn z.B. in der Kongruenzuntersuchung geoditischer
Netze einzusetzen. Auf die Parameterschitzung in diesem Modell wird daher nicht weiter eingegangen.” In
(KOCH et al. 2000) wird ein Ansatz zur rdumlichen Helmert-Transformation mit variablen Koordinaten angege-
ben. Dieser Ansatz wird im folgenden kurz vorgestellt.

2.3.2 Helmert-Transformation mit variablen Koordinaten in Start- und Zielsystem

In Analogie zu dem in Abschnitt 2.2.2 beschriebenen Ansatz, wird in (KOCH et al. 2000) ein Verfahren zur
Transformation raumlicher variabler Koordinaten angegeben. Dabei wird beriicksichtigt, daB es sich sowohl bei
den Koordinaten im Start- als auch im Zielsystem um fehlerbehaftete Groen handelt, die jeweils eine Kovarianz-
matrix besitzen. An dieser Stelle tritt jedoch das gleiche Problem wie bei der ebenen Transformation auf: Ent-
stammen die Koordinaten jeweils einer freien Netzausgleichung, so sind deren Kofaktorenmatrizen singulér, was
besagt, daB3 sie neben stochastischen auch deterministische Informationen enthalten. Werden diese deterministi-
schen Informationen nicht in die Modellbildung einbezogen, so kann der Losungsweg in (KOCH et al. 2000) bei
der Verarbeitung singuldrer Kofaktorenmatrizen kein Ergebnis liefern.

Wie in Abschnitt 2.2.2, so soll auch an dieser Stelle erwdhnt werden, da3 es unter Verwendung des in (WOLF
1979) aufgefiihrten Losungsweges fiir die Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mdglich ist, das
Transformationsproblem mit den in (KOCH et al. 2000) aufgefiihrten Beobachtungsgleichungen auch unter Ver-
wendung singuldrer Kofaktorenmatrizen fiir die Koordinaten im Start- und Zielsystem zu 18sen.

Im folgenden soll nun ein Ansatz entwickelt werden, bei dem zunéchst eine Trennung der stochastischen und der
deterministischen Informationen der singuldren Kofaktorenmatrizen erfolgt. Dies kann dadurch erreicht werden,
dafl man eine Minimalkonfiguration schétzbarer Grofen als fiktive Beobachtungen einfiihrt. Die Berticksichti-
gung eines zusitzlichen deterministischen Anteils erfolgt dann durch Einfiihrung von Bedingungsgleichungen fiir
die Datumsfestlegung.

2.3.3 Helmert-Transformation auf der Grundlage fiktiver Beobachtungen

Als Ausgangspunkt fiir die Transformation stehen folgende Werte aus einer freien dreidimensionalen Netzaus-
gleichung des Ziel- und Startsystems zur Verfiigung.

X ... Koordinatenvektor im Zielsystem

Qqix1 ... singuldre Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Zielsystem

oy ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
So1 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
h ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Zielsystem

und

X, .. Koordinatenvektor im Startsystem
Q.2 ... singuldre Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Startsystem

o0y ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
So2 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
f ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Startsystem

Wie in Abschnitt 2.3.2 erwéhnt, ist eine Transformation von Koordinaten mit singuldrer Kofaktorenmatrix nur
dann mdglich, wenn eine zusitzliche deterministische Information in die Modellbildung einbezogen wird. Geldst
werden kann dieses Problem, in dem man die Transformation auf der Basis schétzbarer Grofen in Verbindung
mit einer Datumsfestlegung formuliert. Dazu wird aus den Koordinaten in Start- und Zielsystem jeweils eine
Minimalkonfiguration schitzbarer GroBen berechnet, die die Geometrie gerade eindeutig beschreibt. Eine Uber-
einstimmung mit tatséchlich ausgefiihrten Messungen ist nicht erforderlich. Am einfachsten gelingt die Beschrei-
bung der Geometrie mit Hilfe von Strecken. In einem mafBstabsbestimmten Netz mit p Punkten und einem Rang-
defekt der Kofaktorenmatrix von d = 6 sind dazu n = 3p - d Strecken erforderlich.

Im Zielsystem mit p; Punkten ist der Vektor der #, fiktiven Beobachtungen (Strecken) der Minimalkonfiguration
mit der zugehorigen Kofaktorenmatrix

% Die Schitzung der Parameter ist z.B. in (WELSCH et al. 2000) dargestellt.
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2 2 2 T
I, = (X./ - Xi) + (Yl - Yl) + (Z./ - Zi) > Qllll = F QXIXI K (2.108)
(mx1) (mxny)  (mx3p) Bpix3py) (3pyxny)

bereitzustellen und ebenso im Startsystem

2 2 2 T
L o=[{(x-x) +(,-») +(-2) |, QL= F Q. F . (2.109)
(2 xT) : (mxny)  (mx3py) 3pyx3ps) (3pyxmy)

wobei mit F;, F, der linearisierte funktionale Zusammenhang der Streckenberechnung bezeichnet wird. Die
Festlegung einer Minimalkonfiguration 146t sich wieder sehr leicht automatisieren. Es wird ein (beliebiges) Drei-
eck im Raum ausgewdhlt, von dessen Endpunkten jeweils die Strecken zu den iibrigen Netzpunkten berechnet
werden. Fiir die weitere Verwendung der Beobachtungen miissen noch die zugehorigen Gewichtsmatrizen bereit-
gestellt werden. Da die Kofaktorenmatrizen jeweils eine Minimalkonfiguration beschreiben, sind sie regulir und
somit invertierbar.”® Dann ergeben sich die (vollbesetzten) Gewichtsmatrizen zu

P =Q; und P,=Qp; . (2.110)

Nun kann mit 1;, P, und L,, P, ein Transformationsansatz auf der Grundlage dieser fiktiven Beobachtungen auf-
gestellt werden. Folgende Unbekannte werden in diese Ausgleichung eingefiihrt:

X, Y Z ... Koordinaten im Zielsystem,

Xiy Vi Zi ... Koordinaten im Startsystem,

Xo, Yo, Zo ... Translation,

o, @, @ ... Rotationswinkel um die Koordinatenachsen x, y, z,
m ... MaBstabsfaktor.

Die n; Beobachtungsgleichungen F; (k=1, 2, ..., n;) im Zielsystem lauten

Fy=Ly+v, =\/(f(j-f(,.)z+(1§—2)2+(2j—2,.)2 @2.111)

und analog ergeben sich die n, Beobachtungsgleichungen f; (k= 1, 2, ..., np) im Startsystem

fi=ly+v, =\/()ej—£,.)2 H(5-3.) +(2-2) . @.112)

Um auf Grundlage dieser Beobachtungen Koordinaten zu bestimmen, muf} im Start- und Zielsystem jeweils eine
Datumsfestlegung getroffen werden, was wieder in Form von Bedingungsgleichungen erfolgen kann. Dafiir sind
jedoch nur Punkte zu verwenden, die in beiden Systemen vorhanden sind und deren unverdnderte Lage ange-
nommen werden kann. Da jedoch folgende Fille vorkommen kdnnen:

— nicht identische Netzkonfiguration in Start- und Zielsystem,
— die Lagestabilitdt einzelner Punkte ist nicht gewéhrleistet,

ist eine Unterteilung in Datumspunkte Pp; (i = 1, 2, ..., & ; h > 3) und Nichtdatumspunkte Py, (=1, 2, ..., @)
vorzunehmen. Die Bedingungen fiir die Datumsfestlegung®’ im Zielsystem lauten

B, =Zh:A)A(Di =0 B, =iY]§iAZADi_Zh:Z]giA{/Di =0
i=1 i=1 i=1

h h h
B, = ZAI?D,- =0 3 Translationen , Bs = ZZgiA)A(Di - Z XgiAZAD,- =0 3 Rotationen . (2.113)

i=1 i=1 i=1

B3=Zh:A2Di=0 BﬁzngiAfDi_Zh:Y]giAf(Dizo

i=1 i=1 i=1

26 Es ist zu beachten, daf3 sich die Kofaktorenmatrizen der Koordinaten in Start- und Zielsystem auf einen einheitlichen Wert fiir oy bezie-
hen miissen.

%7 Es wird davon ausgegangen, daf} es sich sowohl im Start- als auch im Zielsystem um ein maf3stabsbestimmtes Netz handelt.
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Die Datumsfestlegung im Startsystem erfolgt mit

h h
b, ZZMD[ =0 by =zy](j))[A2Di_ZZJ(Z))[Aj;Di =0
i=1 i=1 i=1
h h h
b, = Z App; =0 3 Translationen , bs = ZZ%iA)?Di - ngiAEDi =0 3 Rotationen. (2.114)
o1 i=1 i=1
h h h
b3=ZA£Di=O b6zzxgiA),;Di_ZygiA£D[:O
i=1

i=1 i=1

Die Forderung nach exakter Transformierbarkeit der Koordinaten vom Start- ins Zielsystem wird ebenfalls durch
Bedingungsgleichungen formuliert. Fiir die Koordinaten der Datumspunkte Pp; (i =1, 2, ..., h; h > 3) soll

Xp =m (/1 Xp; + 1 Vp; +13Zp) + X
Y, =m (5 Xp; + 1 Yp; +132p;) + 1 (2.115)
Zp; =m (53 Xp; + I3 Vp; +332p;) + 2

erfiillt sein, so daf3 sich die Bedingungsgleichungen zu

b =—Xp; + Xy +m(11,X; +HpY; +132;) =0
by ==Yp; + Yo +m (i X; + 15 +732;) =0 (2.116)

b ==Zp; + Zy+m (531 X; +r3p); +733z;) =0

ergeben. Dieses Ausgleichungsproblem kann durch Linearisierung an der Stelle geeigneter Niherungswerte X’
und Iteration gelost werden. Fa3t man die unbekannten Parameter im Vektor

x=[AXD1 AYp, AZp - AXp, AYy, AZp, | AXy AYy AZy - AXy, Ay, AZy, |
Axp; Aypp Azpy 0 Axp,  Aypy, AZDh;Ale Ayt Azyg o A’CNg AyNg AZNg;
T
AX, AY, AZ, Ao, Ao, Ao, An]
(2.117)

zusammen, erhilt man durch Bildung der partiellen Ableitungen der Beobachtungsgleichungen im Zielsystem
(2.111) die Funktionalmatrix A;. Durch Linearisierung der Beobachtungsgleichungen im Startsystem (2.112) er-
gibt sich die Funktionalmatrix A,, die Linearisierung der Bedingungsgleichungen (2.113) und (2.114) liefert die
Matrizen Bp, und Bp, fiir die Datumsfestlegung in Ziel- und Startsystem. Danach folgt die Linearisierung der
Bedingungsgleichungen fiir die Transformierbarkeit (2.116), aus der man die Matrix By erhélt. Eine ausfiihrliche
Darstellung aller Matrizen ist in (Anhang A.2) zu finden.

Der verkiirzte Beobachtungsvektor Al und der Widerspruchsvektor w lauten

0
by (- 20) 17 (22
Al = -----------------i— ----------------- W=\ o .(2.118)
li _\/(xfo‘ _xio)z +(y;) _yio)z +(Z? _Zio)z 0_(_Xi0 +Xg +m’ ("’101)51'0 + Y] + 13z )
: f Lo om0 e 5 )
()—(—Zl-0 +Z(()) +m0( 301xl-0 +r302yl-0 +r303zl-0))
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Mit
B
A, P, 0 D1
A=, P= ,B=|Bp, (2.119)
A, 0 P,
B
und der Normalgleichungsmatrix
N=A"PA (2.120)

[N_;_B_T_} [Z‘.Hi‘f_‘ié!} , @.121)
B 0 ||k w

Wie bei der ebenen Transformation in Abschnitt 2.2.3, so entspricht auch dieser Losungsweg einer Ausgleichung
in einem Guf3, d.h. Netzausgleichung und Transformation werden in einer gemeinsamen Ausgleichung durchge-
filhrt. Als Eingangsgroflen werden die fiktiven Beobachtungen einer Minimalkonfiguration mit ihren reguldren
Kofaktorenmatrizen verwendet. Als Ergebnis erhélt man die ausgeglichenen Koordinaten im Start- und Zielsys-
tem und die ausgeglichenen Transformationsparameter mit denen eine exakte Transformation homologer Punkte
moglich ist. Die Kofaktoren der Unbekannten (Koordinaten, Translation, Rotationswinkel, Mal3stab) lassen sich
direkt aus der Inversen der Normalgleichungsmatrix entnehmen.

2.3.4 Implizite Formulierung der Transformierbarkeit

Wie im zweidimensionalen Fall (Abschnitt 2.2.4), 146t sich auch die Modellbildung fiir die rdumliche Transfor-
mation dadurch vereinfachen, da8 die Forderung nach exakter Transformierbarkeit der Datumspunkte nicht {iber
die Bedingungsgleichungen (2.116) formuliert wird, sondern daf} diese Forderung implizit beriicksichtigt wird.
Dazu wird wieder nur ein Koordinatensatz, nimlich die Koordinaten (X, Y,, Z) des Zielsystems, als Unbekannte
eingefiihrt. Da die Koordinaten des Startsystems und die Transformationsparameter Translation und Rotation
nicht als Unbekannte eingeflihrt werden, ergibt sich der reduzierte Parametersatz zu

X, Y, Z ... Koordinaten im Zielsystem,
m ... Mal3stabsfaktor zwischen Start- und Zielsystem.

Als Ausgangsgroflen liegen wieder, wie in Abschnitt 2.3.3, die Koordinaten im Start- und Zielsystem aus einer
freien dreidimensionalen Netzausgleichung mit ihren singuléren Kofaktorenmatrizen vor. Damit wird nun wieder
in beiden Systemen mit (2.108) und (2.109) eine Minimalkonfiguration schétzbarer Groflen (Strecken) mit den
Gewichtsmatrizen (2.110) berechnet, so daB fiir die Transformation die fiktiven Beobachtungen 1;, I, mit ihren
Gewichtsmatrizen Py, P, zur Verfiigung stehen.

Unter Verwendung des reduzierten Parametersatzes lauten die n; Beobachtungsgleichungen F, (k= 1, 2, ..., i)
im Zielsystem
L & &) (7, -0) +(2,-2) 2122
g tve, =\(£; =) (7 -1) +(2,-2) (2.122)

und die n, Beobachtungsgleichungen f; (k= 1, 2, ..., ny) im Startsystem

oy =) (70 (2, 2) @12
L i m k

Die erforderliche Datumsfestlegung im Zielsystem erfolgt mit den Bedingungsgleichungen (2.113), wobei wieder
die Unterteilung in Datumspunkte Pp; (i = 1, 2, ..., & ; & > 3) und Nichtdatumspunkte Py, (i = 1, 2, ..., g) zu
beachten ist. Da nur ein gemeinsamer Koordinatenvektor angesetzt wird, muf3 beriicksichtigt werden, dal3 die
Nichtdatumspunkte Py; sowohl aus der Datumsdefinition als auch aus der impliziten Formulierung der Transfor-
mierbarkeit ausgeschlossen werden. Dies geschieht dadurch, daB3 fiir diese Punkte zwei Koordinatensétze mit
unterschiedlicher Punktnummer im Zielsystem verwendet werden.

Dieses Ausgleichungsproblem kann durch Linearisierung an der Stelle geeigneter Niherungswerte x° und Itera-
tion geldst werden. Mit dem Vektor der Unbekannten

T
x=[AXy AYp AZp o AXp, AYy, AZp, | AXy Ay AZy o AXy, AYy, AZy, | Am

g

(2.124)
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ergibt sich die Funktionalmatrix A der Beobachtungsgleichungen zu
[oF  oR R 0 oF R | OF, oK oR OF_ OF R |
| |
0Xp, OYy 0Zp; 0Xp, OYy, O0Zp, | 0Xy 0Yy  0Zyy Xy, Oy 02y |
OF, OF, O0F, OF, OF, 0F, i OF, 0OF, 0F, OF, OF, O0F, i 0
OXpy Mo OZp | Ky, OFy, Oy, | 0Kn Oy Oy | Xy, Oy Oy |
: : : : : : | : : : : : : | :
oF, OF, OF, OF, OF, OF, i oF, OF, OF, OF, OF, 0OF, i 0
A—| o o1 OZpy  OXpy Ofoy  OZpy | O O 0w Nyg Ofng 02w |
of of oh of oh of | of of ofy of oh of | af
ofy, Of, 9f of, 9of, ofy | 0 Of Ofy of, 9f, ofy |9y
0Xp, OYy 0Zp, Xp, Yo, OZp, i Xy, Yy 07y 0Xy, OYy, 0Zy, i om
: : : : : oo : : : : N
afnZ afnZ afnZ 8fnZ 8fnZ 8fnZ i afnZ 8fnZ afnZ 8fnZ 8fnZ 8fnZ i afnZ
| 0Xp Oy 0Zp, 0Xp, OYy, OZp, !GXNI o1 0Zy; Xy, OYyy O0Zyg l Oom
(2.125)
und die Bedingungen B fiir die Datumsfestlegung im Zielsystem lauten
[ oB, 0B, 0B 0B, 0B, 0B, i 0B, 0B, 0B 0B, 0B, 0B i OB, ]
0Xp Ol OZp 0Xp,, Oy, OZp, | 0Xyi Ol OZy Xy Oy 02y | Om
0B, 0B, 0B, 0B, 0B, 0B, i 0B, 0B, 0B, 0B, 0B, 0B, i 0B,
B= OXp; 0¥y 0Zp, Xp, Oy, OZp, | Xy O 02y Xy Ohy  OZy | Om
. . . . . . | . . . . . . | .
0B, 0B, 0B, 0B, 0B, 0B | 0By 0B, 0B, 0B, 0By 0B, | 0B,
| Xy 0¥y OZp, OXpy My OZp, 10Xy Oy 02y Xy Oy 2y | Om
[ 1 0 0 1 0 0 10 010]
| |
0 1 0 0 1 0 10 00
o 0o 1 0 0 110« 010 2126
L0 —zy Yy 0 ~Zp, Yo, 10 010 '
Zyy 0 —Xp, Zom 0 —Xp, 10 010
|-Yo1 Xy 0 Yo,  Xpm 0 10 010]
Der verkiirzte Beobachtungsvektor Al und der Widerspruchsvektor w lauten
2 : 2 2 0]
0 0 0_y0 0_ 0
LU—\/(Xj—X,) (1) =) +(20-20) 0
: 0
AN e , 0 (2.127)
1 0_ 10\ L (y0_ 0\ (0 _ 50\
() () (2 -z | o
m ) 0
Mit der Gewichtsmatrix der fiktiven Beobachtungen
P= (2.128)
0 P
und der Normalgleichungsmatrix
N=ATPA (2.129)
erhilt man die Schétzwerte fiir die Unbekannten aus
I nT T
X
NiB || xj_|aral (2.130)
B 0|k w
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Als Ergebnis erhélt man direkt die ausgeglichenen Koordinaten, die sich nach der Transformation ins Zielsystem
ergeben. Fiir Punkte, die nicht in die implizite Formulierung der Transformierbarkeit einbezogen wurden, erhilt
man zwei Koordinatensétze aufgrund der Vergabe unterschiedlicher Punktnummern. Ein Koordinatensatz ent-
spricht den ausgeglichenen Koordinaten im Zielsystem, der andere den vom Start- ins Zielsystem transformierten
Koordinaten.

Es sei an dieser Stelle nochmals erwidhnt, dafl die Transformationsparameter Translation und Rotation aufgrund
der impliziten Formulierung der Forderung nach Transformierbarkeit nicht im Parametersatz der Ausgleichung
vorkommen. Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Transformationsansatzes besteht aber darin, dafl eine exakte
Rekonstruktion dieser Transformationsparameter moglich ist, was nun im folgenden aufgezeigt wird. Ausgehend
von den ausgeglichenen Koordinaten im Zielsystem wird mit

I, = %\/(Xj—)?i)2+(1@—ﬁ)z+(2_,—ZZ)2 , Q, =F,Q.F) | 2.131)

wobei sich F, aus der Linearisierung des funktionalen Zusammenhangs zur Streckenberechnung ergibt, eine
Minimalkonfiguration schétzbarer Groflen mit der dazugehorigen Kofaktorenmatrix fiir das Startsystem berech-

net. Mit diesen Beobachtungen und der Gewichtsmatrix P, = Ql_zll2 lassen sich die Koordinaten im Startsystem
derart berechnen, daf3 das Netz (bzw. ein durch die homologen Punkte definiertes Teilnetz) im Startsystem die
gleiche Form wie das im Zielsystem erhélt. Dieses Problem ist eindeutig 16sbar, dennoch bietet sich an, fiir die
Bestimmung der Koordinaten den Algorithmus einer freien Netzausgleichung anzuwenden (die Verbesserungen

ergeben sich dann sdmtlich zu null). Bei der Datumsfestlegung im Startsystem ist darauf zu achten, daf3 dafiir die
gleichen Punkte Pp; wie im Zielsystem verwendet werden.

Mit den auf diese Weise bestimmten Koordinaten des Startsystems ( %;, 3;, Z; ), die die Forderung nach exakter

Transformierbarkeit erfiillen, den ausgeglichenen Koordinaten des Zielsystems ()A( is I?,., Z) und dem MaBstab

m , kann unter Verwendung von 4 beliebigen homologen Punkten, die nicht in einer Ebene liegen, das lineare
Gleichungssystem

(%, mp mz 0 0 0 0 0 0 10 0][A] [X]

0 0 0 mx, my mz 0 0 0 1 0f|lA, )4

0 0 0 mx, mp, mE 0 0 1|7, Z,

mx, My, ms, 0 0 10 0||A | |X,

0 0 mx, mp, mz, 0 0 0 0 1 0|y Y,
0 0 iy WPy E 00 || Asy | Z:z 2132)

MRy My 0 0 0 10 Of|A | |X

0 0 MmXy; mp;  mi 0 0 1 0f|#A, A

0 0 0 M, mp, mi; 0 0 1| A, 7,

mE, mp, mé, 0 0 0 10 of|X,| | X,

0 0 mi, mp, mi, 0 0 0 0 1 0|l 7,

I 0 0 miy, mp, mi 0 0 1)[Z] |Z,

¥ v ¥

aufgestellt werden. Aus der Losung

u=F'r (2.133)

erhilt man die ausgeglichenen Elemente der Rotationsmatrix (2.106) und die Translationsparameter X 0> ?0 ,

20. DaB man die Losung eines urspriinglich nichtlinearen Problems nun mit Hilfe eines linearen Gleichungs-

systems erzeugen kann, liegt daran, daf in (2.132) die ausgeglichenen Koordinaten eingesetzt werden. Aus den
Elementen #, ..., 73; konnen dann die ausgeglichenen Rotationswinkel berechnet werden.
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Das Element 73, liefert mit
@, =arcsin (7)) (2.134)
die Losungen fiir den Rotationswinkel @ ) ¥ Des weiteren erhilt man aus (2.105)

33

A —7: N . ~
sing, =—2— , cos@, = ~— mit cosw, #0 , (2.135)
cos®,, cosw,,
A - A . A
sin® ~— , COS®, mit cosw, #0 (2.1306)
cos@,, cos®,,
und somit
N —r5
®, = arctan| — , (2.137)
33
A Py 21
@, = arctan| —— | , (2.138)
"1

wobei bei der Berechnung die Division durch null abzufangen und eine Quadrantenabfrage durchzufiihren ist.

Damit sind alle Parameter der rdumlichen Transformation exakt bestimmt. Bemerkenswert ist, dal3 fiir diesen
Losungsweg keine Niherungswerte fir die Translationen und fiir die Rotationen benétigt werden. Auch bei
groflen Rotationswinkeln ergeben sich keinerlei Probleme. Umfangreiche Berechnungen zur Bereitstellung geeig-
neter Naherungswerte (z.B. SCHMID und HEGGLI 1978) kdnnen génzlich entfallen. Mdchte man zudem noch eine
Fehlerschitzung fiir die Transformationsparameter durchfiihren, so kann man diese nun zusammen mit den aus-
geglichenen Koordinaten des Start- und Zielsystems in die in Abschnitt 2.3.3 beschriebene Ausgleichung
einsetzen. Da man in diesem Schritt direkt die Losung filir die Unbekannten einsetzt, entfillt das Problem der
Beschaffung von Naherungswerten und die Probleme mit der Linearisierung.

2.3.5 Numerisches Beispiel

Fiir ein dreidimensionales Netz, bestehend aus 6 Punkten, liegen im Start- und Zielsystem die in Tabelle 2.14
aufgefiihrten kartesischen Koordinaten jeweils aus einer freien Netzausgleichung vor. Wie bei dem Beispiel zur
ebenen Transformation, soll auch hier wieder gezeigt werden, wie sich Vorinformationen iiber verschobene
Punkte im Ausgleichungsansatz beriicksichtigen lassen. Dem Punkt 2 wurde eine Verschiebung im Startsystem
aufgeprégt, so daB3 er aus der Datumsdefinition und der Bestimmung der Transformationsparameter auszuschlie-
Ben ist. Dieser Umstand wurde bei der Ausgleichung des Start- und Zielsystems bereits beriicksichtigt, indem
eine Teilspurminimierung betreffend die Punkte 1, 3, 4, 5 und 6 durchgefiihrt wurde.

Tabelle 2.14: Koordinaten fiir Ziel- und Startsystem aus freier Netzausgleichung

Pkt. Nr. X [m] Y [m] Z [m] x [m] vy [m] z [m]
1 100.0091 399.9984 30.0500 -62.1612 414.1545 71.7620
2 300.0071 500.0103 49.9800 73.8688 590.8897 43.8771
3 399.9950 399.9883 19.9738 188.7818 543.7506 -30.2942
4 399.9945 100.0048 70.0492 327.5937 272.9708 -28.0556
5 100.0061 99.9967 9.9623 52.6737 143.4312 8.4123
6 299.9953 300.0118 4.9646 139.4120 410.3287 -28.3641

Des weiteren stehen folgende Groflen aus den vorangegangenen Ausgleichungen zur Verfiigung:

oy =1 ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
So1 =0.9982 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
h =3 ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Zielsystem

28 (.. A PPN . . . . . . .
Mit @, = 7 - arcsin (75,) existiert noch eine zweite Losung. Welche von beiden dem Transformationsproblem entspricht, kann durch

Einsetzen beider Losungen tiberpriift werden.
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und die singuldre Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Zielsystem

1.930 -0.093 0.899 0.516 -0.023 2.143 -0.905 0.408 -0.810 -0.135 0.244 0.924 -0.188 -0.418 -0.967 -0.702 -0.141 -0.046
-0.093 2963 -1.898 0.505 -0.558 2.687 -0.660 -0.633 0.583 0.936 -0.380 -1.833 0.892 -1.265 1.007 -1.075 -0.685 2.141
0.899 -1.898 64.071 7.460 5.277 -62.386 2.285 -3.770 -52.802 -9.307 8.984 60.749 6.548 0.154 -57.516 -0.425 -3.471 -14.502
0.516 0.505 7.460 8.339 0.039 -3.123 0.179 -1.032 -8.738 -0.603 0.902 7.221 1.425 -0.096 -8.136 -1.517 -0.280 2.194
-0.023 -0.558 5277 0.039 7.496 -35.949 0.723 -1.191 -3.654 -1.070 2.091 4.739 0.588 0.176 -4.453 -0.218 -0.518 -1.909
2.143  2.687 -62.386 -3.123 -35.949 306.062 -8.344 10.075 40.750 8.640 -19.420 -57.339 -5.032 -0.653 51.761 2.593 7.311 27.213
-0.905 -0.660 2285 0.179 0.723 -8.344 2.606 -0.401 -1.633 -0.769 0.987 2.045 0.270 -0.396 -1.917 -1.202 0.469 -0.780
Qxlxlzlo's 0.408 -0.633 -3.770 -1.032 -1.191 10.075 -0.401 2.986 2.020 -0.405 -1.815 -3.559 -0.797 0.012 3.130 1.196 -0.550 2.179
-0.810 0.583 -52.802 -8.738 -3.654 40.750 -1.633 2.020 68.730 6.968 -5.715 -50.450 -6.399 -0.640 60.058 1.874 3.752 -25.536
-0.135 0936 -9.307 -0.603 -1.070 8.640 -0.769 -0.405 6.968 4.299 -0.970 -8.323 -2.335 0.792 7.363 -1.060 -0.353  3.299
0.244 -0.380 8.984 0.902 2.091 -19.420 0.987 -1.815 -5.715 -0.970 3.533 8205 0.189 -0.159 -7.532 -0.449 -1.179 -3.942
0.924 -1.833 60.749 7.221 4.739 -57.339 2.045 -3.559 -50.450 -8.323 8.205 57.770 6.023 0.371 -54.799 -0.669 -3.183 -13.270
-0.188 0.892 6.548 1.425 0.588 -5.032 0.270 -0.797 -6.399 -2.335 0.189 6.023 3.206 -0.365 -6.053 -0.953 0.082 -0.119
-0.418 -1.265 0.154 -0.096 0.176 -0.653 -0.396 0.012 -0.640 0.792 -0.159 0371 -0.365 2.025 -0.455 0.387 -0.613 0.570
-0.967 1.007 -57.516 -8.136 -4.453 51.761 -1.917 3.130 60.058 7.363 -7.532 -54.799 -6.053 -0.455 58.165 1.574 3.850 -5.908
-0.702 -1.075 -0.425 -1.517 -0.218 2.593 -1.202 1.196 1.874 -1.060 -0.449 -0.669 -0.953 0387 1.574 3.916 -0.058 -2.354
-0.141 -0.685 -3.471 -0.280 -0.518 7.311 0.469 -0.550 3.752 -0.353 -1.179 -3.183 0.082 -0.613 3.850 -0.058 3.027 -0.948
-0.046 2.141 -14.502 2.194 -1.909 27.213 -0.780 2.179 -25.536 3.299 -3.942 -13.270 -0.119 0.570 -5.908 -2.354 -0.948 59.215

und ebenso im Startsystem

op =1 ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
se2  =1.1016 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
f =3 ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Startsystem

und die singuldre Kofaktorenmatrix

10.545 -0.911 21.281 -5.523 3.076 -20.022 -6.030 -0.483 -18.157 3.181 1.489 22.751 -5.837 0.961 -20.276 -1.859 -1.056 -5.599
-0.911 2703 -1.155 1970 -0.190 2.969 -0.603 -0.778 0.465 0.321 0.120 -1.528 1.333 -0.884 0.105 -0.139 -1.160  2.113
21.281 -1.155 56.120 -16.323  7.562 -57.014 -13.478 -2.348 -47.871 8.852 3.749 57.330 -13.131 2.886 -52.617 -3.524 -3.133 -12.961
-5.523  1.970 -16.323 51.187 -11.428 105.229 -1.018 1.459 9.016 -0.149 -4.800 -16.442 3.864 -0.698 12.108 2.826 2.069 11.642
3.076 -0.190 7.562 -11.428 7.810 -32.311 -1.215 -1.061 -7.245 0.600 1.539 7.831 -1.703 0.621 -7.567 -0.759 -0.909 -0.581
-20.022 2969 -57.014 105.229 -32.311 261.915  3.472 5271 42.229 -4.823 -12.813 -57.549 13.321 -2.804 49.236 8.052 7.377 23.098
-6.030 -0.603 -13.478 -1.018 -1.215 3.472 9.237 -0.012 19.464 -3.097 0.483 -13.991 4.930 -1.232 17.133 -5.040 1.365 -9.128
Qx2x2:10’5 -0.483 -0.778 -2.348 1.459 -1.061 5.271 -0.012 2.601 1.130 -0.892 -1.389 -2.110 0.225 -0.404 1.986 1.162 -0.029 1.343
-18.157 0.465 -47.871 9.016 -7.245 42.229 19.464 1.130 62.796 -8.624 -2.425 -48.876 14.726 -3.181 56.134 -7.409 4.011 -22.183
3.181 0.321 8852 -0.149 0.600 -4.823 -3.097 -0.892 -8.624 4.030 1.011 8.672 -3.623 0.796 -8.885 -0.491 -1.236 -0.015
1.489 0.120 3.749 -4.800 1.539 -12.813 0.483 -1.389 -2.425 1.011 2909 3.635 -2.019 -0.180 -3.063 -0.964 -1.461 -1.896
22.751 -1.528 57.330 -16.442  7.831 -57.549 -13.991 -2.110 -48.876 8.672 3.635 59.037 -13.512 2.910 -53.841 -3.920 -2.906 -13.650
-5.837 1.333 -13.131 3.864 -1.703 13.321 4.930 0.225 14.726 -3.623 -2.019 -13.512 6.361 -0.839 13.747 -1.832 1.300 -1.830
0.961 -0.884 2.886 -0.698 0.621 -2.804 -1.232 -0.404 -3.181 0.796 -0.180 2910 -0.839 1.968 -2.988 0.315 -0.500 0.373
-20.276  0.105 -52.617 12.108 -7.567 49.236 17.133 1.986 56.134 -8.885 -3.063 -53.841 13.747 -2.988 55.407 -1.719 3.961 -5.083
-1.859 -0.139 -3.524 2826 -0.759 8.052 -5.040 1.162 -7.409 -0.491 -0.964 -3.920 -1.832 0315 -1.719 9.221 -0.374 16.572
-1.056 -1.160 -3.133  2.069 -0.909 7.377 1365 -0.029 4.011 -1.236 -1.461 -2.906 1.300 -0.500 3.961 -0.374 3.150 -1.933
-5.599 2.113 -12.961 11.642 -0.581 23.098 -9.128 1.343 -22.183 -0.015 -1.896 -13.650 -1.830 0.373 -5.083 16.572 -1.933 53.876

Bevor die Transformation durchgefiihrt werden kann, ist zunéchst zu priifen, ob die empirischen Varianzen der
Gewichtseinheit aus den vorangegangenen Ausgleichungen als gleich genau angenommen werden kénnen. Die
Nullhypothese fiir den statistischen Test (siche Abschnitt 4.3.3) lautet

Hy: E{s5}=E{s} }=07
die Alternativhypothese ergibt sich zu
Hy E{sy}#E{s3 ]

so daf} es sich um eine zweiseitige Fragestellung handelt. Zur Durchfiihrung des Tests wird die F-verteilte Test-
grofle

2 2
S, 1.101
T, - 0, 016

s 099822
1

berechnet und mit dem Quantil der Fisher-Verteilung verglichen. Dieses ergibt sich mit den Freiheitsgraden
fi=f,=3 und einer angenommenen Irrtumswahrscheinlichkeit® von 5% zu F b fyl—a2 = 15440 Mit 1.22 <

15.44 kann die Nullhypothese nicht verworfen werden.

% Kritische Anmerkungen zur Auswahl der , richtigen® Irrtumswahrscheinlichkeit werden in Abschnitt 4.1 gegeben.
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Um die Transformation durchfilhren zu kdnnen, wird nun eine Minimalkonfiguration schétzbarer Grofen
(Strecken) ausgewdhlt, mit der sich die Netzgeometrie eindeutig beschreiben 146t. Ausgehend von dem Raum-
dreieck mit den Eckpunkten 1, 2 und 3 werden alle weiteren Punkte von diesen Eckpunkten aus verbunden. Die
dazugehorigen fiktiven Beobachtungen werden mit (2.108) und (2.109) aus den Koordinaten der freien Netzaus-
gleichung berechnet und sind in Tabelle 2.15 aufgefiihrt.

Tabelle 2.15: Strecken der Minimalkonfiguration in Ziel- und Startsystem

Zielsystem | Startsystem
812 [m] 224.4967 224.7600
813 [m] 300.1550 300.3049
1.4 [m] 426.1306 426.3863
81,5 [m] 300.6734 300.8178
81,6 [m] 2249912 225.1036
8§23 [m] 144.5764 144.6668
8§24 [m] 412.8009 413.0654
8§25 [m] 449.0130 449.3618
826 [m] 205.0019 205.2242
8§34 [m] 304.1342 304.2950
8§35 [m] 424.3683 424.5930
536 [m] 142.1989 142.2762

Nach der Berechnung der Gewichtsmatrizen (2.110) stehen nun mit 1;, P, und L, P, alle Grofen zur Verfiigung,
um die Transformation nach dem in Abschnitt 2.3.3 oder 2.3.4 beschriebenen Ansatz durchzufiihren. Im folgen-
den wird die Transformation mit impliziter Formulierung der Transformierbarkeit durchgefiihrt. Als Naherungs-

koordinaten ( X, ,-0 , Yio, Zio) werden die in Tabelle 2.14 aufgefithrten Werte fiir das Zielsystem angesetzt.*” Der

einzige Transformationsparameter der explizit zu beriicksichtigen ist, ist der MaBstabsfaktor fiir den die Nahe-
rung m’ = 1 gewihlt wird. Die Aufstellung der Funktionalmatrix A erfolgt mit (2.125), die Datumsfestlegung
erfolgt mit den Bedingungsgleichungen (2.126). Da die Lagestabilitdt von Punkt 2 nicht gesichert ist, ist dieser
Punkt aus der Datumsdefinition und der impliziten Formulierung der Transformierbarkeit auszuschlieBen. Dies
erfolgt derart, daf fiir diesen Punkt ein weiterer Koordinatensatz mit der Punktnummer 200 eingefiihrt wird. Fiir
diesen Punkt werden als Ndherungskoordinaten die gleichen Werte wie fiir Punkt 2 verwendet. Des weiteren
werden der verkiirzte Beobachtungsvektor Al und der Widerspruchsvektors w benétigt, die sich mit (2.127) zu

: 0

Lo (X0~ x3) + (50 - 10) (2028 0

A e , W= 0
1 0 0\ L (y0 _y0\: (70 0)? 0
llz_m\/(Xzoo Xl) +(Yzoo‘Y1) +(ZZOO_ZI) 0

h = (K0 x0) (0000 (22 -2 -

o= (0~ 4 (2 -0 4 (24 - 23)

ergeben. Stellt man dann das Gleichungssystem (2.130) auf, so erhélt man nach einigen Iterationen fiir die Koor-
dinaten die in Tabelle 2.16 aufgefiihrte Losung.

3% Da die Datumsfestlegung in den freien Netzausgleichungen mit Hilfe der homologen Punkte durchgefiihrt wurde, konnen die Koordina-
ten in Tabelle 2.14 als Naherungswerte fiir die Ausgleichung verwendet werden. Wurde eine Datumsfestlegung getroffen, die nicht mit den
homologen Punkten iibereinstimmt, so sind die urspriinglichen Néherungskoordinaten der freien Netzausgleichung zu verwenden.
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Tabelle 2.16: Ausgeglichene Koordinaten im Zielsystem mit ihren empirischen Standardabweichungen

Pkt. Nr. | X [m] Y [m] Z [m] sglem] sy [em] 55 [cm]
1 100.006  400.002  29.995 0.4 0.5 22
2 300.001  500.006  50.033 1.1 1.0 6.2
3 399.992  399.994  20.005 0.5 0.5 2.3
4 400.003  99.995 69.997 0.6 0.5 2.1
5 100.002  99.999 10.005 0.5 0.4 2.1
__6 1299998 __300.009 4998 0.6 _____ [ 05 21 ___
200 | 300.102  500.086  50.184 1.1 12 6.2

Der ausgeglichene Mafstabsfaktor ergibt sich zu m = 0.99948318 (-516.8 ppm). Aus den Verbesserungen der
Beobachtungen erhdlt man V§P3V3 =15.1068 . Mit 24 Beobachtungen, 22 Unbekannten und 6 Bedingungen

ergibt sich eine Redundanz von 8 und somit eine empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit nach der
Ausgleichung von s¢; = 1.3742. Um eine Fehlerschitzung fiir das Gesamtproblem zu erhalten, miissen die Ver-
besserungen aller Teilschritte beriicksichtigt werden und man erhalt

2 f1501+ o5 + fysas _ 3(0.9982)° +3(1.1016) +8(1.3742)> _ 21.7366 _ 15526
° ARERE 3+3+8 14

und somit eine empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung von sy = 1.2460.
Unter Verwendung der entsprechenden Kofaktoren erhédlt man damit fiir den MaBstabsfaktor eine empirische
Standardabweichung von 18.1 ppm, die empirischen Standardabweichungen der Koordinaten sind bereits in
Tabelle 2.16 aufgefiihrt.

Als nichstes wird nun gezeigt, wie sich auf der Grundlage der obigen Ausgleichungsergebnisse die ausgegliche-
nen Koordinaten des Startsystems und die Transformationsparameter Translation und Rotation exakt berechnen
lassen. Dazu wird zundchst mit (2.131), unter Verwendung der Koordinaten in Tabelle 2.16 und des Mafstabes
m , eine Minimalkonfiguration schétzbarer GroBen 1, (Strecken) mit der Kofaktorenmatrix Q,,, fir das Start-

system berechnet. Diese fiktiven Beobachtungen sind in Tabelle 2.17 aufgefiihrt, die erforderliche Gewichtsma-
trix ergibt sich zu P, = Q[zll2 .

Tabelle 2.17: Fiktive Beobachtungen (Strecken) einer
Minimalkonfiguration fiir das Startsystem

Startsystem
51200 [M] 224.7561
51,3 [m] 300.3077
51,4 [m] 426.3684
51,5 [m] 300.8233
51,6 [m] 225.1058
52003 [m] 144.6670
S200,4 [M] 413.0631
52005 [m] 449.3687
5200,6 [m] 205.2218
534 [m] 304.2930
53,5 [m] 424.5904
536 [m] 142.2744

Damit lassen sich dann die Koordinaten des Startsystems berechnen. Dieses Problem ist eindeutig 16sbar und
somit kein Ausgleichungsproblem. Dennoch bietet sich an, die Koordinaten mit Hilfe einer freien Netzausglei-
chung zu bestimmen, wobei sich dann alle Verbesserungen zu null ergeben. Zudem erhélt man aus dieser Berech-
nung die Kofaktoren der Koordinaten im Startsystem mit denen dann, unter Verwendung des oben berechneten

Wertes fiir sy, eine Fehlerschitzung durchgefiihrt werden kann. Als Néherungskoordinaten (xio, yio, zio) werden

die in Tabelle 2.14 aufgefithrten Werte fiir das Startsystem verwendet. Bei der Datumsfestlegung ist wieder zu
beachten, daf3 Punkt 2 nicht daran teilnimmt. Als Ergebnis erhdlt man die ausgeglichenen Koordinaten in Tabelle
2.18.
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Tabelle 2.18: Koordinaten im Startsystem mit ihren empirischen Standardabweichungen

Pkt.Nr.| x [m] ¥ [m] z [m] s; [em] s; [em] s; [em]
1 -62.137 414.153 71.814 0.9 0.5 2.1
200 73.852 590.897 43.820 2.6 1.0 5.7
3 188.777 543.746 -30.325 0.8 0.5 2.2
4 327.601 272.976 -28.001 0.6 0.5 2.1
5 52.663 143.431 8.370 0.7 0.4 2.1
6 139.396 410.330 -28.397 0.8 0.5 2.0

Unter Verwendung von vier homologen Punkten, in diesem Fall 1, 3, 4 und 5, kénnen nun mit dem Gleichungs-
system (2.132) die Rotationsmatrix und die Translationsparameter berechnet werden. Als Ergebnis erhilt man

0.84739756  0.43177062 -0.30901701 )A(O -3.9130
R =|-0.40532906 0.90198307 0.14877802 |, }A’O =| -9.2156
0.34296609 -0.00082056 0.93934743 20 -15.7882

und aus (2.134), (2.137) und (2.138) die Rotationswinkel

A A

@, =0.055611 gon, o, =22.286319 gon, @, =28.403138 gon .

Damit sind alle Parameter der rdumlichen Transformation exakt bestimmt. Um eine strenge Fehlerschitzung fiir
alle Unbekannten zu erhalten®’, kénnen diese nun in den Transformationsansatz in Abschnitt 2.3.3 eingesetzt
werden. Als Beobachtungen werden die in Tabelle 2.15 aufgefiihrten Beobachtungen mit den dazugehorigen
Gewichtsmatrizen verwendet, als ,,Néherungswerte* fiir die Koordinaten des Startsystems werden die Werte aus
Tabelle 2.18, fiir das Zielsystem die aus Tabelle 2.16 eingesetzt. Da alle Parameter bereits die exakte Losung
sind, ist keine Iteration erforderlich. Nach dieser Ausgleichung erhdlt man die gewichtete Verbesserungsquadrat-

summe der Beobachtungen v;P,v, =15.1068 . Mit 24 Beobachtungen, 43 Unbekannten und 27 Bedingungen

ergibt sich eine Redundanz von 8 und somit wieder eine empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit
nach der Ausgleichung von so; = 1.3742. Um eine Fehlerschitzung fiir das Gesamtproblem zu erhalten, miissen
die Verbesserungen aller Teilschritte beriicksichtigt werden und man erhélt

e Fi5o1+ fo50 + f3553 _ 3(0.9982)7 +3(1.1016)> +8(1.3742)>  21.7366 15506
2_ _ = =1.
14

L+ L+ /1 3+3+8

und somit eine empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung von sy = 1.2460.
Unter Verwendung der entsprechenden Kofaktoren lassen sich nun zu allen Unbekannten die empirischen Stan-
dardabweichungen angeben. Die Koordinaten mit ihren empirischen Standardabweichungen sind in Tabelle 2.19
aufgefiihrt.

Tabelle 2.19: Koordinaten in Ziel- und Startsystem mit ihren empirischen Standardabweichungen

Pkt. )% ? 2 S)*( S? SZ )e )A/ ZA Sx SS, S5
Nr. | [m] [m] [(m]  [em] [em] [em]| [m] [m] [m]  [em] [cm] [cm]
1 100.006 400.002 29995 04 05 2.2 |-62.137 414.153 71814 09 05 2.1
2 1300.001 500.006 50.033 1.1 1.0 6.2 | 73.852 590.897 43.820 26 1.0 5.7
3 1399.992 399.994 20.005 0.5 0.5 23 |188.777 543.746 -30.325 08 05 2.2
4 1400.003 99995 69.997 06 05 2.1 |327.601 272976 -28.001 06 05 2.1
5 1100.002 99999 10.005 0.5 04 2.1 | 52.663 143.431 8370 0.7 04 2.1
6 1299.998 300.009 4998 0.6 0.5 2.1 |139.396 410.330 -28.397 08 05 2.0

Die Transformationsparameter mit ihren empirischen Standardabweichungen sind in Tabelle 2.20 zusammen-
gestellt.

3! Eine strenge Fehlerschitzung fiir die Koordinaten erhélt man bereits aus den vorangegangenen Berechnungen, deren Ergebnisse in den
Tabellen 2.16 und 2.18 dargestellt sind. Der letzte Berechnungsschritt dient dazu, eine strenge Fehlerschitzung fiir die Transformations-
parameter durchzufiihren, da dafiir die Kovarianzen zwischen den Koordinaten im Start- und denen im Zielsystem zu beriicksichtigen sind.
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Tabelle 2.20: Transformationsparameter mit ihren empirischen Standardabweichungen

Parameter Wert empirische Standardabweichung

X, -3.9130 m 0.5 cm

Y, -9.2156 m 0.5 cm

Z, -15.7882'm 0.1 cm

@, 0.055611 gon 0.0 mgon

o, 22.286319 gon 0.0 mgon

@ 28.403138 gon 0.0 mgon

i 0.99948318 (-516.8 ppm) 1.81E-05 (18.1 ppm)

Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, daf} diese letzte Ausgleichung nur dazu dient, eine korrekte
Fehlerschétzung fiir die Translationen und Rotationen unter Beriicksichtigung aller Kovarianzen zu erhalten.

2.3.6 Beurteilung der Transformationsansitze

Wie bei der ebenen Transformation, so ist auch der Ansatz der traditionellen rdumlichen Helmerttransformation
aufgrund von stark vereinfachten Modellannahmen nicht geeignet, um eine Ausgleichung unter strenger Berlick-
sichtigung der Mefgenauigkeit im Start- und Zielsystem durchzufiihren. Ein erweiterter Ansatz von (KOCH et al.
2000) betrachtet die Koordinaten im Start- und Zielsystem als variable Groflen und ermoglicht somit die Ein-
fithrung von Kovarianzmatrizen fiir die Koordinaten beider Systeme. Entstammen die Koordinaten jedoch freien
Netzausgleichungen, so sind deren Kofaktorenmatrizen singuldr und der Losungsweg von (Koch et al. 2000)
kann ohne die Berlicksichtigung zusétzlicher deterministischer Informationen kein Ergebnis liefern.

Um die exakte Beriicksichtigung der stochastischen Eigenschaften der Koordinaten im Start- und Zielsystem zu
ermoglichen, wurde ein neuer Transformationsansatz entwickelt. Auf Grundlage von gegebenen Koordinaten und
deren singuldren Kofaktorenmatrizen wird jeweils eine Minimalkonfiguration schétzbarer GroBen berechnet.
Dadurch wird eine Trennung der stochastischen und deterministischen Informationen der singulédren Kofaktoren-
matrizen erreicht. Die Transformation erfolgt dann auf Grundlage dieser fiktiven Beobachtungen in Verbindung
mit einer Datumsfestlegung. Die Grundidee besteht darin, die Beobachtungen derart auszugleichen, daf sich fiir
die homologen Punkte eine exakte Transformierbarkeit der Koordinaten ergibt.

Eine Moglichkeit der Realisierung dieser Grundidee besteht darin, die Koordinaten im Start- und Zielsystem und
die sieben Transformationsparameter in einer gemeinsamen Ausgleichung zu bestimmen. Neben der Datumsde-
finition im Start- und Zielsystem wird die Forderung nach exakter Transformierbarkeit der homologen Punkte
iiber Bedingungsgleichungen in die Ausgleichung eingefiihrt. Als Ergebnis erhédlt man die Koordinaten in Start-
und Zielsystem, sowie die sieben Transformationsparameter. Fiir diese Ausgleichung sind aber neben den Nahe-
rungskoordinaten auch geeignete Néherungswerte fiir alle Transformationsparameter bereitzustellen.

Eine weitere Mdoglichkeit der Realisierung besteht darin, die Forderung nach exakter Transformierbarkeit der
homologen Punkte implizit zu formulieren. Dies geschieht dadurch, daf3 nur die Koordinaten im Zielsystem als
Unbekannte fiir diese Punkte angesetzt werden. Die Transformationsparameter Translation und Rotation brau-
chen somit nicht explizit in das mathematische Modell aufgenommen werden. Als Ergebnis dieser Ausgleichung
erhélt man direkt die Koordinaten im Zielsystem. Die ausgeglichenen Beobachtungen erfiillen die Forderung, daf3
die Form der Netzes (bzw. die Form eines Teilnetzes) in Start- und Zielsystem exakt iibereinstimmt. Somit
besteht die Moglichkeit, unter Verwendung der ausgeglichenen Beobachtungen des Startsystems auch die Koor-
dinaten in diesem System zu berechnen. Da somit die ausgeglichenen Koordinaten in beiden Systemen vorliegen,
konnen dann, unter Verwendung von vier homologen Punkten, die exakten Werte fiir die Translation und die
Rotation berechnet werden. Mit der impliziten Formulierung der Transformierbarkeit besteht somit die Mdg-
lichkeit die Parameter einer riumlichen Ahnlichkeitstransformation ohne Niherungswerte fiir Translation und
Rotation exakt zu bestimmen. Ein weiterer Vorteil dieses Ansatzes besteht darin, daB sich auch die Ergebnisse
mehrerer MefBepochen auf einfache Weise in ein gemeinsames Zielsystem transformieren lassen.

Weiterhin ist zu erwdhnen, daB} sich die entwickelten Transformationsansitzen auch auf sdmtliche Spezialfille
(z.B. ,,Festhalten* eines Koordinatensatzes) anwenden lassen. Wie in Abschnitt 2.2.7 beschrieben, kann dies {iber
die Einfilhrung von Bedingungsgleichungen oder durch Einfiihrung groferer Beobachtungsgewichte erreicht
werden.



51

3 Methoden der Parameterschitzung

Liegen bei einer Problemstellung mehr Beobachtungen als Unbekannte vor (rn > m), so ist dieses Problem iiber-
bestimmt (Ausgleichungsproblem) und es besteht die Aufgabe, eine Anpassung der Parameter des mathemati-
schen Modells an die empirischen Daten (MeBBwerte) auf eine sinnvolle Weise vorzunehmen. Dies kann derart
erfolgen, daf fiir die Beobachtungen die sog. Verbesserungen v; eingefiihrt werden und fiir eine Funktion dieser
Verbesserungen eine zusétzliche Forderung (z.B. Minimierung einer Norm) aufgestellt wird. Die am héufigsten
aufgestellte Forderung ist, daB3 die Quadratsumme der gewichteten Verbesserungen mit zum Minimum wird, was
als Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet wird. Diese wird kurz vorgestellt, wobei insbesondere auf die
Problematik der Suche grober Fehler hingewiesen wird.

Werden Modell- und Beobachtungsfehler unbekannter Art und Gréfle vermutet, so werden oftmals alternative
Schitzverfahren eingesetzt. Nach einer Klassifizierung in ,resistente” und ,;robuste” Verfahren, werden zwei
Schitzer mit hohem Bruchpunkt (L;-Schétzer, LMS-Schétzer) vorgestellt. Die numerische Losung alternativer
Parameterschétzungen wird am Beispiel der L;-Schéitzung ndher untersucht. Anhand eines numerischen Beispiels
wird gezeigt, daB8 die Losung mit Hilfe einer ,regewichteten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten* unter
Umsténden zu einer falschen Losung fithren kann. Darauthin wird der Einsatz heuristischer Optimierungsver-
fahren vorgeschlagen. Bei Ausfiihrungen zur Zuverldssigkeit alternativer Verfahren wird herausgestellt, daf3 diese
auch nicht immer grundsétzlich in der Lage sind, Ausreifler zu erkennen.

Eine Parameterschitzung, die auf rein geometrischen Uberlegungen beruht, ist die Ausgleichung nach maximaler
Korrelation. Die theoretischen Grundlagen, die auf den Arbeiten von PETROVIC (1991, 2002) beruhen, werden
angegeben, danach erfolgt eine Erweiterung fiir den Fall gewichteter und korrelierter Beobachtungen. Zudem
wird bewiesen, unter welchen Umsténden die Losung nach kleinsten Quadraten in der Unterklasse aller Losungen
nach maximaler Korrelation enthalten ist, was insbesondere fiir die praktische Anwendung von Bedeutung ist.
Die theoretischen Grundlagen werden um die Félle ,,Ausgleichung mit Bedingungen zwischen den Unbekannten*
und ,,singuldre Ausgleichungsprobleme* erweitert.

3.1 Parameterschiitzung nach der Methode der kleinsten Quadrate

Werden an die Beobachtungen sog. Verbesserungen v; angebracht, so bedarf es fiir eine Funktion dieser Ver-
besserungen einer zusétzlichen Forderung. Die am haufigsten aufgestellte Forderung ist, da8 die Quadratsumme
der gewichteten Verbesserungen mit

> pyv; > min 3.1)
i=1

zum Minimum wird, was als Methode der kleinsten Quadrate (oder L,-Norm-Schitzung) bezeichnet wird. Diese
Parameterschitzung besitzt selbstverstindlich die Eigenschaft, da3 die Standardabweichung jeder ausgeglichenen
GroBe minimal wird (Prinzip der minimalen Varianz). Zudem fiihrt die Anwendung dieses Prinzips zu Formeln,
die rechentechnisch besonders einfach zu handhaben sind. Eine Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate
ist bereits in den Abschnitten 2.2 und 2.3 dargestellt.

Dieses Schétzprinzip wurde etwa zeitgleich von C.F. GAUSS und A.M. LEGENDRE zu Beginn des 19. Jahrhun-
derts entdeckt und zunéchst auf astronomische Problemstellungen angewendet. Einen interessanten Einblick in
die Entstehungsgeschichte bieten Briefwechsel von C.F. GAUSS, die unter ,,Zur Geschichte der Entdeckung der
Methode der kleinsten Quadrate™ in (GAUSS 1900b, S. 136-141) dokumentiert sind und in denen C.F. GAUSS
beschreibt, da3 er diese Methode seit 1794 vielfach angewendet hat. Eine Diskussion iiber die Begriindung der
Methode der kleinsten Quadrate ist ebenfalls unter ,,Kritische Bemerkungen zur Methode der kleinste Quadrate*
anhand von Briefwechseln in (GAUSS 1900b, S. 142-148) dokumentiert. Eine Zusammenstellung von Abhand-
lungen zur Methode der kleinsten Quadrate ist in (GAUSS 1887) zu finden. Als weiteres grundlegendes Werk ist
(HELMERT 1924) anzusehen, worin neben Anmerkungen zur geschichtlichen Entwicklung unter anderem die
Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen beschrieben wird. Eine Zusammenfassung der historischen
Entwicklung und der GauB3schen Begriindungen fiir die Methode der kleinsten Quadrate ist in (CASPARY 1988)
zu finden. Zudem werden kritische Anmerkungen zur Anwendung dieser Methode aufgefiihrt, die jedem An-
wender bewuft sein sollten.

Der Durchbruch dieser Methode kam mit den Anwendungen in der Landesvermessung ab ca. 1850. Heutzutage
ist die Methode der kleinsten Quadrate die Standard-Auswertemethode fiir nahezu alle Fragestellungen in der
Geodisie und Geoinformationstechnik. Umfangreiche Softwarepakete erleichtern die Anwendung, so daB3 diese
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Methode (leider) oftmals als Black-box-Verfahren angewendet wird. Auch in der DIN 1319 Teil 4 (DIN 1998)
ist die Anwendung dieses Schitzprinzips bei iiberbestimmten Problemstellungen verankert.

Neben einer rein geometrischen Interpretation der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten, nimlich der Mini-
mierung einer Norm, 148t sich auch eine statistische Begriindung finden (Maximum-Likelihood-Schitzung). Dies
setzt aber voraus, da3 es sich bei den Beobachtungsfehlern um normalverteilte Zufallsgrofen handelt. In
(HELMERT 1924, S. 115) wird dazu ausgefiihrt: ,,LaBt sich nachweisen, daf3 das Fehlervorkommen der Gaufischen
Form (Anm.: Normalverteilung) [...] entspricht, so erhalten wir [...] durch die Methode der kleinsten Quadrate die
wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten. Zugleich besitzen diese Werte die grofiten Gewichte bzw. die
kleinsten mittleren Fehler. Entspricht aber das Fehlervorkommen dem Gauflschen Fehlergesetze nicht, so haben
wir nicht mehr die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten, dagegen in ihrer Bestimmung immer noch die
kleinsten mittleren Fehler [...].” Diesen warnenden Hinweis kann man an mehreren Stellen in der Literatur finden,
so fiihrt z.B. (LINNIK 1961, S. 284) aus, da3 die Optimaleigenschaften der Methode der kleinsten Quadrate auf
das engste mit der Normalverteilung des Fehlervektors der Beobachtungen verbunden sind.

Es ist aber unbedingt zu beachten, dal Messungen die Forderung nach strenger Normalverteilung nicht erfiillen
und auch nicht erfiillen kénnen; sie sind bestenfalls ndherungsweise normalverteilt (siehe hierzu z.B. CASPARY
1988; PETROVIC 2002, S. 12). Wird den geoditischen Messungen trotzdem eine Normalverteilung zugespro-
chen®, so handelt es sich hierbei lediglich um eine Annahme, die der tatsichlichen Natur der Messungen von Fall
zu Fall mal mehr und mal weniger gut entsprechen kann. Besitzt die Verteilungsfunktion lediglich die Eigen-
schaft der Symmetrie, werden die Ergebnisse einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten in der Literatur oft-
mals die ,,plausibelsten” oder ,,giinstigsten* genannt (siche z.B. WELSCH et al. 2000). Doch gerade der Begriff
»plausibel* sollte mit groBer Vorsicht verwendet werden, da mit ihm oftmals eine statistische Interpretierbarkeit
der Ergebnisse verbunden wird, die aber nur fiir normalverteilte Beobachtungen sachgemaB ist. Fiir den Fall, daf3

— die MefBfehler nicht normalverteilt sind, oder
— die MeBwerte mit groben Fehlern behaftet sind, oder
— die Modellbildung unvollstdndig ist (systematische Fehler),

liefert die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zwar immer noch ein Ergebnis, das die Forderung
(3.1) erfiillt (also im Sinne der Minimierung einer Norm ein ,,giinstiges* Ergebnis liefert), eine statistische Inter-
pretation dieser Ergebnisse ist jedoch nicht mehr mdglich. Beim Vorliegen grober Fehler in den Daten oder einer
unvollstdndigen Modellbildung liefert die Ausgleichung zudem unrealistische Modellparameter, was zur Folge
hat, daf} eine Identifikation grober Fehler bzw. fehlender Modellanteile anhand der Residuen oftmals unmdglich
ist. Ist zu befiirchten, daB3 es Bereiche gibt, in denen das angesetzte Modell nicht giiltig ist (z.B. die Forderung
nach exakter Transformierbarkeit von Koordinaten vom Start- ins Zielsystem kann aufgrund von Punktverschie-
bungen nicht erfiillt werden), oder werden grobe Fehler in den Messungen vermutet, so ist ein Preprocessing
erforderlich. Das Ziel aller Voruntersuchungen, unabhéngig von der gewidhlten Methode, besteht grundsétzlich
darin, die Daten zu bereinigen und das Modell gegebenenfalls zu erweitern, so da3 die Methode der kleinsten
Quadrate angewendet werden kann.

Fiir diese Voruntersuchung stehen verschiedene Strategien zur Verfiigung:

1. Suche nach groben und systematischen Fehlern anhand der Ergebnisse einer Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten in Form einer Residuenanalyse. Mit der in (HELMERT 1924) vorgeschlagenen Priifung der Vorzei-
chenverteilung der Residuen kann auf das Vorhandensein systematischer Fehler geschlossen werden. Uber die
Art des systematischen Fehlers lassen sich jedoch i.d.R. keine Riickschliisse ziehen. Die Elimination von Aus-
reiern kann sequentiell mit Hilfe des ,,data snoopings™ erfolgen. Dies kann gelingen, wenn maximal 3 — 5%
der Daten verfélscht sind (NIEMEIER 2002), der Erfolg hingt jedoch sehr stark von der Geometrie des Aus-
gleichungsproblems (Verteilung der Redundanzanteile) ab. Aufgrund der bekannten ,,Verschmierungseffekte*
(EinfluB grober Fehler auf Nachbarbeobachtungen) bei der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate,
stoft dieses Verfahren beim Vorliegen mehrerer Ausreifler schnell an seine Grenzen.

2. Sind mehrere grobe Fehler in den Daten zu befiirchten, so ist ein Preprocessing mit einer anderen Zielfunk-
tion ratsam. Hierzu zéhlt die Anwendung der sog. resistenten und robusten Verfahren, die in Abschnitt 3.2
beschrieben werden. Ein typisches resistentes Verfahren ist z.B. die L;-Norm-Schétzung mit der Zielfunktion

Z|v,. | > min , (3.2)
i=1

32 In der DIN 18 709 Teil 4, Nr. 2.5.1, Anm. 2 (DIN 1998) wird dazu ausgefiihrt: ,,Wenn nicht besondere Umstéinde dagegen sprechen, wer-
den die Werte der im Vermessungswesen vorkommenden MeBgréBen als normalverteilt angenommen. Eine Uberpriifung dieser Hypothese
im Einzelfall ist wegen des gewohnlich zu geringen Umfangs der Mefreihen nur selten moglich."
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bei der versucht wird, grob fehlerhafte Beobachtungen zu lokalisieren. Eine weitere alternative Zielfunktion,
die bei unvollstindigen geoditischen Modellen angewendet werden kann, um fehlende Modellanteile zu
identifizieren, ist der lineare Korrelationskoeffizient (quadriert) zwischen den Daten / und dem funktionalen
Modell f(u), der durch eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation (sieche Abschnitt 3.3) mit

(1, f (u)) — max (3.3)

seinen maximal moglichen Wert annimmt. All diese Verfahren haben die Aufgabe, den Datensatz zu berei-
nigen bzw. fehlende Modellanteile aufzuzeigen. Die endgiiltige Parameterschitzung kann danach mit der
Methode der kleinsten Quadrate erfolgen.

Neben den dargestellten Strategien ist auch der Einsatz von kombinatorischen Verfahren denkbar. Ein Verfahren,
dal3 auf dieser Grundlage arbeitet, wurde bereits entwickelt und wird als LMS-Schitzer (siche Abschnitt 3.2.5)
bezeichnet. Grundsétzlich soll, unabhingig von der gewihlten Methode, als Ergebnis einer Voruntersuchung fest-
stehen, welche grofstmégliche Untergruppe der Eingangsdaten (evtl. nach einer Vervollstindigung des mathe-
matischen Modells) einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten unterzogen werden kann.

Auf dem Gebiet der Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze besteht ebenfalls die Aufgabe, aus der Gesamt-
heit aller Punkte die grotmogliche Untergruppe herauszufinden, die mit der Forderung nach exakter Transfor-
mierbarkeit (im Rahmen der MeB3genauigkeit) einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten unterzogen werden
kann. Da diese Untergruppe jedoch im voraus nicht bekannt ist, sind ebenfalls Strategien zu entwickeln, diese zu
lokalisieren. In der Literatur (z.B. WELSCH et al. 2000) werden dazu i.d.R. sequenticlle Verfahren (Einzelpunkt-
analyse) mit metrischen Kriterien vorgeschlagen. Im nichsten Abschnitt folgen nun einige allgemeine Anmerkun-
gen zum Einsatz und zur numerischen Losung alternativer Schétzverfahren.

3.2 Parameterschitzung mit alternativen Schitzverfahren

3.2.1 Allgemeines

Sind die Voraussetzungen fiir eine sachgerechte Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate (vollstindiges
funktionales Modell, normalverteilte Beobachtungsfehler) nicht erfiillt, so liefert die Ausgleichung unrealistische
Modellparameter. Zudem sind, aufgrund der bekannten ,,Verschmierungseffekte®, fehlende Modellanteile und
Ausreifler in den Beobachtungen oftmals nicht mehr anhand der Residuen zu identifizieren. Grob falsche Beob-
achtungen konnen verursacht werden z.B. durch Ablesefehler, Punktverwechslungen, Fehler bei der Dateniiber-
tragung. Eine unvollstindige Modellbildung liegt z.B. vor, wenn bei der Transformation geodétischer Netze
Stiitzpunkte als stabil angenommen werden, obwohl sie sich verschoben haben. Da diese Verschiebungen grund-
sitzlich eine beliebige Grofle und Richtung annehmen koénnen, handelt es sich aber nicht um systematische
Einfliisse. Fiir die Behandlung unvollstindiger Modelle, bei denen systematische Anteile fehlen, wurde die Aus-
gleichung nach maximaler Korrelation entwickelt. Die Grundlagen sind in (PETROVIC 1991, 1997, 2002) zu
finden. Anwendungen dieser Methode in der Physikalischen Geodisie sind in (PETROVIC 1993) dargestellt,
Anwendungen im Bereich der Formerkennung sind in (NEITZEL 1998) zu finden.

Mit der Ausgleichung beim Vorliegen von Modell- und Beobachtungsfehlern unbekannter Art beschéftigen sich
die sog. resistenten und robusten Verfahren, deren Entwicklung mit den Arbeiten von HUBER und HAMPEL auf
dem Gebiet der mathematischen Statistik in den 60er Jahren begann. Ein Uberblick iiber die Entwicklung der
robusten Verfahren mit Angabe der wichtigsten Literaturstellen ist in (HAMPEL 2001) zu finden. Seit den 70er
Jahren haben die robusten Verfahren auch Einzug in die geodétische Anwendung gefunden (z.B. CAROSIO 1979),
einen aktuellen Uberblick bieten z.B. (NIEMEIER 2002) und (WICKI 1999). Da in der Geodisie die alternativen
Schitzverfahren zumeist durchweg als ,,robust” bezeichnet werden, wird im folgenden eine Klassifizierung vor-
genommen, um die Anwendungsbereiche der unterschiedlichen Verfahren klar abzugrenzen.

3.2.2 Klassifizierung alternativer Schiitzverfahren

Die folgende Klassifizierung alternativer Schétzverfahren in resistente Verfahren und robuste Verfahren ist in
(CASPARY 1996) zu finden und wird hier kurz dargestellt.

Ein statistisches Verfahren wird als resistent bezeichnet, wenn es unempfindlich gegen Verdnderungen der Daten
ist. Diese Verfahren dienen vorwiegend der Datenanalyse und diagnostischen Zwecken. Wahrscheinlichkeits-
theorie, Annahmen tiber die Verteilung und statistische Schitzkriterien spielen keine oder nur eine untergeordne-
te Rolle. Ein typisches Beispiel fiir ein derartiges Schitzverfahren ist der L;-Norm-Schétzer.
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Ein Schéitzverfahren ist robust, wenn es resistent ist und theoretisch begriindete Schétzkriterien (z.B. Effizienz,
Konsistenz, asymptotische Normalverteilung) erfiillt. Sie stellen zumeist einen Kompromif3 aus mehreren Anfor-
derungen dar und werden unter drei Hauptzielen entwickelt:

1. Der EinfluB} einzelner Beobachtungen auf das Schétzergebnis soll iiberall beschrankt sein.

2. Der Schitzer soll moglichst hohe Effizienz fiir das parametrische Modell besitzen, das den guten Daten
zugrunde gelegt worden ist.

3. Der Schitzer soll einen hohen Bruchpunkt aufweisen, d.h. er soll viele AusreiBer verkraften konnen.

Zur Gruppe der robusten Schitzer gehdren die von HUBER entwickelten M-Schitzer. In Weiterentwicklungen der
M-Schitzer wird versucht, bei groen Verbesserungen in den Hebelpunkten® deren Einfluf auf das Schitzergeb-
nis zu reduzieren. Die aktuellste Entwicklung auf diesem Gebiet stellt der in (WICKI 1999) entwickelte BIBER*-
Schitzer dar. Wie ein sinnvoller Einsatz resistenter und robuster Verfahren erfolgen kann, wird im folgenden Ab-
schnitt aufgezeigt. In Bezug auf die endgiiltige Parameterschéitzung sei aber noch ein warnender Hinweis ange-
fithrt, mit dem die Ausfithrungen in (CASPARY 1996) schlieBen: ,,Auf keinen Fall sollten aber Diagnosewerkzeu-
ge fur die Parameterschétzung eingesetzt werden®.

3.2.3 Auswertestrategie bei der Anwendung alternativer Schiatzverfahren

Zundchst wird die in (NIEMEIER 2002) und (WICKI 1999) vorgeschlagene Anwendung eines modifizierten
M-Schitzers (BIBER-Schétzer) dargestellt und kommentiert. Im Anschlufl daran wird ein alternativer Berech-
nungsablauf mit einem vorgeschalteten resistenten Verfahren vorgeschlagen.

Schritt 1: Nach Aufbereitung der Rohdaten und Aufstellung des funktionalen und stochastischen Modells wird
eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate durchgefiihrt. Es wird angenommen, dall nur ein
geringer Teil der Beobachtungen fehlerbehaftet ist.

Schritt 2: Ist das Datenmaterial mit groben Fehlern behaftet, so werden fiir einige Beobachtungen normierte
Verbesserungen | w; | > ¢ auftreten. Der konstante Grenzwert ¢ kann vom Anwender in Abhéngigkeit von der
Giite der Beobachtungen frei gewdhlt werden (erfahrungsgemdB wird 2.5 < ¢ < 4 gewihlt). Aufgrund der
bekannten ,,Verschmierungseffekte (Einflul grober Fehler auf Nachbarbeobachtungen) setzt an dieser Stelle ein
iterativer ProzeB ein. Die Beobachtung mit der groBten normierten Verbesserung | w; | > ¢ wird jeweils als Aus-
reifler eingestuft.

Schritt 3: Die Parameter X,, und die Verbesserungen v, miissen in einem neuen Ausgleichungsablauf

bestimmt werden, in dem der Einflul der als Ausreier deklarierten Beobachtung reduziert ist. Fiir den Ausglei-
chungsansatz

-1
%= (ATPA) ATPI (3.4)
werden verschiedene Mdglichkeiten angegeben, den Einflul} einer Beobachtung zu reduzieren:
1. den Anteil an den Normalgleichungen &ndern,
2. die Beobachtung selbst zu dndern (,,Modifikation* der Beobachtung) oder

3. das Gewicht p; zu reduzieren.

Da diese Vorgehensweisen gleichwertig sind, schldgt (WICKI 1999) vor, die Beobachtung derart zu veréndern,
dal3 die modifizierte normierte Verbesserung w; o = ¢ wird. Dazu werden zwei Berechnungsschritte angegeben

d; =v;—sign(v;)-c-o, , (3.5)

d;
limod =li—— (3.6)

wobei mit 7; der Redundanzanteil der Beobachtung /; bezeichnet wird. Mit dem so veridnderten Beobachtungs-
vektor werden die Parameter X, und die Verbesserungen v, bestimmt. Die Schritte 2 und 3 werden so lange
wiederholt, bis alle Verbesserungen in das mittlere Intervall der Schétzfunktion fallen.

3 Als Hebelpunkte oder -beobachtungen werden solche Beobachtungen bezeichnet, die deutlich entfernt von der geometrischen Anordnung
der iibrigen Beobachtungen liegen und zudem einen geringen Redundanzanteil aufweisen.
34 Bounded Influence by Standardized Residuals
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Ein besonderes Augenmerk soll an dieser Stelle dem Punkt 3 der obigen Aufzdhlung zukommen. Wéhrend sich
der Vorgang ,,Gewichtsreduktion* noch relativ ,,harmlos* anhort, so zeigt sich unter Punkt 2 was sich tatséchlich
dahinter verbirgt, ndmlich eine Verdnderung des MeBwertes, die eine beliebige Grofle annehmen kann. Im Laufe
der iterativen Fehlersuche kann also der Fall eintreten, dall mehrere Melwerte manipuliert werden. Da eine
Elimination dieser Ausreifler nicht vorgesehen ist, nehmen diese somit auch an der abschlieBenden Bestimmung
der Parameter mit Hilfe des BIBER-Schitzers teil. Fiir einen Geodéten, der seit jeher auch ein Experte fiir
MeBtechnik ist, ist es natiirlich nicht annehmbar, dafl ein Berechnungsverfahren einen Teil seiner Messungen
solange verdndert, bis ein Endergebnis erzielt wird, bei dem mit | w; | < ¢ alle normierten Verbesserungen einen
bestimmten Grenzwert nicht iiberschreiten. Zudem stellt sich die Frage, wie realistisch die derart geschétzten
Modellparameter sind. Dazu an dieser Stelle ein Zitat aus (CASPARY 1996): ,,Alle durch diese Methoden (Anm.:
L;-Schétzung, Einsatz eines M-Schétzers) aufgedeckten zweifelhaften Beobachtungen sind sorgfiltig zu analysie-
ren, eventuell zu streichen und erforderlichenfalls nachzubeobachten. Erst danach erfolgt die Parameterschét-
zung®. Eine endgiiltige Parameterschitzung mit dem BIBER-Schétzer erscheint somit nicht sachgemaf, vielmehr
sollte er als Diagnosewerkzeug eingesetzt werden, um einen Einblick in die Beschaffenheit der MeB3daten zu
ermdglichen. Nach der Bereinigung der Daten kann dann eine endgiiltige Parameterschitzung nach der Methode
der kleinsten Quadrate erfolgen. Auf einen sachgeméfen Einsatz des BIBER-Schitzers weist auch (WICKI 1999,
S. 171) hin: ,,Haufig wird der BIBER-Schétzer der Methode der kleinsten Quadrate vorgeschaltet, um grobe
Fehler in den Beobachtungen einfach, effizient und automatisch aufdecken zu kénnen.*

Der prozentuale Anteil fehlerhafter Daten an den Gesamtdaten, bei dem ein Schétzverfahren noch brauchbare
Ergebnisse liefert, wird als Bruchpunkt bezeichnet. Bei den modifizierten M-Schétzern betrdgt dieser Anteil ca.
5 bis 10% (NIEMEIER 2002). Bei der L;-Schétzung betrdgt dieser Bruchpunkt nahe 50%, eine Eigenschaft, die
man sich an dem Median einer MeBreihe leicht veranschaulichen kann. Der LMS-Schétzer weist ebenfalls einen
Bruchpunkt von bis zu 50% auf. Ist bei einer Ausgleichung mit einem grofleren Anteil fehlerhafter Beobachtun-
gen zu rechnen, wird die Anwendung eines (modifizierten) M-Schétzers fehlerhafte Schétzungen fiir die Parame-
ter liefern. Ein ,,sicherer Ablauf fiir die Parameterschitzung konnte daher wie folgt aussehen:

Schritt 1: Nach Aufbereitung der Rohdaten und Aufstellung des funktionalen und stochastischen Modells wird
eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate durchgefiihrt. Ist das Datenmaterial mit groben
Fehlern behaftet, so werden fiir einige Beobachtungen normierte Verbesserungen | w; | > ¢ auftreten.

Schritt 2: Um einen tieferen Einblick in die Daten zu erhalten, wird ein resistentes Schatzverfahren mit einem
hohen Bruchpunkt eingesetzt (z.B. L,-Schitzung, LMS-Methode). Die als fehlerhaft einzustufenden Beob-
achtungen werden eventuell gestrichen oder (falls moglich) nachbeobachtet.

Schritt 3: Da ein geringer Anteil ,,kleiner* grober Fehler, insbesondere bei geringer Redundanz des Modells, die
Diagnose unerkannt passieren kann, ist der iterative Einsatz eines (modifizierten) M-Schétzers denkbar. Dieser
Schritt kann als vorldufige Parameterschdtzung angesehen werden. Die ,herabgewichteten* bzw. auf ihren
Grenzwert ,,verschobenen® fehlerhaften Beobachtungen gilt es dann wieder zu analysieren und zu streichen oder
gegebenenfalls eine Nachmessung zu veranlassen.

Schritt 4: Ausgleichung der bereinigten Daten nach der Methode der kleinsten Quadrate (L,-Schitzung) als
endgiiltige Parameterschdtzung.

Der Einsatz alternativer Schétzverfahren in der Kongruenzuntersuchung geodétischer Netze ergibt sich aus den
obigen Darstellungen unmittelbar. Da gerade in Netzen zur Uberwachung von Deformationen mehr als 10% der
Punkte verschoben sein konnen, ist der Einsatz eines (modifizierten) M-Schétzers nicht sinnvoll. Es lduft
vielmehr darauf hinaus, eine Diagnose mit einem resistenten Verfahren mit hohem Bruchpunkt anzuwenden. Die
Untersuchungen in (KANANI 2000) bestitigen dies: In einem geoddtischen Netz, fiir das Koordinaten in zwei
Epochen vorliegen, wurden in 4 von 9 Stiitzpunkten simulierte Verschiebungen angebracht. Die Anwendung des
BIBER-Schétzers bei der Koordinatentransformation lieferte unbrauchbare Ergebnisse, wihrend die Punktver-
schiebungen mit dem LMS-Verfahren lokalisiert werden konnten.

Wie bereits beschrieben, konnen die aus der Anwendung resistenter oder robuster Verfahren erhaltenen Ergeb-
nisse nicht als endgiiltige Parameterschitzung angesehen werden. Die daraus erhaltenen Hinweise sollen viel-
mehr dazu genutzt werden, fehlerhafte Daten zu eliminieren oder das angesetzte Modell zu verfeinern. Im folgen-
den sollen nun zwei Verfahren mit hohem Bruchpunkt vorgestellt werden.
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3.2.4 L;-Schitzer

Die L;-Norm-Schétzung, bei der die Summe der Absolutbetrdge der Verbesserungen minimiert wird, gehort zu
den Lp-Norm-Schétzern

n

L, =Y [w]" - min (3.7)

i=1
mit p = 2 erhilt man mit

L, = > v} > min (3.8)

i=1

die bekannte Methode der kleinsten Quadrate (L,-Norm-Schétzer), die aufgrund der bekannten ,,Verschmie-
rungseffekte® sehr anfillig gegeniiber Ausreilern im Datenmaterial ist. Wéhlt man p = 1, so erhélt man mit

> [vi|— min (3.9)
i=1

die Zielfunktion der L,;-Norm-Schétzung, bei der die Summe der Absolutbetrige der Verbesserungen minimiert
wird. Als Ergebnis ergeben sich dann die Verbesserungen von m (Anzahl der Unbekannten) Beobachtungen zu
null. Aus dem widerspruchsfreien Gleichungssystem mit diesen Beobachtungen lassen sich dann die Unbekann-
ten berechnen. Im Gegensatz zur Methode der kleinsten Quadrate zeichnet sich diese Ausgleichung durch ein
hohes Mal3 an Robustheit aus. Sie hat einen Bruchpunkt von nahe 50%, d.h. die Ausgangsdaten diirfen bis zu
50% ,.kontaminiert* sein (NIEMEIER 2002). Der Begriff ,,robust® ist an dieser Stelle aber nicht ganz korrekt, da es
sich bei der L;-Norm-Schitzung um ein resistentes Verfahren handelt, mit dem versucht wird, ein klares Daten-
bild zu erzeugen. Nach der Bereinigung des Datenmaterials erfolgt dann die eigentliche Parameterschitzung mit
der Methode der kleinsten Quadrate. Untersuchungen zur L;-Norm-Schétzung mit Anwendung in der Netzaus-
gleichung und Koordinatentransformation sind z.B. in (FUCHS 1980) zu finden, mit Kongruenzuntersuchungen in
Deformationsnetzen durch Minimierung der Summe der Klaffungsbetrige beschiftigen sich (CASPARY et al.
1983), ein robuster Ausreilertest mit Hilfe der L;-Norm-Methode wird in (KAMPMANN 1986) vorgestellt.

3.2.5 LMS-Schitzer

Bei der LMS*-Schitzung (ROUSSEEUW 1984) werden aus n Beobachtungen jeweils m (Anzahl der Unbekannten)
ausgewdhlt, um damit die unbekannten Parameter eindeutig (widerspruchsfrei) zu bestimmen. Mit den so erhalte-
nen Losungen fiir die Unbekannten werden fiir alle Beobachtungen die Verbesserungen berechnet. Diese werden
dann quadriert und der Median wird bestimmt. Dieser Vorgang wird fiir alle moglichen Kombinationen von m
Beobachtungen durchgefiihrt. Als Losung wird dann diejenige ausgewéhlt, die die Forderung

median (v,?) —> min (3.10)

erfiillt. Der groBe Vorteil der LMS-Schitzung besteht darin, daf3 sie von den Einfliissen der Geometrie befreit ist
und sog. Hebelbeobachtungen keinen Einflul auf die Parameterschitzung ausiiben. In (NIEMEIER 2002) wird im
Zusammenhang mit Koordinatentransformationen angegeben, daf3 bei diesem Verfahren auch bis zu 50% fehler-
behafteter Daten (in Stiitzstellen oder Beobachtungen) zugelassen werden konnen. Ein Problem der LMS-
Schétzung ist die Anzahl der durchzufiihrenden Rechenschritte um aus den #n Beobachtungen alle Kombinationen
von m Beobachtungen zu berechnen. In der Kombinatorik wird dieser Fall als ,,Zichen ohne Zuriicklegen ohne
Beachtung der Reihenfolge™ bezeichnet, fiir den es

n n!
[m]zm!(n—m)! G.1D

Moglichkeiten gibt. Auf diese Schwierigkeit weist bereits (KAMPMANN 1993) hin und gibt an, daf3 bei n = 50
Beobachtungen und m = 10 Unbekannte, die Anzahl der erforderlichen Unbekanntenbestimmungen

50! /(10! x (50— 10)!) = 1.02722782E +10

35 .
Least Median Squares
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betragt. In (ROUSSEEUW und LEROY 1987) findet man dann auch den Vorschlag, die Gesamtanzahl der zu be-
rechnenden Kombinationen zu begrenzen, wobei dann aber nur noch mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
gewihrleistet ist, eine brauchbare Kombination zu treffen. Eine Anwendung der LMS-Schétzung bei der Koordi-
natentransformation ist in (KANANI 2000) zu finden. In (KAMPMANN 1993) wird ebenfalls die Anwendung der
LMS-Schitzung untersucht. In einem Beispiel werden 8 Punkte, von denen nur ein Hochwert einen groben
Fehler aufweist, einer ebenen affinen Koordinatentransformation unterzogen. Das Ergebnis sind unplausible
Werte sowohl fiir die Transformationsparameter als auch fiir die Verbesserungen. Der grobe Fehler konnte nicht
lokalisiert werden. Wie es zu derart unplausiblen Ergebnissen kommen kann, wird in Abschnitt 3.2.7 dargestellt.

3.2.6 Zur numerischen Losung alternativer Parameterschitzungen am Beispiel der
L;-Schitzung

Bei allen resistenten und robusten Schitzverfahren sind nichtlineare Gleichungssysteme®® zu l6sen, fiir die i.d.R.
kein direktes Losungsverfahren angegeben werden kann. Aus diesem Grund miissen iterative Verfahren einge-
setzt werden. In (BORUTTA 1988) werden einige Losungsverfahren fiir diese Aufgabenstellung vorgestellt, wobei
auch die iterative Anwendung des kleinste Quadrate Algorithmus aufgefiihrt ist. Diese Vorgehensweise soll nun
am Beispiel der Parameterschitzung nach der L;-Norm ndher untersucht werden. Fiir diese Aufgabenstellung
findet sowohl der Simplex-Algorithmus Anwendung (siche z.B. FUCHS 1980) als auch die Simulation der
L,-Schitzung durch eine , iterative regewichtete L,-Schétzung™ (siehe z.B. SCHLOSSMACHER 1973, KRARUP et al.
1980, KEGEL 1987). In der Literatur zur mathematischen Statistik wird zur Minimierung der Summe der Absolut-
werte der Verbesserungen in (SCHLOSSMACHER 1973) folgender Algorithmus vorgeschlagen:®’

1. Lose das normale kleinste Quadrate Problem mit den Gewichtsfaktoren p;=1, i=1,2,3, ..., n.

2. Mit den generierten kleinste Quadrate-Koeffizienten, a (k), berechne die Residuen, v (k),, i=1,2,3, ..., n.

3. Lose erneut das kleinste Quadrate Problem mit den Gewichtsfaktoren p; =1/|v(k);|. (Wenn ein v(k;)~0,
setze p;=0.)

4. Wiederhole die Schritte 2 und 3 bis |[v(k +1); - v(k);[= 0.

In numerischen Beispielen zeigt SCHLOSSMACHER (1973) die Ubereinstimmung der Losung mit denen, die mit
Techniken der Linearen Programmierung erzeugt wurden. Im folgenden soll die Methode der Regewichtung an
einfachen numerischen Beispielen untersucht werden.

Beispiel 1: Die MeBreihe mit den Werten 1" =[2 2 2 2 100] ist entnommen aus (FUCHS 1984). Die Losung ist
sofort abzulesen, der Median dieser MeBreihe betrdgt x = 2. Nun soll versucht werden, die Losung mit dem oben
beschriebenen Verfahren zu generieren. Der Schrankenwert fiir Schritt 3 wird im folgenden mit & bezeichnet und
wird in diesem Beispiel mit g, = 1E-5 gewihlt. Somit wird p; = 0 gesetzt, wenn v(k;) < 1E-5. Das Abbruchkriteri-
um in Schritt 4 wird mit & bezeichnet und in diesem Beispiel mit &, = 1E-7 festgelegt, so dall die Schritte 2 und 3
solange wiederholt werden, bis |v(k +1); —v(k) l-| <1E-7.

Der erste Iterationsschritt liefert die kleinste Quadrate Losung (Mittelwert), in den weiteren Iterationsschritten
werden die Gewichte jeweils geméll Schritt 2 berechnet und damit erneut eine Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten geméal Schritt 3 durchgefiihrt. Mit ,,delta x* wird die Differenz zweier aufeinanderfolgender Losungen
bezeichnet, ,,max delta v* bezeichnet die maximale Differenz in den Verbesserungen zwischen zwei aufeinander-
folgenden Iterationen.

1. Iterationsschritt

x= 21.6000000000

Gewichte Verbesserungen
1.0000000000 19.6000000000
1.0000000000 19.6000000000
1.0000000000 19.6000000000
1.0000000000 19.6000000000
1.0000000000 -78.4000000000

Summe |v|= 156.8000000000

36 Auch wenn die urspriinglichen Beobachtungsgleichungen linear sind (z.B. Nivellement), entstehen durch Einfithrung robuster Schatz-
funktionen nichtlineare Gleichungssysteme.

37 Ubersetzung aus dem Englischen, die Notation wurde der vorliegenden Arbeit angepalt.
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2. Iterationsschritt

x= 7.7647058824 delta x=-13.83529412
Gewichte Verbesserungen
0.0510204082 5.7647058824
0.0510204082 5.7647058824
0.0510204082 5.7647058824
0.0510204082 5.7647058824
0.0127551020 -92.235294117¢6

max delta v = 13.8352941176

Summe |v|= 115.2941176471

Die Iterationen 3 bis 11 werden aus Platzgriinden nicht aufgefiihrt, es folgt der 12. Iterationsschritt.

12. Iterationsschritt

x= 2.0000058413 delta x= -1.752376034e-05
Gewichte Verbesserungen

42799.0306122473 0.0000058413

42799.0306122473 0.0000058413

42799.0306122473 0.0000058413

42799.0306122473 0.0000058413
0.0102040841 -97.9999941587

max delta v = 0.0000175238

Summe |v|= 98.0000175238

In diesem Iterationsschritt wird der Schrankenwert £ von den ersten vier Verbesserungen unterschritten, so dafl
im ndchsten Iterationsschritt die Gewichte der zugehdrigen Beobachtungen zu null gesetzt werden.

13. Iterationsschritt

x=100.0000000000 delta x= 97.99999416
Gewichte Verbesserungen
0.0000000000 98.0000000000
0.0000000000 98.0000000000
0.0000000000 98.0000000000
0.0000000000 98.0000000000
0.0102040822 0.0000000000

max delta v = 97.9999941587

Summe |v|= 392.0000000000

Es ist zu erkennen, daf3 die Losung, die sich im 12. Schritt noch nahe der Sollsung x = 2 befunden hat, nun auf
x = 100 umspringt. Dies hat nun zur Folge, da} die letzte Verbesserung den Wert null annimmt, was wiederum
dazu fiihrt, dal das Gewicht dieser Beobachtung im néchsten Schritt zu null gesetzt wird. Dadurch springt die

Losung im 14. Schritt wieder auf den Wert x = 2.

14. Iterationsschritt

x= 2.0000000000 delta x=-98.00000000
Gewichte Verbesserungen
0.0102040816 0.0000000000
0.0102040816 0.0000000000
0.0102040816 0.0000000000
0.0102040816 0.0000000000
0.0000000000 -98.0000000000

max delta v = 98.0000000000

Summe |v|= 98.0000000000

Im 15. Iterationsschritt springt die Losung dann wieder auf den Wert x = 100 usw. Die Losung alterniert zwi-
schen den Werten 2 und 100, das Abbruchkriterium fiir die Iteration wird nicht erreicht. Als Grund fiir das zu
null setzen von Gewichten bei kleinen Residuen nennt SCHLOSSMACHER (1973), daf3 bei sehr groen Gewichts-
faktoren numerische Instabilititen auftreten konnen, die die Konvergenzrate verlangsamen. Im folgenden soll
dieser Aspekt auBBer acht gelassen werden und das obige Beispiel erneut berechnet werden. Ein zu null setzen von
Gewichten erfolgt nicht, als Abbruchkriterium fiir die Iteration wird wieder & = 1E-7 gewdhlt. Die ersten 15
Iterationsschritte werden nicht aufgefiihrt, im 16. Schritt erhilt man:
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16. Iterationsschritt

x= 2.0000000228 delta x= -6.845220923e-08

Gewichte Verbesserungen
10956549.224 0.0000000228
10956549.224 0.0000000228
10956549.224 0.0000000228
10956549.224 0.0000000228
0.0102040816 -97.9999999772
max delta v = 0.0000000685
Summe |v|= 98.0000000685

Damit wird in diesem Beispiel das Sollergebnis im Rahmen der gewéhlten Abbruchschranke erreicht. Dall man
aber nicht grundsitzlich davon ausgehen kann, dal die Iteration an der ,richtigen™ Stelle abbricht, wird im
néchsten Beispiel gezeigt.

Beispiel 2: Gegeben ist die MeBreihe 1" = [133.975 133.975 133.975 133.975 135.075 136.075 141.553].
Die Losung kann wieder sofort abgelesen werden, der Median betrdgt x = 133.975. Versucht man, eine Losung
mit Hilfe des SCHLOSSMACHER-Algorithmus zu finden, so ist festzustellen, daB fiir jedes beliebige Abbruch-
kriterium & < & keine Losung gefunden wird. Der Algorithmus lduft auf die Losung 133.975 zu, dann werden
die Verbesserungen so klein, dal die Gewichte der ersten vier Beobachtungen zu null gesetzt werden. Im
néchsten Schritt entfernt sich die Losung dann von diesem Wert, um in den néchsten Schritten wieder darauf
zuzulaufen. Ist die Sollosung fast erreicht, werden die Gewichte wieder zu null gesetzt und die Iteration lauft
weiter ohne das Abbruchkriterium zu erreichen. Wie im ersten Beispiel soll nun versucht werden, eine Losung zu
erzeugen, indem das zu null setzen der Gewichte ausgeschaltet wird. Als ein mogliches plausibles Abbruch-
kriterium fiir die Iteration wird & = 1E-5 (zwei Zehnerpotenzen mehr als die MeBgenauigkeit der verwendeten
Eingangswerte) gewéhlt. Damit erhélt man das folgende Ergebnis.

1. Iterationsschritt

x=135.5147142857 delta x=135.5147143
Gewichte Verbesserungen

1.0000000000 1.5397142857
1.0000000000 1.5397142857
1.0000000000 1.5397142857
1.0000000000 1.5397142857
1.0000000000 0.4397142857
1.0000000000 -0.5602857143
1.0000000000 -6.0382857143
max delta v = 0.5397142857
Summe |v|= 13.1971428571

2. Iterationsschritt

x=135.0749929176 delta x= -0.4397213681

Gewichte Verbesserungen

0.6494711449 1.0999929176
0.6494711449 1.0999929176
0.6494711449 1.0999929176
0.6494711449 1.0999929176
2.2742040286 -0.0000070824
1.7848036716 -1.0000070824
0.1656099177 -6.4780070824
max delta v = 0.4397213681
Summe |v|= 11.8779929176

3. Iterationsschritt

x= 135.0749858355 delta x= -7.082119993e-06
Gewichte Verbesserungen

0.9090967623 1.0999858355
0.9090967623 1.0999858355
0.9090967623 1.0999858355
0.9090967623 1.0999858355
141195.8677499584 -0.0000141645
0.9999929177 -1.0000141645
0.1543684635 -6.4780141645
max delta v = 0.0000070821

Summe |v|= 11.8779858355
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Es ist ersichtlich, dafl diese Iteration bei einer falschen Losung stehengeblieben ist. Der Grund dafiir liegt in
einem flachen Verlauf der Konvergenzkurve; die Losungen zweier aufeinanderfolgender Iterationsschritte liegen
dabei so nahe beieinander, daf3 das Iterationsverfahren mit der Abbruchschranke & = 1E-5 an der falschen Stelle
abbricht. Wahlt man daraufhin mit & = 1E-7 einen kleineren Wert als Abbruchschranke, so erhdlt man nach
73 (!) Iterationen das folgende Ergebnis.

73. Iterationsschritt

x= 133.9750002441 delta x=-8.138118801e-08

Gewichte Verbesserungen
3071962.751 0.0000002441
3071962.751 0.0000002441
3071962.751 0.0000002441
3071962.751 0.0000002441

0.9090911781 -1.0999997559
0.4761905500 -2.0999997559
0.1319609452 -7.5779997559
max delta v = 0.0000000814
Summe |v|= 10.7780002441

Nun ist die Iteration auf den ,,richtigen” Losungspunkt zugelaufen. Die Abweichung zur Sollosung (die in diesem
Fall bekannt ist) betragt 2.441E-07, obwohl das Abbruchkriterium mit & = 1E-7 gewéhlt wurde. Es ist also unbe-
dingt zu beachten, dal sich Abbruchkriterien fiir Iterationsverfahren lediglich auf die Differenz zweier benach-
barter Losungen beziehen. Wie weit man von der tatsdchlichen Losung entfernt ist, kann nicht abgeschitzt
werden. Um das Kovergenzverhalten dieses Beispiels zu veranschaulichen, sind in Abbildung 3.1 die Losungen x
im Iterationsschritt i dargestellt.
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Abbildung 3.1: Losung x im Iterationsschritt i

In dieser Darstellung ist zu erkennen, dafl die Konvergenz in den ersten Schritten sehr langsam ist, dann einen
steilen Verlauf annimmt und am Ende wieder sehr langsam wird. Dieses Verhalten kann auch veranschaulicht
werden, indem man die Differenz Ax zweier aufeinanderfolgender Losungen in einen Diagramm darstellt, siche
Abbildung 3.2.
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Abbildung 3.2: Differenz Ax der Losung im Iterationsschritt i zur vorangegangenen Losung

DalBl man auch Fille finden kann, bei denen der SCHLOSSMACHER-Algorithmus funktioniert, wird im néchsten
Beispiel gezeigt. Ein besonderes Augenmerk soll aber darauf gelegt werden, mit welcher Genauigkeit die
Solldsung erreicht wird.

Beispiel 3: Gegeben ist die MeBreihe 1I' = [99.97 99.98 99.99 100.00 100.01 101.00 101.00]. Das Ergebnis
kann wieder sofort abgelesen werden und betrdgt x = 100.00. Wahlt man & = 1E-5 und &, = 1E-7, so liefert der
SCHLOSSMACHER-Algorithmus im 12. Iterationsschritt das folgende Ergebnis.

12. Iterationsschritt

x=100.0000005993 delta x= -2.842170943e-14

Gewichte Verbesserungen

33.3326674408 0.0300005993
49.9985017568 0.0200005993
99.9940072067 0.0100005993
0.0000000000 0.0000005993
100.0059935116 -0.0099994007
1.0000005993 -0.9999994007
1.0000005993 -0.9999994007

max delta v = 2.842170943e-14
Summe |v|= 2.0700005993

Nun wird das Beispiel erneut durchgerechnet, wobei die Schranke fiir das zu null setzen der Gewichte wieder mit
& = 1E-5 gewdhlt wird. Um ein Ergebnis zu erzielen, daB3 nidher an der Solldsung liegt als das obige, wird jetzt
als Abbruchbedingung fiir die Iteration & = 1E-14 festgelegt. Im 13. Iterationsschritt erhdlt man die folgende
Losung.

13. Iterationsschritt

x=100.0000005993 delta x= 0
Gewichte Verbesserungen
33.3326674408 0.0300005993
49.9985017569 0.0200005993
99.9940072070 0.0100005993
0.0000000000 0.0000005993
100.0059935113 -0.0099994007
1.0000005993 -0.9999994007
1.0000005993 -0.9999994007

max delta v = 0

Summe |v|= 2.0700005993
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Vergleicht man die Berechnungen, so ist zu erkennen, dal man in beiden Féllen das gleiche Ergebnis erhélt
(beide Ergebnisse weichen um 5.993E-07 von der Sollgsung ab), obwohl bei der zweiten Berechnung ein wesent-
lich kleinerer Wert fiir & gewahlt wurde. Der Grund dafiir liegt in der Wahl des Schrankenwertes fiir das zu null
setzen von Gewichten. Dieser wurde in beiden Berechnungen mit g = 1E-5 gewédhlt. Dadurch wird die Genauig-
keit, mit der bei Anwendung des SCHLOSSMACHER-Algorithmus die in diesem Beispiel bekannte Sollosung
erreicht wird, begrenzt.

Den Vorschlag, alternative Parameterschitzungen mit Hilfe einer regewichteten kleinste Quadrate Ausgleichung
zu losen, findet man in der geoddtischen Literatur u.a. bei (KRARUP et al. 1980). Speziell fiir die Ausgleichung
nach der L;-Norm werden dort die Gewichte mit

1
p=—
v|+c

angegeben, wobei ¢ = const. eine kleine Grofle im Vergleich zu den Verbesserungen ist. Des weiteren wird
ausgefiihrt: ,,Convergence can be proved under mild conditions for ¢ — 0.“ Ein zu null setzen von sehr groflen
Gewichten wie in (SCHLOSSMACHER 1973) wird nicht vorgeschlagen. Dadurch ist bei der Verwendung dieses
Verfahrens mit der von (SCHLOSSMACHER 1973) erwidhnten langsamen Konvergenz bei groBlen Gewichten zu
rechnen. Zudem stellt sich auch hier wieder die Frage nach einem sinnvollen Abbruchkriterium fiir die Iteration.
Der in (KRARUP et al. 1980) vorgeschlagene Losungsweg soll nun anhand eines numerischen Beispiels unter-
sucht werden.

Beispiel 4: Gegeben ist der Beobachtungsvektor 1'= [133.975 133.975 133.975 133.975 135.075 136.075
141.553], die Losung kann wieder sofort abgelesen werden und betrigt x = 133.975. Nun soll versucht werden,
die Losung mit Hilfe der in (KRARUP et al. 1980) vorgeschlagenen gewichteten kleinste Quadrate Ausgleichung
zu erzeugen. Die Konstante ¢ wird mit ¢ = 1E-9 festgelegt, die Iteration soll abbrechen, wenn die Differenz
zweier aufeinanderfolgender Losungen den Wert & = 1E-5 unterschreitet. Damit erhélt man das folgende Ergeb-
nis.

(3.12)

1. Iterationsschritt

x=135.5147142857 delta x= 135.5147143
Gewichte Verbesserungen
0.9999999990 1.5397142857
0.9999999990 1.5397142857
0.9999999990 1.5397142857
0.9999999990 1.5397142857
0.9999999990 0.4397142857
0.9999999990 -0.5602857143
0.9999999990 -6.0382857143
Summe |v|= 13.1971428571

2. Iterationsschritt

x=135.0749929184 delta x= -0.4397213673

Gewichte Verbesserungen
0.6494711445 1.0999929184
0.6494711445 1.0999929184
0.6494711445 1.0999929184
0.6494711445 1.0999929184
2.2742040234 -0.0000070816
1.7848036748 -1.0000070816
0.1656099177 -6.4780070816

Summe |v|= 11.8779929184

3. Iterationsschritt

x= 135.0749858390 delta x=-7.079355044e-06

Gewichte Verbesserungen
0.9090967609 1.0999858390
0.9090967609 1.0999858390
0.9090967609 1.0999858390
0.9090967609 1.0999858390

141231.0634510028 -0.0000141610
0.9999929195 -1.0000141610
0.1543684636 -6.4780141610

Summe |v|= 11.8779858390
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Wie in Beispiel 2, so lduft auch diese Iteration auf eine falsche Losung zu. Wéhlt man hingegen die Abbruch-
schranke mit £ = 1E-7, so erhdlt man nach 73 Iterationen das folgende Ergebnis.

73. Iterationsschritt

x= 133.9750002472 delta x=-8.139434726e-08

Gewichte Verbesserungen
3034187.9769192813 0.0000002472
3034187.9769192813 0.0000002472
3034187.9769192813 0.0000002472
3034187.9769192813 0.0000002472

0.9090911815 -1.0999997528
0.4761905509 -2.0999997528
0.1319609453 -7.5779997528
Summe |v|= 10.7780002472

Nun ist die Iteration auf den ,richtigen” Losungspunkt zugelaufen. Wie in Beispiel 2 ist die Abweichung zur
Solldsung mit 2.472E-07 grofer, als das gewéhlte Abbruchkriterium mit £= 1E-7.

An diesen einfachen numerischen Beispielen konnte bereits gezeigt werden, daff die Simulation der L;-Schéitzung
durch eine Iteration nach Gewichten, trotz eines sinnvoll gewidhlten Abbruchkriteriums, auf eine falsche Losung
zulaufen kann. Der Grund dafiir ist, daf} bei einer derartigen Vorgehensweise eine sehr langsame Konvergenzrate
entstehen kann. Dies hat zur Folge, dafl zwei aufeinanderfolgende Losungen so dicht beieinander liegen, dal3 die
Iteration abbricht, obwohl der Losungspunkt nicht erreicht ist. Dies gilt sowohl fiir den in (SCHLOSSMACHER
1973) vorgeschlagenen Losungsweg als auch fiir den in (KRARUP et al. 1980), wobei im letztgenannten Losungs-
weg mit einer langsameren Konvergenz zu rechnen ist, da bei sehr kleinen Verbesserungen die Gewichte nicht zu
null gesetzt werden. Zudem ist damit zu rechnen, daf sich die aufgezeigten Probleme bei mehrdimensionalen
Ausgleichungsproblemen verstirken. Weiterhin ist anzumerken, daf bei praktischen Anwendungen die Sollésung
natiirlich nicht bekannt ist, so daB keine Moglichkeit besteht, das Ergebnis einer derartigen Ausgleichung zu
iiberpriifen. Ein weiterer Nachteil besteht darin, daf3 alternative Optima nicht bestimmt werden konnen (KAMP-
MANN 1988). Sollte man dennoch mit Programmsystemen arbeiten, in denen Methoden der ,,Regewichtung* fiir
die Simulation alternativer Schitzverfahren eingesetzt werden, so ist auf jeden Fall ratsam, die Abbruchschranke
fir die Iteration moglichst klein zu wihlen und evtl. unterschiedliche Abbruchkriterien ,,auszuprobieren®. Eine
endgiiltige Gewihr fiir die Richtigkeit des Endergebnisses erhélt man damit aber auch nicht.

Als Grund fiir die Einfithrung einer Iteration nach Gewichten wird von vielen Autoren angefiihrt, daf sich dieser
Losungsweg sehr einfach in ein Programm zur kleinsten Quadrate Ausgleichung integrieren 146t. In (SOMOGYI
und ZAvOTI 1993) findet man dann auch fiir elf verschiedene Schétzfunktionen die entsprechenden Gewichts-
funktionen um die Parameterschitzung mit einer regewichteten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten durch-
zufithren. Das Problem, bei diesen Iterationen nach Gewichten ein sinnvolles Abbruchkriterium festzulegen,
diirfte aber auch hierbei bestehen und sollte Gegenstand weiterer Untersuchungen sein.

Wihrend sich fiir die Losung der L;-Norm-Schitzung noch der Simplex-Algorithmus (siehe z.B. FUCHS 1980)
anbietet, stehen fiir die iibrigen alternativen Schétzverfahren i.d.R. keine weiteren Methoden fiir die numerische
Losung bereit. Aus diesem Grund soll nun fiir derartige Problemstellungen der Einsatz sog. heuristischer Verfah-
ren®® vorgeschlagen werden, bei denen durch systematisch-stochastisches Ausprobieren versucht wird, eine
(beliebige) Zielfunktion zu optimieren. Derartige Verfahren sind in der geoditischen Anwendung noch nicht weit
verbreitet. In (BOBRICH 1995) werden die Grundideen der heuristischen Verfahren vorgestellt und erstmalig fiir
die Ausgleichung eines Lagenetzes nach der Methode der kleinsten Quadrate angewendet. Da fiir eine derartige
Aufgabenstellung aber auch mit der herkdmmlichen Losungsstrategie (Linearisierung der Beobachtungsgleichun-
gen und iterative Losung des kleinste Quadrate Algorithmus) eine gleichwertige Losung erzielt werden kann,
fand der heuristische Losungsansatz wenig Beachtung. In (MAUTZ 2001) werden die heuristischen Verfahren
erneut aufgegriffen und erfolgreich auf eine Problemstellung angewendet, bei der keine Néherungswerte vorhan-
den sind, ndmlich der Analyse von Frequenzen in Zeitreihen. Es bietet sich an, diese Verfahren auch bei der
Ldsung von robusten Parameterschitzungen einzusetzen. Der grole Vorteil besteht darin:

— es ist keine Linearisierung der Beobachtungsgleichungen erforderlich,
— es konnen problemlos beliebige Zielfunktionen optimiert werden,

— globale Optima konnen gefunden werden,

— Niherungswerte sind nicht erforderlich®.

38 Das Wort ,,Heuristik* wurde aus dem griechischen Verb heuriskein hergeleitet und bedeutet ,,finden” oder ,,entdecken®. Es wird erzéhlt,
daB Archimedes laut ,,Heureka®“ (Ich habe es herausgefunden!) gerufen hat, als er entdeckte, daB der Schmied den Konig mit der Krone
betrogen hatte.

39 s ist lediglich ein Intervall anzugeben, in dem die Losung gesucht wird.
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Dem stehen folgende Nachteile gegeniiber:

— eine Losung kann nicht garantiert werden,

— da die Verfahren letztendlich auf Zufallszahlen basieren, ist ein mehrfacher Start des Programms erforderlich,
um zu liberpriifen, ob tatsdchlich das Optimum gefunden wurde,

— ein enormer numerischer Aufwand durch die hohe Anzahl von Iterationen,

— das Auffinden alternativer Optima kann nicht garantiert werden.

Dennoch sind die heuristischen Verfahren, gerade im Hinblick auf die stetig steigende Rechnerleistung, eine sehr
interessante Alternative, um eine numerische Losung fiir alternative Schétzverfahren herbeizufiihren. Der Einsatz
dieser Verfahren wird in dieser Arbeit nicht ausgearbeitet, sollte aber Gegenstand weiterer Untersuchungen sein.

3.2.7 Zuverlissigkeit alternativer Schitzverfahren

Als MaB fiir die globale Zuverldssigkeit eines Schitzverfahrens wird der Bruchpunkt angegeben. Der Bruchpunkt
eines Schitzverfahrens ist der Prozentsatz von fehlerhaften Daten beliebiger GroBe, der erlaubt ist, bevor das
Schéitzverfahren falsche Werte liefert bzw. ,,zusammenbricht® (NIEMEIER 2002). Der Bruchpunkt fir die
L,-Schétzung und die LMS-Schétzung betrigt bis zu 50%. In (HEKIMOGLU und KOCH 1999) wird ausgefiihrt, daf3
dieser Wert die Fahigkeit eines Schitzverfahrens charakterisiert, mit sehr grolen Ausreilern zurechtzukommen.
Da diese aber in der geoditischen Praxis eher selten auftreten, wurde ein Zuverldssigkeitsmall entwickelt, fiir den
Fall, da3 mehrere kleine Ausreifler im Datenmaterial vorhanden sind. Dieses wird definiert als ,,minimale mittlere
Erfolgsrate” (minimum mean success rate), in einem gegebenen Ausreiferintervall fiir eine bestimmte Anzahl
von Ausreiflern. Untersucht wurden die Schitzverfahren nach HUBER, ein modifizierter M-Schitzer, die LMS-
Methode, der ANDREWS-Schitzer und die L;-Norm-Schitzung. Fiir die detaillierten Ergebnisse der Untersuchung
an Beispielen der einfachen und multiplen linearen Regression sei auf (HEKIMOGLU und KOCH 1999) verwiesen.
Als Zusammenfassung der Untersuchungen 148t sich angeben:

— Bei den alternativen Schétzverfahren kann es vorkommen, dafl diese Ausreifler produzieren, obwohl im
Datenmaterial keine enthalten waren.

— Die Zuverléssigkeit robuster Methoden ist abhidngig von der Anzahl der Unbekannten, der Anzahl und Gr6-
Benordnung der Ausreifler und von der Art der Ausreiler und der Position (Geometrie) der Beobachtungen.

— Die Zuverléssigkeit robuster Methoden nimmt rapide ab, wenn die Anzahl der Unbekannten zunimmt.

Das Verhalten verschiedener Schitzverfahren in einem geodétischen Netz ist in (BERBER und HEKIMOGLU 2001)
untersucht worden. Die untersuchten Methoden waren die Schitzer nach ANDREWS, BEATON-TUKEY, HAMPEL
und HUBER, sowie die Danische Methode, die L;-Methode und ein modifizierter M-Schitzer. Damit wurde ein
geodaitisches Netz als Trilaterationsnetz, als Triangulationsnetz und als kombiniertes Strecken- und Richtungs-
netz untersucht. Das oben beschriebene Verhalten der verschiedenen Schétzverfahren war auch hier festzustellen.
Zudem wurde ein unterschiedliches Verhalten der Schétzverfahren in den jeweiligen Netzen festgestellt. Insge-
samt konnte festgestellt werden, da3 die Erfolgsquote auch bei groBerer Redundanz niedrig ist. Fiir alle Schétz-
verfahren gilt, daB die Geometrie der Beobachtungen eine starke Auswirkung auf die Identifizierung von
Ausreiflern hat. Eine spezielle Untersuchung des Verhaltens der LMS-Schitzung ist in (HEKIMOGLU 2001) zu
finden. Dort wird als Beurteilungskriterium die ,,lokale Zuverlédssigkeit (local reliability) eingefiihrt und das
Verhalten der LMS-Schétzung an Beispielen der linearen Regression untersucht. Das Ergebnis dieser Untersu-
chung ist:

— Die LMS-Methode kann in einigen Féllen AusreiBer produzieren, obwohl in den Daten keine enthalten sind.

— Obwohl der Bruchpunkt des Verfahrens hoch ist, kann nicht garantiert werden, daf3 alle Ausreiler in einem
fehlerbehafteten Datensatz zuverlédssig gefunden werden, wenn es sich dabei um Ausreifler kleiner GroBen-
ordnung handelt.

— Die Zuverléssigkeit verdndert sich zum einen in Abhéngigkeit von der Anzahl der Unbekannten und der
Anzahl und GréBenordnung der Ausreiler und zum anderen in Abhédngigkeit von der Art der Ausreifler und
der Position (Geometrie) der Beobachtungen.

— Mit einer Zunahme der Anzahl von Ausreilern nimmt die lokale Zuverlassigkeit der LMS-Schétzung ab.

— Je groBer die Anzahl der Unbekannten ist, desto niedriger ist die lokale Zuverldssigkeit der LMS-Schitzung.

AbschlieBend bleibt also festzustellen, daf3 es eine ,,Universalmethode fiir die Datenanalyse nicht gibt und der
Erfolg eines gewéhlten Verfahrens immer sehr stark von der Geometrie des jeweiligen Ausgleichungsproblems
abhéngt.
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3.2.8 Weiterfithrende Schritte

Ubertrigt man die in den vorangegangenen Abschnitten aufgezeigten Eigenschaften alternativer Parameter-
schitzungen auf die Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze, so ist festzustellen, daf3 sich die modifizierten
M-Schitzer nicht fiir diese Aufgabe eignen, da sie lediglich einen Bruchpunkt von maximal ca. 10% aufweisen.
Im Gegensatz zu den M-Schitzern, bei denen alle Beobachtungen zur Parameterschétzung herangezogen werden,
steht die L,-Schitzung und die LMS-Methode. Bei beiden wird nur eine Minimalkonfiguration von Beobachtun-
gen flir die Parameterschidtzung verwendet, so daf3 deren Bruchpunkt theoretisch bis zu 50% betragen kann.
Untersuchungen anderer Autoren haben aber gezeigt, da3 auch der Einsatz dieser Methoden zu unplausiblen
Ergebnissen fiihren kann.

Die Aufgabe, die es im folgenden zu 16sen gilt, besteht somit darin, neue Methoden zu entwickeln, die es ermog-
lichen, die maximale Untergruppe aus den Beobachtungen herauszufinden, mit der bei einer Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten ein vertrdgliches Ergebnis erzielt werden kann. Diese Methoden sollen auch dann zum
Erfolg fithren, wenn die bestehenden Verfahren keine brauchbare Losung liefern. In Bezug auf die Kongruenz-
untersuchung geoditischer Netze bedeutet dies, aus der Gesamtheit aller (Stiitz)punkte die grofitmogliche Unter-
gruppe stabiler Punkte auch dann zu identifizieren, wenn die bestehenden Verfahren versagen.

Im Hinblick auf diese Aufgabenstellung wird in den folgenden Abschnitten ein neues alternatives Schétzver-
fahren, ndmlich die Ausgleichung nach maximaler Korrelation auf Grundlage der Arbeiten von PETROVIC (1991,
2002) detailliert ausgearbeitet. Der Einsatz dieses Schitzverfahrens erfolgt dann in Kapitel 4.

3.3 Parameterschitzung nach der Methode der maximalen Korrelation

3.3.1 Einfithrung

Die Grundidee der in (PETROVIC 1991) entwickelten Ausgleichung nach maximaler Korrelation (MCA)* besteht
darin, die Parameter des mathematischen Modells derart zu bestimmen, daf} der lineare Korrelationskoeffizient
(quadriert) zwischen den Daten / und dem Modell £ (u)*' mit

*(1, f(4)) - max (3.13)

seinen maximal moglichen Wert annimmt. Diese Ausgleichung ist rein geometrisch begriindet und die anschau-
liche Zielsetzung besteht darin, die Formen des Modells in den Daten zu identifizieren.** Diese Ausgleichung
kann im Fall einer unvollstindigen Modellbildung (z.B. Vorhandensein systematischer Fehler) angewendet
werden (PETROVIC 2002). Anders als bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten werden die Residuen
nicht zum Minimum gezwungen, was in dem oben beschriebenen Fall zu unrealistischen Modellparametern
fithren kann. Ein weiterer Unterschied besteht darin, dafl die Losung nach maximaler Korrelation in den meisten
Féllen nicht eindeutig ist, sondern eine ganze Klasse, die somit auch eine ganze Klasse von Residuensétzen
induziert. Diese Mehrdeutigkeit, die auf den ersten Blick nachteilig erscheint, ist aber der groe Vorteil einer
Ausgleichung nach maximaler Korrelation, denn in der Klasse der Residuensétze sind auch solche zu finden, die
Riickschliisse auf fehlende Modellanteile ermdglichen. Beispiele dafiir sind in (NEITZEL 1998) und (PETROVIC
2002) zu finden.

Im folgenden wird der Formelapparat der Ausgleichung nach maximaler Korrelation im Hinblick auf folgende
Anwendungsbereiche detailliert ausgearbeitet:

1. Einsatz bei der Ausgleichung unvollstdndiger Modelle, z.B. beim Vorhandensein systematischer Fehler. Die
Analyse der Ergebnisse erfolgt hierbei durch die Interpretation von Residuenbildern mit dem Ziel, fehlende
Modellanteile zu identifizieren.

2. Direkte Verwendung des Betrags des maximalen Korrelationskoeffizienten 7> als nichtmetrisches Kriterium
fiir die Beurteilung der Ahnlichkeit zwischen den Daten und dem angesetzten Modell.

In dieser Arbeit soll das Ergebnis einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation unter dem in Punkt 2 genann-
ten Aspekt fiir die Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze eingesetzt werden, indem der Betrag * als nicht-
metrisches Kriterium dazu verwendet wird, die Ahnlichkeit von Punktgruppen zu untersuchen. In den heute
gebrauchlichen Verfahren geschieht diese Untersuchung i.d.R. mit metrischen Kriterien nach einer kleinste

40 MCA = (engl.) Maximum Correlation Adjustment = (dt.) Ausgleichung nach maximaler Korrelation

Im Gegensatz zur Darstellung in den vorangegangenen Kapiteln, werden hier die Unbekannten mit # und nicht mitx bezeichnet,
da u unter Umstdnden nicht alle in x vorhandenen Parameter enthélt. Diese Darstellung zielt insbesondere auf die Anwendung der Ausglei-
chung nach maximaler Korrelation im Falle einer unvollstindigen Modellbildung ab.
*2 Dies geschieht dadurch, da3 ein Formenvergleich zwischen dem unvollstdndigen funktionalen Modell und den Daten durchgefiihrt wird.
Als MaB fiir die Ahnlichkeit der Formen dient der Korrelationskoeffizient 2.
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Quadrate Ausgleichung, ein Uberblick ist z.B. in (WELSCH et al. 2000) und (NIEMEIER 2002) zu finden. Da diese
Vorgehensweise aber nicht grundsétzlich zum Erfolg fiihrt, wie ein Beispiel in (REINKING 1994) zeigt, gilt zu
kldren, inwieweit man diese Aufgabe durch eine alternative Parameterschitzung, ndmlich einer Ausgleichung
nach maximaler Korrelation, 10sen kann.

3.3.2 Der Korrelationskoeffizient

Der Begriff ,,Korrelation” wird in dieser Arbeit immer im Sinne der linearen Korrelation verwendet. Sie be-
schreibt die Beziehung zwischen den Eigenschaften von zwei Sitzen von Objekten, die sich in numerischer Form
darstellen lassen. Jedem Objekt sind zwei Werte zugeordnet, alle Objekte werden in einer Menge zusammenge-
fat. Diese Menge ist die Domédne (Definitionsbereich) zweier reeller Funktionen, deren Werte in einer 1 — 1
Zuordnung stehen. Uber die gemeinsame Domiine erfolgt die Realisierung der 1 — 1 Zuordnung, z.B. erfolgt die
Zuordnung von Punkten eines geodétischen Netzes in zwei Epochen iiber die gemeinsame Punktnummer. Fiir
eine endliche Anzahl von Daten kann der Korrelationskoeffizient wie folgt definiert werden (PETROVIC 2002).

Definition 3.1:

Fiir eine beliebige Menge X = {X|, X, ..., X,} und zwei beliebige reelle Funktionen /: X — R und
g:X — M wird der Korrelationskoeffizient (quadriert) 7* zwischen den Mengen Y = f (X) =
{Y; : YV,=f(X),X; e X} und Z=¢g (X)={Z : Z;=g(X), X; € X } durch die Gleichung

S0-n)e-2)

P = (Y X) = (3.14)

n

>(n-T) ¥(z-2)

i=1 i=1

definiert, mit

?:

rvjz

3',_.

zZ . (3.15)

n
i=

- 1
o, Z=-
n;

1 1

Es ist leicht zu zeigen, daB3 der Korrelationskoeffizient mit
e+, ey + e Z)= *(Y,2Z), ¢y cq€R (3.16)

gegeniiber einer Verschiebung oder Streckung der Menge Y bzw. Z invariant ist.

Behauptung:
r2(01 +o, Y, c3+0,Z)= rz(y, Z) ., cnoye3c€R (3.17)
Beweis:
Mit
o+ ={c+c,Y Y, e} s+, Z={cs+c,Z: Z, € Z} (3.18)
erhélt man

[ Y (e +eat (e + ) (e +eiZ (e s C“Z))T

e+, 5 +0,Z) =

n

(cl +c,Y, —(cl +c217))2 Z(q +c4Z; — (c3 +C4Z))2
i=1 i=1

=

2
(czYi - 62}_’) (C4Zl- —042)}

n

(CZY[ —027)2 2(042[ —042)2

i=1 i=1
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(3.19)

q.e.d.

Eine geometrische Interpretation des Korrelationskoeffizienten gemif Definition 3.1 ist moglich, wenn als Do-
mine X ¢ R” gewihlt wird.” Dann beschreibt 7* die Beziechung der Graphen der Funktionen f und g zueinan-

der, was geometrisch anschaulich als Formenvergleich interpretiert werden kann. Laft sich eine Konfiguration in
die andere iiberfiihren, ist 7/ = 1, andernfalls beschreibt /* wie gut die transformierte Konfiguration der anderen
entspricht.

Die Definition 3.1 ermdglicht, den Korrelationskoeffizienten zwischen einem n-dimensionalen Beobachtungs-
vektor 1 und einem entsprechenden funktionalen Modell f aufzustellen:

L S (u),
=2 e/ (3.20)
I, 1w,
Die Doméne X ist in diesem Fall
X={ici=1,...n}={1,2,....n}, (3.21)
was z.B. die Beobachtungsnummer sein kann. Aus (3.21) ergibt sich weiterhin
X, =i, (3.22)
Y= fu);, (3.23)
Z, =1, (3.24)

woraus die Darstellung

(Z Fw, ~F@) (i - l')]z

i=1

T - (3.25)
Z Sy -fw) Y (4-1)
i=1 i=1
folgt, mit
f(u)=%Zn:f (w); , (3.26)
i=1
lZn: (3.27)
pp2 .

4 Wenn man hingegen als Doméne z.B. Personen auswihlt und dann den Korrelationskoeffizient z.B. zwischen KorpergroBe und Gewicht
berechnet, so kann man diesen nicht geometrisch interpretieren.
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Nach einigen Umformungen und unter Verwendung von
Y(L-1)=0 (3.28)
i=1

erhélt man den Korrelationskoeffizienten in der Darstellung

2
(Z/’(um —nf (u) l‘}

P2 = rz(f 1)= - =l . (3.29)

[Zﬁ(u)i —n%zj (ilf —nl 2]
i=1

i=1

3.3.3 Definition der Ausgleichung nach maximaler Korrelation

Das Ziel einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation besteht darin, die Unbekannten derart zu bestimmen,
daf3 der Korrelationskoeffizient zwischen dem Modell und den Daten mit

r2(f (), 1) - max (3.30)
(

seinen maximal moglichen Wert annimmt. Diese Ausgleichung 148t sich wie folgt definieren (PETROVIC 2002).
Definition 3.2:

SeiX={1,2,...,n},g : X— Rdefiniert durch g (i) =1, f(u) : X —> R definiert durch f (u)(i) =
f(u), weiterhin F < { f(u) : u € R" } die gegebene Klasse reeller Funktionen und Y = f (u)(X),

= g(X). Falls ein Element () € F existiert, so daB (¥, Z) = r*( f(u), [ ) den maximal moglichen
Wert beziiglich aller Elemente der Klasse F annimmt, dann ist /' («) die Losung der Ausgleichung nach
maximaler Korrelation.

Damit ist eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation fiir gleichgewichtige Beobachtungen definiert. Im fol-
genden Abschnitt soll nun die Erweiterung auf gewichtete und korrelierte Beobachtungen erfolgen.
3.3.4 Einfithrung von Gewichten

Die Einfiihrung von Gewichten in die Ausgleichung nach maximaler Korrelation kann analog zur Vorgehens-
weise bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten erfolgen (siehe z.B. SMART 1958, S. 99; LINNIK 1961, S.
120). Gegeben sind die Beobachtungsgleichungen

I+v=f (3.31)
und die Gewichtsmatrix P. Die Zielfunktion einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten lautet

vIPv=(f-1)"P(f-1)— min . (3.32)

Liegt als Gewichtsmatrix eine Diagonalmatrix** in der Form

0 e 0
p=|. P27 (333)
0 0 - p,

vor, so 1at sich die Zielfunktion (3.32) darstellen als

ViPv=3 pl= Zp,( Fay=1) = (i f-pi 1) (3.34)
i=1

i=1

* Dieser Fall ist immer dann gegeben wenn Elementarbeobachtungen verwendet werden, die nicht aus einer Vorausgleichung stammen und
somit keine mathematischen Korrelationen aufweisen. Physikalische Korrelationen, z.B. um gleiche meteorologische Verhéltnisse wihrend
der Messungen zu beriicksichtigen, sind schwer abzuschétzen, so daB auf deren Einfiihrung zumeist verzichtet wird.
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Fiihrt man eine Matrix R ein, fiir die gilt R'R = P, so ergibt sich diese zu

\/P_l 0 - 0

0 \/P_z e 0

R=1. : . : (3-35)
0 0 - p
Fiihrt man damit die Transformation
b X e Jpi Sy 7 Jpiv
T Y I RS I S B RO O Y P U P
h Jpi 1, fw), Jp, S, 7, VP v,

durch, so 14Bt sich die Ausgleichung mit Gewichten in ein dquivalentes Ersatzproblem ohne Gewichte mit den
Beobachtungsgleichungen

1+v=T1 (3.37)
und der Zielfunktion
VIv=(T-1) (F-T)- min (3.38)

iiberfithren. Diese Transformation ist sowohl fiir lineare als auch fiir nichtlineare Modellgleichungen méglich. Im
linearen Modell ergeben sich die Beobachtungsgleichungen mit

f =Au (3.39)
zu
l+v=Au . (3.40)
Somit lautet die Zielfunktion
vIPv=(Au-1)"P(Au-1)—> min . (3.41)
Fiihrt man analog zu (3.36) die Transformation
T=Rl, XquAu, v=Rv (3.42)

durch, so erhélt man wieder ein Ersatzproblem ohne Gewichte mit den Beobachtungsgleichungen

1+V=Au (3.43)
und der Zielfunktion

Vv =(Au-T) (Ru=T)> min . (3.44)

Ausgehend von den Beobachtungsgleichungen (3.31) und der Zielfunktion (3.32) sollen nun symmetrische
Gewichtsmatrizen eingefiihrt werden, die von der Diagonalform abweichen. Falls P positiv definit ist, kann die
Matrix mit Hilfe einer Cholesky-Zerlegung in das Produkt aus einer unteren Dreiecksmatrix R" und einer oberen
Dreiecksmatrix R in der Form

P=R'R (3.45)

dargestellt werden. Mit R kann wieder die Transformation (3.36) erfolgen, so daf sich die transformierten Beob-
achtungsgleichungen (3.37) mit der Zielfunktion (3.38) ergeben. Im Falle linearer Modellgleichungen fiihrt die
Transformation (3.42) wieder auf die Beobachtungsgleichungen (3.43) mit der Zielfunktion (3.44).
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3.3.5 Der Korrelationskoeffizient fiir gewichtete und korrelierte Beobachtungen

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, dal3 sich ein Ausgleichungsproblem mit Gewichten in
ein dquivalentes Ersatzproblem ohne Gewichte transformieren 146t, kann nun auf gleiche Weise auch der
Korrelationskoeffizient fiir gewichtete Beobachtungen aufgestellt werden. Mit der Transformation der Beobach-
tungen und des funktionalen Modells aus (3.36) ergibt sich dieser zu

[Zn)(ﬂu» Fw)(7 —IZJJZ

=2 (£ pi )= (T @) b =5 s (3.46)
> (Fe-7w) Y (7-7)
i=1 i=1
mit
Fw=13Fw, . T=137 (3.47)
g . nig' .
In vektorieller Schreibweise stellt sich der Korrelationskoeffizient (3.46) in der Form
~ =\ = 2
((f_f) (1_1)]
2= rz(f, P.1)= rz(f’ T) _ (3.48)

~ =\T/~ =\/~ =\T/~ =
(F-F) (F-7)(T-1) (T-7)
dar. Die Vektoren T, f eR” beinhalten als Komponenten jeweils den Mittelwert aus allen Komponenten der

Vektoren 1 bzw. f und konnen wie folgt gebildet werden:

T=lki-lkm  T=lkrr, (3.49)
n n n
mit
11 1
11 --- 1
Koy =|: « - .| - (3.50)
11 1

zbi zBil ZBiZ ZBim
i=1 i=1 i=1
)B( = ;Bil ;Bﬂ ;Bim , (3.51)

HXWI)

Zn:bi Zn:Bn ZH:Btz Zn:Bim
Li=1 L i=1 i=1 -1

d.h. die Komponenten einer Spalte bestehen aus der Spaltensumme des Ausgangsvektors b bzw. der Ausgangs-

| 2.b
K(an)b(nXl) = Z 5 bzw. K(

nxn

matrix B. Eine Multiplikation des Vektors T mit der Matrix K und anschlieBender Division durch » fithrt somit

in (3.49) zu dem gesuchten Vektor T und analog zu ? . Unter Verwendung von (3.49) lassen sich die einzelnen
Terme des Korrelationskoeffizienten (3.48) in der Form

(T—T)z(R]—lKRl)z(E—lK)RleRl und analog (f-?):MRf (3.52)
R

darstellen. Die Matrix M, mit der nun die Mittelbildung und Zentrierung der Daten erfolgt, 148t sich allgemein
darstellen als
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M= (l‘gj S (3.53)

Diese Matrix ist idempotent, was nun gezeigt wird.

Behauptung:
Matrix M ist idempotent, d.h. es gilt
MM=M . (3.54)
Beweis:
Bildet man das Produkt MM, so ergibt sich
1 1 1 1 1
MM=E-—K |[E-—K |=EE-—EK-—KE+—KK . (3.55)
n n n n n

Unter Verwendung von (3.51) ergibt sich das Produkt KK zu

n PRy n
K(nxn)K(an): . . : =I1K(n><”) (356)
n n
und man erhélt aus (3.55)
MMz(E—lK)(E—lszE—zK+%KK=E—£K+L2nK=E—lK=M (3.57)
n n n n n n n
q.e.d.

Fiir den Zdhler des Korrelationskoeftizienten in (3.48) ergibt sich somit

(777 - [(Rf—iK we | (-Lx m)] = (o0 Re)" (M R = ("R MVRI = (TR MR

(3.58)

Fiir den Nenner erhélt man

~ =\T/o = T
(f—f) (f—f):(Rf—lK Rfj (Rf—lK Rf]=(M Rf) (M Rf)=f"RTMMRf = f"/RTMRf (3.59)
n n

und
(T —T)T(T —T) = (Rl —%K Rl)T(Rl —%K le =(MRI)'(MRI)=1"R"MMRI=1"R"MRI. (3.60)
FafB3t man
f’zRTMRzP—%RTKR (3.61)

als eine transformierte Gewichtsmatrix auf, so erhilt man mit

T 2
r2=r2(f,P,l)= (f Pl)
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eine verallgemeinerte Darstellung des Korrelationskoeffizienten, die sowohl fiir gewichtete als auch fiir korre-
lierte Beobachtungen angewendet werden kann. Im Falle gleichgewichtiger Beobachtungen ist R = E zu setzen
und es ergibt sich aus (3.61)

P=M. (3.63)

Die verallgemeinerte Darstellung des Korrelationskoeffizienten kann damit auch fiir diesen Fall verwendet wer-
den.

3.3.6 Eigenschaften der Losung

Aus der Definition 3.2 ist ersichtlich, dafl, wie bei allen anderen Ausgleichungsproblemen, die Losung der
Ausgleichung nach maximaler Korrelation in einer festgelegten Klasse F gesucht wird. Die Félle, in denen man
fiir das Ausgleichungsproblem eine nicht eindeutige Losung erhilt, ergeben sich aus (3.19). Daraus folgt der Satz
(PETROVIC 1991):

Satz 3.1:

Wird die Losung f der Ausgleichung nach maximaler Korrelation in einer Klasse F gesucht mit der
Eigenschaft

feF & c¢,c;eR = c¢+c,feF, (3.64)

dann gilt fiir jede Losung f, € F, daB alle Funktionen ¢, + ¢, f; € F ebenfalls Losungen des gleichen
Problems sind. Mit (3.64) besteht die Losung nach maximaler Korrelation somit aus einer ganzen
Unterklasse

{f:f=c+efy Ve, eRIcF. (3.65)
Falls anstelle von (3.64) lediglich die Eigenschaft
feF & ¢, eR = c¢+feF (3.66)

gilt, dann generiert jede Losung f; die Klasse

{f:f=c+fy Y eRlcF (3.67)
und im Falle
feF & c,eR = c¢feF (3.68)
eine Klasse der Form
{f:f=cfy Ve, eR}cF. (3.69)

Eine besondere Bedeutung besitzt der erste Fall, denn wenn (3.64) erfiillt ist, beinhaltet die Unterklasse der
Ldsungen nach maximaler Korrelation auch die Losung nach kleinsten Quadraten. Der Beweis dieser Eigenschaft
wurde in (PETROVIC 1991) fiir den Fall zentrierter MeB- und Funktionswerte gefiihrt. Im folgenden soll der
Beweis in einer allgemeineren Form fiir unzentrierte Mef3- und Funktionswerte gefiihrt werden.

Behauptung:
Besitzt eine Funktion die Eigenschaft

feF & c¢,c;eR = ¢+ felF, (3.70)

so ist die Losung nach kleinsten Quadraten in der Unterklasse aller Losungen nach maximaler Korrelation
enthalten, d.h. wenn die Forderung

> v,v; = min (3.71)
i=1
erfiillt ist, nimmt der Korrelationskoeffizient (3.25) mit

r*(f,1) - max (3.72)

seinen maximal moglichen Wert beziiglich der Klasse F an.
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Beweis:
Die Quadratsumme der Verbesserungen S einer Funktion (3.70) ist
2 2
S=58(ci,c)= (e +erfi 1) . (3.73)
i=1

Zur Bestimmung des Minimums der Funktion S werden zunichst die partiellen Ableitungen nach ¢; und ¢,
gebildet

S—S =23 (e +eofi —1;) = 2nc, +2nc, f —2nl (3.74)

G i=1

8S n _ n 5 n

E=2Zfi(cl+c2fl-—ll-)=2nc1f+2022fi =23 fil; . (3.75)
2 i=1 i=1 i=1

Setzt man dann die partiellen Ableitungen zu null

95 0 und 2520, (3.76)
G )
erhilt man das Gleichungssystem
ney +ne, f =nl
_ d d (3.77)
nclf-i-CZZfiz = Zf,-l,- .
i=1 i=1
Stellt man die erste Gleichung nach
o =l-c,f (3.78)
um und setzt ¢| in die zweite Gleichung ein, so erhilt man
Z Sili = n]7 ]
6‘2 = —l:l ~ = 7/2 (3.79)
XS -nf?
i=1
Setzt man die Losung fiir ¢, in (3.78) ein, ergibt sich
o =l-yf =y (3.80)
Somit nimmt die Funktion S = S(c;, ¢;) dann ein Minimum an, wenn ¢; =  und ¢, = j». Daraus folgt, daf3
§=58(c1,6)>S(y1,7,) =5 furalle ¢;#y,,c;#7, (3.81)
ist. Die minimale Quadratsumme der Verbesserungen S ist
c 2
S 22(71 +72fi = 1)
i=1
=Y (rT+2rrati+ 731 =20 472 f)+ 1) (3.82)

i=1

=yt +2ny o f +y3 D S =2 =2y, ) S+ )

i=1 i=1 i=1

Eine Erweiterung um den Term nl?* (Addition und gleichzeitige Subtraktion) ergibt

S, =nyi +2n}/1}/2f+}/22f[2 —2n}/11_—2}/22fili +nl? +le-2 —nl?
i=1

i=1 i=1
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nyt+2ny o f 73 Y fE =2my\ 0 =27, ) fil+nl \
- - i=l +1 (sz—nizl (3.83)

i —nl? =l
i=1

2yl +2p, ) fili=nyt =2ny o f =y3 Y 7 -nl |
|\ T T e )

S nl? =
i=1

R

Einsetzen von (3.80) in den Ausdruck R liefert

i _ n _ _2 - ~ n )
20l(I =720 )+ 2723 fili=n(l =72 f) = 2072 f (I =72 f ) =732 f2 =l
k= = ; = (3.84)
Zle—nl_z
i=1

und nach der Zusammenfassung gleichartiger Terme

zyz[iﬁz,-—nfij-yz[iﬁ-an]
R= .

i=1 i=1

; (3.85)
S22
i=1
Setz man (3.79) in (3.85) ein, ergibt sich
2
2(Zﬁli—nﬁ][2ﬁli—nﬁ] (zf,-z,-—nﬁ] (zﬁ—w] ,,
R=| —EL i=1 _ =l SN, (lez nl‘z]
2_ 72 oo o
2 (£
n 2 n
z[zf,-z,-—nﬁj -($ s
=) = (3.86)
[z P —nfzJ[ZJE —nI_ZJ
i=1 i=1

2
[zf,-z,-—nﬁj
i=1 2
= n n = rl
(S-S
i=1

i=1

und man erkennt, daf3 dieser Ausdruck mit dem Korrelationskoeffizient in (3.29) iibereinstimmt. Setzt man (3.86)
in (3.83) ein, so erhélt man die Quadratsumme der Verbesserungen

S, =(1-r12)[zn:zf —nl_z] . (3.87)
i=1

= const.

Daraus folgt, daBB S} < .S nur dann erfiillt ist, wenn r12 > 72 ist, d.h. die Quadratsumme der Verbesserungen wird

nur dann minimal, wenn der Korrelationskoeffizient maximal ist. Somit liegt die Losung nach kleinsten Quadra-
ten in der Unterklasse von F in der der Korrelationskoeffizient seinen maximalen Wert annimmt.

q.e.d.
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Die besondere Bedeutung dieser Eigenschaft liegt darin, daB man eine Basislosung f; mit Hilfe einer Ausglei-
chung nach kleinsten Quadraten erzeugen kann, um im Anschluf3 daran durch Variation von ¢, und ¢, die Klasse
aller Losungen nach maximaler Korrelation zu generieren. Stellt man (3.87) um, so kann man zudem mit

51 (3.88)

den Wert des maximalen Korrelationskoeffizienten aus der Quadratsumme der Verbesserungen S; berechnen.
Des weiteren 148t sich anhand von (3.88) erkennen, dall der maximale Korrelationskoeffizient, den man aus einer
Ausgleichung nach maximaler Korrelation erhilt, die Eigenschaft der Datumsinvarianz aufweist.*’

3.3.7 Direkte Losung des MCA-Problems

In der Ausgleichung nach maximaler Korrelation soll die Losung derart bestimmt werden, daf3 der Korrelations-
koeffizient (3.46) mit 7* — max <1 seinen maximalen Wert annimmt. Ist fo € F eine Losung dieses Ausglei-
chungsproblems, dann erfiillen die Unbekannten u, das folgende Gleichungssystem (vgl. PETROVIC 2002)

Ff[i(f—f)@f(“)][ifz@,.-nm]-[im(z_f)}[zﬂ) T, 75T
=1 i=1

i=1 Uy

(3.89)

1, 2, ..., n (Anzahl der Beobachtungen),
1,2,

i
k ., m (Anzahl der Unbekannten).

Dieses Gleichungssystem ist i.d.R. nicht linear und somit nicht direkt l6sbar. Fiir die Losung bieten sich die fol-
genden Methoden an:

1. Unter Verwendung geeigneter Ndherungswerte wird das Gleichungssystem an der Stelle u linearisiert, so daf3
sich das lineare Gleichungssystem

(Fl)qu{%J Aul—i-[%] Auy + oo +[8Flj Au,, =0
aul u0 8”2 u0 8”’” u0

(Fm)u0+(8F'”j Au1+(8F'”j Auy + -+ +[%J Au, =0
aul u0 8”2 u0 aum u0

ergibt. Die Losung u = 1y + A u wird dann wieder als Ndherungslosung in (3.90) eingesetzt. Dieser Vorgang
ist so lange zu wiederholen, bis ein festgelegtes Abbruchkriterium erreicht ist.

(3.90)

2. Es wird versucht, das Gleichungssystem (3.89) algebraisch soweit zu vereinfachen, daf} es direkt 16sbar wird.
Ist dies nicht moglich, so kann mit diesem vereinfachten System eine Losung durch Linearisierung und Itera-
tion gesucht werden.

3. Einsatz der in Abschnitt 3.2.6 vorgestellten heuristischen Optimierungsverfahren, die ohne Linearisierung
auskommen und bei denen durch systematisch-stochastisches Ausprobieren diejenigen Unbekannten gesucht
werden, die eine ausgewihlte Zielfunktion (hier 7°) maximieren.

Im linearen Modell besteht zwischen den Beobachtungen und den Unbekannten ein linearer Zusammenhang, so
daf3 sich die Beobachtungsgleichungen, nach der Transformation in ein ungewichtetes Problem (3.42), zu

1+V=Au (3.91)

ergeben, mit

s Wendet man die Ausgleichung nach maximaler Korrelation z.B. bei der Ausgleichung eines geodétischen Netzes an, so ergibt sich der
maximale Korrelationskoeffizient unabhiingig von der Datumsfestlegung, da er mit 7* = 1? (v;, ;) lediglich eine Funktion der urspriinglichen
Beobachtungen /; und der Verbesserungen v; ist.
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ay ay o a4y, A u Vi
~ |ay @ @y, ~ |7 u v
A= ?2 2 ,I=|2| ,u= :2 und V = 2 (3.92)
5711 5}12 5nm Zn Uy, vm
Stellt man die Forderung
rz(Ku,T) — max (3.93)
auf, wird aus (3.89) wegen
f), =Y au;, (=1,2,...,n) (3.94)
j=1
mzc?jk i=1,2,..,mk=1,2,...,m) (3.95)
Ouy,
und
Of(u) 1.
== : k=1,2,..., 3.96
o ngalk ( m) (3.96)
der Ausdruck
2
n N - _ n u N 1 n u N n u N - _
Fk=[ a,k(ll—l)] z Zaijuj -— ayu; ||— alj(ll—l)uj
i=1 i=1 \_j=1 oA i=1 j=1
(3.97)

der flir den Fall ungewichteter Beobachtungen auch in (PETROVIC 2002) zu finden ist. Im Gegensatz zu einer
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ist dieses System nicht linear und somit ebenfalls wie (3.89) nicht
elementar 16sbar. Die Losung ist auch in diesem Fall nur mit einer der oben unter den Punkten 1 bis 3 genannten
Wege mdglich.

3.3.8 Losung des MCA-Problems iiber eine erweiterte L,-Ausgleichung

Es besteht aber die Mdoglichkeit eine Losung zu gewinnen, ohne das Gleichungssystem (3.89) bzw. (3.97) direkt
zu 16sen. Betrachtet man zunéchst das lineare Modell, so ist aus (3.91) und (3.92) ersichtlich, daB3 es die Eigen-
schaft (3.68) besitzt, da fiir jede beliebige Auswahl der Unbekannten u,,u,,...,u,, die dazugehorige Auswahl

Uy 5ty ..oty (U = Cou ;) existiert, so daf

c,Au=Au’ (3.98)

ist. Somit ist die Losung nach maximaler Korrelation nicht eindeutig, sondern eine ganze Klasse. Da das Modell
aber nicht immer auch die stirkere Eigenschaft (3.64) aufweist, muB3 die zugeordnete L&sung nach kleinsten
Quadraten nicht unbedingt eine der Losungen nach maximaler Korrelation sein. Wenn jedoch eine Spalte von A
mit

EIje{l,Z,...,m}:cTi/:a vie{l,2,...,n} (3.99)

gleiche Elemente enthilt, besitzt das Modell auch die stirkere Eigenschaft (3.64).*° In diesem Fall 14Bt sich die
Losung nach maximaler Korrelation sehr einfach finden. Die Losungen bilden die Klasse

{f:f=c+cfy Ye,c eRicF, (3.100)

4 Es ist zu beachten, daB das Vorhandensein dieser Eigenschaft erst nach der Beriicksichtigung der Gewichte (Transformation von A nach

A) beurteilt werden kann.
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wobei f; eine beliebige aus der Menge aller Losungen sein kann. Wie in Abschnitt 3.3.6 gezeigt, enthélt die
Klasse in diesem Fall auch die Losung nach kleinsten Quadraten, so dafl man diese als Grundldsung f, auswéhlen
kann, um daraus die Klasse (3.100) zu generieren. Da im allgemeinen die Bedingung (3.99) nicht erfiillt ist, kann
folgende Vorgehensweise gewéhlt werden. Da, wie in Abschnitt 3.3.2 gezeigt,

r*(Au, T)=r*(cie+Au, T) (3.101)
mit
aeR, ey =[l 1 - 1] (3.102)
gilt, hat
T+v=A%u' (3.103)
mit
~ ~ ~ _“1_
app ap Ay :1 "
) 521 522 52m : 1 * 2
N N I (3.104)
i L "
ay Ayn Aym !1 _C_
L*™1 ]

die gleiche Losung nach maximaler Korrelation fiir u,u,,...,u,, wie (3.91). Da das Gleichungssystem (3.103)

die wichtige Eigenschaft (3.64) besitzt, kann aus der Losung f; der erweiterten Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten die Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation mit (3.65) generiert werden. Somit konnte
gezeigt werden, dal man die Losung des Gleichungssystems (3.91) aus einer erweiterten Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten erhalten kann.

Um die Lésung nach maximaler Korrelation fiir nichtlineare Modellgleichungen zu finden, muf3 das Gleichungs-
system (3.89) gelost werden. Dieses ist nicht linear und nicht elementar 16sbar. In Analogie zur Vorgehensweise
bei linearen Modellen soll nun eine Strategie entwickelt werden, mit der es moglich ist, auch in diesem Fall die
Losung aus einer erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten zu generieren. Nachdem die Gewichte mit
Hilfe der Transformation (3.36) beriicksichtigt wurden, ist zu priifen, ob das nichtlineare Modell eine der Eigen-
schaften (3.64), (3.66) oder (3.68) aufweist.'” Ist keine dieser Eigenschaften erfiillt, bietet sich folgende Vor-
gehensweise an.*® Da

P?(1.T)=r*(ce+ o f.1) (3.105)
gilt, hat
1+v=1" (3.106)
mit
¢ +CzJ7(u)1

¢ oy f (u),

f =ce+c,f= (3.107)

1 + CZf(u)n

die gleiche Losung nach maximaler Korrelation fiir die Unbekannten u,,u,,...,u,, wie (3.37). Da das funktionale

Modell nun die Eigenschaft (3.64) aufweist, kann aus der Losung f; der erweiterten Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten die Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation mit (3.65) erzeugt werden. Die Losung des
erweiterten Modells nach der Methode der kleinsten Quadrate kann durch Linearisierung und Iteration erfolgen.
Eine Zusammenstellung von Gebrauchsformeln fiir die Lésung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation mit
Hilfe einer erweiterten L,-Ausgleichung ist in (Anhang B) aufgefiihrt.

Wihrend die Eigenschaften des Modells im linearen Fall sofort ersichtlich sind, kénnen bei nichtlinearen
Gleichungen Félle auftreten, bei denen die Eigenschaften nicht sofort zu erkennen sind. Erweitert man dann das
Modell um eine Eigenschaft, die das Modell bereits enthdlt, so wird das Ausgleichungsproblem singulér. Ein
Beispiel, bei dem es zunéchst so aussieht, als ob keine der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) erfiillt ist, soll dies
verdeutlichen. Gegeben sind die nichtlinearen Modellgleichungen

*" Diese Uberpriifung ist mit den nichtlinearen Modellgleichungen durchzufiihren und nicht mit einem linearisierten Ersatzproblem.
* Die Losungsstrategie fiir die anderen Fille ist in Anhang B.2 aufgefiihrt.
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L+v, =x+05x> +y = f
L+v, =2x+05x> =2y = f, (3.108)
I +vy = —x+05x> —3y = f; '

Iy +v, =3x+0.5x3+4y=f4

und die in Tabelle 3.1 aufgefiihrten gleichgewichtigen Beobachtungen.

Tabelle 3.1: Beobachtungen

L b I3 n
7.5 6.5 -0.5 14.5

Um das Ausgleichungsproblem nach maximaler Korrelation mit Hilfe einer erweiterten Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten zu 16sen, mufl das funktionale Modell die Eigenschaft (3.64) aufweisen bzw. um diese
Eigenschaft erweitert werden. Um zu priifen, welche Eigenschaften das Modell bereits aufweist, bietet sich
folgende Strategie an. Zunéchst wird das Modell um die Eigenschaft (3.66) erweitert und man erhélt

cl+x+0.5x3+y

. 2x+05x7 =2

gy =| O TEIETE (3.109)
¢ —x+05x" -3y

q +3x+05x° +4y

Um die Losung zu berechnen, wird dieses erweiterte funktionale Modell nun unter Verwendung geeigneter Nahe-
rungswerte clo =0,x° =2, " =1 linearisiert und man erhilt die Funktional- und die Normalgleichungsmatrix

7 11
219 12 29
.18 21 .
A = ,N"=[12 30 0. (3.110)
5 31
29 0 4
9 4 1

Da die Determinante det(N") # 0 ist, war die Eigenschaft (3.66) noch nicht im Modell enthalten. Um zu priifen,

ob das Modell (3.108) bereits diec Eigenschaft (3.68) aufweist, wird die Erweiterung

| cz(x+0.5x3 +y) |
¢ (2x +05x° -2y

£ = d . ) (3.111)

cy (—x +0.5x7 - 3y)

_cz (+3x +05x3 + 4y)_

durchgefiihrt. Nach einer Linearisierung dieses erweiterten funktionalen Modells mit den N&herungswerten
cg =1, X = 2, yO =1, erhilt man die Funktional- und die Normalgleichungsmatrix

7 1 7
e o 219 12 218
A=l N1z 30 s (3.112)
218 54 282
9 4 14

Auch hier ist det(N") # 0, somit war die Eigenschaft (3.68) ebenfalls noch nicht im Modell enthalten. Erweitert
man aufgrund dieser Voruntersuchungen das urspriingliche Modell (3.108) zu

[ q +cz(x+0.5x3 +y) |
q -i—cz(2x+0.5x3 —2y)

> (3.113)
c+c (—x+0.5x3 —3y)

€1 +c, (+3x +05x° + 4y)
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so ergibt sich

7 11 7 219 12 29 218
L 18 21 6 |12 30 0 s4
A= , N"= , (3.114)
31 -1 29 0 4 26
9 4 1 14 218 54 26 282

wobei nun allerdings det(N") = 0 ist. Warum dies der Fall ist wird klar, wenn man das nichtlineare Gleichungs-
system

15=cj+c(x+ 05x° + y)

6.5=cl+cz(2x+0.5x3—2y) 3 11s
—05=¢ -i—cz(—x+0.5x3 —3y) G119
145 = ¢ + ¢y (3x+ 055> +4y)
explizit auflost. Dann erhdlt man mit
cl=4.5—iz, z=i, x=2z (3.1106)
G ¢,

eine Losung, bei der mit ¢; = ¢ (c;) ein Parameter frei wéhlbar ist. Durch diese funktionale Abhéngigkeit von ¢,
und ¢, ist die Singularitit dieses Gleichungssystems erkldrt. Durch Variation des Parameters ¢, 1a8t sich die
Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation generieren. Wiahlt man z.B. ¢, = 2, so erhdlt man die Lsung

¢, =35, z=05 x=10 . (3.117)

Da die Eigenschaften des funktionalen Modells im Allgemeinfall jedoch nicht explizit bekannt sind, bietet sich
folgende Vorgehensweise zur Erzeugung der Klasse aller Losungen an. Als Ausgangspunkt dient das singulére
System (3.113). Die Singularitit wird nun derart beseitigt, da man ¢, € R beliebig auswahlt und in das funktio-
nale Modell einsetzt. Wihlt man wieder ¢, = 2, so erhilt man®
c +2 (x+0.5x3 +y)

o +2(2x+05x* -2y)

c +2 (—x +0.5x° - 3y)
o +2 (+3x+05x +4y)

(3.118)

Nach einer Linearisierung mit den Néherungswerten clo =0,x° =2, % =1 erhilt man die Funktionalmatrix, die
Normalgleichungsmatrix und den verkiirzten Beobachtungsvektor

14 2 1 -6.5
876 48 58
. 16 -4 1 . . -55
A" = , N'=[48 120 0|, Al = (3.119)
10 -6 1 1.5
58 0 4
18 8 1 -135
und nach einigen Iterationsschritten die Losung
¢ =35, z=05, x=10 , (3.120)

die mit der Losung aus dem explizit aufgeldsten nichtlinearen Gleichungssystem iibereinstimmt. Die Klasse aller
Ldsungen nach maximaler Korrelation wird also in diesem Fall derart erzeugt, da3 man fiir jede Wahl von ¢, € R
eine erneute Ausgleichung durchfiihrt. In den Standardféllen, in denen keine funktionale Abhédngigkeit zwischen
c; und ¢, besteht, ist dies nicht erforderlich, dort kann man aus einer Basislosung f, nur durch Variation der
Parameter ¢, und ¢, die gesamte Klasse der Losungen nach maximaler Korrelation erzeugen.

* Eine weitere Moglichkeit tiber den Parameter ¢, zu verfiigen, besteht darin, dal man ihn iiber eine Bedingungsgleichung festlegt, siche
hierzu Abschnitt 3.3.9.
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3.3.9 MCA mit Bedingungen zwischen den Unbekannten

Gegeben sind die Beobachtungen /; mit ihren Gewichten p;. Zusitzlich zu den Beobachtungsgleichungen in der
Form

Ltvi=f); ,i=(2,....n) (3.121)
bestehen noch p Bedingungen

bw);=s; , j=(12,....,p) , (3.122)

die von den Unbekannten zu erfiillen sind. Bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten ist dies der Fall der
vermittelnden Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den Unbekannten. Diese Bedingungen kdnnen bertick-
sichtigt werden, indem die (nichtlinearen) Bedingungsgleichungen so umgeformt werden, dafl p Unbekannte
durch die iibrigen m - p Unbekannten ausgedriickt werden. Diese werden dann in die » Beobachtungsgleichungen
(3.121) eingesetzt. Lassen sich die Bedingungsgleichungen nicht umformen, so miissen sie (und auch die Beob-
achtungsgleichungen) linearisiert werden. Im linearen Modell ist die beschriebene Substitution immer moglich
(HrRisTOW 1961). Nach dieser Substitution 146t sich das gesamte Problem wieder in Form von Beobachtungs-
gleichungen (3.121) mit m - p Unbekannten darstellen, mit denen dann die Ausgleichung nach maximaler
Korrelation durchgefiihrt werden kann.

Um die Losung wieder aus einer erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten zu generieren, miissen
zuerst die Gewichte mit

[=Rl, f=Rf (3.123)

beriicksichtigt werden. Danach werden die Bedingungen in die Modellgleichungen eingesetzt, die sich dann zu
TB ergeben. Nun ist zu priifen, welche der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) das Modell TB erfullt. Im Allge-
meinfall, in dem keine der Eigenschaften vorhanden ist, ist folgendermaf3en vorzugehen. Da

(T3, 1) = (cre+¢,1,.T) (3.124)
gilt, hat
1+v=1, (3.125)
mit

a+ CZJ?B(u)l

T = cletof, =| @ T 5002 (3.126)

SRS .]7 B (u)n
die gleiche Losung nach maximaler Korrelation fiir die Unbekannten u;,u,,...,u,_, wie (3.121) in Verbindung
mit (3.122). Da das funktionale Modell (3.126) nun die Eigenschaft (3.64) aufweist, kann die Losung der Aus-
gleichung nach maximaler Korrelation aus einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten generiert werden. Ein
numerisches Beispiel dazu ist in Abschnitt 3.3.11.3 aufgefiihrt.

Ist das Einsetzen der Bedingungen in das funktionale Modell nicht moglich, da sich die Bedingungsgleichungen
nicht jeweils nach einer Unbekannten auflosen lassen, ist auch hier eine Vorgehensweise moglich, die bei der
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten oftmals Verwendung findet, ndmlich die Rénderung der Normalglei-
chungsmatrix mit den Bedingungen®® (z.B. GOTTHARDT 1968). Nach der Einfithrung der Gewichte ist wieder zu
iiberpriifen, welche der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) die Modellgleichungen f unter Beriicksichtigung
der Bedingungsgleichungen b(u); = s; erfiillen. Wéahrend beim Einsetzen der Bedingungen die Eigenschaften im

Modell fB sofort liberpriift werden konnen, ist dies bei der Rédnderung nicht unmittelbar ersichtlich. Im Allge-

meinfall, insbesondere bei nichtlinearen Beobachtungsgleichungen unterschiedlicher Art (z.B. Strecken und
Richtungen), ist eine Erweiterung des Modells in der Form

% Diese Vorgehensweise liefert die gleichen Ergebnisse wie das Einsetzen der Bedingungen in die Beobachtungsgleichungen, bei der sog.
Rénderung handelt es sich nur um eine weitere rechentechnische Moglichkeit, Bedingungen in das Modell einzufiihren.
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¢+ 02]7(“)1

¥ F_la +02]7(u)2

f*=ce+c,f = (3.127)

Sl + 027(1")71

durchzufiihren.”' Dieses Modell wird an der Stelle der Néherungswerte u’ und ¢° linearisiert und man erhilt

_8(c1+c2f(u)1) a(cl"'CZf(u)l) a(cl"'czj?(“)l)

8(01 +02J7(“)1) a(cl +02J?(“)1)

m

Ou, Ou, ou,, oc dc,
a(cl +02]7(u)2) a(cl +02J7(u)2) a(cl +02]7(u)2) a(cl +02J7(u)2) a(cl +62J7(u)2)
6’% 81'42 ) ou 6'01 8{:2

a(cl +C.2]7(u)n) a(cl +C‘2J7(u)n) a(cl +C.2]7(u)n) a(cl +C‘2J7(u)n) a(cl +C‘2J7(u)n)

|
:
|
|
|
~ |
A = e :
:
|
|
|
|
|
|
I

| Ou, Ou, Ou,, o¢ 0c, ]
(3.128)
- —~ ~ ~ | T
o(fayn)  o(fan) offwn) | o
7
2% P ou 2 5, | “
~ ~ ~ |
o(7a,)  of ) offwn) i I
_lc e _
= Ouy = Ou, = ou,, | w2
: : - : [ :
: : . : |
~ ~ ~ |
o(fa,) o(fw,) offwa) t I
C — 7
| : Ou, = Ou, = ou,, | ! "]
und die Linearisierung der Bedingungsgleichungen liefert
[ 0b(u),  3b(u), Ob(u), i@b(u)l db(u), | [ ob(u),  Ob(u), Ob(u), iO 0
Ou, Oou, ou, | Oc 0c,y ou, Oou, ou,, |
Ob(u),  0b(u), Ob(u), iab(“)z Ob(u), Ob(u),  0b(u), Ob(u), EO 0
B=| o0y ou, ou,, | 0¢ 0c,y =| Ou Ou, ou,, |
: : - A : : : . S
: : . . : : : . N
ob(u), ob(u), ob(u), i@b(u)p ob(u), ob(u), ob(u), ob(u), EO 0
| Ou Ou, ou, | Oq ocy, | | omy Ou, ou,, | |
(3.129)
Der verkiirzte Beobachtungsvektor und der Widerspruchsvektor lauten
L-(cl+e37 @) s1-b(u’),
o~ - - 7 (.0, 0F 0 b
AT =TT (") =T (fe+IF(u")) = h-(cf tofu ) ,w=s—bu%)=|" :(“ 2| (3.130)
Z, —(clo +cg]7(u0)n) S, —b(uo)p

Aus

ATa BT |[u] [RTAT
______ RN | Pl ) L (3.131)
B 0 k w

erhélt man dann nach einigen Iterationen die Losung fiir die Unbekannten

u = w e ou e o], (3.132)

wobei u,u,,...,u, die Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation mit Bedingungen zwischen den
Unbekannten ist. Ein numerisches Beispiel zu diesem Losungsweg ist in Abschnitt 3.3.11.3 zu finden.

Erweitert man das Modell irrtiimlich um eine Eigenschaft, die schon vorhanden ist, so wird die Normalgleichungsmatrix singulér.
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3.3.10 MCA bei singuliren Ausgleichungsproblemen

Werden in einem Ausgleichungsproblem mehr Unbekannte eingefiihrt, als man tatséchlich aus den Messungen
bestimmen kann, so erhélt man nach der Linearisierung der Beobachtungsgleichungen

Litvi=f); i=(2,..,n) (3.133)
eine Funktionalmatrix A, die nicht den vollen Spaltenrang aufweist. Der Rangdefekt betrégt in diesem Fall
d=m—r (3.134)
mit
m ... Anzahl der Unbekannten,
r ... Rang (A).

Um diesen Rangdefekt zu beheben und eine Losung herbeizufiihren, werden d Bedingungsgleichungen
gw,;=s; j=(@1,2,....,d) (3.135)

benoétigt. Grundsétzlich kdnnen beliebige Bedingungen eingefiihrt werden, sie miissen lediglich in der Lage sein,
den Rangdefekt von A bzw. N zu beheben. Da man somit aber beliebige Losungen erhélt, werden oftmals Bedin-
gungen ausgewdhlt, die zu gewissen ,,Optimaleigenschaften fiihren. Wahlt man im linearen bzw. linearisierten
Modell die Matrix der Bedingungen G derart, daf3 in ihr die Eigenvektoren beziiglich des d-fachen Eigenwertes
A =0 der Normalgleichungsmatrix N zusammengefalit sind, so erhdlt man eine Losung mit minimaler Lénge des
Losungsvektors und mit minimaler Spur der Kofaktorenmatrix der Unbekannten (siehe auch Abschnitt 2.1).

Die Losung eines derartigen Ausgleichungsproblems nach maximaler Korrelation kann wieder, analog zu Ab-
schnitt 3.3.9, durch eine erweiterte Ausgleichung nach kleinsten Quadraten erfolgen. Der einzige Unterschied
besteht darin, dafl die Bedingungen hier liberhaupt erst eine Losung ermdglichen. Entscheidet man sich dafiir, das
Ausgleichungsproblem durch Rénderung der Normalgleichungsmatrix mit den Bedingungen zu 16sen, so ergibt

sich die Funktionalmatrix A* wie in (3.128) dargestellt. Die Matrix der Bedingungen lautet in allgemeiner Form

(08w, 0g(w), - 0g@) | 0gw), 0gGw, | [dg@), 0g), g i, 4
Ou, Ou, ou, | O¢ oc, ou, Oou, ou, |
ogu), 0gu),  0g(u), iag(u)z 0g(u), ogu), 0gu),  0gu), io 0
G'= oy, Ou, Ou, | 0J¢ 0cy =l Oy Ou, ou,, |
: . . : | . : : : : . [
: : ) S : : : . P
08wy 08wy = 08y | 08y 08y Ogu)y 08wy 08y i
ou, Ou, ou, | Oq oc, | | ou Oou, ou,, ! |
(3.136)

Werden in G die Eigenvektoren zu den Eigenwerten null der Normalgleichungsmatrix N eingesetzt und wird die
Bedingungsgleichung in der Form

Glu* =0 (3.137)
aufgestellt, erhdlt man nach einigen Iterationen aus dem Gleichungssystem
ea Ty ! x ~ T~
* * | * *
AA LG {_“_}: A_AL (3.138)
G 0]k 0
die Losung
u =[w w oy o o] (3.139)

mit kiirzestem Losungsvektor und minimaler Spur der Kofaktorenmatrix fiir die Unbekannten wu,u,,...,u,,.

Aufgrund der Modellerweiterung (3.127) sind die ausgeglichenen Parameter u,,u,,...,u,, zugleich Losung der

Ausgleichung nach maximaler Korrelation. Ein numerisches Beispiel zu diesem Ausgleichungsproblem ist in
Abschnitt 3.3.11.4 aufgefiihrt.
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3.3.11 Numerische Beispiele

Die folgenden numerischen Beispiele dienen dazu, die Handhabung des Formelapparates der Ausgleichung nach
maximaler Korrelation zu veranschaulichen. Konkrete Anwendungsziele, wie z.B. das Erkennen systematischer
Fehler, werden nicht behandelt. Die Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation wird durchweg durch
eine erweiterte Ausgleichung nach kleinsten Quadraten, in Form einer Ausgleichung nach vermittelnden
Beobachtungen, erzeugt.

3.3.11.1 MCA ohne Gewichte

In dem in Abbildung 3.3 dargestellten Netz sollen die Koordinaten des Neupunktes 6 durch Streckenmessungen
zu den Festpunkten 1 bis 5 bestimmt werden. Die Koordinaten der Festpunkte 1 bis 5 und die N&herungskoordi-
naten des Punktes 6 sind in Tabelle 3.2 aufgefiihrt.

f( 2 Tabelle 3.2: Festpunkt- und Naherungskoordinaten

1 3 Pkt. Nr. | Y [m] X [m]

1 | 100.000 400.000
2 [ 300.000 500.000

¢ 3| 400.000  400.000

4 | 400.000 100.000

5 4 _--2__|.100.000 _ 100.000_

6 250.0 300.0

Y
Abbildung 3.3: Streckennetz

Die Streckenmessungen, die in diesem Beispiel als gleichgewichtig angenommen werden, sind in Tabelle 3.3
aufgefiihrt.

Tabelle 3.3: Streckenmessungen

516 [m] 56 [m] 536 [m] S46 [m] 556 [m]
180.293 206.079 180.365 250.062 249961

Die Ausgleichung nach maximaler Korrelation soll nun mit Hilfe einer erweiterten Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten gemil Abschnitt 3.3.8 erfolgen. Dazu ist zunéchst festzustellen, welche der Eigenschaften (3.64),
(3.66), (3.68) das funktionale Modell

fi = \/(Xé - 400)” +(¥, —100)*
1 = \/(X6 ~500)" + (¥, —300)°
fi= \/(Xé ~400)° + (¥, —400)° (3.140)
fa= \/(Xﬁ ~100)” + (¥, —400)*
fo= \/(Xé ~100)° +(¥% —100)

bereits aufweist. Da die Gleichungen keinen additiven Term aufweisen, ist die Eigenschaft (3.66) nicht vorhan-
den. Um zu erkennen, ob die Eigenschaft (3.68) erfiillt ist, wird exemplarisch die erste Gleichung mit einem
Faktor ¢, multipliziert. Es ist zu priifen, ob

cz\/(X6—400)2+(Y6—100)2 e F (3.141)

gilt. Formt man diesen Ausdruck um, so erhélt man

\/(c2X6—4OOc2)2+(czY6—IOOc2)2 , (3.142)
wobei sich ¢, Xq und ¢, Y zu

O Xe=Xo L oYy =Y, (3.143)
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zusammenfassen lassen. Da sich die Ausdriicke 400 ¢, und 100 ¢, jedoch nicht zusammenfassen lassen, entsteht
mit

\/(Xg—40002)2+(Y6*—10002)2 ¢ F (3.144)

ein Ausdruck, der nicht zu der Klasse von Funktionen in (3.140) gehdrt. Somit besitzt das Gleichungssystem
(3.140) weder die Eigenschaft (3.66) noch die Eigenschaft (3.68) und die Losung der Ausgleichung nach maxi-
maler Korrelation ist in diesem Falle eindeutig.

Da fiir die Ausgleichung nach maximaler Korrelation mit Hilfe einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten die
Eigenschaft (3.64) gegeben sein muf3, wird das urspriingliche Modell (3.140) nun um diese Eigenschaft erweitert
zu

fi=c \/(Xﬁ —400)” +(¥; —100)* +¢,

(3.145)
f=c \/(Xé ~100)° +(¥% —100)” +¢,
und man erhélt die Beobachtungsgleichungen
Ste vy, =G \/(Xé ~400)” + (¥, —100)> +¢, = f;"
: (3.146)

Ss6+V, =0 \/(X6 ~100) +(¥% —100)" +¢, = /&

Unter Verwendung der in Tabelle 3.2 aufgefiihrten Néherungskoordinaten Y60, X, 2 und der Werte clo =0, cg =1
kann der funktionale Zusammenhang linearisiert werden. Mit der Funktionalmatrix

off oft efr off
0Xy 0Yy 1 O0c;  Ocy
A =| : i : : (3.147)
ofs ofs | ofs Ofs
0Xy Y, 1 0c  Ocy

und dem verkiirzten Beobachtungsvektor

somste] [ —(cé’ \/(Xg —400)2 (2 —100)2 +c?]

Al = : = : (3.148)
0 2 2
S5.6 = 556 ss,é—(cg \/(Xg—loo) +(% - 100) +ch

lassen sich die bekannten Formeln zur Losung einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten anwenden und man
erhélt nach einigen Iterationsschritten fiir die Unbekannten die in Tabelle 3.4 aufgefiihrten Werte.

Tabelle 3.4: Losung der erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten

Y [m] Xe [m] ¢ [m] 9
249.943 300.138 0.7147 0.996745

Unter Verwendung der Unbekannten X und Yy (Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation) kénnen
nun mit (3.140) die ausgeglichenen Funktionswerte berechnet werden. Diese bilden den Vektor f, die in Tabelle
3.3 aufgefiihrten Beobachtungen bilden den Vektor 1. Da die Beobachtungen als gleichgewichtig angenommen
wurden, ergibt sich die transformierte Gewichtsmatrix** unter Beriicksichtigung von (3.53) und (3.63) zu

>2 Im Falle gleichgewichtiger Beobachtungen wird mit Hilfe dieser Matrix nur die Zentrierung durchgefiihrt.
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[ 08 —02 -02 -02 -02]
-02 08 -02 -02 -02
P=M=|-02 -02 08 -02 02| . (3.149)
-02 -02 -02 08 -02
-02 -02 -02 -02 08]

Setzt man f, 1lund P in den Korrelationskoeffizienten (3.62) ein, so erhilt man 7 = 0.999999838612.

3.3.11.2 MCA mit vollbesetzter Gewichtsmatrix
Als Beispiel wird wieder das in Abbildung 3.3 dargestellte Netz mit den Koordinaten in Tabelle 3.2 verwendet,
jedoch soll nun fiir die Streckenmessungen in Tabelle 3.3 eine vollbesetzte (positiv definite) Gewichtsmatrix
[ 1.0000 01500 -02000 -0.5000  0.0300|
01500 09250 03500 -0.3125 -04705
P=|-02000 03500 10100 0.0360 -04760 (3.150)
—0.5000 -03125 00360 1.0366 01490
| 00300 -04705 -04760  0.1490  0.9845

eingefiihrt werden. Um die Gewichtsverhéltnisse in der Ausgleichung nach maximaler Korrelation zu beriick-

sichtigen, wird mit P eine Cholesky-Zerlegung durchgefiihrt und man erhélt die obere Dreiecksmatrix

[1.00 015 -020 -050 0.03]
0 095 040 -025 -050
0 0 090 0.04 -030 (3.151)
0 0 0 085 0.06
0 0 0 0 0.80

mit der die Transformation (3.36) in eine Problemstellung ohne Gewichte durchgefiihrt werden kann. Mit

[1.00 015 -020 -050 0.03][180293] [ 57.600 |
0 095 040 -025 -050(]|206.079 80.425
0 0 090 0.04 -030(]|180.365 |=]| 97.343 (3.152)
0 0 0 085 0.06||250.062 227.550
0 0 0 0 0.80]|249.961| |199.969 |

erhélt man den Beobachtungsvektor und mit

(100 015 —020 -050 003][ £, ] [f,+015f, —020f; —050f, +0.03f;]
0 095 040 —-025 -050||f, 095/, + 040, —025f, —050f;
f= 0 0 09 004 —030||f,|= 0901, +004f, —030f; | . (3.153)
0 0 0 085 006]|, 0851, +0.06f;
0 0 0 0o 080l s] | 0.80; |

das funktionale Modell fiir dieses Ersatzproblem. Setzt man die Gleichungen aus (3.140) fiir fi, ..., fs ein, so 146t
sich analog zum ersten Beispiel zeigen, da3 das funktionale Modell weder die Eigenschaft (3.66) noch (3.68)
aufweist. Um die Losung nach maximaler Korrelation iiber eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten zu
generieren, ist das Modell daher zu

fl =¢,(f; +015f, —020/; - 0507, +0.03f5)+¢,

fo =¢,(095/, +040f5— 025/, —050f5)+¢,

/3 —02(090f3+004f4 030f5)+¢, (3.154)
=¢,(085/, +0.06/5)+c,
=¢,(080f5)+¢,

Zu erweitern.
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Die Beobachtungsgleichungen ergeben sich somit zu
St VSM =¢,(f; +015f, —020/5 — 050/, +0.03f5)+¢, = fl*
: (3.155)
S5+ Vssyé =¢)(080f5)+¢, = J75*

Diese werden dann an der Stelle der Néherungswerte fiir die Unbekannten linearisiert. Mit der Funktionalmatrix

a]\‘-l* a]\‘-l* i 8]’?"1* a]\‘-l*

_ 0Xy 0Y 1 0¢ Oc

A= i i (3.156)
Ofs Ofs 10fs 0Ofs
0Xs 0Y, 1 d¢  Ocy

und dem verkiirzten Beobachtungsvektor

51,6 - 51(,)6 51,6 —]71*(140)

Al" = : = : (3.157)
55,6 - FS(,)6 E5,6 —fs*(uo)

kann man eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten durchfiihren und erhélt nach einigen Iterationsschritten
die in Tabelle 3.5 aufgefiihrte Losung fiir die Unbekannten.

Tabelle 3.5: Losung der erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten

Y [m] Xe [m] ¢ [m] 5
249.918 300.131 0.2702 0.998368

Unter Verwendung der Unbekannten X; und Y, (Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation)™ kénnen

nun mit (3.140) die Komponenten des Vektors f berechnet werden. Die in Tabelle 3.3 aufgefiihrten Beobachtun-
gen bilden den Vektor 1. Die transformierte Gewichtsmatrix ergibt sich aus (3.61) unter Verwendung von (3.53)

und (3.151) zu

[ 0.80000 -0,07000 -0,42000 -0,52800 0,01200]
-0,07000 0,68300 0,10800 -0,34330 -0,49030
-0,42000 0,10800 0,76800 0,00520 -0,49580| . (3.158)
-0,52800 -0,34330 0,00520 1,03268 0,14648

| 0,01200 -0,49030 -0,49580 0,14648 0,98288 |

a-N
Il

Setzt man f, 1 und P in (3.62) ein, so erhilt man mit 7 = 0.999999965782 den Wert des Korrelationskoeffizien-
ten nach einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation.

3.3.11.3 MCA mit Bedingung zwischen den Unbekannten
Gegeben sind die nichtlinearen Beobachtungsgleichungen

L+v,=x=f

L+vy=x+y" =/,

L+vy=x = f; , (3.159)
ly+vy =J’3—x2 = /4

Is+vs=y" = fs

die Beobachtungen mit ihren Gewichten sind in Tabelle 3.6 aufgefiihrt. Zudem sollen die Unbekannten die Be-
dingung b(u) = x” - y = s, mit s = 0 erfiillen.

>3 Es sei nochmals darauf hingewiesen, dal die Parameter ¢; und c; nicht zur Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation
gehoren. Sie wurden lediglich als HilfsgroBen eingefiihrt, um das MCA-Problem mit Hilfe einer erweiterten L,-Ausgleichung zu generieren.
Entscheidet man sich z.B. fiir eine Losung des MCA-Problems gemif3 Abschnitt 3.3.7, entfillt die Einfiihrung zusétzlicher Parameter.
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Tabelle 3.6: Beobachtungen und Gewichte

I] 12 13 14 15
Beobachtung | 2.000 20.100 7.800 60.200 16.000
Gewicht 1.21 0.81 1.44 1.00 0.64

Als erstes sind die Gewichte zu beriicksichtigen. Da P hier eine Diagonalmatrix ist, 148t sich die erforderliche
Matrix R sehr einfach berechnen mit 7; = {/p; und r; =0 fiir i #; . Die Transformation (3.36) in eine Problem-

stellung ohne Gewichte liefert fiir den Beobachtungsvektor und das funktionale Modell

(11

0.9

12

1.0

08

[ 2.000]
20.100
7.800
60.200

| 16000 |

[2.200]
18.090
=| 9360
60.200
12800

1.1x
09x* +09y°
12x3
y?-x
0.8y?

2

(3.160)

Nun wird die nichtlineare Bedingungsgleichung nach y = x* umgestellt und in f eingesetzt und man erhilt

1.1x
09x2 +09x*

12x3

x6 —x2

08x*

(3.161)

Danach ist zu priifen, ob das funktionale Modell eine der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) aufweist. Da dies
nicht der Fall ist, ist die Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation in diesem Fall eindeutig. Um
diese Losung iiber eine erweiterte Ausgleichung nach kleinsten Quadraten zu generieren, wird mit

¢ +¢,(11x)
a+c (0.9x2 + 0.9x4)
fr=|  a+afl2d) (3.162)
&) +C2(x6 —xz)

c+c (0.8x4)

das Modell derart erweitert, dal es die Eigenschaft (3.64) aufweist. Um die Losung zu berechnen, wird das er-
weiterte funktionale Modell nun unter Verwendung der Niherungswerte x° =2, clo =0 und cg =1 linearisiert.
Mit der Funktionalmatrix

x| T Tk
0fg | 0fp Ofp
~ Ox i Oc  0cy
Ap=| Lor i (3.163)
ofs, | 015, s
Ox | O0¢ Ocy
und dem verkiirzten Beobachtungsvektor
L= b= T
Al" = : = : (3.164)

15_150 15—fB*5(u0)
148t sich der bekannte Algorithmus einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten anwenden und man erhélt nach
einigen Iterationen die in Tabelle 3.7 aufgefiihrte Losung fiir die Unbekannten,
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Tabelle 3.7: Losung der erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten

X Cq C

1.9999 -0.0931 1.005256

wobei x die Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation ist. Die Auflosung der Bedingungsgleichung
liefert y = 3.9996.

Wie in Abschnitt 3.3.9 beschrieben, kann das Ausgleichungsproblem auch durch Rédnderung der Normalglei-
chungsmatrix mit der Bedingung geldst werden. Die Einfithrung der Gewichte erfolgt analog zu obiger Vor-

gehensweise. Zur Verfiigung stehen somit Tund f (3.160). Da das Modell unter Beriicksichtigung der Bedin-
gungsgleichung keine der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) aufweist, ist es eine Erweiterung in der Form

q +cz(l.lx)
c +cy (O.9x2 +0.9y2)
o=l a+o(l2d) (3.165)
¢l +c2(y3 —x2)

aq+c (0.8y2)

erforderlich, so daB3 die Eigenschaft (3.64) erfiillt ist. Die Linearisierung dieses erweiterten Modells und der
Bedingungsgleichung liefert

871* 871* iafl* afNi*
ox 0y 1 9¢ Oc ob
| N : _| 9b(w)  0b(u)
A" = ) oL Lol B—{ P 3y 1001 . (3.166)
Ofs Ofs 10fs Ofs !
ox 0y 1 0¢ dc

Der verkiirzte Beobachtungsvektor und der Widerspruchsvektor lauten

~ 11‘110 ll_fl*(uo)

AT = 1= : ,w=p_awﬂ=p_«wy_@%q]. (3.167)
ls=15"| |l = f5'(®)

Mit den Startwerten x° =2, yo =4, clo =0 und cg =1 erhélt man aus der Aufldsung von (3.131) nach einigen

Iterationen das in Tabelle 3.8 aufgefiihrte Ergebnis (vgl. Tabelle 3.7).

Tabelle 3.8: Losung der erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten

X )y Ci €2
1.9999 3.9996 -0.0931 1.005256

Mit den ausgeglichenen Werten fiir die Unbekannten x und y, die die Losung der Ausgleichung nach maximaler
Korrelation sind, kénnen mit (3.159) die ausgeglichenen Funktionswerte berechnet werden, die den Vektor f
bilden. Die Beobachtungen in Tabelle 3.6 bilden den Vektor 1. Die transformierte Gewichtsmatrix wird gemaf
(3.61) berechnet und ergibt sich zu

[ 0.968 -0.198 -0.264 -0.220 -0.176]
-0.198  0.648 -0.216 -0.180 -0.144
-0.264 -0.216 1.152 -0.240 -0.192| . (3.168)
-0.220 -0.180 -0.240 0.800 -0.160
|-0.176 -0.144 -0.192 -0.160 0.512 |

=
Il

Setzt man f, 1 und P in den Korrelationskoeffizienten (3.62) ein, so erhilt man *=0.999974154731.
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3.3.11.4 MCA bei singuliirem Ausgleichungsproblem

In dem in Abbildung 3.4 dargestellten Streckennetz sollen die Koordinaten der Punkte 1 bis 5 iiber eine freie
Netzausgleichung bestimmt werden. Die erforderlichen Niaherungskoordinaten sind in Tabelle 3.9 aufgefiihrt.

N 2 Tabelle 3.9: Naherungskoordinaten
1 3 Pkt.Nr.| Y°[m] X°[m]
1 100.0 400.0
2 300.0 500.0
3 400.0 400.0
4 400.0 100.0
s 4 5 100.0 100.0
Y

Abbildung 3.4: Streckennetz

Als Beobachtungen liegen die in Tabelle 3.10 aufgefiihrten unkorrelierten Streckenmessungen mit unterschiedli-
chen Gewichten vor.

Tabelle 3.10: Streckenmessungen und Gewichte

S1.2 S13 S1.4 S1,5 23 24 8§25 S34 835 S45
Strecke [m] | 223.643 299.960 424.229 300.044 141.425 412.304 447.239 299.950 424.233 300.028
Gewicht 1.21 1.00 0.64 1.00 1.44 0.81 0.49 1.00 0.64 1.00

Wird das funktionale Modell in der Form

£ ==X + (5 - %)

f2=\/(X3_X‘1)2+(Y3_Y1)2 (3.169)

fio=(Xs— X, )+ (% - 1,)?

aufgestellt, so entsteht ein singuldres Ausgleichungsproblem mit einen Rangdefekt von d = 3. Dieser kann durch
Einfithrung von d Bedingungsgleichungen fiir die Unbekannten, analog zu (2.23) und (2.27), behoben werden.
Um die Losung dieser Ausgleichung nach maximaler Korrelation iiber eine erweiterte Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten zu generieren, miissen die Eigenschaften des Modells untersucht werden. Dazu werden im
ersten Schritt die Gewichte mit Hilfe der Transformation (3.36) beriicksichtigt. Die Elemente der dafiir erforder-

lichen Matrix R lassen sich wieder mit 7; = 4/p; und r; =0 fir i # j berechnen. Die Transformation in eine

Problemstellung ohne Gewichte liefert fiir den Beobachtungsvektor und das funktionale Modell

TT=[1.1-223.643 1.0-299960 0.8-424229 1.0-300.044 12-141425
09-412304 0.7-447239 1.0-299950 0.8-424.233 1.0-300.028], (3.170)

fT=[11f;, 10/, 08f, 10f, 12fs 09f, 07f; 10f; 08f, 10f,].

Im nédchsten Schritt ist zu priifen, ob das Modell eine der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) aufweist. Da die
Modellgleichungen f,..., fj, in (3.170) keinen gemeinsamen additiven Term aufweisen, ist die Eigenschaft

(3.66) nicht vorhanden. Um zu erkennen, ob die Eigenschaft (3.68) erfiillt ist, wird exemplarisch die erste
Gleichung mit einem Faktor ¢, multipliziert. Es gilt zu priifen, ob

1.1c2\/()(2—x1)2+(YZ—Y1)2 e F (3.171)

gilt. Formt man diesen Ausdruck um, so erhélt man

11 \/(CZXZ o X)) + (el — oK), (3.172)
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wobei sich die Ausdriicke ¢, X3, ¢; Xj, und ¢, Ya, ¢, Y1 zu
CzXz =X;, C2X1 =X1* und C2Y2 =Y2*, CzYl =Yl* (3173)

zusammenfassen lassen. Damit entsteht mit

1.1\/(X;—Xf)2+(Y;—Y;)2 e F (3.174)

ein Ausdruck, der zu der selben Klasse von Funktionen gehort wie ]71 in (3.170). Da sich dies auch fiir die
iibrigen Gleichungen zeigen 148t, besitzt das Modell in (3.170) die Eigenschaft (3.68). Da diese Eigenschaft auch

unter Beriicksichtigung der Bedingungsgleichungen erhalten bleibt, ist die Losung der Ausgleichung nach maxi-
maler Korrelation nicht eindeutig, sondern eine ganze Klasse.

Da fiir die Ausgleichung nach maximaler Korrelation mit Hilfe einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten die
Eigenschaft (3.64) gegeben sein muf3, wird das Modell in (3.170) nun zu dieser Eigenschaft erweitert und man
erhilt die Beobachtungsgleichungen

P ~

~ ~ 2 %
sl’z +Vsl‘2 =01+1.1\/(X2_X1) +(Y2_Yl) =ﬁ
: (3.175)
~ o~ 2 2
S4’5+VS475 =C1+1.0\/(X5—X4) +(Y5—Y4) =f10
Das linearisierte funktionale Modell und die Matrix der Bedingungen, vgl. (2.21), ergeben sich zu
Tk Tk Tk T | Tk
of o . L ok ok |
~ ox;, 0y Oxs Oys | Oq 1 0 1 0 ! 0
L S S S B S O L B 0 110 (3.176)
ofe ofi .. ohi ofn|ofn M RS T
ox; 0y Oxs  0ys : d¢
Mit dem verkiirzten Beobachtungsvektor
~ E1,2 _FI,OZ 51,2 —i*(uo)
Al" = : = : (3.177)
54,5 - E4(,)5 E4,5 —ff&(uo)

erhélt man aus der Auflésung von (3.138) nach einigen Iterationen fiir ¢; = 0.0515 und die in Tabelle 3.11 auf-
gefithrten Koordinaten.™

Tabelle 3.11: Eine Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation

Pkt. Nr. Y [m] X [m]
1 100.035 399.992
2 300.020 499.985
3 399.940 399.956
4 399.987 100.056
5 100.017 100.011

Unter Verwendung der ausgeglichenen Koordinaten konnen mit (3.169) die ausgeglichenen Funktionswerte
berechnet werden, die den Vektor f bilden. Die Beobachtungen in Tabelle 3.10 bilden den Vektor 1. Die transfor-

mierte Gewichtsmatrix wird gemél (3.61) berechnet. Setzt man f, 1 und P in den Korrelationskoeffizienten
(3.62) ein, so erhilt man 7* = 0.999999964988.

> Da die Loésung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation in diesem Beispiel nicht eindeutig ist, reprasentiert die Losung nur eine aus
der Klasse aller Losungen. Die Klasse aller Losungen kann mit (3.69) erzeugt werden.
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4 Kongruenzuntersuchung geodatischer Netze

Die generelle Zielsetzung bei der Auswertung geoditischer Mefidaten, ndmlich aus der Gesamtmenge aller
Eingangsdaten die groBtmogliche Untergruppe konsistenter Daten zu finden, kann sehr anschaulich anhand der
Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze demonstriert werden. Bei dieser Aufgabenstellung besteht die Ziel-
setzung, aus der Gesamtheit aller Netzpunkte (bzw. aller Stiitzpunkte) diejenige Untergruppe zu lokalisieren, fiir
die die Hypothese der Kongruenz angenommen werden kann.

Da die Beurteilung von MeBgroien und Ausgleichungsergebnissen i.d.R. mit Hilfe von statistischen Testverfah-
ren durchgefiihrt wird, werden dazu einige Anmerkungen gegeben. Insbesondere wird auf das Problem einer
sinnvollen Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit eingegangen. Es wird die Anwendung eines ,,umgekehrten
statistischen Tests“ vorgeschlagen.

Danach wird die generelle Methodik und das Verfahren der Kongruenzuntersuchung, so wie es sich in der aktu-
ellen Literatur darstellt, kurz aufgezeigt. Anhand eines numerischen Beispiels wird die Lokalisierung verschobe-
ner Punkte durch eine sukzessive Einzelpunktanalyse untersucht.

Unter Verwendung eines Transformationsansatzes aus Abschnitt 2.2 und der theoretischen Grundlagen aus
Abschnitt 3.3 erfolgt dann die Kongruenzuntersuchung mit Hilfe einer Ausgleichung nach maximaler Korrela-
tion.

4.1 Anmerkungen zu den statistischen Testverfahren

4.1.1 Allgemeine Strategie

Bei allen geoditischen Aufgabenstellungen kommt der Beurteilung der MeBergebnisse oder daraus abgeleiteten
GroBen eine zentrale Bedeutung zu. Wie diese Beurteilung, die grundsitzlich unter Beriicksichtigung der Mef3-
genauigkeit erfolgt, generell durchgefiihrt wird, 146t sich an folgendem Beispiel veranschaulichen. Gegeben sind
zwei MeBwerte x; und x; fiir die selbe GroBe (z.B. Strecke von Punkt A nach Punkt B). Die Annahme, daf} die
Abweichung Ax = x; - x; lediglich auf MeBungenauigkeiten beruht, wird angenommen, falls

|Ax|<T-o (4.1)

ist. In dieser Darstellung reprasentiert o eine Fehlerschitzung fiir die Groe Ax, der Wert T stellt einen sinnvoll
zu wihlenden Faktor dar. Die Fehlerschitzung sollte auf moglichst gesicherten Erkenntnissen beruhen. Bei
Streckenmessungen z.B. sollte man einen Wert wéhlen, der als theoretische Standardabweichung o; vom Geréte-
hersteller angegeben wird. Denkbar ist auch, die empirische Standardabweichung s,, die aus der Erfahrung mit
dem verwendeten Gerit {iber einen ldngeren Zeitraum stammt, als Grundlage zu nehmen. Entnimmt man die
Fehlerschétzung einer Ausgleichung, so sollte diese einen mdglichst grofen Freiheitsgrad aufweisen. Zudem ist
zu beachten, daB3 eine derartige Fehlerschitzung aufgrund unrichtiger Annahmen iiber die Verteilung der
MeBfehler (siche Abschnitt 3.1) verfalscht sein kann. Auch fiir den Wert T besteht die Moglichkeit, diesen
anhand von Erfahrungswerten abzuschitzen und das Produkt 7-o als eine Grenze fiir die Beurteilung der
Abweichung |Ax| aufzufassen. Ein Beispiel dafiir ist die Anwendung der bekannten ,,3 0 - Regel®, bei der 7' = 3
gewihlt wird.

Heutzutage wird die Beurteilung von MeBergebnissen i.d.R. unter Anwendung statistischer Testverfahren durch-
gefiihrt. Voraussetzung fiir deren Anwendung sind immer gewisse Annahmen iiber die Verteilung der zu testen-
den GroBen. Derartige Tests konnen also nur insoweit sinnvolle Ergebnisse liefern, wie diese Annahmen auch
tatsdchlich gelten (siehe hierzu die Anmerkungen zur Verteilung von MeBfehlern in Abschnitt 3.1). Die Auswahl
eines Schrankenwertes 7, unterhalb dessen eine Hypothese angenommen werden kann, erfolgt durch die Festle-
gung einer Irrtumswahrscheinlichkeit . Fiir die Kongruenzuntersuchung geodétischer Netze wird i.d.R. der Wert
a = 5% verwendet. Ob dieser Wert immer allen Situationen gerecht werden kann (siehe Abschnitt 4.1.2 und
4.1.3), sollte man zumindest als Frage im Hinterkopf behalten.

Die Grundlagen der statistischen Testverfahren sind z.B. in (WELSCH et al. 2000) und (NIEMEIER 2002) zu
finden, so daB auf eine ausfiihrliche Darstellung an dieser Stelle verzichtet werden kann. Der grundsétzliche Ab-
lauf eines statistischen Tests gestaltet sich wie folgt:

1. Aufstellen der Nullhypothese H,, Formulierung der Alternativhypothese H, als zweiseitige oder einseitige
Fragestellung.

2. Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit (Signifikanzniveau) a, bzw. der Sicherheitswahrscheinlichkeit
P=1-a
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3. Berechnung einer Priifgrofie.

4. Testentscheidung aufgrund des Vergleichs der Priifgroe mit einem Schrankenwert.

Die statistischen Tests fiir die Anwendungsbeispiele

a) Vergleich einer normalverteilten Grofle mit ihrem gegebenen Erwartungswert,

b) Vergleich des Erwartungswertes zweier normalverteilter MeBgrofen, die das gleiche Phdnomen beschreiben,
¢) Vergleich einer empirischen Standardabweichung sy mit der theoretischen Standardabweichung oy,

d) Vergleich von zwei empirisch ermittelten Standardabweichungen so; und s,

sind in Tabelle 4.1 zusammengefaf3t. Die Alternativhypothese ist hierbei zunéchst als zweiseitige Fragestellung,
danach jeweils als einseitige Fragestellung formuliert.

Tabelle 4.1: Zusammenstellung statistischer Testverfahren

Test Nullhypothese Alternativhypothese | PriifgroBe | Schrankenwert | Annahme von
H, Hy H,, wenn
E{x} * U,
a) | #-Test E{x}:y E{x}<y, I - |x— u| L1 T, <ty
E{x)> u &
E{Ax}=0;
b) | #Test E{Ax}:E{xj}—E{x,-}:O E{Ax}<0 T _1ax| s 1-a T Slfpl-a
b t -
E{Ax}>0 ax
, , , E{sé} # 0'(2) ; 5 R
c -Test Eissi=0 f-s yonn T, <y,
| {O} ’ E{s§}<0(2), Tp = 020 S oA
0
E{Sé} > O'S
E{sél}iE{sgz}; sgl
T, =20
O | Fest | B3} =E[s} =0 F=2 Fropea | Tr<Fppma
E{s3 V< E{s3, 1, 502
bahstal | L
E{Sgl} > E{ng} So1 > So2

Hat man sich fiir die Anwendung eines statistischen Tests entschieden, so stellt sich als néchstes die wichtige
Frage nach der Testgiite.

4.1.2 Testgiite

Statistische Tests sind nur mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit & moglich. Mit diesem Wert ist die Wahrschein-
lichkeit festgelegt, mit der die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie richtig ist (Fehler erster Art). Bezogen
auf die Deformationsanalyse bedeutet dies, dal Deformationen angezeigt werden, obwohl sie nicht vorhanden
sind. Die Wahrscheinlichkeit, da8 die Nullhypothese angenommen wird obwohl sie falsch ist (Fehler zweiter
Art), wird mit S bezeichnet. Es ist sofort einzusehen, dafl das Begehen eines Fehlers zweiter Art in der Deforma-
tionsanalyse schwerwiegende Folgen haben kann, denn in diesem Fall werden Deformationen nicht angezeigt,
obwohl sie vorhanden sind. Die Wahrscheinlichkeit y = 1 - £, mit der die Alternativhypothese angenommen
werden kann, wird als Testgiite (Trennschérfe, Macht des Tests) bezeichnet. Die Testgiite nimmt also um so mehr
zu, je kleiner der Wert £ wird. Eine Verkleinerung von £ entspricht andererseits einer Vergroferung von « (vgl.
WELSCH 1975). Zudem héngt die Wahrscheinlichkeit f von dem Nichtzentralitétsparameter A ab. Je grofer
dieser Wert ist, um so weiter liegen Null- und Alternativhypothese auseinander, d.h. die Trennschérfe des Tests
wird groBer. Fiir die Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze wird die Berechnung der Nichtzentralitit A in
(PELZER 1971) mit
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_d'Qyd
o5

A (4.2)

angegeben. Um diesen Wert zu berechnen ist es allerdings nicht ausreichend, eine rein qualitative Alternativ-
hypothese (,,es liegen Deformationen vor®) zu treffen, sondern man mufl dafiir den wahren Vektor der Defor-
mationen d mit der dazugehdrigen Kofaktorenmatrix Qq bereits kennen. Dies ist jedoch a priori nicht (besten-
falls ndherungsweise) moglich, so dafl eine Aussage iiber die Nichtzentralitit zwischen Null- und Alternativ-
hypothese nicht moglich ist. Wahlt man jedoch bei gleichbleibender Nichtzentralitdt A einen groferen Wert fiir
die Irrtumswahrscheinlichkeit ¢, so nimmt die Testglite y zu (siche Abbildung 4.1). Dieser Vorteil bedingt aber
wiederum, dafl die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler erster Art zu begehen, ansteigt. Somit ist leicht einzusehen,

daBl die Wahl von « einen sehr sorgfaltig auszuwéhlenden Kompromif3 zwischen Irrtumswahrscheinlichkeit und
Testgiite darstellt.

|
|

H, trifft zu R II 1-
.
|

H , trifft zu

S o

T,

H, trifft zu H , trifft zu
T,

Abbildung 4.1: Zunahme der Testgiite 7, > 7 wenn bei gleichbleibender Nichtzentralitit A
mit o > o die Irrtumswahrscheinlichkeit erh6ht wird

Wie die Festlegung der statistischen Sicherheit (Sicherheitswahrscheinlichkeit) P = 1 - « jedoch in der Regel
erfolgt, beschreibt (MORGENSTERN 1964, S. 196) wie folgt: ,,Durch Gewohnheit, Gesetz und Aberglauben iiblich
gewordene Werte sind 0.95, 0.99, 0.995.“ Dieses Zitat ist bereits in (PELZER 1971) zu finden und auch NIEMEIER
(2002) benutzt in diesem Zusammenhang die Begriffe ,,Gesetz, Uberlieferung und Aberglauben. Dennoch wird
in der Regel in der Deformationsanalyse der feste Wert & = 5% verwendet. Das dies nicht immer sinnvoll ist,
beschreibt (DETREKOI 1975) anhand von Deformationsuntersuchungen an den Kaimauern der Donau bei
Budapest. Man sollte also bei Wahl von « stets bemiiht sein, die individuellen Eigenschaften des zu untersuchen-
den Netzes moglichst gut zu beriicksichtigen, oder wie (WELSCH 1982) in einem anderen Zusammenhang
schreibt: ,,Denn jedes Netz ist ein Individuum, dessen ,personliche’ Behandlung je nach Ausdehnung, Genauig-
keit, Zuverlassigkeit und Zweckbestimmung wiinschenswert ist“. Wie man einen tieferen Einblick in das zu
untersuchende Netz bekommen kann, soll Gegenstand des folgenden Abschnittes sein.

4.1.3 Der umgekehrte statistische Test

Die Frage, die sich bei der Anwendung statistischer Tests grundsitzlich stellt, ist die nach der Sicherheitswahr-
scheinlichkeit. Wie zuvor beschrieben, wird diese zumeist aus dem Bereich von 0.90 bis 0.995 gewéhlt, wobei
die Auswahl von Erfahrungswerten oder anderen Vorgaben abhingt. Bei Deformationsanalysen wird zumeist
eine Sicherheitswahrscheinlichkeit von P = 95% angesetzt. Ein statistischer Test in dieser Form fiihrt aber zu
einer reinen ja/nein-Entscheidung beziiglich der aufgestellten Nullhypothese. Um einen tieferen Einblick in das
zu untersuchende Problem zu bekommen, ist es daher wesentlich sinnvoller, sich zunichst anzuschauen bei
welcher Sicherheitswahrscheinlichkeit die Nullhypothese angenommen werden kann. Dies hat auch bereits
(DETREKOI 1975) erkannt und bezeichnet diese Strategie als ,,umgekehrten Test™.
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Diese Strategie kann sowohl fiir einen Globaltest (Abschnitt 4.3.4), als auch fiir den multiplen Einzeltest
(Abschnitt 5.2.1.3) angewendet werden. Zur Veranschaulichung soll nun der Globaltest fiir die Kongruenzun-
tersuchung eines Lagenetzes mit den Freiheitsgraden # = 6 und f = 12 betrachtet werden. Die nach (4.13)
berechnete Testgrofe betrdgt 7, = 1.72. Setzt man nun eine Irrtumswahrscheinlichkeit von & = 5% an, so erhilt
man das Quantil der FISHER-Verteilung zu F; ; 1., = 3.00 und mit 7 < F, , ,_, kann die Nullhypothese (,.es liegen
keine Deformationen vor*) nicht verworfen werden.

Fiir den umgekehrten Test wird mit den Werten # = 6, f= 12 und 7. = 1.72 die Irrtumswahrscheinlichkeit berech-
net, mit der die Nullhypothese gerade noch angenommen werden kann. In diesem Fall ergibt sich a.x = 0.20,
was bedeutet, dal die Nullhypothese bereits bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von P.;, = 80% ange-
nommen werden kann. Dieser Wert ermdglicht einen wesentlich tieferen Einblick in die tatsédchlichen Verhalt-
nisse eines geoditischen Netzes als der Test mit einer festen Grenze fiir die Sicherheitswahrscheinlichkeit. Wenn
in einer weiteren Folgeepoche der Wert P, sprunghaft ansteigt (z.B. in diesem Fall auf 90%), so kann das
bereits ein Hinweis fiir das Vorhandensein von Deformationen sein, obwohl diese bei einer festen Grenze von
P =95% noch nicht angezeigt wiirden (vgl. auch DETREKOI 1975). Ein weiterer Vorteil dieser Auswahl der
Irrtumswahrscheinlichkeit liegt darin, daB sich auch eine Festlegung von a > 5% fiir die Uberwachung eines
Objektes begriinden 14Bt, womit sich die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu begehen, reduziert.

4.2 Generelle Methodik der Kongruenzuntersuchung

4.2.1 Allgemeines Prinzip

Die grundlegende Aufgabe bei der Kongruenzuntersuchung geodétischer Netze besteht darin, gesicherte Aussa-
gen tiber die Verformung des zu untersuchenden Objektes zu erhalten. Dieses wird dazu durch eine endliche
Anzahl von Punkten diskretisiert, die durch Beobachtung eines Uberwachungsnetzes bestimmt werden. Beim
Netzaufbau sind zwei Félle zu unterscheiden. Besteht das Netz nur aus Punkten, die mit dem zu untersuchenden
Objekt verbunden sind, so kdnnen nur relative Aussagen iiber die Verformungen getroffen werden. Ein derartiges
Netz wird als Relativmodell bezeichnet. Besteht das Netz zusitzlich aus Punkten, die auflerhalb des Deforma-
tionsbereiches liegen, so konnen die Deformationen in Bezug auf einen festen Bezugsrahmen, der durch die
Stiitzpunkte definiert wird, bezogen werden. Ein derartiger Netzaufbau wird als Absolutmodell bezeichnet. In
Abbildung 4.2 sind die grundsitzlichen Verhéltnisse dargestellt.

Abbildung 4.2: Netzaufbau fiir die Kongruenzuntersuchung (nach: WELSCH et al. 2000)

Da fiir die Beschreibung des Uberwachungsnetzes und der aufgetretenen Objektdeformationen Koordinaten bzw.
Koordinatendifferenzen verwendet werden, ist die wichtige Frage nach der Datumsfestlegung zu kldren. Im
Absolutmodell erfolgt diese Festlegung tiber die Stiitzpunkte. Durch einen Kongruenztest ist zuvor zu iiberprii-
fen, ob die Stiitzpunkte tatséchlich stabil geblieben sind. Die Beschreibung der aufgetretenen Deformationen
erfolgt dann beziiglich dieser Datumsfestlegung. Im Relativmodell ist im voraus kein Teilnetz bekannt, das
Tréger des geoditischen Datums sein soll. Hier besteht die Aufgabe, zunichst alle kongruenten Punktgruppen zu
lokalisieren und danach zu entscheiden, durch welches Teilnetz das Datum definiert werden soll. Die aufgedeck-
ten Deformationen sind dann relative Bewegungen beziiglich des datumsdefinierenden Teilnetzes.
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Die heutzutage gebriuchliche Auswertestrategie zur Kongruenzuntersuchung ist ausfiihrlich in (WELSCH et al.
2000) und (NIEMEIER 2002) dargestellt. Grundsétzlich gliedert sich diese Untersuchung in zwei Teilschritte (vgl.
NIEMEIER 2002):

1. Globaler Kongruenztest: Gibt es zwischen den Messungen iiberhaupt signifikante Punktverschiebungen?
2. Lokalisierung: Welche Punkte haben sich signifikant verschoben?

Diese Teilschritte basieren auf der Analyse metrischer Kriterien. Dabei werden Klaffungen von Koordinaten oder
datumsinvarianten Elementen unter Beriicksichtigung ihrer stochastischen Eigenschaften mit Hilfe statistischer
Testverfahren untersucht.

4.2.2 Der Globaltest

Die Durchfiihrung des Globaltests erfolgt unter Beriicksichtigung des Netzaufbaus. Beim zweistufigen Netzauf-
bau des Absolutmodells wird die Hypothese der Kongruenz zunéchst nur fiir die Gruppe der Stiitzpunkte aufge-
stellt, beim einstufigen Netzaufbau des Relativmodells, bei dem a priori keine Stiitzpunkte bekannt sind, umfaf3t
diese Untersuchung alle Punkte des Netzes.

4.2.3 Lokalisierung von Deformationen durch Einzelpunktanalyse

Kann nach einem geeigneten Globaltest davon ausgegangen werden, daf3 sich signifikante Punktverschiebungen
zwischen den zu untersuchenden Epochen ergeben haben, ist die Suche nach méglichst kongruenten Punktgrup-
pen erforderlich. Im einfachsten Fall ist lediglich eine Unterteilung in stabile und instabile Punkte vorzunehmen,
wobei die Lagednderung der instabilen Punkte zu den ,,inhomogenen* Deformationen zu zéhlen ist, die keiner
GesetzmiBigkeit folgt. Die Untersuchung gewinnt an Komplexitit, wenn zudem von Punktgruppen mit ,,homo-
genen” Deformationserscheinungen ausgegangen werden mufl. Grundsitzlich ist das Punktfeld auf folgende
Punktgruppen zu untersuchen:

— Stabile Punkte,
— Punkte mit inhomogenem Deformationsverhalten,
— eine oder mehrere Punktgruppen mit homogenem Deformationsverhalten.

Bei dieser Untersuchung ist wieder zwischen zweistufigem (Absolutmodell) und einstufigem (Relativmodell)
Netzaufbau zu unterscheiden. Hat ein Globaltest das Vorliegen signifikanter Deformationen ergeben, wird
ausgehend von der gesamten, in den Globaltest einbezogenen, Punktgruppe mit p Punkten jeweils sukzessive ein
Punkt P; (i =1, ..., p) untersucht. Der Punkt, der dabei den grofiten Beitrag zu den Deformationen geliefert hat,
wird der Gruppe der instabilen Punkte zugeordnet. Danach wird der Globaltest mit den verbleibenden p - 1
Punkten wiederholt. Zeigen sich dann immer noch signifikante Deformationen, wird das Eliminationsverfahren
mit den verbliebenen p - 1 Punkten fortgesetzt. Die Suche nach instabilen Punkten wird dann abgebrochen, wenn
der Globaltest keine signifikanten Deformationen mehr nachweisen kann. Im Relativmodell werden anfangs alle
Punkte in die Untersuchung einbezogen, im Absolutmodell nur die Stiitzpunkte. Als Ergebnis erhdlt man die als
unverindert eingestuften Referenzpunkte, die dann als datumstragende Bezugsbasis fiir die weitere Analyse der
Objektpunkte dienen. Diese Vorgehensweise wird auch als ,,Riickwirtsstrategie bezeichnet.

Nach der Lokalisierung einer stabilen Punktgruppe als Bezugsbasis kann nun sukzessive jeder Objektpunkt
dahingehend iiberpriift werden, ob er der Gruppe der stabilen Punkte hinzugefiigt werden kann. Dazu wird jeder
Objektpunkt zunéchst einzeln in die Gruppe der stabilen Punkte aufgenommen und ein Globaltest durchgefiihrt.
Der Punkt, der nach Bestehen des Globaltests den kleinsten Zuschlag zu den Deformationen liefert, wird dann
endgiiltig in die Gruppe der stabilen Punkte aufgenommen, ohne aber an der Datumsdefinition teilzunechmen.
Dieses sukzessive Verfahren ist abgeschlossen, wenn kein Punkt mehr gefunden werden kann, der dieser Gruppe
zugeordnet werden kann. Diese Vorgehensweise wird als ,,Vorwirtsstrategie bezeichnet.

4.3 Das Verfahren der Kongruenzuntersuchung in der aktuellen Literatur

Seit ca. 1970 wurden intensive Forschungen zum Thema Kongruenzuntersuchung und Deformationsanalyse
geoddtischer Netze durchgefiihrt. Stellvertretend flir die Vielzahl von Publikationen seien die Arbeiten von
(PELZER 1971) und (NIEMEIER 1979) genannt. Schlielich hat sich ein Verfahren herauskristallisiert, da3 in der
aktuellen Literatur (WELSCH et al. 2000, NIEMEIER 2002) dargestellt ist. Dieses Verfahren wird im folgenden
kurz dargestellt, im Anschluf3 daran folgt ein numerisches Beispiel.
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4.3.1 Das Basismodell

Das Basismodell fiir die Uberpriifung der Kongruenz eines in mehreren Epochen gemessenen Netzes besteht aus
dem mathematischen Modell und einer Nullhypothese

E {1} = Ax
HyHx=w=0 4.3)
Cov{l}=03Q ,

wobei die Nullhypothese der Kongruenz H, als lineare Hypothese in Form von Bedingungsgleichungen mit der
Koeffizientenmatrix H formuliert ist. Die Funktionalmatrix A enthdlt die Submatrizen A; (i = 1, ..., k, mit k =
Anzahl der Epochen) der Einzelepochen, die Kofaktorenmatrix Q besteht aus den Kofaktorenmatrizen der
Beobachtungen Q; in den einzelnen Epochen. Geht man davon aus, da mit A; = 0 und Q; = 0 keine inter-
epochalen Korrelationen, sowohl fiir die Parameter als auch fiir die Beobachtungen vorhanden sind, kénnen die
einzelnen Epochen zunéchst einer getrennten Ausgleichung unterzogen werden.

4.3.2 Getrennte Ausgleichung der Einzelepochen

Durch eine getrennte Ausgleichung kann das Netz jeder Epoche auf Zuverléssigkeit untersucht werden (Beurtei-
lung der Redundanzanteile der Beobachtungen, Suche nach Ausreilern). Zudem kann fiir jede Epoche die empi-
rische Standardabweichung der Gewichtseinheit s, bestimmt werden. Werden die Kongruenzuntersuchungen,

wie bei den gebrauchlichen Verfahren iiblich, mit Hilfe von Koordinatendifferenzen durchgefiihrt, so sind bei der
Ausgleichung der Einzelepochen bereits Verfiigungen iiber das Datum zu treffen:

— Fiir die Ausgleichung der Einzelepochen sind jeweils die gleichen Néherungskoordinaten zu verwenden.

— Bei nicht identischen Netzkonfigurationen ist das Datum so festzulegen, daf3 dieses nur durch die homologen
Punkte aller Vergleichsepochen definiert wird. Dies kann z.B. durch eine Netzausgleichung mit Teilspur-
minimierung erreicht werden.

Fiir eine Kongruenzuntersuchung mit datumsinvarianten Elementen sind diese Forderungen nicht notwendig. Die
Einzelausgleichungen konnen jeweils mit beliebigen Néherungskoordinaten durchgefiihrt werden und auch die
Bedingungsgleichungen fiir die freie Netzausgleichung kénnen beliebig gewahlt werden.

4.3.3 Gemeinsamer Varianzfaktor der Vergleichsepochen

Um die Anwendung statistischer Testverfahren fiir den Vergleich von zwei (oder mehr) Epochen zu ermdglichen,
miissen sich die Gewichtsmatrizen P; auf den gleichen Wert 0'(2) beziehen. Fiir den Vergleich von zwei Epochen

ist somit sicherzustellen, da3 die empirischen Varianzen sgl und sgz , mit

T T

‘P.v, Pv. Q.
S(%‘: MRS =Vl iVi _ 2% , (44)
Com=(u—=d;)  m-n f;

iibereinstimmen. Anzumerken ist, da3 sich diese empirischen Varianzen aus den Verbesserungen der Mef3werte
ergeben und somit unabhéngig von der Wahl der Bedingungen fiir die Datumsfestlegung in einer freien
Netzausgleichung und unabhingig von einer willkiirlichen Auswahl der Naherungskoordinaten sind. Die Null-
hypothese fiir den statistischen Test lautet (vgl. Tabelle 4.1)

Hy: E{sj }=E{s3 } = o3 (4.5)
mit der F-verteilten Testgrof3e
2
Tp=—- . (4.6)

Um einen statistischen Test durchfithren zu kénnen ist es unerldBlich, zur Nullhypothese die zugehorige Alter-
nativhypothese aufzustellen, denn davon héngt ab, ob es sich um eine einseitige oder um eine zweiseitige Frage-
stellung handelt. In diesem Fall lautet die Alternativhypothese

Hy: Efsg}#Els5,} 4.7)
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d.h. es handelt sich um eine zweiseitige Fragestellung. Nach Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit (Signifi-
kanzniveau) ¢ ist somit der Quantil-Wert der FISHER-Verteilung F  , ;_,/, zu verwenden. Ergibt der Test, daf

mit
Tp <Fy g, 0-an (4.8)

der Quantil-Wert nicht iiberschritten wird, so ist gegen die Nullhypothese nichts einzuwenden. Fiir weitere
statistische Tests wird dann der Gesamtwert der empirischen Einheitsvarianz

s§=zk:§z,./Zf,.=Q/f , (4.9)

mit k£ = Anzahl der Epochen, anstelle der Einzelvarianzen verwendet. Fiihrt der Test zur Ablehnung der Hypo-
these, so sind die Kovarianzmatrizen der Beobachtungen der einzelnen Epochen durch Methoden der Varianz-
komponentenschitzung zu modifizieren. Dieser Vorgang wird auch als ,homogenisieren* (NIEMEIER 1985,
WELSCH et al. 2000) bezeichnet.

4.3.4 Der Globaltest

In (4.3) ist die Nullhypothese der Kongruenz H, der Netze in den Vergleichsepochen als lineare Hypothese
formuliert. Fiir den Fall, dal H, tatsichlich gilt, hat diese Bedingung keinen Einfluf} auf das Ausgleichungs-
ergebnis, andernfalls erhélt man die Quadratsumme der Verbesserungen zu

Qy=Q+R (4.10)
mit
Q ... Quadratsumme der Verbesserungen ohne Einbeziehung der Hypothese,
R ... Zuschlag zur Verbesserungsquadratsumme aufgrund der Hypothese.

In (4.3) ist die Nullhypothese als Bedingung zwischen Vektoren formuliert. Im Falle der Giiltigkeit der Nullhypo-
these, konnen die skalaren Werte R/h und Q/f als dquivalente VergleichsgroBen einfiihrt werden (siche z.B.
WELSCH et al. 2000). Damit geht die Nullhypothese iiber in

HyRIh=Q/f . 4.11)

Unter der Voraussetzung, dafl die Datumsfestlegung fiir die Ausgleichung der Einzelepochen identisch ist, ergibt
sich 4 zu

h=Rang{Q, . }= Rang{Q . } . (4.12)
Die F-verteilte TestgroBe zur Uberpriifung der Nullhypothese ergibt sich somit zu

_R/h &
YRR Y

(4.13)

Der Ausdruck

0=vR/h (4.14)

wird nach (PELZER 1971) als ,,mittlere Klaffung* bezeichnet. Um den Test durchfithren zu konnen, ist auch an
dieser Stelle zunachst die Frage nach der Alternativhypothese zu stellen. Liegen Deformationen vor, so libersteigt
die mittlere Klaffung die Mef3genauigkeit und somit handelt es sich mit der Alternativhypothese

HyR/Ih=2Q/ f (4.15)
um eine einseitige Fragestellung und das Quantil der FISHER-Verteilung ist mit F, , ;_, zu verwenden. Wird der
Grenzwert der FISHER-Verteilung mit

Tp <Fy fia (4.16)

nicht iiberschritten, so kann die Hypothese der Kongruenz mit der gewéhlten Irrtumswahrscheinlichkeit o ange-
nommen werden.
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Fiir die Berechnung des Zuschlags R in (4.10) bestehen mehrere Moglichkeiten, z.B.

— Explizite Hypothesenformulierung (HECK et al. 1977),
— Implizite Hypothesenformulierung (ANTONOPOULOS und NIEMEIER 1983),
— Hypothesenformulierung mit datumsinvarianten Funktionen (WELSCH 1983b),

wobei letztere den groBen Vorteil bietet, dal diese von allen Problemen, die mit dem geoditischen Datum
zusammenhéngen, befreit ist. Es werden nur Elemente verwendet, die sich aus jeder zwangsfreien Ausgleichung
gleich ergeben (z.B. Hohenunterschiede in einem Nivellementnetz oder Strecken und Winkel in einem Lagenetz).
Dabei ist unerheblich, ob diese Elemente tatsdchlich beobachtet wurden, da sie sich aus den ausgeglichenen
Koordinaten berechnen lassen. Die Auswahl der Elemente kann beliebig erfolgen, es muf lediglich gewédhrleistet
sein, dal die Netzgeometrie durch eine Minimalkonfiguration vollstindig beschrieben wird. Werden mehr
Elemente verwendet, so hat dies aufgrund der linearen Abhéngigkeit der {iberschiissigen Elemente von denen der
Minimalkonfiguration keinen Einfluf auf die Teststatistik. Die Nullhypothese fiir den Test mit datumsinvarianten
Elementen lautet

Hy E{i}=£{L,} . (4.17)
Daraus wird die lineare Hypothese
Hy: [-E E][H:dl:o ) (4.18)
2
Stellt man die datumsinvarianten Elemente als Funktionen der ausgeglichenen Koordinaten dar, so erhilt man
Hy [-E E] L =[-L, L,] “di-o (4.19)
O. inz l 2 ﬁz . .

Im Falle, daB ein lineares Ausgleichungsproblem vorliegt (z.B. Nivellementnetz), sind die Funktionalmatrizen in
Epoche eins und zwei identisch, so daf} gilt

L,=L,=L . (4.20)
Damit erhilt man aus (4.19)
di=l, I, =L(%, -%,)=Ld . (4.21)
Der Zuschlag zur Verbesserungsquadratsumme R ergibt sich damit zu
R=dl" Qydl=d"L'(LQyL") Ld , mit Qg =Q,, +Qsp, - (4.22)

Dieser Weg zur Berechnung der Grole R wird in (WELSCH 1983b) angegeben und ist in gleicher Form auch in
der aktuellen Literatur (WELSCH et al. 2000) zu finden, wobei jedoch der Hinweis fehlt, daf dieser Rechengang
nur fiir lineare Probleme gelten kann, fiir die (4.20) erfiillt ist. Liegt dagegen ein nichtlineares Ausgleichungs-
problem vor (z.B. Strecken- und Richtungsnetz), zu dessen Losung eine Linearisierung durchgefiihrt wird, kann
aufgrund der aufgetretenen Deformationen nicht mehr davon ausgegangen werden, dal die Funktionalmatrizen
L, und L, gleich sind. Daher erscheint es sinnvoller, den Differenzenvektor in der Form

~

di=1, -1, =L,%, - L%, (4.23)
aufzustellen. Mit
- A ~ 1T - ~ ~
R=dI" Qydi=[L,%, -L %] (L,Q, LT +L,Q,  L}) [Lo%, - L %] (4.24)

erhédlt man dann einen verallgemeinerten Ausdruck flir die Berechnung des Wertes R. Wahlt man fiir die Be-
schreibung des Netzes eine Minimalkonfiguration (siche Abbildung 4.3), so kann anstelle einer generalisierten

Inverse Qj, die regulire Inverse Q verwendet werden.
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Abbildung 4.3: Minimalkonfiguration aus dreizehn Strecken
fiir ein Lagenetz mit acht Punkten

4.3.5 Lokalisierung der Deformationen durch Einzelpunktanalyse

Hat der Globaltest ergeben, dal} signifikante Deformationen vorliegen, so besteht nun die Aufgabe aus dem
Gesamtnetz die kongruenten Teilnetze zu lokalisieren. Dazu wird sukzessive untersucht, welche Auswirkung die
Eliminierung jedes einzelnen Punktes auf die Verbesserungsquadratsumme R hat. Fiir die Durchfiihrung statisti-
scher Tests ist die quadratische Form R in stochastisch unabhingige Klaffungsanteile R = R, + R, zu zerlegen.
Der Summand R, reprisentiert den Anteil der als fest angenommen Punkte, R, steht fiir den Anteil des Punktes,
fiir den eine Bewegung vermutet wird. Fiir die Berechnung der Werte R, bzw. R, stechen mehrere Verfahren zur
Verfligung:

— Lokalisierung durch Klaffungszerlegung (NIEMEIER 1976, 1985),

— Lokalisierung mit impliziter Hypothesenformulierung (ANTONOPOULOS und NIEMEIER 1983),
— Lokalisierung mit S-Transformation (NIEMEIER 1985),

— Klaffungszerlegung nach Cholesky (CASPARY und SCHWINTZER 1980),

— Klaffungszerlegung durch Spektralanalyse (PELZER 1976),

— Lokalisierung mit datumsinvarianten GroBen (WELSCH 1983b).

Aus der Gesamtheit aller Punkte wird dann der als verschoben angenommen, der in einem Lokalisierungsschritt
den groBten Wert R, (bzw. den kleinsten Wert R,) liefert. Dieser wird dann aus der Liste der homologen Punkte
gestrichen. Zudem ist bei allen Verfahren, auler der datumsinvarianten Lokalisierung, eine Datumstransforma-
tion durchzufiihren, wenn dieser Punkt an der Datumsdefinition beteiligt war. Bei der Lokalisierung mit datums-
invarianten Elementen eriibrigen sich die Uberlegungen zur Problematik des geoditischen Datums. Die Lokali-
sierung verschobener Punkte erfolgt, indem die quadratische Form (4.24) jeweils neu berechnet wird, wobei
sukzessive die Elemente unberiicksichtigt bleiben, die den zu untersuchenden Punkt bestimmen (WELSCH
1983b). In Abbildung 4.4 ist diese Vorgehensweise fiir den Punkt 4 dargestellt. Auf diese Weise erhélt man aus
(4.24) direkt den Wert R, von denen der kleinste auf den auszuscheidenden Punkt hinweist.

Abbildung 4.4: Auswahl datumsinvarianter Grofen (Strecken)
in einem Lagenetz fiir einen Globaltest ohne Punkt 4

Wurde ein Punkt eliminiert, entscheidet ein erneuter Globaltest, ob die Nullhypothese der Kongruenz angenom-
men werden kann. Dafiir wird in die TestgroBe (4.13) die mittlere Klaffung
0:> =Ry hy (4.25)

mit A, = h - h, (fiir einen Nivellementpunkt ist 4, = 1, fiir einen Lagepunkt ist /, = 2) eingesetzt.
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4.3.6 Numerisches Beispiel

In (REINKING 1994) wird ein numerisches Beispiel angeflihrt, bei dem eine im voraus bekannte kongruente
Punktgruppe unter Anwendung einer ,,Lokalisierung mit S-Transformation® (NIEMEIER 1985) nicht gefunden
werden kann. Als Ursache dafiir gibt (REINKING 1994) an, daB beim ,,Zusammentreffen von ungiinstiger Geo-
metrie” (die kongruente Punktgruppe liegt am Rande des Netzes) und ,,grolen Deformationen* den Punkten am
Rande des Netzes bei der Datumstransformation grofe Restklaffungen zugewiesen werden. Dieser Argumenta-
tion ist jedoch nicht zu folgen, da es sich bei dem Wert R, um eine GroBe handelt, die sich bei den datumsab-
héngigen Verfahren (bei korrekter Beriicksichtigung der Datumsproblematik) gleich ergibt zu dem Wert R,, der
sich aus der zuvor beschriebenen datumsinvarianten Vorgehensweise ergibt.

Zur Veranschaulichung soll nun ein Netz, das in Anlehnung an das Beispiel in (REINKING 1994) konzipiert
wurde, mit Hilfe einer datumsinvarianten Lokalisierung untersucht werden. Das in Abbildung 4.5 dargestellte
Netz besteht aus zehn Punkten, die Punkte 7, 8 und 9 bilden eine kongruente Punktgruppe, Malistabsunterschiede
zwischen den Epochen sind nicht vorhanden. Eine Unterteilung in Stiitz- und Objektpunkte ist nicht gegeben, so
dal3 es sich um ein Relativmodell handelt. Die Niherungskoordinaten fiir die Netzausgleichung sind in Tabelle
4.2 aufgefiihrt.

Tabelle 4.2: Naherungskoordinaten fiir die Kongruenz-
untersuchung (aus: REINKING 1994)

Epoche I Epoche I1
Pkt. Nr. [ Y°[m] X°[m] | »°[m] x°[m]
1 220.00 220.00| 222.00 217.50
2 20.00  220.00 2250 22250
3 220.00 20.00| 217.50 17.50
4 20.00 20.00 16.00 25.50
5 70.00 70.00 68.00 73.00
6 140.00  140.00| 140.00  140.50
7 225.00  220.00| 225.00  220.00
8 275.00  240.00| 275.00  240.00
> Y 9 200.00  300.00| 200.00  300.00
10 240.00  240.00| 242.00 237.50

Abbildung 4.5: Streckennetz, nicht alle Strecken
dargestellt (nach: REINKING 1994)

In beiden Epochen wurden jeweils alle moglichen Strecken gemessen, die Beobachtungen in Epoche 1 sind in
Tabelle 4.3 aufgefiihrt.

Tabelle 4.3: Streckenmessungen in Epoche 1

j=2 3 4 5 6 7 8 9 10

199.991 199.990 282.834 212.143 113.141 4.994 58520 82470 28.313
282.844 199.998 158.120 144.241 204.996 255.783 196.959 220.897
199.988 158.105 144.244 200.072 226.779 280.730 220.910

70.718 169.721 286.394 336.812 332.864 311.121

98.985 215.712 266317 264.172 240.415

116.728 167.987 170.895 141.427

53.864 83.811 24.994

96.051  35.010

72.124

kg

~
Il
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Die Streckenmessungen in Epoche 2 sind in Tabelle 4.4 aufgefiihrt. Als empirische Standardabweichung wird fiir
alle Strecken in beiden Epochen s, = 1 cm angesetzt.
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Tabelle 4.4: Streckenmessungen in Epoche 2

S, j=2 3 4 5 6 7 8 9 10
i=1 199.560 200.056 281.615 211.174 112.489 3.887 57.575 85391 28.266
2 282.929 197.113 156.287 143.294 202.528 253.115 193.668 219.997
3 201.665 159.480 145.381 202.632 229.808 283.033 221.370
4 70.422 169.125 285.504 336.282 330.465 309.860
5 98.669 215.059 265975 262.581 239.442
6 116.395 167.705 170.408 140.766
7 53.854 83.811 24.386
8 96.057  33.102
9 75.302
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Als erstes erfolgt die Ausgleichung der Einzelepochen jeweils als freies Netz mit Gesamtspurminimierung, wobei
die theoretische Standardabweichung jeweils mit oy = 1 cm angenommen wird. Da bei der Kongruenzuntersu-
chung mit datumsinvarianten Grofen die Wahl der Néherungskoordinaten fiir die Ausgleichung der Einzel-
epochen beliebig ist, werden die Koordinaten aus Tabelle 4.2 verwendet. Damit ergeben sich die ausgeglichenen

Koordinaten in Tabelle 4.5.

Tabelle 4.5: Koordinaten aus der freien Netzausgleichung
Epoche I Epoche 11

Pkt.Nr.| Y[m]  X[m] | P[m]  X[m]
220.003 219991 | 222.006 217.502
20.005 220.006 | 22.500 222.509
219.996 19.993 | 217.505 17.500
19.999  20.000 15999  25.500
70.003 70.000 [ 68.003  73.002
140.005 139.997| 139.998 140.495
224997 220.007 | 225.002 219.996
275.003  240.004 | 275.004 239.996
199.988  300.002| 199.992 299.998
240.001 240.001] 241.990 237.501

O 001N bW —

—_
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mit den KofaktorenmatrizenQ, , undQ, , . Die gewichtete Quadratsumme der Verbesserungen und die empi-

rische Einheitsvarianz fiir Epoche 1 ergibt sich zu
Q= VITPIVI =4.5460E-03 und sgl =Q,/ f| =4.5460E-03/28 =1.6236E - 04

und fiir Epoche 2 erhilt man

Q, =v,"Pyv, =2.4644E-03 und s3, = Q, / f, = 2.4644E-03/28 =8.8015E-05 .

Zur Uberpriifung der Nullhypothese (4.5) wird nun geméB (4.6) die TestgroRe

S0 _ 1.6236E-04 _ o

T, =— = -1,
" 52 8.80ISE-05

gebildet und mit dem Quantil der Fisher-Verteilung verglichen. Mit den Freiheitsgraden /| = f, = 28 und einer
angenommenen Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ergibt sich fur F, , ., =213. Mit 1.84 < 2.13 kann

somit die Nullhypothese angenommen werden und mit

2 2
S5 =D/ ) f; = (45460 - 03 +2.4644E - 03) / (28 + 28) = 1.2519E - 04
i=1 i=1

ein gemeinsamer Varianzfaktor fiir beide Epochen eingefiihrt werden. Der Globaltest kann mit einer Minimal-
konfiguration aus 4 Elementen durchgefiihrt werden. In diesem Fall besteht eine Minimalkonfiguration aus
h =17 Strecken, die das Netz gerade eindeutig beschreiben. Aus (4.24) erhélt man den Zuschlag zur Verbesse-

rungsquadratsumme R = 53.3. Damit wird gemal (4.13) die Testgrofe
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_R/h_ 533/17
P Q/f  1.2519E-04

=25043

gebildet und mit dem Quantil der Fisher-Verteilung verglichen. Mit den Freiheitsgraden # = 17, f= 56 und einer
angenommenen Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ergibt sich fiir F, , 1, = 1.81, somit liegen signifikante
Deformationen vor.

Zum Auffinden der kongruenten Punktgruppe wird nun die Strategie der Einzelpunktanalyse angewendet. Wie in
Abschnitt 4.3.5 beschrieben, wird dazu jeweils ein Punkt aus dem Netz ausgeschlossen und ein Globaltest mit
einer Minimalkonfiguration datumsinvarianter Gréfen (Strecken) durchgefiihrt. Damit erhélt man fiir jedes Teil-
netz einen Wert R, wobei der Punkt, der zu dem geringsten Wert fiir R, gefiihrt hat als verschoben gilt. Die
Ergebnisse fiir den ersten Lokalisierungsschritt sind in Tabelle 4.6 aufgefiihrt.

Tabelle 4.6: Werte R, nach dem ersten Lokalisierungsschritt

Punkt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R 502 43.0 452 432 488 52.0 49.1 48.1 405 50.0

Aus diesem Ergebnis ist ersichtlich, dafl ebenfalls wie in (REINKING 1994), der Punkt 9 fdlschlicherweise aus der
Gruppe der stabilen Punkte zu entfernen ist, da er zu dem niedrigsten Wert flir R, filhrt. Da die Lokalisierung
dieses Punktes nur mit datumsinvarianten GroBen erfolgt ist, ist der Grund fiir diese falsche Lokalisierung jedoch
nicht in der Datumsiibertragung zu suchen, wie in (REINKING 1994) ausgefiihrt wird.

4.3.7 Weiterfiihrende Schritte

Nachdem die generelle Methodik und der Formelapparat fiir die Kongruenzuntersuchung vorgestellt wurde,
wurde ein numerisches Beispiel berechnet, mit dem Ergebnis, daf filschlicherweise ein stabiler Punkt als ver-
schoben lokalisiert wurde. Da diese Untersuchung nur mit Hilfe datumsinvarianter Elemente durchgefiihrt wurde,
kann das Versagen der Analyse nicht in einer fehlerhaften Datumsiibertragung liegen, wie in (REINKING 1994)
ausgefiihrt wird.

Kritische Anmerkungen zu dem in den vorangegangenen Abschnitten dargestellten Verfahren sind in (CASPARY
und BORUTTA 1986) zu finden. Dort wird insbesondere die schrittweise Verbesserung des Modells kritisiert. Da
in allen Schritten die Methode der kleinsten Quadrate zur Parameterschitzung verwendet wird, auch wenn das
Modell noch sehr grob ist und unentdeckte Einzelpunktbewegungen vorhanden sind, wird auf die Gefahr hinge-
wiesen, dal auf der Grundlage nicht optimaler Schétzergebnisse Entscheidungen fiir das weitere Vorgehen
getroffen werden miissen. Weiter wird darauf hingewiesen, daf3 durch das Aneinanderreihen von statistischen
Tests keine Aussage mehr dariiber moglich ist, mit welcher Irrtumswahrscheinlichkeit das endgiiltige Modell
behaftet ist. In (CASPARY und BORUTTA 1986) wird die SchluB3folgerung gezogen, daf3 der Mangel der iiblichen
Vorgehensweise nicht durch eine Verfeinerung der bisher entwickelten Methoden beseitigt werden kann, sondern
nur durch den Ubergang auf andere Schitzverfahren, die der Natur der Aufgabenstellung besser angepaBt sind.
Danach wird der Einsatz des M-Schitzers nach HUBER, die L;-Norm-Schétzung und die Déinische Methode
aufgezeigt. Weitere Ausfihrungen zur Kongruenzuntersuchung mit alternativen Schétzverfahren sind z.B. in
(CASPARY et al. 1983) und (BORUTTA 1988) zu finden.

Die Frage, warum sich der Einsatz robuster Schétzverfahren in der Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze
nicht durchgesetzt hat, ergibt sich aus den Ausfithrungen in Abschnitt 3.2.7. Betrachtet man zudem das numeri-
sche Beispiel in Abschnitt 4.3.6, so ist sofort einzusehen, daf3 auch die Anwendung eines robusten Verfahrens
nicht zum Erfolg fithren kann, da von 10 Punkten lediglich 3 stabil sind. Dies entspricht einem Anteil ,.kontami-
nierter Daten” an den Gesamtdaten von 70%, womit auch jedes robuste Verfahren iiberfordert ist. Auf den
Umstand, daB3 die Leistungsfahigkeit selbst der robustesten Verfahren bei einer Anzahl ,kontaminierter Para-
meter* > 50% {iberschritten wird, weist auch (NIEMEIER 2002, S. 375) hin.

Im folgenden Abschnitt soll nun die Kongruenzuntersuchung nicht mehr auf der Grundlage von Ausgleichungen
nach der Methode der kleinsten Quadrate erfolgen, sondern es soll der Einsatz einer anderen Zielfunktion
untersucht werden. Diese Zielfunktion ist der Korrelationskoeffizient, der nach einer Ausgleichung nach
maximaler Korrelation dazu eingesetzt werden soll, die Ahnlichkeit von Formen zu vergleichen.
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4.4 Kongruenzuntersuchung durch Ausgleichung nach maximaler
Korrelation

4.4.1 Allgemeines Prinzip

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist wieder ein geodétisches Netz, fiir das Messungen in zwei
Epochen™ vorliegen. Zunichst ist es ratsam, dieses Netz jeweils in einer freien Netzausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate zu berechnen, um eventuelle Ausreifler in den Beobachtungen zu eliminieren.
Danach ist zu iiberpriifen, ob zwischen den Vergleichsepochen Deformationen aufgetreten sind. Dazu bieten sich
folgende Moglichkeiten an:

— Durchfithrung eines Globaltests wie in Abschnitt 4.3.4 beschrieben, wobei der Test unter Verwendung
datumsinvarianter Elemente ratsam ist, da hierbei alle Uberlegungen zur Festlegung des geoditischen Datums
entfallen.

— Ausgleichung aller Messungen nach der Methode der kleinsten Quadrate mit einem der in Kapitel 2 beschrie-
benen Transformationsansétze. Fiir ein zweidimensionales Netz ist die Transformation in den Abschnitten
2.2.3 bis 2.2.5 aufgefiihrt, fiir ein dreidimensionales Netz ist diese in den Abschnitten 2.3.3 und 2.3.4 dar-
gestellt. Nach dieser Ausgleichung kann anhand der Residuen beurteilt werden, welche Auswirkung die
Annahme der Kongruenz hat. Ubersteigen die normierten Verbesserungen mit [w| > ¢ einen bestimmten
Grenzwert (i.d.R. wird 2.5 < ¢ < 4 gewihlt), so ist dies ein Zeichen dafiir, dal Deformationen vorhanden sind.

Hat diese Untersuchung ergeben, dafl sich Punktverschiebungen zwischen den zu untersuchenden Epochen
ergeben haben, so ist die Suche nach moglichst kongruenten Punktgruppen durchzufiihren. Diese Suche soll nun
mit Hilfe einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation durchgefiihrt werden. Als funktionales Modell wird
dazu, je nach Aufgabenstellung, einer der Transformationsansitze aus Abschnitt 2.2 oder 2.3 verwendet. Die
theoretischen Grundlagen der Ausgleichung nach maximaler Korrelation sind in Abschnitt 3.3 dargestellt.

Als besonders hilfreich erweist sich, daB3 sich die Losung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation aus einer
erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten erzeugen 1468t (siche Abschnitt 3.3.8 und Anhang B). Somit
ist der ausgewihlte Transformationsansatz lediglich zu erweitern und die Losung dieses erweiterten Modells nach
der Methode der kleinsten Quadrate liefert dann eine der Losungen aus der Unterklasse aller Losungen nach
maximaler Korrelation. Die Verwendung des Ergebnisses der Ausgleichung nach maximaler Korrelation soll
derart erfolgen, dafl der maximale Korrelationskoeffizient als nichtmetrisches Kriterium fiir die Beurteilung der
Ahnlichkeit von Formen eingesetzt wird. Um stabile Punktgruppen zu lokalisieren wird folgende Vorgehens-
weise gewihlt.

Ausgehend von der Gesamtheit aller in den Globaltest einbezogenen p Punkte, wird jeweils sukzessive ein Punkt
P (i=1, ..., p) untersucht. Dies geschieht dadurch, daf} der zu untersuchende Punkt in dem Transformationsan-
satz aus der Bedingung der Transformierbarkeit und der Datumsdefinition ausgeschlossen wird. Nach einer
Ausgleichung nach maximaler Korrelation wird dann der Korrelationskoeffizient berechnet. Derjenige Punkt,
nach dessen Eliminierung sich der groBte Korrelationskoeffizient 7 ergeben hat, wird als verschoben eingestuft
und aus der Gruppe der stabilen Punkte ausgeschlossen. Dieses Verfahren wird so lange wiederholt, bis ein
Globaltest die Annahme der Kongruenz ergibt oder alle normierten Verbesserungen mit |wy| < ¢ akzeptiert werden
konnen.

Diese Strategie entspricht der traditionellen Vorgehensweise der sukzessiven Einzelpunktanalyse, nur das jetzt
anstelle eines metrischen Entscheidungskriteriums, der Korrelationskoeffizient nach einer Ausgleichung nach
maximaler Korrelation als nichtmetrisches Kriterium verwendet wird. Damit soll nun das numerische Beispiel
aus Abschnitt 4.3.6 bearbeitet werden, um die Frage zu kldren, ob die falsche Lokalisierung in der Wahl der
verwendeten Zielfunktion fiir die Ausgleichung begriindet liegt.

> Eine Verallgemeinerung auf die Untersuchung mehrerer Epochen ist, unter Verwendung von einem der in Abschnitt 2.2 und 2.3 darge-
stellten Transformationsansitze, problemlos moglich.
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4.4.2 Numerisches Beispiel

Als numerisches Beispiel wird wieder das in Abbildung 4.5 dargestellte Streckennetz verwendet. Die Strecken-
messungen, fiir die in beiden Epochen eine empirische Standardabweichung von s, = 1 cm angesetzt wird, sind in
Tabelle 4.3 und 4.4 aufgefiihrt. Ein MaBstabsunterschied zwischen den Epochen ist nicht vorhanden, eine
Unterteilung in Stiitz- und Objektpunkte ist nicht gegeben. Dieses Beispiel ist so konzipiert, dafl die Punkte 7, 8
und 9 eine kongruente Punktgruppe bilden. Mit einer Ausgleichung nach maximaler Korrelation soll versucht
werden, diese zu lokalisieren. Als mathematisches Modell wird der Transformationsansatz mit impliziter Formu-
lierung der Transformierbarkeit (siche Abschnitt 2.2.4) verwendet. Die dafiir erforderlichen Néherungswerte fiir
die Koordinaten im Zielsystem sind in Tabelle 4.7 aufgefiihrt.

Tabelle 4.7: Naherungskoordinaten fiir das Zielsystem
(aus: REINKING 1994)

Pkt. Nr. [ Y°[m]  X°[m]
1 220.00  220.00
2 20.00  220.00
3 220.00 20.00
4 20.00 20.00
5 70.00 70.00
6 140.00  140.00
7 225.00  220.00
8 275.00  240.00
9 200.00  300.00
10 240.00  240.00

Wie in Abschnitt 2.2.4 dargestellt, wird die implizite Formulierung der Transformierbarkeit dadurch erreicht, daf3
nur ein Koordinatenvektor, ndmlich die Koordinaten im Zielsystem, als Unbekannte eingefiihrt wird. Die Beob-
achtungsgleichungen fiir die Messungen im Zielsystem ergeben sich gemif3 (2.88) zu

Lyav, = (&= ) +(7,-5)

y ij

die des Startsystems geméal3 (2.89) zu

Da in diesem Beispiel kein MaBstabsunterschied zwischen Start- und Zielsystem besteht, vereinfachen sich die
Beobachtungsgleichungen des Startsystems in diesem Beispiel zu

by, = (%, &) + (7,7

Zudem sind gemaB (2.92) noch die Bedingungen fiir die Datumsfestlegung einzufiihren.

Die Ausgleichung nach maximaler Korrelation soll {iber die in Abschnitt 3.3.8 entwickelte erweiterte Ausglei-
chung nach kleinsten Quadraten erfolgen. Dazu ist zundchst zu untersuchen, welche der Eigenschaften (3.64),
(3.66), (3.68) das funktionale Modell bereits ausweist. Da die Beobachtungsgleichungen keinen gemeinsamen
additiven Term aufweisen, ist die Eigenschaft (3.66) nicht vorhanden. Um zu iiberpriifen, ob die Eigenschaft
(3.68) erfiillt ist, werden die Modellgleichungen mit einem Faktor ¢, multipliziert. Es gilt zu priifen, ob

cz\/(Xj —X,.)2 +(Y; —Yl.)2 e F

erfullt ist. Formt man diesen Ausdruck um, erhilt man

JleX,=es X)) (et —ex)
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Mit den Substitutionen

*
Cszsz,

erhilt man mit

* *\2 * *\2
N I Ay
ein Ausdruck, der zu der selben Klasse von Funktionen wie das urspriingliche funktionale Modell gehort. Somit
weisen die Modellgleichungen bereits die Eigenschaft (3.68) auf. Da fiir die Losung iiber eine erweiterte
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten die Eigenschaft (3.64) erfiillt sein muf, ist eine Erweiterung um einen
additiven Term ¢, vorzunehmen. Somit ergeben sich die erweiterten Beobachtungsgleichungen im Zielsystem zu

Loy = (X~ %) +(7,-7) +4

und im Startsystem zu

by, =X, - 1) +(-3) +4

J 1

Fiihrt man mit diesem erweiterten Modell eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten durch, so représentiert die
L&sung eine aus der Unterklasse aller Losungen nach maximaler Korrelation.

In der ersten Ausgleichung nach maximaler Korrelation wird Punkt 1 aus der impliziten Formulierung der Trans-
formierbarkeit ausgeschlossen. Dies geschieht dadurch, daB3 dieser Punkt im Zielsystem zwei Koordinatensétze
mit unterschiedlicher Punktnummer zugewiesen bekommt. Zum einen wird der Punkt mit der Punktnummer 1

bezeichnet, zum anderen erhdlt er die Punktnummer 100. Als Naherungskoordinaten wird Yl%0 =220.00 und

X} =220.00 verwendet. Des weiteren ist zu beachten, daB dieser Punkt nicht mehr an der Datumsdefinition

teilnimmt.

Dieses Ausgleichungsproblem kann dann durch Linearisierung an der Stelle der Néherungskoordinaten und
Iteration gelost werden. Fallt man die Unbekannten im Vektor

x=[AX, AY, - AX;, AN, |AX, AY, AXy AYlOO:Acl]T

zusammen, so ergeben sich die Funktionalmatrix A und die Matrix der Bedingungen fiir die Datumsfestlegung B
analog zu (2.91) und (2.92). Der verkiirzte Beobachtungsvektor und der Widerspruchsvektor lauten

Al =|==mmmmmmmmmees e ,w=|0

Mit (2.94) bis (2.96) erhilt man nach einigen Iterationen mit den in Tabelle 4.8 aufgefiihrten Koordinaten eine
Losung aus der Unterklasse aller Losungen der Ausgleichung nach maximaler Korrelation.
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Tabelle 4.8: Koordinaten aus der Ausgleichung
nach maximaler Korrelation

Pkt. Nr. Y [m] X [m]
1 220.268 219.760
2 20.936 219.595
3 220.366 19.013
4 19.577 21.068
5 70.117 70.313
6 140.452 139.739
7 224.710 220.262
8 274.464 240.772
9 198.897 300.033
10 240.480 239.204

100 221.011 218.351

Der Wert ¢ ergibt sich zu ¢; = 0.0294. Unter Verwendung der ausgeglichenen Koordinaten (Ldsung der
Ausgleichung nach maximaler Korrelation) kénnen nun mit den urspriinglichen Beobachtungsgleichungen des
Start- und Zielsystems die ausgeglichenen Funktionswerte berechnet werden. Diese bilden den Vektor f.
Zusammen mit den Beobachtungen in Tabelle 4.3 und 4.4, die den Vektor 1 bilden, und unter Beriicksichtigung
der Gewichtsverhédltnisse kann mit (3.62) der Korrelationskoeffizient berechnet werden. Aber es besteht noch
eine weitere Moglichkeit, diesen Wert zu berechnen. Bei der erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
fallt die Quadratsumme der gewichteten Verbesserungen v'Pv an, so daB der Korrelationskoeffizient unter
Verwendung von (3.88) aus

T
P
72 =1_u

1"P1

berechnet werden kann. Mit v'Pv = 5028.975 und 1P 1 = 67825036.701 ergibt sich der Korrelationskoeffizient

zu * = 0.999925853702. Dies ist der Wert des Korrelationskoeffizienten nach einer Ausgleichung nach maxima-
ler Korrelation, bei der Punkt 1 aus der impliziten Formulierung der Transformierbarkeit und der Datumsdefini-
tion ausgeschlossen wurde.

In den ndchsten Lokalisierungsschritten wird nun wieder jeweils eine Ausgleichung nach maximaler Korrelation
durchgefiihrt, wobei jeweils sukzessive ein Punkt aus der Formulierung der Transformierbarkeit und der Datums-
definition ausgeschlossen wird. Die Ergebnisse fiir den maximalen Korrelationskoeffizienten sind (ohne Dar-
stellung der Zwischenschritte) in Tabelle 4.9 zusammengestellt.

Tabelle 4.9: Maximale Korrelationskoeffizienten

ohne Punkt ”
1 0.999925853702
2 0.999936671384
3 0.999933430022
4 0.999936376716
5 0.999928125633
6 0.999923364945
7 0.999927609155
8 0.999929209976
9 0.999940370636
10 0.999926983836

Es gilt die Annahme, da3 derjenige Punkt, nach dessen Eliminierung sich der grofite Korrelationskoeffizient
ergibt, als verschoben angesehen werden soll. Betrachtet man das Ergebnis in Tabelle 4.9 so ist zu erkennen, daf3
die Eliminierung von Punkt 9 den groBten Korrelationskoeffizienten liefert. Da aber in diesem Beispiel bekannt
ist, dal Punkt 9 zu einer stabilen Gruppe gehort, ist diese Schlulfolgerung nicht zutreffend.
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4.5 Beurteilung der Verfahren und weiterfithrende Schritte

Ebenso wie die sukzessive punktweise Elimination mit metrischen Kriterien in Abschnitt 4.3.6, so hat auch die
sukzessive Eliminierung mit Hilfe des Korrelationskoeffizienten als nichtmetrisches Kriterium nach einer Aus-
gleichung nach maximaler Korrelation, in dem betrachteten numerischen Beispiel nicht zur korrekten Losung
gefiihrt. Im folgenden soll nun die Frage erdrtert werden, warum es zu diesem ,,falschen Ergebnis gekommen ist.

Der Grund fiir das Versagen der Lokalisierung mit metrischen Kriterien liegt jedenfalls nicht darin begriindet,
daB} einigen Punkten beim Zusammentreffen von ,,ungiinstiger Geometrie” und ,,groBen Deformationen® bei einer
datumsiibertragenden Transformation groBe Restklaffungen zugewiesen werden, wie in (REINKING 1994) ausge-
fithrt wird. Diese Behauptung 148t sich sehr leicht durch eine Analyse mit datumsinvarianten Elementen widerle-
gen.

Mit Hilfe der Ausgleichung nach maximaler Korrelation wird auf plausible Weise ein Formenvergleich durch-
gefiihrt. Doch auch hierbei wurde ein stabiler Punkt als verschoben lokalisiert.

Der Grund fiir das Scheitern beider Verfahren liegt in der Strategie der sukzessiven Einzelpunktanalyse. Wiahrend
eines Lokalisierungsschrittes wird hierbei jeweils immer nur ein Punkt als verschoben verdichtigt, fiir die
tibrigen Punkte wird implizit angenommen, daB sie sich nicht verschoben haben. Dies gilt unabhingig von dem
verwendeten Entscheidungskriterium (Metrik oder Form). Somit lassen sich auch die Ergebnisse der Untersu-
chungen in Abschnitt 4.3.6 und 4.4.2 erkldren. Der Punkt 9 ist tatsidchlich derjenige, der die Kongruenz beider
Netze am meisten stort, wenn man die iibrigen Punkte als nicht verschoben annimmt. Es gibt aber keine Gewahr
dafiir, daB die tatséchlich kongruente Punktgruppe in der Untergruppe, die nach der sukzessiven Elimination von
einzelnen Punkten verbleibt, enthalten ist. Sind ndmlich mehrere Punkte verschoben, so konnen diese Punkte
derart EinfluB auf die Entscheidungsgrofie nehmen, daf es zu Fehlinterpretationen kommen kann. Vergleichbar
ist diese Situation mit der Suche nach Ausreiflern mittels ,,data snooping®. Auch dort wird bei der sukzessiven
Elimination angenommen, daf nur ein Ausreiler im Datenmaterial vorhanden ist. Liegt eine groflere Anzahl vor,
so kann es auch dort passieren, dal Ausreifler an den falschen Stellen angezeigt werden.

In Bezug auf die Kongruenzuntersuchung besteht der Ausweg darin, alle moglichen Untergruppen zu untersu-
chen, d.h. hat ein Globaltest mit p Punkten ergeben, da Deformationen vorhanden sind, so sind a/le Untergrup-
pen mit p-1 Punkten zu untersuchen. Kann die Hypothese der Kongruenz danach nicht angenommen werden, so
sind, ausgehend von der Gesamtheit aller p Punkte, alle Untergruppen mit p-2 Punkten zu untersuchen. Hat dies
nicht zum Erfolg gefiihrt, so sind, wieder ausgehend von der Gesamtheit aller p Punkte, alle Untergruppen mit p-
3 Punkten zu untersuchen usw. Es gilt folgender Satz:

Die Lokalisierung kongruenter Punktgruppen in mehrfach beobachteten geoddtischen Netzen ist
grundsdtzlich eine Aufgabe der Kombinatorik.

DaBl man mit den Verfahren der sukzessiven Einzelpunktanalyse nicht grundsitzlich in der Lage ist, eine
kombinatorische Suche zu simulieren, haben die numerischen Beispiele in Abschnitt 4.3.6 und 4.4.2 gezeigt.*®

Die Notwendigkeit, aus der Gesamtmenge der Netzpunkte alle moglichen Teilmengen zu bilden, die gemeinsame
Kongruenzeigenschaften haben, wird auch von (REINKING 1994) erkannt. Zur Losung dieses Problems wird das
Verfahren ,,Kongruenzvergleich und Clusterbildung* vorgeschlagen. Zur Untersuchung von zwei Epochen
zwischen denen kein MalBstabsunterschied besteht, wird ausgehend von der Menge aller Punkte (Null-Cluster),
eine Basis mit den Punkten i und j (Strecke s;) ausgewahlt, fiir die in einem statistischen Test die Annahme der
Kongruenz nicht widerlegt werden kann. Dann werden alle noch dem Null-Cluster zugeordneten Punkte unter-
sucht. Der zu untersuchende Punkt & wird vorldufig in den Cluster mit der Basis P-P; aufgenommen und die
Transformationsparameter werden bestimmt. Danach wird der Differenzvektor zwischen den Koordinaten der
ersten Epoche und der transformierten zweiten Epoche fiir diesen Cluster berechnet und auf Signifikanz getestet.
Ist die Abweichung nicht signifikant, wird der Punkt £ diesem Cluster endgiiltig zugeschlagen und mit einem
Clusterzéhler belegt. Auf diese Weise werden alle Punkte des Null-Clusters bearbeitet. Danach wird eine neue
Basis aus dem verbliebenen Null-Cluster ausgew#hlt und die tibriggebliebenen Punkte auf Zugehorigkeit getestet.
Dieses in (REINKING 1994) vorgestellte Verfahren stellt somit eine Variante der in Abschnitt 4.2.3 beschriebenen
»Vorwirtsstrategie* dar, bei der es prinzipiell moglich ist, mehrere kongruente (bzw. dhnliche) Punktgruppen zu
identifizieren. Da aber Punkte, die einmal einem Cluster fest zugeordnet sind, bei den weiteren Untersuchungen
nicht mehr in Frage gestellt werden, ist auch dieses Verfahren nicht in der Lage, eine Suche in allen Kombi-
nationen zu simulieren.

36 Es lassen sich natiirlich auch ,,gutmiitige* Beispiele finden, bei denen eine sukzessive Einzelpunktanalyse zum Erfolg fithren kann.
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Nach den Ausfithrungen zur Kongruenzuntersuchung soll nun eine generelle Methodik entwickelt werden, mit
der eine kombinatorische Suche konsistenter Datengruppen moglich wird. Diese soll dann fiir den speziellen Fall
der Kongruenzuntersuchung ausgearbeitet und anhand des numerischen Beispiels aus Abschnitt 4.3.6 getestet
werden.
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5 MSS - Die Methode der maximalen Untergruppe

5.1 Theorie und generelle Methodik

Die Zielsetzung, Ausreifler in den Daten zu eliminieren, so daf3 bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
akzeptable Residuen entstehen, ist ein grundlegendes Problem in der Analyse geodétischer MeB3daten. Da dieses
Problem weder mit der sukzessiven Analyse einzelner Beobachtungen nach einer Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten, noch mit der Anwendung resistenter oder robuster Schétzverfahren in allen Fallen gelost werden
kann, stellt sich die Frage nach einer neuen Herangehensweise fiir diese Problematik. Betrachtet man die alter-
nativen Schétzverfahren etwas niher, so fillt das LMS-Verfahren auf, da hierbei, im Gegensatz zu allen anderen
Methoden, die Losung mit Hilfe der Kombinatorik gesucht wird. Das hat den Vorteil, daB3 diese Methode von
allen Einfliissen der Geometrie des Ausgleichungsproblems befreit ist. Die Problematik der ,,Hebelpunkte* ist bei
diesem Verfahren ausgeschaltet. Da aber jeweils immer nur eine Minimalkonfiguration gesucht wird, kann diese
Methode unter Umstidnden zu unplausiblen Ergebnissen fiihren.

Die Grundidee, Ausgleichungsprobleme mit Hilfe der Kombinatorik zu l6sen, soll im folgenden beibehalten
werden. Es soll eine neue Strategie entwickelt werden, mit der es mdglich ist, das eigentliche Ziel, ndmlich die
maximale Untergruppe konsistenter Daten zu finden, auf direktem Wege anzugehen. Diese neue Methode wird
mit dem Namen ,,MSS - Die Methode der maximalen Untergruppe*’ bezeichnet.

Mit ,, MSS* wird im folgenden die Methode bezeichnet, bei der mit einer kombinatorischen Suche die
maximale Untergruppe aus der Gesamtheit aller Daten gesucht wird, die in einer Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten ein vertrigliches Ergebnis liefert.”®

In den folgenden Abschnitten werden zundchst die Grundprinzipien fiir die Suche nach einer derartigen Unter-
gruppe aufgezeigt, im Anschlufl daran wird eine spezielle Strategie fiir die Kongruenzuntersuchung geodatischer
Netze entwickelt.

5.1.1 Allgemeines Prinzip

Eine Methode, Ausreiler in den Daten zu eliminieren, stellt das Preprocessing mit Hilfe resistenter und robuster
Schitzverfahren dar, bei denen versucht wird, den EinfluB fehlerhafter Beobachtungen auf das Schitzergebnis
moglichst gering zu halten. Bei der L;-Norm-Schétzung und der LMS-Schitzung wird jeweils eine minimale
Untergruppe (Minimalkonfiguration) gesucht, fiir die sich dann die Verbesserungen der Beobachtungen zu null
ergeben. Die Beurteilung der iibrigen Daten erfolgt dann in Bezug zu dieser minimalen Untergruppe. Dal} diese
Vorgehensweise nicht immer zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt, ist in Abschnitt 3.2.7 dargelegt.

Eine weitere Methode zur Suche einer konsistenten Untergruppe stellt das sog. data snooping dar. Hierbei wird,
ausgehend von der Gesamtheit aller Beobachtungen, jeweils die Beobachtung mit der gréfiten normierten Ver-
besserung | w; | > ¢ (i.d.R. wird 2.5 < ¢ < 4 gewihlt) eliminiert. Danach erfolgt eine erneute Ausgleichung. Liegen
dann immer noch normierte Verbesserungen iiber dem angesetzten Grenzwert, wird die Elimination fortgesetzt.
Diese sukzessive Vorgehensweise fithrt aber nur dann zum Erfolg, wenn der Anteil von Ausreilern an den
Beobachtungen gering ist. Ubersteigt dieser einen Anteil von ca. 5% (in Abhiingigkeit von der Geometrie), kann
dieses Verfahren aufgrund der bekannten Verschmierungseffekte nicht zum Erfolg fithren. Der Grundgedanke,
ausgehend von der Gesamtheit aller Beobachtungen eine vertragliche Untergruppe mit maximaler Grofle zu
suchen, soll aber in den folgenden Uberlegungen beibehalten werden.

Die Grundidee besteht darin, ausgehend von der Gesamtheit aller Beobachtungen, alle mdglichen Untergruppen
von Beobachtungen zu bilden und mit diesen eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten durchzufiihren. Das
Ziel, die grofite Untergruppe konsistenter Beobachtungen zu finden, fiir die alle | w; | < ¢ sind, lauft somit auf ein
Problem der Kombinatorik hinaus. Die Grundidee, eine Datenanalyse mit Hilfe kombinatorischer Verfahren
durchzufiihren, ist in der Geodésie noch nicht sehr weit verbreitet. Das einzige Verfahren, dal mit Hilfe einer
kombinatorischen Suche arbeitet, ist der LMS-Schitzer (siehe Abschnitt 3.2.5), dessen Anwendung bei geodati-
schen Fragestellungen z.B. in (KANANI 2000) beschrieben wird.

T Mss = (engl.) Maximum Subsample = (dt.) Maximale Untergruppe. Bei der Namensgebung wurde bewuft auf die Begriffe ,,Kombina-
tion“ oder ,.kombinatorisch“ verzichtet, da diese im Zusammenhang mit der allgemeinen Theorie der Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten stehen, z.B. ,,Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae“ (GAUSS 1900a) oder ,,Combination of Observa-
tions* (SMART 1958).

% Wann man ein Ergebnis als ,,vertrdglich” annehmen kann, ist von der zugrundeliegenden Aufgabenstellung abhingig. Ein mogliches
Beurteilungskriterium sind die normierten Verbesserungen der Beobachtungen oder ein statistischer Test (z.B. Globaltest bei der Kongru-
enzuntersuchung geodétischer Netze).
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Die Kongruenzuntersuchung geoditischer Netze stellt einen Spezialfall der generellen Zielsetzung dar. Hierbei
sind es die verschobenen Punkte, die bewirken, dafl die Hypothese der Kongruenz nicht angenommen werden
kann. Diese Ausreiler werden dadurch unschédlich gemacht, indem sie aus der Formulierung der Hypothese aus-
geschlossen werden. Bei den herkdmmlichen Verfahren wird versucht, die Gruppe der stabilen Punkte durch
sequentielle Untersuchung einzelner Punkte zu identifizieren (sieche Abschnitt 4.3.5). Dal} diese Vorgehensweise
falsche Ergebnisse liefern kann, wurde in den Abschnitten 4.3.6 und 4.4.2 anhand eines numerischen Beispiels
gezeigt. Die Suche nach kongruenten Punktgruppen lauft ebenfalls auf ein kombinatorisches Problem hinaus.

5.1.2 Direkte Losung des MSS-Problems

Gegeben ist ein Ausgleichungsproblem mit » Messungen und m Unbekannte. Alle Kombinationen mit ,,brute
force* durchzuprobieren ist natiirlich bei groeren Problemen auch bei heutiger Rechnerleistung nicht realistisch.
So bestehen bei einem Gleichungssystem mit #n Gleichungen und m Unbekannte insgesamt

”
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mogliche Kombinationen, um eine Losung zu berechnen. Ob jedoch immer alle Kombinationen berechnet
werden miissen, hdngt davon ab, wie grofl der maximale Anteil fehlerhafter Daten an den Gesamtdaten sein kann.
Bezeichnet man diesen prozentualen Anteil mit ¢, so ergibt sich die Anzahl der zu berechnenden Losungen zu
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In einem Beispiel mit # = 50 Beobachtungen, m = 10 Unbekannte und einem Anteil kontaminierter Daten von bis
zu a=30% (15 fehlerhafte Beobachtungen) wiren somit
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Ausgleichungen zu berechnen, bis die maximale Untergruppe gefunden wird, die ein vertragliches Ergebnis
liefert. Es ist sofort einzusehen, da3 auch bei dieser Einschrankung der zu untersuchenden Kombinationen ein
nicht vertretbarer Rechenaufwand entstehen kann.

Die Frage, die es nun zu beantworten gilt, ist die nach einer Strategie, die Anzahl der moglichen Kombinationen
soweit einzuschrinken, daB eine Losung mit vertretbarem Aufwand erzielt werden kann.

5.1.3 Zufallsbasierte Auswahl von Kombinationen

Eine allgemeine Einschrinkung der Kombinationen kann erreicht werden, in dem nicht grundsitzlich alle Kombi-
nationen untersucht werden, sondern daf3 per Zufallsgenerator jeweils eine festgelegte Anzahl von Untergruppen
untersucht wird. Dabei kann dann allerdings nicht mehr garantiert werden, daf3 tatsdchlich die maximale Unter-
gruppe gefunden wird. Um diesem Umstand entgegenzuwirken, sollten die nicht zu beriicksichtigenden Beobach-
tungen derart aus der Ausgleichung eliminiert werden, da3 ihre Gewichte zu null gesetzt werden. Somit nehmen
diese Beobachtungen nicht an der Parameterschitzung teil, erhalten aber Verbesserungen, anhand derer man
sowohl die GroBe des groben Fehlers ablesen kann als auch erkennen kann, ob eine Beobachtung doch zur
Gruppe der vertraglichen Daten zugeschlagen werden kann.

5.1.4 Vorauswahl bei der Ausgleichung direkt beobachteter Groflen

Die Ausgleichung direkt beobachteter Grofen ist ein einfacher Fall der Ausgleichung, an dem sich sehr anschau-
lich das Auffinden der groBten Gruppe vertriglicher Beobachtungen demonstrieren 148t.”° Als Beispiel dienen 10
Streckenmessungen 1" = [ 100.101 99.926 100.005 100.004 100.017 100.059 100.065 100.060 100.008
99.933 ] mit einer empirischen Standardabweichung von s, = 1.0 cm. Gesucht ist die maximale Untergruppe, die
bei einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten akzeptable Residuen liefert. Als Kriterium werden die normier-
ten Verbesserungen | w; | herangezogen; das Ergebnis wird akzeptiert, wenn alle | w; | < 3 sind.

%% DaB in diesem einfachen Beispiel auch andere Methoden zur Ausreifiersuche erfolgreich sein konnen, wird auBler acht gelassen. Es geht
lediglich darum, die Grundidee der Suche nach einer maximalen Untergruppe zu veranschaulichen.
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Schritt 1: Zunichst werden die Beobachtungen ihrer Grofle nach geordnet und man erhilt die in Tabelle 5.1
dargestellte Reihenfolge.

Tabelle 5.1: Beobachtungen der Gréf3e nach geordnet

Beob.-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Beobachtung | 99.926  99.933 100.004 100.005 100.008 100.017 100.059 100.060 100.065 100.101

Schritt 2: Als nichstes wird eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten mit allen Beobachtungen durchgefiihrt.
Als Ergebnis erhilt man x =100.0178 und die in Tabelle 5.2 aufgefiihrten normierten Verbesserungen.

Tabelle 5.2: Normierte Verbesserungen nach einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten

Beob.-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
norm. Verb. 9.68 8.94 1.45 1.35 1.03 0.08 4.34 4.45 4.98 8.77

Schritt 3: Anstatt im folgenden Schritt alle Untergruppen mit 9 Strecken zu untersuchen, wird nun folgende
Uberlegung eingefiihrt. Bei den geordneten Beobachtungen in Tabelle 5.1 werden nur benachbarte Werte iiber-
haupt zu einer Losung fiihren konnen. So ist es z.B. unnétig, bei der Suche nach einer 4er Gruppe die Beobach-
tungen Nr. 1, 2, 9 und 10 miteinander zu kombinieren. Somit sind lediglich zwei 9er Gruppen, drei 8er Gruppen,
vier 7er Gruppen usw. zu untersuchen. Die ausgeglichenen Werte fiir die beiden 9er Kombinationen lauten
x =100.0086 und 100.0280, die normierten Verbesserungen sind in Tabelle 5.3 aufgefiihrt.

Tabelle 5.3: Normierte Verbesserungen nach der Ausgleichung mit jeweils neun Beobachtungen

Beob.-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

norm. Verb. 8.76 8.01 0.48 0.38 0.06 0.90 5.35 5.46 5.99
Beob.-Nr. 2 3 4 5 6 7 8 9 10
norm. Verb. 10.08 2.55 2.44 2.12 1.17 3.29 3.39 3.92 7.74

Die weiteren Zwischenschritte, in denen keine akzeptable Untergruppe gefunden werden kann, sind nicht darge-
stellt. Erst die Untersuchung der 4er Gruppen liefert das gesuchte Ergebnis. Die ausgeglichenen Werte fiir die
dargestellten Kombinationen lauten X = 99.9670, 99.9875, 100.0085, 100.0222, 100.0360, 100.0502 und
100.0712, die normierten Verbesserungen der jeweiligen Kombinationen sind in Tabelle 5.4 aufgefiihrt.

Tabelle 5.4: Normierte Verbesserungen nach der Ausgleichung mit jeweils vier Beobachtungen

Beob.-Nr. 1 2 3 4

norm. Verb. 4.73 3.93 4.27 4.39

Beob.-Nr. 2 3 4 5

norm. Verb. 6.29 1.91 2.02 2.37

Beob.-Nr. 3 4 5 6

norm. Verb. 0.52 0.40 0.06 0.98

Beob.-Nr. 4 5 6 7

norm. Verb. 1.99 1.65 0.61 4.24

Beob.-Nr. 5 6 7 8

norm. Verb. 3.23 2.19 2.66 2.77

Beob.-Nr. 6 7 8 9

norm. Verb. 3.84 1.01 1.13 1.70
Beob.-Nr. 7 8 9 10
norm. Verb. 1.41 1.30 0.72 3.44

Es ist ersichtlich, dafl die Beobachtungen Nr. 3, 4, 5 und 6 die maximale Untergruppe bilden, fiir die alle nor-
mierten Verbesserungen unter dem festgelegten Grenzwert bleiben. Die Anzahl der berechneten Kombinationen
betragt 27. Im Gegensatz dazu wéren 847 Kombinationen zu berechnen gewesen, wenn man statt der sinnvollen,
alle moglichen berechnet hitte. Daf3 sich dieses Verhéltnis von ca. 1:30 sehr schnell zu Gunsten der Gruppenbil-
dung verschiebt, wird deutlich wenn man aus 20 Beobachtungen eine 4er Gruppe lokalisiert. Fiir eine Berech-
nung in allen Kombinationen sind dabei 1 047 224 Ausgleichungen zu berechnen, werden nur benachbarte Werte
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untersucht, so erhdlt man das Ergebnis bereits nach 152 Ausgleichungen. Das Verhiltnis zwischen beiden Be-
rechnungen betragt in diesem Fall ca. 1: 6890.

Mochte man neben der maximalen Gruppe noch weitere Gruppen von Beobachtungen finden, so kann man die
Untersuchung mit den verbleibenden Beobachtungen 1, 2, 7, 8, 9 und 10 fortsetzen.

Nachdem an diesem einfachen Beispiel gezeigt werden konnte, dafl die MSS-Losung durch den Ausschlufl von
unmdglichen Kombinationen mit vertretbarem Aufwand gefunden werden kann, soll dieser Grundgedanke nun
dazu verwendet werden, eine Strategie fiir die Kongruenzuntersuchung geodétischer Netze zu entwickeln. Das
Ziel besteht auch bei dieser Aufgabenstellung darin, von vornherein unmogliche Kombinationen aus der Unter-
suchung auszuschlieen, so daB die MSS-Lsung mit moglichst geringem Aufwand gefunden werden kann.

5.2 Anwendung der MSS-Methode bei der Kongruenzuntersuchung

Gegeben ist ein geodétisches Netz, flir das Beobachtungen in zwei Epochen vorliegen. Nach der getrennten Aus-
gleichung der Einzelepochen als freies Netz kann mit einem Globaltest {iberpriift werden, ob Punktverschiebun-
gen zwischen den zu untersuchenden Epochen aufgetreten sind. Ist dies der Fall, so besteht die Aufgabe, aus der
Gruppe aller Punkte die maximale Untergruppe stabiler Punkte zu identifizieren. Im Relativmodell umfaft diese
Untersuchung alle Punkte des Netzes, im Absolutmodell die sog. Stiitzpunkte. Wie bereits beschrieben, kann
diese maximale Gruppe in jedem Fall durch eine Untersuchung aller Punktkombinationen gefunden werden. Um
jedoch nicht alle Kombinationen berechnen zu miissen, sollen nur diejenigen Punkte untersucht werden, bei
denen tiberhaupt die Aussicht besteht, daB3 sie eine kongruente Gruppe bilden kénnen. Dazu wird im folgenden
eine Strategie flir die Voruntersuchung unter Verwendung datumsinvarianter Elemente (Strecken) entwickelt.

5.2.1 Voruntersuchung mit Hilfe metrischer Kriterien

Fiir diese Voruntersuchung werden auf Grundlage der ausgeglichenen Koordinaten in Epoche 1 und in Epoche 2
jeweils alle moglichen Strecken berechnet. Aus diesen lassen sich die Streckendifferenzen dl; berechnen, mit
denen eine erste Beurteilung der aufgetretenen Deformationen mdglich ist. Diese Information gilt es dann derart
aufzubereiten, dafl man ,,unmogliche” Kombinationen von vornherein aus der weiteren Suche ausschlieBen kann.

Zunéchst werden aus den ausgeglichenen Koordinaten alle Strecken in Epoche 1 und 2 mit ihren Kofaktoren-
matrizen

2 - T o N T
L =Fx;, Q =FQ, F ud I, =Fx,, Q, =F,Q,  F, (5.3)
berechnet. Daraus 148t sich der Differenzvektor und dessen Kofaktorenmatrix

di=1, -1, Qg =Q;, +Qy, (5.4)

berechnen. Zudem steht der gemeinsame empirische Varianzfaktor sé zur Verfligung. Anhand dieser Ausgangs-

werte kann nun entschieden werden, welche der Differenzen dl; einen gewissen Grenzwert {iberschreitet und
somit auf Punktverschiebungen hinweist. Im folgenden sollen nun mehrere Moglichkeiten fiir die Wahl eines
Grenzwertes aufgezeigt werden.

5.2.1.1 Beurteilung anhand von Erfahrungswerten
Wie in Abschnitt 4.1.1 beschrieben, kann ein sinnvoller Grenzwert fiir die Beurteilung der Differenz zweier MefB3-
ergebnisse aus Erfahrungswerten abgeleitet werden. Die Annahme E {d/} = 0 wird abgelehnt, falls

|dl|>T o, (5.5)

ist. Der Wert der theoretischen Standardabweichung o, kann dabei auf Genauigkeitsangaben des Instrumenten-
herstellers basieren, eine weitere Moglichkeit besteht darin, einen empirischen Wert s, zu verwenden. Der Wert
T kann als Erfahrungswert gewdhlt werden. Oftmals wird 7'= 3 verwendet, was zu dem bekannten 3 - Kriterium
fiihrt. Die Tatsache, daf es sich bei dem Wert d/ um das Ergebnis einer Ausgleichung handelt, bleibt bei dieser
Vorgehensweise unberiicksichtigt. Diese Tatsache kann beriicksichtigt werden, indem man

Sq1 = Sov49a (5.6)

wihlt.
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5.2.1.2 Beurteilung anhand des ,,Signal-Rausch-Verhéltnisses“

Um unmégliche Konfigurationen auszuschliefen, wird die Abweichung dl zwischen zwei datumsinvarianten
GroBen (Strecken) als ,,Signal*“ und die empirische Standardabweichung s, als ,,Rauschen* angesehen. Somit
bezeichnet der Quotient

||
q=— (5.7)
Sai

das ,,Signal-Rausch-Verhiltnis*. Mit Verweis auf die Informationstheorie kann man davon ausgehen, daf es sich
bei ¢ > 5 um signifikante Abweichungen handelt (NIEMEIER 1976). Untersucht man alle Komponenten d/; des
Differenzvektors dl, so konnen alle Abweichungen mit ¢, > 5 als signifikant angesehen werden. Alle Strecken, die
eine derartige Abweichung aufweisen, konnen somit nicht Bestandteil einer kongruenten Punktgruppe sein.

5.2.1.3 Beurteilung anhand eines multiplen #-Tests

Die einzelnen Elemente dl; des Differenzvektors dl kdnnen auch mit dem Grenzwert aus einem statistischen Test-
verfahren verglichen werden. Als Ausgangsgrofen fiir diesen Test ist der Vektor der Beobachtungsdifferenzen dl
und die zugehodrige Kofaktorenmatrix Qg bereitzustellen. Werden in einem Lagenetz mit p Punkten alle mogli-
chen Strecken berechnet, besteht der Vektor dl aus p (p-1) /2 Komponenten von denen 4, siehe (4.12), linear un-
abhéngig sind. Da aber p (p-1)/2 > h ist, sind alle Elemente d/; miteinander korreliert, so daf3 ein multipler ¢-Test
lediglich als Néherung angesehen werden kann. Die Nullhypothese fiir den Vergleich der Strecken /; in Epoche 1
und 2 lautet

Hy: E{dl;}=0 (5.8)
mit
dl, =1, =1, . (5.9)

Da die Beobachtungsdifferenzen aufgrund von Deformationen sowohl positives als auch negatives Vorzeichen
annehmen konnen, handelt es sich um eine zweiseitige Fragestellung mit der Alternativhypothese

Hy:E{d}#0 . (5.10)

Verwendet man fiir beide Epochen geméfl Abschnitt 4.3.3 einen gemeinsamen empirischen Varianzfaktor sg , SO
ergibt sich die empirische Standardabweichung der Beobachtungsdifferenzen zu

Sai, = So4ar, - (5.1

Die TestgroBe lautet

=0 T (5.12)

und wird mit dem Wert ¢ _,, verglichen, wobei sich der Freiheitsgrad f'mit /= f; + f, als Summe der Freiheits-
grade der Einzelepochen ergibt. Wird mit

Ti<trian (5.13)

der Grenzwert der #-Verteilung nicht {iberschritten, so kann die Nullhypothese (5.8) nicht verworfen werden. Um
die Analogie zu (5.5) zu verdeutlichen, kann dieser Test auch in der Form

|dL] < sq 71 an (5.14)

dargestellt werden. Da jedoch nicht nur eine einzelne Abweichung fiir sich untersucht werden soll, sondern Riick-
schliisse auf das gesamte Netz getroffen werden sollen, wird ein Grenzwert ¢ gesucht mit der Eigenschaft

P{T, <iAT, <Tn. T, <i|H}=1-al2 . (5.15)

Wiren die Werte Tz,. stochastisch unabhéngig, so lieBe sich der Grenzwert nach (PELZER 1976) angeben zu

~|
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Da die einzelnen Werte d/; jedoch korreliert sind, sind somit auch die Werte 7_",i korreliert, so daf der Test
|dl[| <ty 12 Sa, (5.17)

als Nédherung anzusehen ist, bei dem eine Abweichungen als signifikant anzusehen ist, wenn sie den Grenzwert
deutlich iibersteigt. Moglichkeiten fiir die Abstimmung des Testniveaus filir getrennte aber nicht unabhéngige
Einzeltests werden in (Niemeier 2002) mit & = «/n und @ = a/r angegeben (mit n = Anzahl der Beobachtun-
gen, r = Redundanz des Ausgleichungsproblems). Somit ist es moglich, fiir jedes Element des Differenzvektors
dl eine Aussage zu treffen, ob eine einzelne Abweichung d/; signifikant ist. Diese Information gilt es nun weiter-
zuverarbeiten, so dafl daraus Aussagen liber mogliche kongruente Punktgruppen abgeleitet werden konnen.

5.2.2 Topologiematrix kongruenter Punktgruppen

Wurden beim Vergleich zweier Epochen unzuldssige Streckendifferenzen festgestellt, so werden diese nicht mehr
in die weiteren Untersuchungen einbezogen. Mit den verbleibenden Strecken kann nun anhand topologischer
Beziehungen eine Lokalisierung moglicher kongruenter Punktgruppen durchgefiihrt werden. Topologische Be-
ziehungen in einem Netz lassen sich allgemein durch eine Kanten-Knoten-Matrix beschreiben; die Verwendung
einer derartigen Matrix flir geoddtische Fragestellungen ist z.B. in (GRUNDIG 1988) und (LINKWITZ 1999) be-
schrieben. Die Knoten des Netzes sind durch Kanten verbunden. Werden die Beobachtungen den Kanten zuge-
ordnet, so lassen sich die topologischen Beziehungen in einer Kanten-Knoten-Matrix C abbilden. Fiir ein Netz
mit fiinf Punkten, zwischen denen alle moglichen Strecken gemessen wurden (Abbildung 5.1), ergibt sich die
Topologiematrix in Tabelle 5.5. In C wird die i-te Beobachtung dem j-ten Punkt zugeordnet. Es gilt folgende
Definition:

¢; = 1, wenn die i-te Beobachtung vom Punkt j ausgeht,
¢; = -1, wenn die i-te Beobachtung im Punkt j endet,
¢; = 0, inallen iibrigen Fallen.
3 Tabelle 5.5: Kanten-Knoten-Matrix fiir ein
2 Streckennetz mit fiinf Punkten
Punkt I Punkt2 Punkt3 Punkt4 Punkt5
S12 1 -1 0 0 0
S$13 1 0 -1 0 0
S1,4 1 0 0 -1 0
515 1 0 0 0 -1
823 0 1 -1 0 0
8§24 0 1 0 -1 0
525 0 1 0 0 -1
8§34 0 0 1 -1 0
! 4 B 0 1 0 1
Abbildung 5.1: Streckennetz mit fiinf Punkten S4,5 0 0 0 1 -1

Bildet man mit dieser Kanten-Knoten-Matrix den Ausdruck C = C'C, so erhilt man die symmetrische Knoten-
Knoten-Matrix in Tabelle 5.6.

Tabelle 5.6: Knoten-Knoten-Matrix fiir ein Netz mit fiinf Punkten
und Streckenmessungen zwischen allen Punkten

Punkt 1 Punkt2 Punkt3 Punkt4 Punkt5

Punkt 1 4 -1 -1 -1 -1
Punkt 2 -1 4 -1 -1 -1
Punkt 3 -1 -1 4 -1 -1
Punkt 4 -1 -1 -1 4 -1
Punkt 5 -1 -1 -1 -1 4
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Die Elemente der Knoten-Knoten-Matrix C haben die folgende Bedeutung:

Anzahl der im Punkt i zusammentreffenden Kanten,

-1, wenn eine Kantenverbindung zwischen Punkt i und Punkt j besteht,

Al Il

=

0, wenn keine Kantenverbindung zwischen Punkt i und Punkt ; besteht.

Fiir die Suche nach moglichen kongruenten Punktgruppen werden fiir das Netz im Start- und Zielsystem jeweils
alle moglichen Streckenverbindungen berechnet. Nach der Untersuchung der Streckendifferenzen werden nur die
Streckenverbindungen in die Matrix C eingetragen deren Abweichung akzeptiert wurde. Dann wird die zugehori-
ge Knoten-Knoten-Matrix C gebildet, in der die Lokalisierung moglicher kongruenter Punktgruppen wie folgt
durchgefiihrt wird:

1.

2.

Suche iiber alle C;; das maximale Element C;; = max .

Suche iiber alle C.

1

wie viele Elemente 7 mit C, > max gefunden werden. Ist n > max + 1, so kénnen kon-
gruente Punktgruppen mit max + 1 Punkten vorliegen.

. Ist die Anzahl der gefundenen Punkte n gleich dem Wert max + 1, kann getestet werden, ob zwischen diesen

Punkten alle Streckenverbindungen existieren. Ist dies der Fall, so ist diese Gruppe ein Kandidat flir eine
mdgliche kongruente Punktgruppe.

Ist n > max + 1, so sind mit den gefundenen Punkten alle méglichen Kombinationen zu bilden und zu priifen,
ob fiir diese Kombinationen alle Streckenverbindungen vorhanden sind. Die Punktgruppen, in denen alle
Streckenverbindungen existieren, sind Kandidaten fiir eine kongruente Punktgruppe.

Die Kandidaten fiir eine kongruente Punktgruppe werden unter Anwendung des Globaltests (Abschnitt 4.3.4)
untersucht, wobei sich die Hypothesenformulierung mit datumsinvarianten Elementen (Strecken) anbietet.
Konnte eine stabile Gruppe gefunden werden, so sind, unter der Annahme daf} unterschiedliche kongruente
Gruppen keine gemeinsamen Punkte aufweisen, die entsprechenden Zeilen und Spalten in der Matrix C zu
streichen und die Suche nach weiteren Gruppen kann mit Schritt 1 fortgesetzt werden.

Konnte keine kongruente Punktgruppe gefunden werden, wird max = max - 1 gesetzt und die Lokalisierung
mit Schritt 2 fortgesetzt.

Die Suche nach mdglichen kongruenten Gruppen soll nun an einem einfachen Beispiel veranschaulicht werden.
In dem in Abbildung 5.2 dargestellten Netz wurden in zwei Epochen alle Strecken berechnet. Die Beurteilung der
Streckendifferenzen soll anhand des Signal-Rausch-Verhiltnisses (Abschnitt 5.2.1.2) erfolgen. Die TestgrofB3en g
(5.7) sind in sortierter Reihenfolge in Tabelle 5.7 aufgelistet.

Tabelle 5.7: TestgroBe g

3 i TestgroBe

2 1 qa,; =68

2 day, = 5.9

3 da,, = 5.5

4 da,, =54

5 da,, = 52

6 da,, = 1.7

7 qa,, =13

1 4 8 qa, = 1.1
Abbildung 5.2: Netz mit fiinf Punkten. Strecken, 9 qdl“ =
deren Abweichung akzeptiert wird, sind 10 _
in dickerer Strichstirke dargestellt. Gans =

Da die ersten fiinf Werte mit ¢ > 5 {iber dem Grenzwert liegen, beschrinkt sich die Suche nach der maximalen
Gruppe stabiler Punkte auf ein Suchfenster von Zeile 6 bis 10. Nur diese Streckenverbindungen werden in eine
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Kanten-Knoten-Matrix C eingetragen, die sich dann wie in Tabelle 5.8 dargestellt ergibt. Die zugehorige Knoten-
Knoten-Matrix C ist in Tabelle 5.9 dargestellt.

$1,3
S1,4
S1,5
82,4
835

Tabelle 5.8: Kanten-Knoten-Matrix

Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5

1

1
1
0
0

0

0
0
1
0

1
0

0
0
1

0
-1
0
-1
0

0
0
-1
0
-1

Pkt. 1
Pkt. 2
Pkt. 3
Pkt. 4
Pkt. 5

Tabelle 5.9: Knoten-Knoten-Matrix

Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5

3
0

0
1
0
-1
0

-1
0
2
0
-1

-1
-1
0
2
0

-1
0
-1
0
2

Die Lokalisierung moglicher kongruenter Punktgruppen anhand der Knoten-Knoten-Matrix C geschieht in

diesem Beispiel wie folgt:

Das maximale Diagonalelement ist C,, = max = 3, was auf das Vorhandensein eines Vierecks deutet, da im
Eckpunkt eines Vierecks drei Seiten auftreffen.

Es kann nur # = 1 Element mit C; > max gefunden werden, so daB kein Viereck vorliegen kann.
Setze max =max - 1=2.
Es kénnen n = 4 Elemente mit C; > max gefunden werden, so daB mehrere Dreiecke vorliegen kénnen.

Mit den gefundenen Punkten 1, 3, 4 und 5 lassen sich folgende Dreiecke bilden: 1/3/4, 1/3/5, 1/4/5, 3/4/5. Die
Uberpriifung, ob in jedem Dreieck alle Streckenverbindungen vorhanden sind, entspricht einer Untersuchung
der Knoten-Knoten-Matrizen in Tabelle 5.10, die sich aus Tabelle 5.9 ergeben.

Tabelle 5.10: Knoten-Knoten-Matrizen zur Uberpriifung der Streckenverbindungen

Pkt.1 Pkt.3 Pkt. 4 Pkt.1 Pkt.3 Pkt.5
Pkt. 1 3 -1 -1 Pkt. 1 3 -1 -1
Pkt. 3 -1 2 0 Pkt. 3 -1 2 -1
Pkt. 4 -1 0 2 Pkt. 5 -1 -1 2

Pkt.1 Pkt.4 Pkt.5 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5
Pkt. 1 3 -1 -1 Pkt. 3 2 0 -1
Pkt. 4 -1 2 0 Pkt. 4 0 2 0
Pkt. 5 -1 0 2 Pkt. 5 -1 0 2

Da die Matrix C symmetrisch ist, kann man anhand der Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen erkennen,
ob in der zu untersuchenden Punktgruppe alle Streckenverbindungen vorhanden sind. Dies ist nur fiir die
Kombination der Punkte 1, 3, 5 der Fall, so daB ein kongruentes Dreieck vorliegen kann. Die Hypothese der
Kongruenz kann dann mit einem Globaltest, der nur diese Punkte umfaft, iiberpriift werden. In diesem Bei-
spiel wird angenommen, daf3 die Nullhypothese der Kongruenz angenommen werden kann.

— Mochte man untersuchen, ob sich weitere Gruppen finden lassen, so sind die Zeilen und Spalten der lokali-

sierten Punkte 1, 3 und 5 aus der urspriinglichen Matrix C in Tabelle 5.9 zu streichen und man erhilt die in
Tabelle 5.11 dargestellte Knoten-Knoten-Matrix als Ausgangspunkt fiir eine weitere Suche.

Tabelle 5.11: Knoten-Knoten-Matrix
Punkt2 Punkt4

Punkt 2 1 -1
Punkt 4 -1 2

— Ohne Darstellung der Zwischenschritte wird als Ergebnis eine weitere Gruppe bestehend aus den Punkten 2
und 4 gefunden.
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Vergleicht man den Aufwand, mit dem die groBte kongruente Punktgruppe gefunden wurde, so ist zunédchst zu
erwahnen, da3 man bereits in diesem kleinen Beispiel bei einer Berechnung aller Kombinationen insgesamt

()

Ausgleichungen hétte berechnen miissen. Dem gegeniiber steht die wenig rechenintensive Aufstellung und Unter-
suchung der Topologiematrizen und nur eine Ausgleichung um die gefundene Punktgruppe zu iiberpriifen. Die
Voruntersuchung fiihrt also zu einer erheblichen Reduzierung des Rechenaufwandes, so daf3 die kombinatorische
Suche nach der maximalen Gruppe stabiler Punkte auch in groferen Netzen praktikabel ist. Weiterhin ist anzu-
merken, daBl sich das Aufstellen der Topologiematrizen und die Suche nach moglichen kongruenten Punkt-
gruppen sehr leicht automatisieren 146t und somit in bereits bestehende Programme integriert werden kann.

5.2.3 Voruntersuchung mit Hilfe nichtmetrischer Kriterien

Sind groBe Mafistabsunterschiede zwischen den Netzen zu erwarten, so ist die Kongruenzuntersuchung unter
Verwendung eines Transformationsansatzes aus Abschnitt 2.2 oder 2.3 durchzufiihren, da erst nach der Beriick-
sichtigung des Mafistabs eine Aussage iiber die Kongruenz getroffen werden kann. Eine Voruntersuchung anhand
von Streckendifferenzen ist somit nicht moglich. An ihre Stelle tritt in diesem Fall die Untersuchung der MaB-
stabsverhiltnisse. Dazu werden mit (5.3) wieder alle moglichen Streckenverbindungen in Epoche 1 und 2 berech-
net, danach werden fiir alle Strecken die MalBstabsfaktoren bestimmt und der Grof3e nach sortiert. Da der Mal3-
stab jedoch unbekannt ist, kann kein festes Kriterium fiir die Beurteilung angewendet werden. Dennoch besteht
auch in diesem Fall die Mdglichkeit, die Kombinationen derart einzuschrinken, dafl unmogliche Konfigurationen
gar nicht erst untersucht werden. Als Kriterium fiir die Vorauswahl wird eine Abschétzung fiir die empirische
Standardabweichung des Mal3stabsfaktors verwendet. Gegeben ist eine Strecke /;; in Epoche 1 und /;, in Epo-

che 2. Als Standardabweichung fiir diese Strecken s; und s; kann z.B. die Herstellerangabe fiir die Genauig-
keit der Streckenmessung mit einem EDM verwendet werden oder ein Wert auf Grundlage der Kofaktorenmatri-
zen aus (5.3) in Verbindung mit der empirischen Standardabweichung der Gewichtseinheit so. Mit dem funktio-
nalen Zusammenhang

m =L (5.18)

erhélt man iiber das Kovarianzfortpflanzungsgesetz fiir die empirische Standardabweichung des MaBstabes

2 2
1 IA
2 2 il 2
so=— | s7 +| = | s . 5.19
m [lizj I [1122] Iy ( )

1[5 2
Sy :l_ i, - (5.20)

i2

Setzt man /;; =1, , so ergibt sich

Setzt man fiir /;, die kiirzeste Strecke im Netz ein und wihlt einen Toleranzfaktor T'(z.B. T = 3), erhélt man mit
T,=T-s, (5.21)

eine Toleranzbreite fiir den MaBstabsfaktor. Damit 146t sich die GroBe eines Suchfensters festlegen, mit der in
der Liste der sortierten Mafistabsfaktoren nach der groBten dhnlichen Punktgruppe als Kandidat fiir eine kongru-
ente Gruppe gesucht wird. Strecken, die auBerhalb dieses Suchfensters liegen, werden nicht in die Suche einbe-
zogen. Nachdem die Koordinatentransformation mit p Stiitzpunkten zu nicht akzeptablen Residuen gefiihrt hat
und somit das Vorhandensein von Deformationen angezeigt wurde, erfolgt die Suche der groBten dhnlichen
Punktgruppe wie folgt:

1. Berechne mit 7,, die Gro3e des Suchfensters, in denen dhnliche Punktgruppen gesucht werden.
2. Beginne das Malistabsfenster in der Zeile i = 1 in der Liste der sortierten MaBstébe.

3. Suche in dem MaBstabsfenster, ob eine dhnliche Punktgruppe mit p - 1 Punkten gefunden werden kann. Dies
erfolgt mit den Abschnitt 5.2.2 beschriebenen Topologiematrizen. Konnte eine (oder mehrere) Gruppe(n)
gefunden werden, so ist diese ein Kandidat fiir eine kongruente Punktgruppe.
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Beginne mit dem MaBstabsfenster in der Zeile i =i + 1 und fithre Schritt 3 aus.

Ist das Ende der MafBstabsliste erreicht und konnten mogliche kongruente Punktgruppen gefunden werden, ist
die Suche beendet. Konnte keine Gruppe mit p - 1 Punkten gefunden werden, so wird die Suche fiir p - 2
Punkte mit Schritt 2 fortgesetzt, usw.

. Nach dieser Voruntersuchung wird nun fiir jede gefundene Kombination eine Ausgleichung mit einem der in

Abschnitt 2.2 oder 2.3 entwickelten Transformationsansétze gerechnet, in der jeweils die gefundenen Punkte
als homologe Punkte verwendet werden. Die Losung, die die kleinsten normierten Verbesserungen | w; | < ¢
aufweist, wird als endgiiltige Losung ausgewdhlt.

Diese Strategie soll nun an einem einfachen Beispiel veranschaulicht werden. Fiir das Netz in Abbildung 5.2
wurden fiir alle Streckenverbindungen die MafBstabsfaktoren berechnet und der GréBe nach sortiert. Die Stan-
dardabweichung der Streckenmessung betrug 2 mm + 3 ppm in Epoche 1 und 4 mm + 1 ppm in Epoche 2, die
kiirzeste Strecke im Netz betragt 53 m. Damit ergibt sich die GroBe des Suchfensters zu

T,

m

1
= 3-§J0.00222 +0.0041%> =263 ppm .

Verwendet man diesen Wert als Toleranzbreite fiir den MaBstabsfaktor, ergeben sich die in Tabelle 5.12 einge-
zeichneten Suchfenster.

Tabelle 5.12: Mafstabsliste mit Suchfenster

i Mafstabsfaktor [ppm]

1 m, =-515.2
°1,2

2 m, =-366.8
92,5

3 mg, =-7.3
1,5

4 mg, =2.0
3.5

5 m, =4.3
1,3

6 m, =129
1,4

7 mg, =29.7
2.4

8 m, =238.4
4,5

9 m, =264.7
3,4

10 mg =419.5
92,3

Die Suche nach Kandidaten fiir die maximale Gruppe stabiler Punkte l1&uft wie folgt ab:

Da die Koordinatentransformation mit p = 5 Stiitzpunkten zu nicht akzeptablen Residuen gefiihrt hat, wird im
néchsten Schritt nach einem dhnlichen Viereck gesucht.

Beginnend mit der ersten Zeile wird ein Suchfenster mit einer maximalen Breite von 263 ppm aufgebaut.
Da in diesem Suchfenster nur 2 Strecken vorhanden sind, kann kein Viereck vorliegen.

Nun wird ein neues Suchfenster, beginnend in der zweiten Zeile aufgebaut. In diesem Beispiel fiihrt das nicht
zum Erfolg.

Das nichste Suchfenster beginnt in der dritten Zeile und enthilt in diesem Beispiel sechs Elemente, so dal3 ein
Viereck vorliegen kann. Um dies zu iiberpriifen, wird die Kanten-Knoten-Matrix C in Tabelle 5.13 und

daraus die Knoten-Knoten-Matrix C in Tabelle 5.14 gebildet.
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Tabelle 5.13: Kanten-Knoten-Matrix Tabelle 5.14: Knoten-Knoten-Matrix

Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt 5 Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt 5
m,. 1 0 0 0 -1 Pkt.1 [ 3 0 1 a1

‘ Pkt2 | 0 1 0 -1 0
Msss 0 0 ! 0 -1 Pkt.3 | -1 0 2 0 -1
m,, 1 0 -1 0 0 Pkt.4 | -1 -1 0 3 -1
n | 0 0 | 0 Pkt.5 | -1 0 a4 -l 3
m, 0 1 0 -1 0

2.4
m, 0 0 0 1 -1

4,5

— Anhand der Knoten-Knoten-Matrix in Tabelle 5.14 ist zu erkennen, daf3 nur in den Punkten 1, 4 und 5 jeweils
drei Kanten auftreffen und somit kein Viereck vorliegen kann.

— In den weiteren Suchfenstern kann (ohne Darstellung der Zwischenschritte) ebenfalls kein Viereck gefunden
werden.

— Beginnend mit dem ersten Suchfenster wird nun versucht, dhnliche Dreiecke zu lokalisieren. Im ersten Such-
fenster kann kein Dreieck gefunden werden. Die Untersuchung des zweiten Suchfensters anhand der Knoten-
Knoten-Matrix in Tabelle 5.14 ergibt, daB8 in den Punkten 1, 3, 4 und 5 mindestens zwei Seiten auftreffen.
Um zu iiberpriifen, welche Dreiecke sich mit diesen Punkten bilden lassen, werden alle Kombinationen gebil-
det und die dazugehorigen Knoten-Knoten-Matrizen in Tabelle 5.15 untersucht.

Tabelle 5.15: Knoten-Knoten-Matrizen fiir die Suche nach Dreiecken

Pkt.1 Pkt.3 Pkt. 4 Pkt.1 Pkt.3 Pkt.5
Pkt. 1 3 -1 -1 Pkt. 1 3 -1 -1
Pkt. 3 -1 2 0 Pkt. 3 -1 2 -1
Pkt. 4 -1 0 3 Pkt. 5 -1 -1 3

Pkt.1 Pkt.4 Pkt.5 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5
Pkt. 1 3 -1 -1 Pkt. 3 2 0 -1
Pkt. 4 -1 3 -1 Pkt. 4 0 3 -1
Pkt. 5 -1 -1 3 Pkt. 5 -1 -1 3

— Nur bei den Punktkombinationen 1/3/5 und 1/4/5 weisen alle Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen den
Wert -1 auf, so dal} diese jeweils ein Dreieck bilden, daf als Kandidat fiir eine kongruente Punktgruppe in
Frage kommt.

— Im dritten Suchfenster werden die Dreiecke 1/3/4 und 3/4/5 gefunden, im vierten Suchfenster erneut das
Dreieck 1/3/4. Die Untersuchung der weiteren Suchfenster ergibt keine weiteren Dreiecke.

— Nach dieser Voruntersuchung wird nun fiir jede Kombination eine Transformation gerechnet, in der jeweils
die gefundenen Punkte als Stiitzpunkte verwendet werden. Aus den Berechnungen wird dann diejenige mit
den kleinsten normierten Verbesserungen | w;| < ¢ als endgiiltige Losung ausgewahlt. In diesem Beispiel ist
das die Gruppe 1/3/5.

Vergleicht man den Aufwand, mit dem die kongruente Punktgruppe gefunden wurde, so sind zunichst die Unter-
suchungen der Topologie in den jeweiligen MaBstabsfenstern zu nennen. Im Anschluf3 daran sind in diesem
Beispiel 4 Koordinatentransformationen durchzufiihren, in denen jeweils die Punkte 1/3/5, 1/4/5, 1/3/4 und 3/4/5
als Stiitzpunkte verwendet werden. Dem gegeniiber stehen 15 Ausgleichungen, wenn man alle moglichen Kombi-
nationen berechnen wiirde (siehe Abschnitt 5.2.2). Allgemein ist zu erwarten, daf die Untersuchung von Netzen,
bei denen ein MaBstabsunterschied besteht, aufwendiger ist, als der in Abschnitt 5.2.2 beschriebene Fall. Dies
liegt darin begriindet, dal der Mal3stab unbekannt ist und somit mehrere Suchfenster aufgebaut werden miissen.
Zudem sind diese Suchfenster aufgrund der ndherungsweisen Fehlerabschitzung fiir den MaBstab unter Umstén-
den sehr breit, wodurch mehr Kandidaten fiir kongruente Gruppen gefunden werden als tatséchlich vorhanden
sind. Dennoch fiihrt die Voruntersuchung auch in diesem Fall zu einer erheblichen Reduzierung des Rechenauf-
wandes, so daf die kombinatorische Suche nach der maximalen Gruppe stabiler Punkte auch in groeren Netzen
praktikabel ist.
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5.2.4 Vergleich mehrerer Messepochen

Liegen mehr als zwei Messepochen vor, so besteht die Aufgabe, eine Aussage zu treffen, welche Punkte iiber den
gesamten Untersuchungszeitraum als stabil eingestuft werden konnen. Dies kann mit Hilfe eines kumulativen
Mehrepochenvergleichs oder durch einen mehrfachen Vergleich mit einer Referenzmessung (z.B. der Null-
epoche) erfolgen. In beiden Fillen kann die MSS-Methode angewendet werden, wobei sich (analog zum Zwei-
epochenvergleich) eine Voruntersuchung mit metrischen oder nichtmetrischen Kriterien anbietet. Das Ergebnis
dieser Voruntersuchung kann wieder mit Hilfe von Topologiematrizen weiterverarbeitet werden, um Kandidaten
fiir eine kongruente Punktgruppe zu finden.

5.2.4.1 Kumulativer Mehrepochenvergleich

Sind keine MaBstabsunterschiede zwischen den Netzen der zu untersuchenden Epochen zu beflirchten, so kann
eine Voruntersuchung mit metrischen Kriterien (Abschnitt 5.2.1) durchgefiihrt werden. Hat ein Globaltest, der
alle zu untersuchenden k& Epochen umfaBt, das Vorliegen signifikanter Punktverschiebungen angezeigt, so besteht
als erstes die Aufgabe zu klédren, ab welcher Epoche diese Verschiebungen aufgetreten sind. Diese Untersuchung
wird als ,,zeitliche Lokalisierung* bezeichnet und ist ausfiihrlich in (NIEMEIER 1979) beschrieben. Die Methoden
zur zeitlichen Lokalisierung mit Hilfe statistischer Tests konnen als ausreichend angesehen werden, wobei aber
auch an dieser Stelle auf die Anwendung eines ,,umgekehrten statistischen Tests™ (sieche Abschnitt 4.1.3) hin-
gewiesen sei. Der ndchste Auswerteschritt besteht dann darin, zu kléren, welche Punkte signifikant verschoben
sind. Dieser Schritt, der als ,,geometrische Lokalisierung™ bezeichnet wird, erfolgt z.B. in (NIEMEIER 1979) durch
eine sukzessive Einzelpunktuntersuchung. Die Probleme, die sich aus einer derartigen Vorgehensweise ergeben
konnen, wurden bereits in Abschnitt 4.5 dargelegt, so da} sich fiir die geometrische Lokalisierung wieder die
MSS-Methode in Verbindung mit einer Voruntersuchung mit Hilfe von Topologiematrizen anbietet. Dazu sind
aus den Epochen, in denen keine Punktverschiebungen aufgetreten sind, durch gemeinsame Ausgleichung aller
MeBwerte ,,mittlere” Koordinaten zu berechnen, die auch als ,kumulierte Koordinaten (NIEMEIER 1979)
bezeichnet werden. Unter Verwendung dieser Koordinaten kdnnen dann alle moglichen Strecken zwischen den
Punkten des Netzes berechnet werden. Zudem werden in einer Einzelausgleichung Koordinaten fiir die Punkte
der als verdndert eingestuften Epoche berechnet, aus denen ebenfalls alle moglichen Strecken berechnet werden.
Fir die Voruntersuchung werden dann die Differenzen der Strecken zwischen gleichen Punkten gebildet und
Streckenverbindungen, deren Abweichung akzeptiert wurde, werden in eine Kanten-Knoten-Matrix C eingetra-
gen. Damit wird dann die Knoten-Knoten-Matrix C gebildet, in der die Suche nach Kandidaten fiir eine kongru-
ente Punktgruppe analog zum Vergleich von zwei Epochen (Abschnitt 5.2.2) erfolgt.

Sind Mal3stabsunterschiede zwischen den Epochen zu befiirchten, empfiehlt sich eine Voruntersuchung mit nicht-
metrischen Kriterien (Abschnitt 5.2.3). Fiir die gemeinsame Ausgleichung der Messungen mehrer Epochen ist ein
Transformationsansatz zu wéhlen, um unterschiedliche NetzmaBstidbe beriicksichtigen zu kénnen. Zweckmafi-
gerweise ist fir die Transformation die in Abschnitt 2.2.4 und 2.3.4 beschriebene implizite Formulierung der
Transformierbarkeit zu wéhlen, da man mit einem derartigen Ansatz sofort ,,mittlere” Koordinaten im Zielsystem
erhélt. Treten beim Hinzufligen einer Folgeepoche erstmals unzulédssige normierte Verbesserungen mit | w;| > ¢
auf, so setzt die ,,geometrische Lokalisierung®, d.h. die Suche nach Kandidaten fiir eine dhnliche Punktgruppe
ein. Dazu sind aus den Epochen, in denen keine Punktverschiebungen aufgetreten sind, ,,mittlere” Koordinaten
im Zielsystem zu berechnen. Unter Verwendung dieser Koordinaten werden dann alle moglichen Strecken
zwischen den Netzpunkten berechnet. Mit Hilfe einer freien Netzausgleichung werden zudem Koordinaten fiir
die Punkte der als verdndert eingestuften Epoche berechnet, aus denen dann ebenfalls alle moglichen Strecken
berechnet werden. Danach werden die MaBstabsfaktoren der Strecken zwischen gleichen Punkten gebildet und
der GroBe nach sortiert. Nachdem die Grofle des Suchfensters, mit dem in der Liste der sortierten MaB3stdbe nach
dhnlichen Punktgruppen gesucht werden soll, festgelegt wurde, erfolgt die weitere Auswertung wieder analog zu
dem Vergleich von zwei Epochen.

5.2.4.2 Mehrfacher Vergleich mit einer Referenzepoche

Fiir den mehrfachen Vergleich mit einer Referenzepoche stehen zwei Mdoglichkeiten zur Auswahl. Liegen z.B.
k=4 zu untersuchende Epochen vor, so kann man die erste Messung (Nullepoche) als Referenz ansehen und
einen Vergleich der Epochen 1 - 2, 1 - 3 und 1 - 4 durchfithren. Man kann den Vergleich aber auch als Untersu-
chung aufeinanderfolgender Epochen 1 - 2, 2 - 3 und 3 - 4 durchfiihren. Als Referenzepoche dient dann die
jeweils vorangegangene Epoche. In beiden Fillen sind als Voruntersuchung & - 1 Zweiepochenvergleiche gemaf
Abschnitt 5.2.1 bis 5.2.3 durchzufiihren. Als Ergebnis liegen dann die Punkte vor, die zwischen den jeweiligen
Vergleichsepochen als Kandidaten fiir eine stabile Gruppe in Frage kommen. Die Streckenverbindungen zwi-
schen diesen Punkten werden jeweils in eine Kanten-Knoten-Matrix eingetragen, aus denen sich die Knoten-

Knoten-Matrizen C,, C,,..., C,_; berechnen lassen. Um eine Aussage iiber Punkte zu erhalten, die iiber den
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gesamten Vergleichszeitraum als stabile Gruppe gelten konnen, sind die Informationen der einzelnen Knoten-

Knoten-Matrizen in einer Matrix C,,,,, zusammenzufassen. Die Elemente dieser Matrix ergeben sich wie folgt:

Cyesam, = Kleinster Wert aus den Diagonalelementen 6’1”_ , 62"_ yees 5’( k-1), >
Egmmtﬁ = -1, wenn alle entsprechenden Elemente Elv‘ , 52” yenes 6‘( k-1), mit dem Wert -1 belegt sind,
Egmmtﬁ = 0, wenn nicht alle entsprechenden Elemente Elv‘ , 62” yenes 6‘( k-1), mit -1 belegt sind.

Durch eine Auswertung der Matrix Egemmt gemdll Abschnitt 5.2.2 erhélt man eine Aussage iiber die groBtmogli-

che Punktgruppe, die iiber den gesamten Untersuchungszeitraum als stabile Gruppe in Frage kommt. Diese
Punkte konnen dann als stabile Punkte in eine gemeinsame Ausgleichung (mit impliziter Formulierung der
Kongruenz) aller vorliegenden MeBBepochen eingefiihrt werden. Ein Globaltest, der dann alle &£ Epochen gleich-
zeitig einbezieht, gibt Aufschluf} dartiber, ob die gefundenen Punkte tatséchlich bereits eine kongruente Gruppe
bilden. Verwendet man fiir die gemeinsame Ausgleichung einen Transformationsansatz, so kann diese Beurtei-
lung anhand der normierten Verbesserungen der Beobachtungen erfolgen. Hat sich die Kongruenz der ausge-

wihlten Punktgruppe nicht bestétigt, so sind die néchstkleineren Punktgruppen mit Hilfe der Matrix C,,,,, zu

bilden und zu untersuchen.

Um die Vorgehensweise beim mehrfachen Vergleich mit einer Referenzepoche zu veranschaulichen, dient das
folgende Beispiel, bei dem k£ = 4 Epochen vorliegen, die jeweils mit der ersten Epoche verglichen werden. Der
Vergleich der Epochen 1 - 2 hat ergeben, da3 die in Abbildung 5.3 in dickerer Strichstirke dargestellten
Streckendifferenzen akzeptiert werden konnten. Triagt man diese Information in eine Kanten-Knoten-Matrix ein,

so kann man daraus die in Tabelle 5.16 dargestellte Knoten-Knoten-Matrix C, berechnen.

2 Tabelle 5.16: Knoten-Knoten-Matrix El

Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5

Pkt. 1 3 0 -1 -1 -1
Pkt. 2 0 1 0 -1 0
Pkt. 3 -1 0 2 0 -1
Pkt. 4 -1 -1 0 2 0
Pkt. 5 -1 0 -1 0 2

1 4
Abbildung 5.3: Vergleich der Epochen 1 - 2. Strecken,

deren Abweichung akzeptiert wurde, sind in dickerer
Strichstérke dargestellt.

Das Ergebnis des Epochenvergleichs 1 - 3 ist in Abbildung 5.4 und Tabelle 5.17 aufgefiihrt.

3 _
2 Tabelle 5.17: Knoten-Knoten-Matrix C,

Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5

Pkt. 1 2 0 -1 0 -1
Pkt. 2 0 1 0 0 -1
Pkt. 3 -1 0 2 0 -1
Pkt. 4 0 0 0 1 -1
Pkt. 5 -1 -1 -1 -1 4

1 4

Abbildung 5.4: Vergleich der Epochen 1 - 3

Der Vergleich der Epochen 1 - 4 ist in Abbildung 5.5 graphisch dargestellt, die zugehorige Knoten-Knoten-
Matrix ist in Tabelle 5.18 aufgefiihrt.
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2 ’ Tabelle 5.18: Knoten-Knoten-Matrix C,
Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5
Pkt. 1 3 -1 -1 0 -1
Pkt. 2 -1 1 0 0 0
Pkt. 3 -1 0 3 -1 -1
Pkt. 4 0 0 -1 1 0
Pkt. 5 -1 0 -1 0 2
1 4

Abbildung 5.5: Vergleich der Epochen 1 - 4

Die Informationen aus den Knoten-Knoten-Matrizen C;, C, und C; werden nun gemif der oben aufgefiihrten

Bildungsvorschrift in der Knoten-Knoten-Matrix C

gesame Z0sammengefalit, die sich dann wie in Tabelle 5.19

aufgefiihrt ergibt. Streicht man in dieser Matrix die Zeilen und Spalten, deren Elemente ausschlieBlich den Wert

Coesams, = 0 enthalten, so erhilt man das in Tabelle 5.20 aufgefiihrte Endergebnis.
Tabelle 5.19: Knoten-Knoten-Matrix Egmm/ Tabelle 5.20: Knoten-Knoten-Matrix Egmm/
Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5 Pkt.1 Pkt.3 Pkt.5

Pkt. 1 2 0 -1 0 -1 Pkt. 1 2 -1 -1
Pkt. 2 0 1 0 0 0 Pkt. 3 -1 2 -1
Pkt. 3 -1 0 2 0 -1 Pkt. 5 -1 -1 2
Pkt. 4 0 0 0 1 0

Pkt. 5 -1 0 -1 0 2

In Tabelle 5.20 ist zu erkennen, daB drei Diagonalelemente mit dem Wert 2 belegt sind, so daf} ein Dreieck
vorliegen kann. Da alle Elemente oberhalb der Hauptdiagonale mit dem Wert -1 belegt sind, bestehen zwischen
den Punkten 1, 3 und 5 alle Streckenverbindungen, so daB3 tatsdchlich ein Dreieck als Kandidat fiir eine kon-
gruente Punktgruppe vorliegt. Fiihrt man diese Punkte als stabile Punkte in eine gemeinsame Ausgleichung aller
vorliegenden Epochen ein, so kann anhand eines Globaltests oder der Interpretation der normierten Verbesserun-
gen der Beobachtungen entschieden werden, ob das Dreieck 1/3/5 tatséchlich eine stabile Gruppe bildet.

5.2.5 Numerisches Beispiel

Als numerisches Beispiel wird wieder das in Abbildung 4.5 dargestellte Streckennetz mit den in Tabelle 4.3 und
4.4 aufgefiihrten Streckenmessungen verwendet. Eine Unterteilung in Stiitz- und Objektpunkt ist nicht gegeben,
ein MaBstabsunterschied zwischen den Epochen ist nicht vorhanden. Dieses Beispiel ist so konzipiert, daf3 die
Punkte 7, 8 und 9 eine kongruente Gruppe bilden. Bei der Einzelpunktanalyse in den Abschnitten 4.3.6 und 4.4.2
wurde der Punkt 9 félschlicherweise als verschoben identifiziert. Nun soll versucht werden, die kongruente
Punktgruppe mit Hilfe des MSS-Verfahrens zu identifizieren.

Zundchst werden beide Epochen unter Verwendung der in Tabelle 4.2 aufgefiihrten Néherungskoordinaten
jeweils einer freien Netzausgleichung unterzogen. Aus den ausgeglichenen Koordinaten werden dann in jeder
Epoche mit (5.3) jeweils alle moglichen Strecken und die dazugehorige Kofaktorenmatrix berechnet. Da kein
MaBstabsunterschied zwischen den zu untersuchenden Epochen zu befiirchten ist, kann eine Voruntersuchung mit
metrischen Kriterien geméf Abschnitt 5.2.1 durchgefiihrt werden. Dazu werden aus den Stecken in Epoche 1 und
2 die Differenzen

dli’j = (li,j )2 _(li’]')l

berechnet, deren Werte in Tabelle 5.21 aufgefiihrt sind.
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Tabelle 5.21: Streckendifferenzen zwischen Epoche 1 und 2

dl,[m] | j=2 3 4 5 6 7 8 9 10

i=1 -0.429 0.055 -1.230 -0944 -0.635 -1.096 -0.955 2906 -0.018
2 0.095 -2.891 -1.841 -0937 -2475 -2.673 -3.291 -0.902
3 1.667 1.362 1.158 2.558 3.023 2317 0.444
4 -0.281 -0.594 -0903 -0.501 -2.405 -1.265
5 -0.309  -0.625 -0356 -1.611 -0.975
6 -0.340  -0.294 -0.466 -0.664
7 -0.003 0.007 -0.604
8 -0.001  -1.89%4
9 3.178

Diese Streckendifferenzen gilt es nun zu beurteilen, was anhand von Erfahrungswerten geméfl Abschnitt 5.2.1.1
erfolgen kann. Bei einer MeBgenauigkeit von 1 cm a priori, die sich mit 1.1 cm aus der Ausgleichung bestatigt
hat (siehe Abschnitt 4.3.6) und einem Faktor von 7' = 3 ergibt sich aus (5.5) ein Grenzwert von 3 cm. Somit sind
lediglich die in Tabelle 5.21 unterstrichenen Abweichungen akzeptabel.

Des weiteren besteht die Moglichkeit, den Quotienten |d/; ;|/ My, 24 bilden und das ,,Signal-Rausch-Verhéltnis*

gemél Abschnitt 5.2.1.2 zu beurteilen. Daraus ergibt sich, daB3 die in Tabelle 5.22 unterstrichenen Werte akzep-
tabel sind (vgl. Tabelle 5.21).

Tabelle 5.22: TestgroBen fiir die Beurteilung der Streckendifferenzen

ldl ;1 mg, | j=2 3 4 5 6 7 8 9 10
i=1 42.41 529 155.69 117.89 78.72  120.48 112.35 260.73 2.22
2 9.76 22445 146.99 79.65 24527 297.48 298.41 92.19
3 126.65 107.17 99.52 24839 267.18 273.13 43.70
4 36.78 75.76  114.15 60.55 259.42  159.52
5 39.04 7791 42.67 17480 121.25
6 42.04 35.12 50.60 81.94
7 0.35 0.62 73.76
8 0.05 193.34
9 273.67

Daneben besteht auch die Moglichkeit, den Quotienten mit einem multiplen #-Test zu beurteilen. Dazu ist
zundchst die reduzierte Sicherheitswahrscheinlichkeit & zu bestimmen. Setzt man fiir die Untersuchung des

Gesamtnetzes eine Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 5% an, so ergibt sich die reduzierte Irrtumswahrschein-
lichkeit geméB (5.16) zu

5%
17

=03% .

a:

Ermittelt man damit den Grenzwert 7, wobei zu beachten ist, daB es sich um eine zweiseitige Fragestellung
handelt, so erhélt man

I =171 72 =1s6085 =311

und man erkennt, daf} lediglich fiir die in Tabelle 5.22 bereits unterstrichenen Werte die Nullhypothese (5.8)
nicht verworfen werden kann.

Die Information iiber die zunéchst als unveréndert angenommenen Strecken aus Tabelle 5.21 bzw. 5.22 werden
nun mit Hilfe von Topologiematrizen gemif3 Abschnitt 5.2.2 weiterverarbeitet. Dazu werden die Strecken, deren
Differenz akzeptiert wurde, mit den Werten ,,1* und ,,-1*, die ibrigen mit dem Wert ,,0“ in eine Kanten-Knoten-
Matrix C eingetragen. Diese ergibt sich dann wie in Tabelle 5.23 dargestellt.
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Tabelle 5.23: Kanten-Knoten-Matrix fiir die als unverdndert angenommenen Strecken

Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5 Pkt.6 Pkt.7 Pkt.8 Pkt.9 Pkt 10

S12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
81,10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
823 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5738 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0
579 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0
§7.10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
589 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0
58,10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
89,10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Bildet man damit die Knoten-Knoten-Matrix C , so ergibt sich diese wie in Tabelle 5.24 dargestellt.

Tabelle 5.24: Knoten-Knoten-Matrix auf Grundlage der als unverdndert angenommenen Strecken

Pkt.1 Pkt.2 Pkt.3 Pkt.4 Pkt.5 Pkt.6 Pkt.7 Pkt.8 Pkt.9 Pkt 10

Pkt. 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
Pkt. 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Pkt. 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Pkt. 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Pkt. 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Pkt. 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Pkt. 7 0 0 0 0 0 0 2 -1 -1 0
Pkt. 8 0 0 0 0 0 0 -1 2 -1 0
Pkt. 9 0 0 0 0 0 0 -1 -1 2 0
Pkt. 10 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Daraus ist sofort ersichtlich, dal die Punkte 7, 8, 9 ein kongruentes Dreieck bilden konnen, da auf der Hauptdia-
gonalen der Wert ,,2° steht und die iibrigen Elemente mit dem Wert ,,-1° belegt sind. Eine weitere kombinatori-
sche Suche ist in diesem Beispiel nicht erforderlich. Um die Kongruenz dieses Teilnetzes zu testen, wird der
Wert R: berechnet. Mit den dazu erforderlichen Werten

-0.0029 0.5770 -0.1762  0.1293
dl=| 0.0007 | und Qg =[-0.1762 1.0087 0.1746
-0.0006 0.1293 0.1746 1.1686

erhilt man aus (4.24) den Wert R, = 5.5680E-05. Mit 4, = 3 ergibt sich das Quadrat der mittleren Klaffung (4.25)
zu

07 =5.5680E-05/3=1.8560E - 05 .

Mit der empirischen Einheitsvarianz sg =1.2519E-04 (siche Abschnitt 4.3.6) kann man die TestgroBe

_ 1.8560E-05

= =0.148
1.2519E-04

F
aufstellen und mit dem Grenzwert der FISHER-Verteilung vergleichen. Mit den Freiheitsgraden /4. = 3 und /= 56
und einer angenommenen Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 5% ergibt sich fur F, ,,_, =2.77. Mit 0.148 <

2.77 kann somit die Nullhypothese der Kongruenz fiir diese Punktgruppe nicht verworfen werden. Fiihrt man den
umgekehrten statistischen Test gemal Abschnitt 4.1.3 durch, so erhdlt man mit ¢, = 93% die Irrtumswahr-
scheinlichkeit, bei der die Nullhypothese gerade noch angenommen werden kann. Mit anderen Worten: Schon
bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von P, = 1-aima.x = 7% kann die Nullhypothese der Kongruenz in diesem
Beispiel angenommen werden.
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Nachdem die erste kongruente Punktgruppe gefunden wurde, soll nun nach weiteren Gruppen gesucht werden.
Dazu werden in Tabelle 5.24 die Zeilen und Spalten der gefundenen Punkte und alle Zeilen und Spalten, die
ausschlieBlich den Wert null enthalten, gestrichen und man erhélt die Knoten-Knoten-Matrix in Tabelle 5.25.

Tabelle 5.25: Knoten-Knoten-Matrix

Pkt. 1 Pkt 10
Pkt. 1 S
Pkt. 10 -1 1

Es ist zu erkennen, daf} es sich hierbei um die Strecke zwischen Punkt 1 und 10 handelt, die auf Kongruenz
iiberpriift werden kann. Mit den Werten

dl =[-0.0179] und Qg =[0.5214]

erhilt man aus (4.24) den Wert R, = 6.1481E-04. Mit 4, = 1 ergibt sich das Quadrat der mittleren Klaffung (4.25)
zu

0% =6.1481E-04/1=6.1481E-04

Mit der empirischen Einheitsvarianz s = 1.2519E -04 kann man die TestgroBe

_6I481E-04

F T 12519E-04

aufstellen. Mit den Freiheitsgraden /4. = 1, f = 56 und einer angenommenen Irrtumswahrscheinlichkeit von
a= 5% ergibt sich fur £,  ,,_, =4.01.Mit4.91>4.01 kann die Nullhypothese der Kongruenz fiir diese Punkt-

gruppe nicht angenommen werden Fiihrt man den umgekehrten statistischen Test gemdf3 Abschnitt 4.1.3 durch,
so erhdlt man mit oy, = 3% die Irrtumswahrscheinlichkeit, bei der die Nullhypothese noch angenommen werden
konnte. Erst bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von P, = 1-nax = 97% konnte also die Nullhypothese der
Kongruenz angenommen werden. Da man aber stets bemiiht sein sollte, den Wert fiir die Irrtumswahrscheinlich-
keit nicht zu klein zu wihlen, um die Gefahr, einen Fehler zweiter Art zu begehen, zu reduzieren (sieche Abschnitt
4.1.3), ist es nicht sinnvoll, fiir dieses Netz den Wert « auf 3% herabzusetzen. Im Gegenteil kann man bei diesem
Netz aufgrund des umgekehrten statistischen Tests fiir die Punktgruppe 7, 8, 9 iiberlegen, ob man anstelle des
iiblicherweise verwendeten Wertes von « = 5% einen grofleren Wert fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit bei der
Untersuchung weiterer Epochen verwendet.

AbschlieBend 148t sich feststellen, daf in diesem Beispiel, in dem die sukzessive Einzelpunktanalyse sowohl mit
metrischen (siche Abschnitt 4.3.6), als auch mit nichtmetrischen Kriterien (siche Abschnitt 4.4.2) versagt hat, die
kongruente Punktgruppe 7, 8, 9 mit Hilfe der MSS-Methode gefunden werden konnte. Die Voruntersuchung mit
Hilfe von Topologiematrizen hat dabei zu einer erheblichen Verringerung des Rechenaufwandes beigetragen.
Hatte man tatséchlich alle Kombinationen gebildet, so wéren in diesem Beispiel bis zu

10 10 10
K= + +o 4 =967
9 8 3
Untersuchungsschritte erforderlich gewesen.®” Im Anschluf an die erfolgreiche Lokalisierung kann nun die end-

giiltige Ausgleichung mit einem der Transformationsansidtze aus Abschnitt 2.2.3 oder 2.2.4 erfolgen. Die
Datumsdefinition und die Formulierung der Transformierbarkeit erfolgt dabei iiber die Punkte 7, 8 und 9.

5 In diesem Beispiel hat sich sogar der ,Idealfall“ der kombinatorischen Suche ergeben. Aufgrund der Voruntersuchungen wurden die
,wunmoglichen* Kombinationen schon soweit eliminiert, daB3 die verbliebene Kombination direkt die Losung darstellt.
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5.3 Beurteilung des Verfahrens

Mit der Methode der maximalen Untergruppe (MSS) konnte eine Strategie entwickelt werden, mit der es auf der
Grundlage einer kombinatorischen Suche moglich ist, die maximale Untergruppe konsistenter Daten sicher zu
identifizieren. Die Vorteile gegeniiber den bestehenden Methoden liegen darin, daB3 der Anteil inkonsistenter
Daten wesentlich hoher sein kann, als bei der Anwendung resistenter und robuster Verfahren, die einen
maximalen Bruchpunkt von 50% aufweisen. Bei der MSS-Methode besteht diese Einschrankung nicht, hierbei
kann der Anteil bis zu ((rn-m)/n) -100 [%] (mit n = Anzahl der Beobachtungen und m = Anzahl der Unbekannten)
betragen. Zudem ist diese Methode aufgrund der kombinatorischen Suche von den Verschmierungseffekten und
der Problematik der Hebelpunkte befreit. Weiterhin konnen die bekannten statistischen Testverfahren direkt
angewendet werden, wobei auf die Anwendung des ,,umgekehrten statistischen Tests™ (siche Abschnitt 4.1.3)
hingewiesen sei, so daB fiir das Endergebnis eine exakte Aussage iiber die Irrtumswahrscheinlichkeit moglich ist.
In Bezug auf die praktische Anwendung ist zu erwédhnen, daB sich die kombinatorische Suche problemlos in
bereits bestehende Software fiir die Ausgleichung nach kleinsten Quadraten integrieren 1a8t. Das Endergebnis der
kombinatorischen Suche kann dann direkt als endgiiltige Parameterschitzung verwendet werden.

Wird die MSS-Methode bei der Kongruenzuntersuchung geodétischer Netze eingesetzt, so wird es moglich, jede
kongruente Punktgruppe, unabhéngig von der GroBle und der Lage, zu identifizieren. Fiir die lokalisierte Punkt-
gruppe ist eine exakte Aussage iiber die Irrtumswahrscheinlichkeit moglich, da keine statistischen Tests aneinan-
dergereiht werden.®' Der Behauptung in (CASPARY und BORUTTA 1986), daB der Mangel der iiblichen Vor-
gehensweise (Einzelpunktanalyse auf Grundlage einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten) ,,nur durch den
Ubergang auf andere (Anm.: robuste) Schitzverfahren, die der Natur der Aufgabenstellung besser angepaft sind*
beseitigt werden kann, kann aufgrund der Untersuchungen in diesem Kapitel widersprochen werden. In dem
untersuchten numerischen Beispiel, bei dem die sukzessive Einzelpunktanalyse versagt, sind 7 von 10 Punkten
verschoben, was einem Anteil inkonsistenter Daten von 70% entspricht. In diesem Fall hitte auch die Anwen-
dung eines resistenten Schitzverfahrens nicht zum Erfolg gefiihrt. Erst durch die Abkehr vom Prinzip der
sukzessiven Untersuchung und dem Einsatz einer kombinatorischen Suche erhélt man eine Strategie, die der
Natur der Aufgabenstellung tatsachlich entspricht.

Um das Ergebnis der kombinatorischen Suche auch bei umfangreicheren Ausgleichungsproblemen in akzeptabler
Rechenzeit zu erhalten, sollten ,,unmogliche Kombinationen von vornherein aus der Untersuchung ausge-
schlossen werden. Fiir den Fall der Kongruenzuntersuchung wurde dafiir eine spezielle Strategie entwickelt, die
den Untersuchungsaufwand erheblich verringert.

Unter Verwendung einer speziellen Strategie fiir den Ausschlufl unmoglicher Kombinationen oder einer zufalls-
basierten Auswahl (siche Abschnitt 5.1.3), kann aus der Grundidee der kombinatorischen Suche, auch fiir jede
andere Aufgabenstellung ein praktikables Verfahren entwickelt werden.

51 Die Aneinanderreihung mehrerer statistischer Tests bei der sukzessiven Elimination verschobener Punkte ist ein Kritikpunkt, den
(CASPARY und BORUTTA 1986) angefiihrt haben.
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6 SchluB3betrachtung

Bei vielen geoditischen Aufgabenstellungen liegen oftmals Daten vor, die mit groben Fehlern behaftet sind oder
fiir die das angesetzte funktionale Modell zum Teil nicht zutreffend ist. Das Konzept fiir die Datenanalyse besteht
dann darin, aus der Gesamtmenge aller Daten die maximale Untergruppe konsistenter Daten herauszufinden, die
dann, evtl. nach einer Vervollstindigung des mathematischen Modells, in einer Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten zu akzeptablen Residuen fiihrt.

Der erste Schritt der Datenanalyse besteht darin, einen Nachweis zu erbringen, da3 die Eingangsdaten mit inkon-
sistenten Werten behaftet sind. Dafiir bietet die bestehende Literatur mehrere Moglichkeiten, z.B. Interpretation
der normierten Verbesserungen oder Anwendung statistischer Tests, die als ausreichend angesehen werden
konnen.

Der zweite Schritt, die maximale Untergruppe konsistenter Daten zu lokalisieren, gestaltet sich wesentlich
schwieriger. Die Methoden in der bestehenden Literatur, diese Untergruppe zu finden, sind vielfdltig und reichen
vom ,,data snooping" nach einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten, bis hin zu einer Vielzahl von robusten
und resistenten Schatzverfahren. In dieser Arbeit soll nicht bestritten werden, daf} diese Methoden unter Umstan-
den zum Erfolg fiihren kénnen, Untersuchungen anderer Autoren haben aber bereits auf die Grenzen und Proble-
me beim Einsatz resistenter und robuster Verfahren hingewiesen.

Im Hinblick auf die Diskussion bestehender und der Entwicklung neuer Methoden am Beispiel der Kongruenz-
untersuchung wird zunédchst dargestellt, wie sich aus relativen Messungen mit Hilfe einer freien Netzausglei-
chung Koordinaten erzeugen lassen. Es wird gezeigt, dafl bei einer Ausgleichung mit Gesamtspurminimierung
alle Punkte gleichberechtigt an der Festlegung einer ,,Nullvarianz-Rechenbasis* teilnehmen. Zudem wird geklért,
daf3 es sich bei den Koordinaten aus einer freien Netzausgleichung nicht um schétzbare Grof3en fiir das urspriing-
liche Ausgleichungsproblem handelt. Erst nachdem man das Modell per Definition um eine Datumsfestlegung
erweitert, konnen sie als schitzbare GroBen innerhalb dieses neuen Modells aufgefait werden.

Die Weiterverarbeitung von Koordinaten aus einer freien Netzausgleichung in einer ebenen oder rdumlichen
Koordinatentransformation ist nicht ohne weiteres moglich, da deren Kofaktorenmatrizen singuldr sind. Verein-
zelt sind in der Literatur bereits Losungsvorschlige fiir die Verarbeitung singuldrer Kofaktorenmatrizen zu finden
(z.B. Verwendung von verallgemeinerten Inversen, Analyse der durch das Modell belegten Vektorraume), diese
erscheinen aber, aufgrund ihrer geringen Anschaulichkeit, wenig praktikabel. Daher wird ein neues Konzept, das
auf der Verwendung (fiktiver) Beobachtungen in Verbindung mit einer Datumsfestlegung beruht, entwickelt.
Damit gelingt es auf unmittelbar einsichtige Weise, den stochastischen Anteil der singulédren Kofaktorenmatrizen
zu extrahieren, so dafl deren Weiterverarbeitung in einem Transformationsansatz problemlos moglich ist. Zudem
wird gezeigt, daB sich die Parameter Translation und Rotation durch eine implizite Formulierung der Transfor-
mierbarkeit aus dem Parametersatz entfernen lassen. Damit wird eine Transformation ohne Bereitstellung von
Naherungswerten fiir diese Gro3en mdglich. Bemerkenswert ist, daf3 sich die Parameter Translation und Rotation
nach der Ausgleichung exakt rekonstruieren lassen.

Nach diesen Untersuchungen zur Modellbildung werden verschiedene Moglichkeiten der Parameterschitzung
dargestellt, wobei insbesondere auf die Schwierigkeiten bei der Erkennung grober Fehler bei der Anwendung der
Methode der kleinsten Quadrate hingewiesen wird. Sind in den Eingangsdaten mehrere Beobachtungen enthalten,
die grob falsch sind oder solche, fiir die das angesetzte funktionale Modell unvollstindig ist, kommen oftmals
resistente oder robuste Schétzverfahren zum Einsatz. Probleme bei der numerischen Losung werden anhand der
L;-Norm-Schitzung aufgezeigt. Bei dem in der Literatur oftmals vorgeschlagenen Verfahren der ,,Iteration nach
Gewichten* wird gezeigt, daB3 dieses unter Umstinden zu falschen Ergebnissen fithren kann. Als Alternative fiir
die numerische Losung wird der Einsatz heuristischer Optimierungsverfahren vorgeschlagen. Bei Ausfiihrungen
zur Zuverléssigkeit alternativer Schétzverfahren wird darauf hingewiesen, daB3 diese auch nicht immer in der
Lage sind, grobe Fehler sicher zu lokalisieren.

Danach wird, auf Grundlage der Arbeiten von (PETROVIC 1991, 2002), mit der Ausgleichung nach maximaler
Korrelation (MCA) ein alternatives Schétzverfahren, dessen Begriindung rein geometrischer Natur ist, detailliert
ausgearbeitet, so daf} eine Berlicksichtigung der stochastischen Eigenschaften der Eingangsgrof3en moglich wird.
Zudem wird gezeigt, dal die MCA-Losung aus einer erweiterten Ausgleichung nach kleinsten Quadraten gene-
riert werden kann. Es wird ein kompletter Formelapparat fiir die Untersuchung unvollstdndiger Modelle bereit-
gestellt. Zudem kann diese Ausgleichung in der Form angewendet werden, dall der Korrelationskoeffizient als
MaB fiir die Ahnlichkeit von Formen verwendet wird.
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Wie bei vielen Aufgabenstellungen, so erfolgt auch bei der Kongruenzuntersuchung die Beurteilung von MeB-
groBen und Ausgleichungsergebnissen mit Hilfe statistischer Testverfahren. Dazu wird insbesondere auf die
Schwierigkeit einer sinnvollen Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit hingewiesen und die Anwendung eines
,umgekehrten statistischen Tests* vorgeschlagen, mit dem man einen tieferen Einblick in das zu untersuchende
Problem erhalten kann. Im AnschluB3 daran wird die generelle Methodik der Kongruenzuntersuchung mit dem
dazugehorigen Formelapparat kurz dargestellt. Hierbei wird mit Hilfe einer sukzessiven Analyse einzelner
Punkte versucht, die maximale Gruppe stabiler Punkte zu identifizieren. Anhand eines numerischen Beispiels
wird gezeigt, da3 diese Vorgehensweise nicht grundsétzlich in der Lage ist, die stabilen Punkte zu identifizieren.

Darauthin wird versucht, das gleiche Beispiel mit Hilfe der Ausgleichung nach maximaler Korrelation zu 16sen.
Wie in der klassischen Vorgehensweise erfolgt auch hier die sukzessive Untersuchung von Einzelpunkten. Diese
Vorgehensweise flihrt aber ebenfalls nicht zu einer korrekten Losung.

Bei der Beurteilung der untersuchten Verfahren wird herausgestellt, da3 die aufgetretenen Probleme nicht in den
verwendeten Ausgleichungsmethoden und Testverfahren selbst begriindet liegen, sondern vielmehr in der
Strategie der sukzessiven Anwendung. Es wird herausgestellt, dafl die Lokalisierung einer Untergruppe konsis-
tenter Daten grundsétzlich eine Aufgabe der Kombinatorik ist. Da3 die Verfahren der sukzessiven Untersuchung
einzelner Elemente nicht in der Lage sind, eine kombinatorische Suche zu simulieren, hat das untersuchte
numerische Beispiel gezeigt.

Nachdem sich die Grenzen der bestehenden Verfahren gezeigt haben, wird eine neue Methode entwickelt, mit der
es grundsétzlich mdglich ist, mit Hilfe einer kombinatorischen Suche die maximale Untergruppe aus der
Gesamtheit aller Daten herauszufinden, die in einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten akzeptable Residuen
liefert. Diese Methode wird mit dem Namen ,,MSS - Die Methode der maximalen Untergruppe® bezeichnet. Da
aber eine Untersuchung aller mdglichen Kombinationen bei umfangreicheren Ausgleichungsproblemen auch bei
heutiger Rechnerleistung nicht realisierbar ist, werden Mdglichkeiten aufgezeigt, wie sich Kombinationen, bei
denen von vornherein keine brauchbare Losung zu erwarten ist, ausschlieBen lassen.

Diese Grundidee wird fiir die Kongruenzuntersuchung detailliert ausgearbeitet. Anhand des numerischen Bei-
spiels, bei dem die sukzessive Untersuchung einzelner Punkte versagt hat, wird aufgezeigt, dafl es mit der neuen
Methode gelingt, die kongruente Punktgruppe zu lokalisieren. Bemerkenswert ist, daB man mit der ,MSS-
Methode* auch dann eine Losung erzielen kann, wenn selbst die robustesten Verfahren mit einem Bruchpunkt
von bis zu 50% versagen.

Mit der ,,MSS-Methode* steht nun ein plausibles und unmittelbar einsichtiges Verfahren fiir die Datenanalyse zur
Verfligung, daf} sich gerade im Hinblick auf die stetig zunehmende Rechnerleistung als echte Alternative zu den
bisherigen Auswertestrategien (z.B. ,,data snooping“, Einsatz robuster Schitzverfahren) anbietet. Die entschei-
denden Vorteile sind:

— Der Anteil inkonsistenter Daten an den Gesamtdaten darf wesentlich groB3er sein, als bei den resistenten und
robusten Schétzverfahren.

— Aufgrund der kombinatorischen Suche ist die ,,MSS-Methode® von den sog. Verschmierungseffekten und der
Hebelpunkt-Problematik befreit.

— Die bekannten statistischen Verfahren kdnnen angewendet werden.

— Die kombinatorische Suche kann problemlos in bereits bestehende Auswertesoftware integriert werden.

— Das Endergebnis kann direkt als endgiiltige Parameterschdtzung verwendet werden.

Daf} eine kombinatorische Suche erfolgreich sein muB3, ist unmittelbar einsichtig. Eine Anwendung dieser Metho-
de war aber bisher aufgrund des unter Umstdnden enormen Zeitaufwandes nicht denkbar. DaB} sich die Anzahl
der zu untersuchenden Kombinationen sehr stark einschrianken 146t, wurde am Beispiel der Kongruenzuntersu-
chung gezeigt, so dafl aus der Grundidee eine praktikable Methode geworden ist. Somit ist das Endergebnis auch
bei umfangreicheren Aufgabenstellungen in akzeptabler Rechenzeit zu erzielen.

Die Untersuchungen auf dem Gebiet der Kongruenzuntersuchung ermutigen dazu, die ,,MSS-Methode* auch auf
andere geoditische Anwendungen zu iibertragen, wie z.B. der Suche nach groben Fehlern oder in der automati-
schen Formenerkennung.
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Anhang

A Transformationen

A.1 Ebene Helmert-Transformation auf der Grundlage von Beobachtungen

Als Ausgangspunkt fiir diesen Transformationsansatz werden die im Ziel- und Startsystem ausgefiihrten
Beobachtungen 1, und 1, mit ihren Gewichtsmatrizen P, und P, verwendet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
werden in der weiteren Darstellung reine Streckennetze betrachtet.

Das Ziel des Ausgleichungsansatzes besteht darin, die Netzausgleichung und die Transformation in einer
Ausgleichung in einem Guf; durchzufiihren. Daraus erhilt man dann direkt ausgeglichene Koordinaten, die die
Forderung der exakten Transformierbarkeit homologer Punkte vom Start- ins Zielsystem erfiillen und die
ausgeglichenen Transformationsparameter. Folgende Unbekannte werden eingefiihrt:

X, Y, ...Koordinaten im Zielsystem,

X, ... Koordinaten im Startsystem,
Xy, Yo ... Translation,
a,o ... Hilfsunbekannte fiir Rotation und Maf}stabsanpassung.

Die Beobachtungsgleichungen im Zielsystem F, (k= 1, 2, ..., n;), mit n; = Anzahl der Beobachtungen, lauten:

Fy=Lj+v, =\/()2j—)?i)2+(1?,—})2 . (A1)

Die Beobachtungsgleichungen im Startsystem f; (k= 1, 2, ..., n,), mit n, = Anzahl der Beobachtungen, lauten:

A2 A a2
szlij+vl[/= (xj—xl-) +(yj—yl-) . (A2)
Um auf Grundlage der Beobachtungen Koordinaten bestimmen zu koénnen, muf3 sowohl im Start- als auch im

Zielsystem eine Datumsdefinition erfolgen. Dazu wird auf Grundlage der Naherungskoordinaten (x,-o , yio) im

Startsystem und der Naherungskoordinaten ( X, l_o’ Yio) im Zielsystem eine Datumsfestlegung mit Hilfe von Bedin-

gungsgleichungen getroffen. Nach einer Unterteilung in Datumspunkte Pp, (i = 1, 2, ..., A ; h > 2) und Nicht-
datumspunkte Py, (i = 1, 2, ..., g), ergeben sich die Bedingungsgleichungen fiir die Datumsfestlegung des Ziel-
systems zu

B, = Zh:Af(Di =0
i=1

h
B, =Y A¥p =0 (A3)

i=1
h . h )

By = ZXlgiAYDi _ZYS;AXW =0
i=1 i=1

und fiir das Startsystem zu
h
i=1

h
by =) APy, =0 (A4)
i=1

h h
0 An 0 Az
by = ZxDiAyDi - zyDiAxDi =0.

i=1 i=1

Die Forderung, daB sich die Koordinaten des Start- auf die des Zielsystems transformieren lassen, wird ebenfalls
durch Bedingungsgleichungen eingefiihrt. Fiir die Koordinaten der Datumspunkte Pp, soll
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Xy = Xo + %pid— Pp:0
Di o0 T Xp;d— Vp; (ALS5)

I?Di = I?0 + Ppid + Xp;0
erfiillt sein. Daraus ergeben sich die Bedingungsgleichungen
by =—Xp; + Xy +%p,4 - p6=0
P o b (A.6)
by, =-Yp; +Yy+ypa+xpo =0.

Entscheidet man sich dafiir, das Ausgleichungsproblem durch Linearisierung an der Stelle geeigneter Nahe-
rungswerte x° und Iteration zu 16sen und faft man die unbekannten Parameter im Vektor

x:[AXD1 AYp, - AXp, A¥p, [AXy AYy o AXy, ARy | )
. .
Axp, Aypp - Axpy, Ath;Ale Aynp o Axyg AyNg;AXO AYy Aa AO]

zusammen, ergibt sich die Funktionalmatrix® A, der Beobachtungsgleichungen im Zielsystem zu

[ oF  OR OF, OF | OF OF oF,  OF |
L B T , U B B
Xp, Y, Xpy, Oy, | 0Xyn Oy Xy, Ny, !
oF, OF, 0K 0K i oOF, OF,  OF, OF i
A= 8Xp1 a}_/Dl ) aX_Dh 8Y_Dh i 8XN1 a}'/Nl ' a/‘/jNg mng i
: : . : : | : : . : : |
8F‘nl 8F‘nl 8F‘nl aF'nl i aF'nl 8F‘nl aF'nl 8F‘nl i
| 0Xpy Oy, oXp, Oy, | 0Xy, OYy, Xy, Ny |
OF,  OF, OF, OF, | OF, OF OF, ©OF | 0F, 0OF 0OF  OF, |
, ! e I I
Oxp;  Oypy Oxpy  Ovpy | 0Ny Ovni axNg 8yNg | 0X,  0Y da do
OF, OF,  O0F, OF i OF, OF,  OF, O0F i OF, OF, OF, 0F,
Pov o G ou | B O e O [ OKo OB Ga %
: : . : . | . : . : . | N : : :
oF, OF,  OF, OF, i oF, OF,  9F, O0F, iaFnl oF, ©OF, OoF,
Oxp;  Oypy Oxpy,  Ovpy | Oxng Oyni axNg 8yNg | 60Xy 0Y Oa do ]
(A.8)
[ oF  OR OF, OF | OF, OF OF,  OF |
L E , U B B
Xp, Y, Xp, Oy, | 0Xy 0Ny 0Xy, Oy, !
OF, OoF,  0F, OF i OF, OoF, 0K, OF i
= aX_Dl 8Y'D1 ' 8Xph a}TDh i aX_Nl 8Y_Nl ) 8X_Ng aY.ng i
N : : : | N N c. N N |
aF'nl aF'nl aF'nl 8F‘nl i 8F‘nl 8F'nl 8F‘nl aF'nl i
| 0Xp;  OXy Xp, Y, | 0Xyn Yy 0Xy, Oy, |
| | |
00 --00100 0010000
00 - 00/00--000000
. |
00« 00i00 - 000000

62 Die partiellen Ableitungen werden jeweils an den Niherungsstellen x° gebildet.
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und die Funktionalmatrix A, im Startsystem

| oh
of
Ay =| 0Xp,

8j}nZ
0Xp,

oy
Oxp,
o/,
Oxp,
afnZ

Oxp,

afi
Oxy;
of5

oxyy

ajnZ

oxyy

oh
ofs
Yy,

8j}nZ
0¥y,

oh
9Vpi
oh
aypl
eI
9pi

oh
ovni
Ofh
ay.Nl
Y
N1
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o oh | of o o ot !
afz afz : 8fz afz 8fz afz :
OXpy Oy, | 0Ky Oy 0Ny, Oy |
: [ : : I
afnZ 8fnZ i 8fnZ afnZ 8fnZ afnZ i
0Xp, OYpy, | 0Xy Oy GXNg aYNg :
of oh 1o oh of Ofi foh oh A O]
Oxpy  Ovpy | Oxng Oy axNg ayNg | 0Xy 0Y Oa do
of,  9fs iafz afs of,  9fs iafz ofy 9fy 9fy
8x~Dh Gy.Dh i 8x‘N1 8y.N1 8x}\]g 8y‘Ng i 8)‘(0 8‘Y0 8.a Qo
: Do : : N : : :
afnZ 8fnZ iﬁfnZ 8fnZ afnZ 8fnZ iafnZ 8fnZ 8fnZ afnZ
Oxpy Oy 1 Orny OVny Oxyg  Oyng | 0Ky O Oa do ]
(A.9)
i %xm 8@)’}91 aax})h ag})h i
0 0 022 =22 —£ =
) | Oy Oypy Oxpy  pp |
. . < . . . . |
: Do) : : o
0 0 Oi 8fnZ afnZ afnZ afnZ i
1 Oxp; Oy Oxpy,  Oypy |
\ _
i ﬁ '0 0 0 O
8xNg 8yNg i
Ofh  9fh i 00 0 0
One One
: o I
|
8fnZ afnZ :0 00 0
axNg ayNg : ]

Als nichstes folgen die Bedingungsgleichungen® fiir die Datumsfestlegung und die exakte Transformierbarkeit
in Matrizenschreibweise B x = w . Die Bedingungen By, fiir die Datumsfestlegung im Zielsystem lauten

0B,
0Xp,

_| 9B

| Xy,
OB,
0Xp,

0B,

Oxp,
0B,

0xp,
oy

0xp,

OB,
oY,
0B,
oYy,
0B,
oy

0B,

Oypi

Oypi
0B,

9Vpi

0B, 0B, | 0B 0B,
|
Xy, Oy, | OXy 0Ny
0B, 0B, E OB, 0B,
OXpy, Ol | OXyy Oy
0By 0B | 0B, 0B
0B, 0B, | OB, 0B,
|
Oxpp Oypn | Ovng - OVny
oB, 0B, i oB, 0B,
Xpy  Ovpp i axNp - Ovni
OBy 0By | 0By OBy
Xpy  Ovpy : axNp O

0B, OB, |
- |
2 ERMNNG)
OB, 0B, E
0Xng Mg |
By 0By |
OXyg  O¥yg i
0B, 0B, | 0B,
|
f)xNg ayNg L 0X,
OB, 0B, i OB,
Oxng  OVng i 0X,
0By 0By 1 0By
Ovyg  Orng 10Xy

63 Wobei die partiellen Ableitungen wieder jeweils an den Niherungsstellen x” gebildet werden.

(A.10)
0B, 0B, 0B
oY, oa oo
0B, 0B, 0B,
oY, da do
0B, 0B, 0B,
oY, oa oo
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1 o - 1 0 10 0 0 0/0 0 0 0/0 0 0 0/0 0 0O
| | | |
= 0 1 - 0 1 100 0 0;0 0 0 0;j0 0 0 0/0 0 0 Of,
Yo, Xp - Yy, Xpy 10 0 - 0 010 0 - 0 010 0 - 0 010 0 0 0
die Bedingungen Bp, fiir die Datumsfestlegung im Startsystem ergeben sich zu
[ on, o ob, 0ob | ob  0b ob,  ob |
i St S |
0Xp, OYp 0Xp, OYp, | 0Xy O Xy, OYyg |
P2 oxy, oYy, Xy, Oy, Ny Xy Oy, |
0b;  0Ob, 0b, 0b, 0b, 0b, 0b, i
0Xp, OYp; 0Xp, Oy, oY\ OXyg  Oyg i
(A.11)
ob, b, b, ob, ab, ob, 0Ob, | ob, ob, b, b, |
Bt Ul W , it Uit Wt
Oxpy;  Oypy Oxpy,  OVpy N1 8xNg 8yNg i 0X, 0Y 0da 0o
ob, 0b, ob,  0Ob, ob, ob,  0b, ! ob, 0b, 0ob, 0b,
Oxp;  Oyp Oxpy  Oypy Nt axNg aJ’Ng i 0X, oYy 0da 0o
0by,  Ob, oby  0Obs 0ob, Oby ~ Oby | Oby 0Oby 0Oby Oby
Oxp; 9yp) OxXpp oy Wi OxXng  OVng : X, Y% Oa 50_
0 0 0 0,0 0 -~ 0 O} 0 1 0 10 0 0/0 0 0 0
| | |
=0 0 0 0;0 0 - 0 O} 1 0 1 10 0 0i0 0 0 O
00 00100 00! Xp, —ypp Xpy 100 010 0 0 0
Als letztes folgen die Bedingungen B fiir die exakte Transformierbarkeit der Datumspunkte
e ) e 1 Sl 2O
ob,,  0by, ob,,  0by, ob,, ob,,  0by, i
0Xp, 0Yp 0Xp, Oy, o 00Xy,  OYy, i
: : : : : : Do
8b)rh 8b)rh 8b)rh 8b)rh ab)rh 8bxh ab)rh i
0Xp 0Yp 0Xp, O0Ypy o 0Xyng Oyg i
ob,, 0b,, ob,,  0b, 0b,y, ob,;,  Ob,, i
oXp, Yy, Xy, Yy, oYy, 0Xyg OYyg |
(A.12)
- |
Oxp;  Oyp) Oxpy,  OVpy ovni 8xNg 8yNg i 0X, 0o 0a do
ob,,  0b, ob,  dby, ob,, ob,,  0b, ! ob, ob, 0b, 0b,
Oxp;  9yp Xp, oy Wi OxXng  OVng i X, 0%  Oa do
: : : : : : o : : :
abxh 8b)rh 8b)rh 8bxh 8b)rh 8b)rh 8bxh i 8bxh 8bxh abxh abxh
Oxp; Oyp Xpp  Ypy N OxXng  OVng i oX, oYy, Oa d0
ob,, 0b,, ob,, 0oby, b, ob,, 0by, i ob,, 0ob,, 0Oby 0by
Oxp;  Oyp) Oxpy,  OVpy N Oxyg Oyng | 0Xy  0Yy  Oa do |
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-1 0 0 000 0 0la -0 - 0 010 0 -+ 0 01 0 xp —-¥p|
| | | |
0 -1 0 0!0 0 0 0o a -0 01!00 - 00,0 Yp1 Xp1
_ . - T . . . .
: | : | : | . 2k :
0 0 -1 010 0 0 010 0 -~ a —010 0 -+ 00!l 0 xp, —ypy
|0 0« 0 -110 0 -+ 0 010 0 = 0o ai10 0 - 0 010 1 yp, xp, |
Der verkiirzte Beobachtungsvektor Al und der Widerspruchsvektor w lauten
~ 0 -
0
' 0
I X on y° Yoz S
5 =X - i)+(,»—,)
: 0
Al=|-—---——-—mmmmm oo , W= 0 (A.13)
3 3 TTTTTTTTTToTTTT oo
Al ) i =31) 0— (=X + X3 +xa’ - yPo")
i i O—(—Yio-i-YOO+yl-OaO+xlpoo)
Mit
B
A, P 0 Pl
A= ,P= , B=|Bp, (A.14)
A, 0 P
By
und
N=ATPA (A.15)

erhélt man die Schitzwerte fiir die Unbekannten aus
[ o N T
b'e
NiB || X]_|APall (A.16)
B 0 k w

i,fi ... ausgeglichene Koordinaten im Zielsystem,

Als Ergebnis erhélt man:
X;, ;i ... ausgeglichene Koordinaten im Startsystem,
X O,}A’O ... ausgeglichene Translationsparameter,

a,0 ... ausgeglichene Werte fiir die Hilfsunbekannten.

Aus den Hilfsunbekannten lassen sich die ausgeglichenen Werte fiir die interpretierbaren Transformationspara-
meter Rotation & und MaBstab 7 berechnen.
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A.2 Riumliche Helmert-Transformation auf der Grundlage fiktiver Beobachtungen

Als Ausgangspunkt fiir die Transformation stehen folgende Werte aus einer freien dreidimensionalen Netzaus-
gleichung des Ziel- und Startsystems zur Verfiigung.

X ... Koordinatenvektor im Zielsystem
Quix1 ... singuldre Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Zielsystem
oy ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
So1 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
f ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Zielsystem

und
X) ... Koordinatenvektor im Startsystem
Qux ... singuldre Kofaktorenmatrix der Koordinaten im Startsystem
oy ... theoretische Standardabweichung der Gewichtseinheit (vor der Ausgleichung)
So2 ... empirische Standardabweichung der Gewichtseinheit (nach der Ausgleichung)
fH ... Freiheitsgrad der Netzausgleichung im Startsystem

Da eine Transformation von Koordinaten mit singulirer Kofaktorenmatrix nur dann mdglich ist, wenn eine
zusétzliche deterministische Information in die Modellbildung einbezogen wird, wird folgender Losungsweg
beschritten:

1. Extrahierung des stochastischen Anteils der Kofaktorenmatrizen durch die Verwendung einer Minimalkonfi-
guration schitzbarer Grofen (hier Strecken) als fiktive Beobachtungen,

2. Beriicksichtigung eines zusétzlichen deterministischen Anteils in Form einer Datumsfestlegung mit Hilfe von
Bedingungsgleichungen.

Mit dieser Strategie kann dann ein Transformationsansatz auf Grundlage der fiktiven Beobachtungen aufgestellt
werden. Im Zielsystem mit p; Punkten ist der Vektor der n, fiktiven Beobachtungen (Strecken) der Minimal-
konfiguration mit der zugehorigen Kofaktorenmatrix

2 Y 2 T
Lo=|y(X;-x) +(v,-%) +(2,-2) |. Q;, = K Q,, F (A.17)
(mx1) (mxny)  (mx3p) Bpix3py) 3pyxny)

bereitzustellen und ebenso im Startsystem

I, = \/(xj—xi)2+(yj‘yl.)2+(zj_zi)2 ’ lelzz F, me F2T , (A.18)

(1 x1) (mxny)  (mx3p,) Bpyx3py) (3pyxmy)

wobei mit F, F, der linearisierte funktionale Zusammenhang der Streckenberechnung bezeichnet wird. Da die
fiktiven Beobachtungen jeweils eine Minimalkonfiguration beschreiben, sind deren Kofaktorenmatrizen regulér
und somit ergeben sich die erforderlichen Gewichtsmatrizen zu

P =Q; und P,=Qp . (A.19)

Nun kann mit 1;, Py und L, P, ein Transformationsansatz auf der Grundlage dieser fiktiven Beobachtungen auf-
gestellt werden. Folgende Unbekannte werden eingefiihrt:

X, Y, Z .. Koordinaten im Zielsystem,

Xiy Vo Zi ... Koordinaten im Startsystem,

Xo, Yo, Zy ... Translation,

o, @, @ ... Rotationswinkel um die Koordinatenachsen x, y, z,
m ... MaBstabsfaktor.

Die n; Beobachtungsgleichungen F, (k= 1, 2, ..., n;) im Zielsystem lauten:

AN\2
- Z,.) (A.20)
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Die n, Beobachtungsgleichungen f; (k= 1, 2, ..., n,) im Startsystem lauten:
N2 N2 N2
fe=ly+v, =\/(x_/ —5) +(3-) +(5-4) (A21)

Um auf Grundlage der Beobachtungen Koordinaten bestimmen zu konnen, mufl sowohl im Start- als auch im
Zielsystem eine Datumsdefinition erfolgen. Dazu wird auf Grundlage der Naherungskoordinaten (xl-o , yl-o, zl-0 ) im

Startsystem und der Naherungskoordinaten ( X, l-o, XO, Zl-o) im Zielsystem eine Datumsfestlegung mit Hilfe von

Bedingungsgleichungen getroffen. Nach einer Unterteilung in Datumspunkte Pp, i = 1, 2, ..., A ; A > 3) und

Nichtdatumspunkte Py, (i = 1, 2, ..., g), ergeben sich die Bedingungsgleichungen fiir die Datumsfestlegung des
Zielsystems zu

Bl=zh:Af(D,.=0

i=1

B, =iA};Di =0

i=1

B, =Zh:A2Di =0

By = Zh:YSiAéDi _Zh:ZBiM}Di =0

i=1 i=1

h h
3 Translationen , By = ZZB,-A)A(D,- - Z X](:))[AZADi =0

i=1 i=1

B = Zh:X]giA?Di —Zh:Y&A}A(Di =0

3 Rotationen . (A.22)

i=1 i=1 i=1

Die Datumsfestlegung im Startsystem erfolgt mit

h h h
A 0 Az 0 A%
b = ZAxDi =0 by = ZyDiAZDi _ZZDiAyDi =0
i=1 i=1 i=1
h h h
b, = z App; =0 3 Translationen , bs = ZZ&A)?DZ- - Zx%iAEDi =0 3 Rotationen. (A.23)
i=1 i=1 i=1
h h h
A 0 An 0 An
b, =ZAZD,- =0 be =sziAyDi_ZyDiAxDi =0
i=1 i=1 i=1

Die Forderung nach exakter Transformierbarkeit der Koordinaten vom Start- ins Zielsystem wird ebenfalls durch
Bedingungsgleichungen formuliert. Fiir die Koordinaten der Datumspunkte Pp, soll

Xpy =m (7 Xp; + 1 Vp; +3Zp) + X

Yo = (P Xp; + Py +i32p) + 1 (A.24)

A

Zp; =m (131 Xp; + 3 Vp; +13372p;) + £
erfiillt sein, so daB sich die Bedingungsgleichungen zu

by =—=Xp; + Xo+m (1 X; + Ry, +132;) =0

b, = Yo, + Yy + 11 (B, + PP, +i53%) =0 (A.25)

yi
b,y =—Zpi +Zy+m(r31X; +13,); +7332;) =0

ergeben. Dieses Ausgleichungsproblem kann durch Linearisierung an der Stelle geeigneter Niherungswerte x
und Iteration geldst werden. Faflit man die unbekannten Parameter im Vektor

x=[AXD1 AY, AZp, AXp, Al AZDh;AXNl AYni AZy AXyg AYyg AZNg;
Axp; Ayp Azp Axp;,  Aypy AZDh;Ale Ayni Az AxNg AyNg AZNg;

T

AX, AY, AZ, Ao, Ao, Ao, An]

(A.26)
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zusammen, ergibt sich die Funktionalmatrix A; der Beobachtungsgleichungen im Zielsystem zu

[oR  oR  oR OF  OF OR | oF OF O OF,  OF  OF |
| |
0Xp, OYy 0OZp, 0Xp, OYy, 0OZp, | 0Xy 0OYy 0Zy 0Xyg Olyg 0Zyg |
OF, OF, OoF,  0F, OF, 0F i OF, OF, OoF,  OF, O0F, 0F i
A|=| 08Xy, 0Yy 0Zp 0Xp, OYy, OZp, i 0Xn1 O 0Zy 0Xyg OYyg 0Zyg i
: : : . : : : | : : : . : : : |
oF, O©OF, OF,  OF, OF, OF, i oF, oF, ©OF,  OF, OF, OF, i
_8XD1 oYy, 0OZp, 0Xp, OYy, OZp, | 00Xy O 02y 0Xyng OYng 0Zyg |
OF, OF OR oF_ oF OF | oF OoF oF oF_ oF  OR |
| |
Oxp;  Oypy  Ozpy Oxpy  Ovpy  Ozpy | XN Oyni - OZwg axNg aJ’Ng aZNg |
OF, OF, OF, OF, 0OF, 0F, i OF, OF, 0F, OF, OF, O0F, i
ax_m 8){131 &ZPI ] ax.Dh ay.Dh 8ZPh i 83‘_1\11 8)’.1\11 82_1\11 ) 8x}\1g 8y‘Ng 8Zyg i
: : : . : : : | : : : . : : : |
oF, OF, OF,  OF, OF, OF, i oF, oF, oF,  OF, OF, O0F, i
Oxpy  Oypy  Ozpy Oxpy,  Oypy Ozpy | Oxng Ovni Oy axNg ayNg aZNg :
OF 0RO OR OF OR OR |
0X, oy 09, ow, o, 0o, Jm
oF, OF, OF, OF, OF, OF, O0F
0X, oy 02, ow, 0w, 0w, Om
oF, OF, OF, 0F, O0F, O0F, 0F,
0X, oy 02, ow, Ow, 0w, Om
(A.27)
[oR  oR  OR oF  OFR  OF | oF OF O OF,  OF  OF |
| |
0Xp, OYy 0Zp, 0Xp, OYy, 0OZp, | 0Xy Oy 02y 0Xyg OYyy OZyg |
OF, OF, OF,  0F, OF 0F i OF, OF, OoF,  O0F, OF, O0F i
= a*X:Dl 8Y.D1 8Z.D1 ‘ aX_Dh 8Y‘Dh 8Z_Dh i aX:Nl 8?1\11 8Z.N1 ‘ 8)(‘Ng aY‘Ng aZ}\Jg i
: : : . : : : | : : : . : : : |
ok, OoF, OF,  oF, OF, O0F, i ok, ©oF, ©0F,  OF, OF, OF, i
_6XD1 oYy, 0Zp, 0Xp, OYp, OZp, | 0Xyy Oy 02y 0Xyg OYng 0Zyg |
: -
6000 0000O0O0- 0020/00000°O0O0
0/0 000 O0O0OO

000 000000 00

00 0O0OO0OO

Fiir die Funktionalmatrix A, der Beobachtungsgleichungen im Startsystem erhélt man analog

_ | | |
000000000+ 00o0j S 2 0o 04 0h 0h,

| | Oxpy Oypy Ozpy Oxpy,  Oypy  Ozpy |

| | |

L Jooo 000000000l O O . A O 0%
2 L I 8?{Dl ay_m aZ.Dl ) 5xph ay_Dh azph l
Do oot 000 00 : : .. : : -

O 00 --- 0 00 i 0 0 0 00 O i afnZ afnZ afnZ afnZ 8fr12 8f}'12 i

L I 1 Oxpy Oypp Ozpy Oxpp,  Oypy Ozpy |
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o ofi O O iy 6000 00

oxNy Oyny Ozn axNg a)’Ng azNg |

ofy O A A W iy 0000 00

OoxNy 6y'N1 6Z'Nl OxNg 8y'Ng Ozng i ' ' ' . (A.28)
N : : c. N : N [N N : N : N N

O O O . W Y Wly 0 00 0 0 0

Ooxy; Oyng Oy 8xNg 8J’Ng aZNg | ]

Nun folgen die Bedingungsgleichungen fiir die Datumsfestlegung und die exakte Transformierbarkeit in Matri-
zenschreibweise BX = w . Die Matrix Bp, fiir die Datumsfestlegung im Zielsystem lautet

[ oB, 0B, 0B OB, 0B, 0B, | OB, 0B, 0B OB, 0B, 0B, |
, ,
Xy, OYy 0Zp, Xp, Yy, 0Zp, i Xy O 0Zy Xy, Oy, 0Zy, i
BDl = aXDl 8YD1 8ZD1 aXDh 8YDh 8ZDh i aXNl 8YN1 8ZN1 8XNg aYNg aZNg i
: : : . : : : | : : : . : : : |
OB; OB; 0B 0By OBs 0B i OBs OB; 0Bs  0OBs 0By 0Bg i
| OXpy Oy OZp Xpy Yy, 0Zp, | 0Xyy Oy OZy Xy, Oy, 0Zy, |
OB, 0B, 0B oB, OB, OB, | 0B, 0B, 0B, OB, 0B, 0B,
!
Oxpy  Oypy Ozpy Oxpy  Oypp Ofpy O\ Oyni Oz OXng  OVng  OZng
oB, 0B, OB, OB, 0B, 0B, i oB, 0B, OB, 0B, 0B, OB,
Oxpy  Oypy  Ozpy Oxpy,  Ovpy,  Ozpy, i oxNy Oyny Ozy axNg a)’Ng 8ZNg
: : : . : : : | : : : . : : :
OB, OB, OB OBy 0By 0B i OB OBy OB; 0By OB 0B
Oxp;  Oypy  Ozpy Oxpy,  Oypy  Ozpy | Oxng Ovng Oy 8xNg 8yNg aZNg
OB, 0B, OB, OB, 0B, 0B, 0B ]
0X, o, &, ow, ow, 0w, Om
OB, B, OB, 0B, 0B, 0B, 0B,
0X, oy 0, Ow, dw, Ow, Om (A.29)
0B, 0B, OB, 0B, 0By 0B, 0B,
0X, oy 0, Ow, dw, Ow, Om
[ 1 0 0 1 0 0 10 010 010 010 0]
| | | |
0 1 0 0 1 0 !0 0!0 010 010 0
o o 1 0 0 1 10 = 010 « 010 «+ 010 - 0
o0 —zy Yy 0 ~Zy, Yy, 10 010 010 010 0
Zy, 0 —Xp, Zow 0 —Xp, 10 010 010 010 0
|-Ypy Xpy 0 - -Yy, Xp, 0 10 010 010 010 0]

Die Bedingungen Bp, fiir die Datumsfestlegung im Startsystem ergibt sich analog zu

0 - 010 - 0} 1 0 0 1 0 0 10 010 0
| | | |
0 010 - 0! 0 1 0 0 1 0 10 010 0
0« 010 « 0l 0 0 1 0 0 1 10 - 010 = 0
Bp, = ! ! | | . (A30)
0 010 - 01 0 —zp  yp 0  -—zp, ypy 10 010 0
0 010 - 0f zp; 0 —xp == Zp 0 —xp, |0 010 0
0 010 -~ 0i-yp xp; O - =yp, xp, 0 10 010 0]
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Als letztes folgen die Bedingungen Br fiir die Forderung nach exakter Transformierbarkeit der Datumspunkte

[ ob, Ob, 0ob, ob, 0ob, 0Ob, | Ob, Ob, Oby, ob, 0Ob, 0Ob, |
| |
0Xp, OYy 0Zp, 0Xp, OYp, OZp, i Xy 0%y 0Zy 0Xy, Ofyy 0Zyg i
8by1 abyl 8by1 . abyl 8by1 abyl : abyl abyl 8by1 . abyl 8by1 abyl :
Xp, 0Yy OZp, OXpy Oy, OZp, | 0Xyy 0¥y 0Zy 0Xyg Oy OZyg |
8bzl 8bzl 8bzl . abzl 8b21 abzl : abzl abzl 8bzl . abzl 8b21 abzl :
0Xp, 0Ypy 0Zp, OXpy Oy, OZp, | OXy Oy OZy Xy OYyg OZyg |
By = : : : : : b : : : : .
ob, by dby,  dby by Oby | by dby by, by, 0by  Oby |
Xp, Oy,  0Zp, Xp, Oy, 0Zp, 1 Xy, Oy 02y 0Xyg Oy 0Zy, |
ob,, db,, ab,, ob,, 0ob,, @by, | db, db, db,, ob,, b, b, |
oXp, Oy 0Zp Xy, Yy, 0Zp, i oXn, OYy OZy OXyg Olyg 0Zy i
(3bzh abzh (3bzh abzh (3bzh abzh | abzh abzh (3bzh abzh 8bzh abzh |
coe | e I
_GXDI oYy, 0Zp, 0Xp, OYp, OZp, I Xy 0%y 02y 0Xyg Ofyy 0Zyg I
8bxl abxl abxl abxl 8bxl 8bxl : 8bxl abxl abxl abxl abxl abxl :
| |
Oxp;  Oyp  Ozpy Oxp,  Oypy  Ozpy, i Oxy; Oyny Ozyg axNg ayNg aZNg i
8by1 abyl abyl . abyl 8by1 8by1 i 8by1 abyl 8by1 . abyl 8by1 abyl i
Oxp;  Oyp  Ozpy Oxpy,  Oypy  Ozpy : Oxyy Oyni Ozyg axNg 8yNg aZNg :
abzl 8bzl abzl abzl 8bzl abzl : abzl 8bzl abzl abzl 8bzl abzl :
Oxp;  Oyp  Ozpy Oxpp,  Oypy  Ozpy, i Oxy; Oyny Ozyg aZNg 8ZNg aZNg i
N N N . N : : | : N : T, N : N |
ob,, ob, ob,, oby, @by by | dby, b, by, oby, by 0Oby |
Oxp,  Oypy  Ozpy Oxpy,  Ovpy,  Ozpy, i oxNy Oyny Ozn axNg a)’Ng aZNg i
ob,, 0ob, 0by, ob,, ob,, oby, | ob, Oby, Oby, ob,, ©ob, Oby, |
| |
Oxp;  Oyp  Ozpy Oxpy,  Oypy  Ozpy, i Oxy; Oyny Ozyy axNg 8yNg aZNg i
8bzh abzh abzh abzh (3bzh (3bzh | (3bzh abzh (3bzh abzh 8bzh abzh |
| |
Oxp,  Oypy  Ozpy Oxpy,  Oypy,  Ozpy, : oxNy Oyny Ozn axNg a)’Ng aZNg :
8bx1 8bx1 8bx1 abxl abxl abxl abxl 1
0X, o4 0, ow, Oow, Oow, Im
ob, ob, 0ob, ob, 0Ob, 0b, 0b,
0X, oy 0, ow, Oow, Oow, Jm
ob, ob, 0b, 0b, O0Ob, Ob, 0Ob,
oX, o4 &, ow, Ow, 0w, Jm
: : : : : : : (A31)
ob,, ob, 0b, O0Ob, O0b, Ob, Oby
oX, o4 &, ow, Ow, Ow. Jm
oX, o4 &, ow, ow, 0w, Jm
8bzh 8bzh 8bzh abzh abzh abzh abzh
0X, oy 0, ow, Oow, Oow, Im
-1 0 0 0O 0 O i 0 - 0 i mr, mr, mn; - 0 0 0 i 0 0 i
0 -1 0 0 0 O i 0o -0 i mry Mry MmMry - 0 0 0 i 0 0 i
o o0 -1 - 0 0 010 - O0!lmry mry mrs - 0 0 0 10 0!
_ . . . : . . : . . . . : . . :
: D . ! D o
-1 0 0 -1 0 010 0 0i 0 0 0 mny mry mns 10 01
0 -1 0 0 -1 0 io 0 oi 0 0 0 - mry mry mry i 0 oi
L 0 0 -1 - 0 0 -1 : 0 0 0 : 0 0 0 oMz Mz Mg : 0 0 :
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or or or or or or,
0 0 mlx n, 2, 13 X o, 2 13
DIy LI D1y b1 DIy b1
®, o, o, @, o, @,
or or or or or or
1 0 mlx 24y, 2, 23 X 24y 2 ., 23
DIy LI b1 b1 DIy b1
@, o, o, @, o, @,
or or or or or or
0 1 mlx 34y 2, 33 X 3y 2, 33
DIy DIy b1 b1 DIy b1
@, @, ®, w, @, w,
or, or, or, or, or, or,
11 12 13 11 12 13
0 0 mjxp, P + Ypu P +Zpy P Xpi P + Vpu P +Zpy P
o, o, o, @, @, @,
or or or or or or
10 mlx 2,y 2 23 X 2,y 2 . 23
Dh Dh 5 Dh 5 Dh Dh Dh 5
o, o, o, @, @, @,
or. or or or or. or
0 1 mlx 3y 32, 33 X 3y 2, 33
Dh 5 Dh 5 Dh 5 Dh 5 Dh Dh
®, o, o, w, w, @,
on, on, 0ni3
mi Xpy ow + Vb1 ow Zp1 Py 11Xpy +712Yp1 T 13Zp1
z z z
ory n by n Ory n n
m| Xpp P Vb1 o0 Zpi1 Py 11Xp1 T 122 YD1 T123ZD)
z z z
ors, Ors Ors3
M Yo Vb1 PR *Ipy PyR 731Xp1 + 132 Vp1 +7337p1
z z z
on, on, on3
m| Xpy, Py. + Vo PR +Zpy PyR "1Xpr T 112YDr T 113ZD5
z z z
ony, 0ryy Oty
m| Xpy, Py. + Vo PR +Zpy, PR 1 Xpp 12 YpR + 232D
z z z
ory, ony Oy
m| Xpy, PyR + Vo PR +Zpy, PyR I31Xpp +132YpR +1332p)
z z z

mit den in Tabelle A.1 aufgefiihrten partiellen Ableitungen.

Tabelle A.1: Partielle Ableitungen der Komponenten der Rotationsmatrix

nach 0 wy nach 0 w, nach 0 o,

orn 0 -sin @y cos @, -COS @y Sin @,

01y, | -sin @y Sin @, + €OS Wy Sin Wy COS @, Sin Wy COS Wy COS @,  COS Wy COS @, - SIN Wy Sin Wy sin @,
Ori3 | cos wy sin @, + sin @y sin @y COs @, -COS Wy COS Wy COS @, SiN Wy COS @, + COS Wy sin wy sin @,
01y 0 sin wy sin @, -COS W, COS @,

01y | -sin @y COS @, - COS Wy SiN @y Sin @, -SiN @y COS Wy Sin @, -COS @y Sin @, - Sin Wy sin w cos @,
07y | COS Wy COS @, - Sin Wy Sin @y Sin @,  COS Wy COS Wy Sin @, -Sin Wy sin @, + cos wy sin wy cos o,
013 0 COs @y 0

0ry -COS Wy COS Wy sin @y sin wy 0

Orsy -sin @y cos wy -COS @y Sin Wy 0
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Der verkiirzte Beobachtungsvektor Al und der Widerspruchsvektor w lauten

Al= |- w=__ b
/ (0 0)2(0 0)2(0 0)2 0, +0 0:00 0.0,.0.0
i Y\ ) Y] H\E A O_(_X[ + Xo +m (11X TRy 1z ))
L J 0
0
Mit
B
A, P 0 bl
A= , P= , B=|Bp,
A, 0 P,
B
und der Normalgleichungsmatrix
N=ATPA

erhilt man die Schitzwerte fiir die Unbekannten aus

Als Ergebnis erhélt man:

.. ausgeglichene Koordinaten im Zielsystem,
X;»Vi»2;+ ... ausgeglichene Koordinaten im Startsystem,

Xo.Yy,Z, ... ausgeglichene Translationsparameter,
)

m ... ausgeglichener Mafstabsfaktor.

0, y0_ 0,00 0 0, 00
‘(‘}? Yo A m (X Ay 3z ))

0,70, ,0000, 00 00
_(_Zi 2y +m (31X Y 3z ))

.. ausgeglichene Rotationswinkel um die Koordinatenachsen x, y, z,

A Transformationen

. (A32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
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B Gebrauchsformeln fiir die Ausgleichung nach maximaler Korrelation

Um die praktische Anwendung der Ausgleichung nach maximaler Korrelation zu erleichtern, wird im folgenden
ein Formelapparat zusammengestellt, der auf der Ldsung einer erweiterten Ausgleichung nach kleinsten
Quadraten basiert (siche Abschnitt 3.3.8). Diese Formelzusammenstellung soll insbesondere aufzeigen, wie
bestehende Programme zur Parameterschitzung nach der Methode der kleinsten Quadrate erweitert werden
konnen, um eine Losung nach maximaler Korrelation zu generieren. Alle im folgenden verwendeten Bezeich-
nungen basieren auf der bekannten Darstellung einer Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mit den
Matrizen und Vektoren

A ... Funktionalmatrix

1 ... Beobachtungsvektor

P ... Gewichtsmatrix

u ... Vektor der Unbekannten

u ... Vektor der Naherungswerte fiir die Unbekannten

f(u)) ... Beobachtungen als Funktion der Unbekannten

Al ... Verkiirzter Beobachtungsvektor (1 - f(uy))

N ... Normalgleichungsmatrix (A"PA)

n ... yrechte Seite” des Normalgleichungssystems (APl bzw. A"PAl)
Fiir die Modellerweiterung werden benotigt

R ... Cholesky-Zerlegung der Gewichtsmatrix P = R'R

cl ... fur die additive Modellerweiterung

&) ... fur die multiplikative Modellerweiterung

... Anzahl der Beobachtungen
e’ ... Einsvektor (e"=[1 1 ... 1])

B.1 Lineare Modellgleichungen

Sind die urspriinglichen Modellgleichungen linear, so ist die ,,c,-Eigenschaft® (3.68) immer erfiillt. Ist zudem die
»C1-Eigenschaft” (3.66) erfiillt, so daB} (3.64) gilt, dann ist die Losung der Ausgleichung nach kleinsten Quadraten
zugleich eine aus der Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation. Diese Losung kann dann als Basis-
16sung f, dazu verwendet werden, um durch Variation der Parameter ¢; und ¢, die gesamte Klasse mit cie + ¢; f
Zu erzeugen.

»c1-Eigenschaft® nicht enthalten
Ist die ,,c,-Eigenschaft (3.66) nicht enthalten, so mufl das Modell entsprechend erweitert werden.

Beobachtungen mit Beriicksichtigung der Gewichtsverhéltnisse:

1=RI . (B.1)
Funktionalmatrix mit Beriicksichtigung der Gewichtsverhiltnisse und Modellerweiterung:
A"=[RA e] . (B.2)
Normalgleichungsmatrix:
T I A TpT A TpT
~ ~, T ~
N oATar<[APALATRYe] [ N _{ATRYe] (B.3)
e RA1 ee e RAI =n
Rechte Seite:
T TpT T n
ni=A" 1= é——?— [RI] = A—T—lﬂ =327 - (B.4)
e e Rl e Rl
Unbekannte:
AT T, ]!
v el N 1A R'e n «T
u'=N" n'=|--—- 4= ==, ut = | . B.5
LTRA L } LTRJ I tn 1 1] (B-5)
Setzt man die Unbekannten u;,u,,...,u, in das urspriingliche Modell f = Au ein, so erhdlt man die Basislosung

fy. Durch Variation des Parameters ¢, kann mit ¢, f;, die Klasse aller Losungen generiert werden.
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B.2 Nichtlineare Modellgleichungen

Nach Beriicksichtigung der Gewichte ist zu ermitteln, welche der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) das
nichtlineare Modell aufweist. Um die Losung nach maximaler Korrelation mit Hilfe einer Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten zu erzeugen, ist das Modell so zu erweitern, daf die ,,c;-c,-Eigenschaft™ (3.64) erfiillt ist.
Danach konnen die nichtlinearen Modellgleichungen linearisiert werden und die Lésung mit Hilfe des bekannten
Algorithmus einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten iterativ berechnet werden.

Erfiillen die urspriinglichen Modellgleichungen bereits die ,,c;-c,-Eigenschaft™ (3.64) dann ist die Losung der
Ausgleichung nach kleinsten Quadraten zugleich eine aus der Klasse aller Losungen nach maximaler Korrelation.
Diese Losung kann dann als Basislosung f, dazu verwendet werden, um durch Variation der Parameter ¢, und ¢,
die gesamte Klasse mit c;e + ¢, f; zu erzeugen.

»c1-Eigenschaft® nicht enthalten

Enthélt das urspriingliche Modell nur die ,,c,-Eigenschaft® (3.68) ist es noch um die ,,c;-Eigenschaft (3.66) zu
erweitern.

Beobachtungen mit Berticksichtigung der Gewichtsverhéltnisse:
T=RI . (B.6)

Beobachtungen als Funktion der Unbekannten im erweiterten Modell unter Beriicksichtigung der Gewichts-
verhdltnisse:

f*(uy) =[cie+Rf(uy)] . (B.7)
Verkiirzter Beobachtungsvektor:
AT"=1-1"(uy) =Rl-[ce+Rf(uy)] = R[1-f(uy)]-ce=RAl-ce . (B.8)
Funktionalmatrix mit Beriicksichtigung der Gewichtsverhéltnisse und der Modellerweiterung:
A"=[RA le] . (B.9)

Normalgleichungsmatrix:

< =T~ |ATPAIATRT N 1ATR"
N' =A" A" = --T----i----T--g = -;—--: ------ £ (B.10)
e RA | ee eRAI
Rechte Seite:
s =T o~ |A'RT ATPAI-c,A'RT - A'R"
i =AY AT = A——T—— [RAL-¢pe] = | S oo S22 8 | R 2 8 (B.11)
e e RAl-ce'e e RAl-nc,
Unbekannte:
LT T, ! T T
o1 -
w =N [N AR R AA R T e e] (B.12)
e RA | n e RAl-nc,
Setzt man die Unbekannten u,,u,,...,u,, in das urspriingliche Modell f = f(u) ein, so erhélt man die Basislosung

fy. Durch Variation des Parameters ¢, kann mit c,f die Klasse aller Losungen generiert werden.

»C2-Eigenschaft® nicht enthalten

Enthélt das urspriingliche Modell nur die ,,c;-Eigenschaft™ (3.66), so ist es um die ,,c,-Eigenschaft* (3.68) zu
erweitern.

Beobachtungen mit Berticksichtigung der Gewichtsverhéltnisse:
T=RI . (B.13)
Beobachtungen als Funktion der Unbekannten:

£ (uy) =[c,Rf(uy)] - (B.14)
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Verkiirzter Beobachtungsvektor:
AT" =T-1"(uy) =Rl-¢,Rf (uy) =R[1- ¢, (uy)] . (B.15)
Funktionalmatrix mit Berticksichtigung der Gewichtsverhéltnisse und der Modellerweiterung:
A" =[c,RA | Rf(uy)] . (B.16)

Normalgleichungsmatrix:

N 24T ! T 2 ! T
N AR = __Czj“:_I;‘_‘__J:_Ez_‘}_T!’_f_(P_o_). _ ____Czl_‘lf___i:_fz_é_T_P_f_(Pp_)_ , (B.17)
Rechte Seite:
U S TRT ATP(1-c,f
i =AY AT = -C-Z-A--TI-Q-T [R(1-cyf(uy))] = -0-2---T-§--52--(992)- . (B.18)
f(uy) R f(ug) P(1-c,f(uy))
Unbekannte:
-1
I N 1 o, ATPf ATP(1-c,f .
w =N | AN oA PIW) _0_2___T_§__Ez__(l‘92)_ L
crf(ug) " PA 1 f(uy)"Pf(uy) | [f(uy) P(1—c,f(uy))
(B.19)
Einsetzen der Unbekannten u;,u,,...,u, in das urspriingliche Modell f = f(u) liefert die Basislosung f;,. Durch

Variation des Parameters c¢; kann mit c;e + f; die Klasse aller Losungen der Ausgleichung nach maximaler
Korrelation erzeugt werden.
»Cc1-Eigenschaft“ und ,,c,-Eigenschaft“ nicht enthalten

Enthélt das urspriingliche Modell keine der beiden Eigenschaften, so ist es um die ,,c;-Eigenschaft” (3.66) und
um die ,,c,-Eigenschaft” (3.68) zu erweitern.

Beobachtungen mit Beriicksichtigung der Gewichtsverhéltnisse:

1=RI . (B.20)
Beobachtungen als Funktion der Unbekannten:
£ (uy) =[cie+c,RE(uy)] . (B.21)
Verkiirzter Beobachtungsvektor:
AT" =T-1"(uy) =Rl-[cie+c,Rf(ug)] = R[1-c,f (uy)] - cpe . (B.22)

Funktionalmatrix mit Beriicksichtigung der Gewichtsverhédltnisse und der Modellerweiterung:

A" =[c,RA | e | Rf(uy)] . (B.23)
Normalgleichungsmatrix:
| | | |
| eAPA | oA'RTe | oATPR(uy) | | N | oA'RTe | oATPf(u)
N"=A"A"=| ceRA | e'e | e'Rf(uy) |=| ce'RA | n I e"Rf(ug)

+ [
cof(ug)"PA | f(uy)"RTe | f(uy)"Pf(uy)| |c,f(uy)"PA | f(uy)' R | f(uy) Pf(uy)

(B.24)
Rechte Seite:

o ART A ATP(1-c,f(uy))—cc,A"R"e

f(uy)"RT f(ug) P(1-c,f(uy))—c,f(uy) ' Re
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Unbekannte:
SN 1 AR"e | 6, ATPf(uy) | | o, ATP(I-c,f(uy))-cic,ATR e
~- ., |-----—t— >
u'=N" i"=| ce'RA 4: n i_ e'Rf(u,) e'R(1-c,f(uy))-ce'e ,

e f(ug)"PA | f(ug) R | f(uy) ' Pf(uy)| |f(ug) P(1-crf(uy))—c,f(uy) ' R'e

(B.206)
u*T=[u1 Uy U, oo .

Setzt man die Unbekannten u;,u,,...,u, in das urspriingliche Modell f = f(u) ein, so erhdlt man die Losung der

Ausgleichung nach maximaler Korrelation, die in diesem Fall eindeutig ist, da das urspriingliche Modell keine
der Eigenschaften (3.64), (3.66), (3.68) aufweist.








