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Kurzfassung

In der Geodisie wird im Allgemeinen der funktionale Zusammenhang zwischen Beobachtung und gesuchten
Parametern, beispielsweise Punktkoordinaten geoditischer Netze, durch ein nichtlineares Modell beschrieben.
Werden normalverteilte zufillige Messabweichungen vorausgesetzt, so liefert eine Ausgleichung nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate beste Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter. Diese Annahmen sind typisch
fiir das Vorgehen in der modernen geoditischen Datenanalyse. Neben zufilliger Variabilitéit (Stochastizitét) der
Messwerte kann jedoch auch Imprizision auftreten, die durch unbekannte systematische Abweichungen zwischen
Modell und Messwerten hervorgerufen wird. Das Verhéltnis der Imprézision zur Stochastizitéit hingt von den
verwendeten Mess- und Auswertemethoden sowie den angebrachten Korrektionen ab.

Im klassischen Ansatz werden beide Anteile der Gesamtunsicherheit (Stochastizitit und Imprizision) mit Me-
thoden der Stochastik behandelt. Dieses Vorgehen liefert wegen des quadratischen Varianzfortpflanzungsgeset-
zes nicht immer realistische Werte fiir die Unsicherheitsmafie der Ergebnisse, insbesondere wenn die Anzahl
der Messungen grof3 genug gewihlt wurde. Es scheint daher sinnvoll, eine konsequente getrennte Behandlung
und Beschreibung der beiden qualitativ unterschiedlichen Effekte vorzunehmen. Intervalle eignen sich hierbei
besonders fiir die Beschreibung der Imprizision.

Ein wesentliches Ergebnis der Arbeit ist die Entwicklung von Verfahren, mit denen Intervalle als Imprazisionsma-
Be fiir terrestrische geoditische Messungstypen abgeleitet werden. Durch Faustformeln werden die wesentlichen
Abhingigkeiten der Intervallradien von den angewandten Mess- und Auswertemethoden, Korrektionsmodellen
oder Sensoren in eine besonders praxisgerechte Form gebracht. Fiir Punktpositionen stellen Zonotope adiquat
die Imprézisionsbereiche dar. Eine Kombination mit stochastischen Anteilen in Form von Konfidenzbereichen
liefert erweiterte Unsicherheitsmafle, die die Gesamtunsicherheit der Punktposition geeignet wiedergeben. Sie
bilden die Grundlage fiir eine aussagekriftige Interpretation von Messergebnissen.

Als dritter Schwerpunkt wird das Konzept der geodétischen Netzoptimierung um zwei Aspekte erweitert. Zum
Einen wird gezeigt, dass sich Kenngroflen der Imprézision fiir das Zero und First Order Design dhnlich verhalten
wie Kenngroflen der Stochastizitéit. Zum Anderen wird das ,Intervalldesign® eingefiihrt, um Mess- und Aus-
wertemethoden, Korrektionsmodelle und Sensoren so anzuwenden bzw. auszuwihlen, dass die Imprizision der
Ergebnisse fest vorgegebene Sollwerte nicht iibersteigt. Alle Untersuchungen und Ergebnisse der Arbeit werden
an ausgewdhlten Beispielen erldutert.

Abstract

In general, a geodetic model describes the nonlinear functional relationship between the observations and some
parameters such as the coordinates of geodetic networks. Supposing exclusively normally distributed random
measurement errors, a least-squares adjustment yields the best estimate of the unknown parameters. These
assumptions and methods are standard in modern geodetic data analysis. But besides random variability (sto-
chasticity), imprecision may occur. It is caused by unknown systematic deviations between the observations and
the model which are due to simplifications or imperfect knowledge. Hence, the ratio between random effects
and remaining systematics depends mainly on the applied measurement methods, the used correction models
and analysis strategies.

In the classical approach, both effects are treated by stochastic means. This yields less realistic uncertainty
measures of the results due to the quadratic error propagation which is intrinsic to this approach. Especially, if
the number of observations is sufficiently increased, the standard deviations of the results can decrease beyond
any limit. These characteristics contradict the experience of surveying practitioners. Hence, it seems reasonable
to distinguish strictly between stochasticity and imprecision. Mathematically, imprecision can be treated by
intervals.

As a main result of the thesis, different approaches are developed in order to derive intervals, which are ade-
quate measures of imprecision of the geodetic observations. Approximative formulas describe compactly the
dependences between the interval radius, sensor performance and network design. As a second topic, zonotopes
and zonohedra are used to describe directly and in detail the imprecision of point positions. A combination of
zonotopes and point confidence ellipses yields extended uncertainty measures. These are suitable to express ade-
quately the whole uncertainty of the results. Furthermore, these measures are basic for realistic interpretations
of the results of modern geodetic data analysis.

A third topic deals with network optimization. The classic concepts are enlarged by two new aspects concerning
imprecision. First, it is shown that imprecision reacts similarly to stochasticity during zero and first order design



optimization. Secondly the “interval design“ is introduced. This approach focuses on combining measurements
methods, correction models and sensors in such a way that the imprecision of the results does not exceed given
upper limits. Numerical and graphical examples are given to emphasize the theoretical results and main ideas
of the thesis.
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1. Einleitung

Eine wesentliche Aufgabe der Geodisie ist neben der Modellierung und Beschreibung der Erdoberfliche und
des Erdschwerefeldes die messtechnische Bestimmung der dazu nétigen Parameter. Diese sind beispielsweise die
Koordinaten von Punkten ausgezeichneter Flichen wie der Erdoberfliche oder Ozeanoberfliche zur Beschrei-
bung der geometrischen Figur der Erde oder physikalische Parameter zur Beschreibung des Erdschwerefeldes
oder der Erdorientierung. In der vorliegenden Arbeit soll die Diskussion auf Punktkoordinaten geoditischer
Uberwachungsnetze fokussiert werden.

Die Abfolge der zur Parameterbestimmung notigen Schritte reicht von der Planung der Messungen iiber die
konkrete Durchfiihrung mit anschlieender Datenaufbereitung bis hin zur Berechnung der gesuchten Parameter
(hier: Punktkoordinaten geodétischer Netze) und daraus abgeleiteter Groflen. In der vorliegenden Arbeit wird
davon ausgegangen, dass die Parameter nach der Methode der kleinsten Quadrate, einem Standardansatz in
der Geodisie, geschiitzt werden. Neben den konkreten Werten fiir die geschiitzten Parameter sind Maflzahlen
von Interesse, mit deren Hilfe die Giite der Schitzwerte beurteilt werden kann. In der Geodisie werden dafiir
ausschliefilich stochastische Kenngrofien in Form von Unsicherheitsmaflen (Varianzen oder Konfidenzbereichen)
verwendet.

Die vorliegende Arbeit soll einen wesentlichen Beitrag liefern, dieses rein stochastisch basierte Konzept entschei-
dend zu erweitern und zu ergénzen. Ziel ist es, eine addquate Modellierung der Gesamtunsicherheit der Messung
und deren Fortpflanzung auf die geschitzten Parameter zu ermdéglichen. Es wird dabei davon ausgegangen, dass
sich die Gesamtunsicherheit aus zwei Komponenten zusammensetzt. Neben einer zufilligen Variabilitét, die
durch stochastische Kenngroflen geeignet beschrieben wird, treten systematisch wirkende Effekte (Imprizision)
auf. Letztere werden durch Diskrepanzen zwischen Modell und Daten hervorgerufen, die in Vernachlissigun-
gen oder unvollstindigem Wissen um die Modellierung begriindet sein konnen. Systematisch wirkende Effekte
weisen bei der Betrachtung einer konkreten Anwendung keinen zufilligen Charakter auf, so dass sie durch Zu-
fallsgroflen nur wenig geeignet darstellbar sind. Es wird gezeigt, dass sich Intervalle hingegen sehr gut eignen,
Imprézision zu charakterisieren und zu beschreiben. Eine lineare Fortpflanzung der Intervalle erlaubt, die Im-
prizision der Beobachtungen auf die geschitzten Parameter zu iibertragen. Die Kombination beider Anteile
(Stochastizitdit und Imprézision) unter Beibehaltung ihrer spezifischen Eigenschaften liefert ein realistisches
Ma8 fiir die Gesamtunsicherheit der Schéitzwerte. Dies ist fiir eine aussagekriftige Beurteilung der geschétzten
Punktkoordinaten und daraus abgeleiteter Groflen entscheidend.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Schwerpunkte: Messung und Datenaufbereitung - Schitzung der
Parameter - Optimierung und Entwurf geodéatischer Netze und Versuchsanordnungen. Der letzte Punkt schliefit
dabei den Kreis zum ersten Themenkomplex ,,Messung und Datenaufbereitung“. In einem ersten Kapitel wird
die Verwendung von Intervallen als Mafe fiir Impriizision motiviert. Ausgangspunkt bildet ein Uberblick und
eine Wertung der Modellierung in der Geodisie, insbesondere des dabei verwendeten stochastischen Ansatzes
zur Beschreibung von Unsicherheit. Als Ergénzung und Erweiterung dieses Konzeptes werden Intervalle als
Mafe fiir Imprézision begriindet. Die Grundlagen der Intervallmathematik werden vorgestellt, die eine forma-
le Betrachtung und das Rechnen mit Imprézision erlauben. In einem letzten Abschnitt wird die geodétische
Datenanalyse genau beleuchtet. Ansatzpunkt fiir die Uberlegungen ist, dass jede Verarbeitung der originiiren
Messungen bzw. Daten auch deren Unsicherheit beeinflusst. Es wird aufgezeigt, wie konkrete Werte fiir die Im-
prizision gewonnen werden, welche Groflenordnung diese annehmen und wie sie durch den Aufbereitungsprozess
der origindren Messung auf die korrigierte Messung fortgepflanzt werden konnen. Die vorgestellten Konzepte
werden dabei an konkreten Beispielen erldutert und diskutiert, um so den Bogen von der Theorie zur Praxis zu
spannen.

Das dritte Kapitel, das eng mit dem zweiten verkniipft ist, veranschaulicht an ausgew#hlten Beispielen das
Konzept der Intervalle als Imprizisionsmafle fiir geoditische Messungstypen, wie sie in geodiitischen Uberwa-
chungsnetzen vorkommen. Ergénzend werden Faustformeln fiir die Imprizision terrestrischer Messungen wie
Richtungen, Strecken und Zenitdistanzen angegeben. Diese beschreiben die wesentlichen Charakteristika und
erlauben so einen schnellen Uberblick iiber das Verhalten der Impriizision fiir die ausgew#hlten Messungstypen.

Eine zweite Einheit bildet die Fortpflanzung der Gesamtunsicherheit (Stochastizitdt und Imprézision) der kor-
rigierten Beobachtungen auf die geschitzten Parameter. Hierzu wird die Intervallauswertung des Kleinste-
Quadrate-Schitzers angewendet, die von KUTTERER (1994) vorgestellt wurde. Die Diskussion wird im Hinblick
auf die Schitzung von Punktkoordinaten in geodétischen Netzen gefiihrt. Hierfiir wird das geometrische Modell
der dreidimensionalen Netzausgleichung skizziert und auf die Besonderheiten der Netzausgleichung als Spezial-
fall der Parameterschitzung eingegangen. Das Konzept der Intervallbox als Imprizisionsbereich fiir Koordinaten
wird durch das Konzept der Zonotope verfeinert und verallgemeinert. Dadurch kénnen detaillierte Aussagen
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iiber die Form des Imprazisionsbereichs fiir Punktpositionen abgeleitet werden, was anhand verschiedener Bei-
spiele veranschaulicht wird. Schliellich werden durch eine Kombination von Stochastizitit und Imprizision
erweiterte Konfidenzbereiche fiir Punktpositionen entwickelt, die deren Unsicherheit realistischer widerspiegeln.

Einen dritten Themenbereich bildet das Design und die Optimierung geodatischer Netze, dem das fiinfte Kapitel
gewidmet ist. Die Untersuchungen schlieflen den Kreis zum Themenkomplex , Messung und Datenaufbereitung.
Der Ingenieur und Wissenschaftler muss in der Regel bei der Losung seiner Aufgabenstellungen verschiedene,
gegebenenfalls sich widersprechende Zielvorgaben optimal erfiillen. Im Kontext der vorliegenden Arbeit soll die
klassische Vorgehensweise der Geodiisie zur Losung dieser Fragestellung um zwei Aspekte erweitert und erginzt
werden. Zum Einen kommt die Imprizision als neue Zielgrole zu den klassischen Groflen wie Genauigkeit,
Zuverlassigkeit oder Wirtschaftlichkeit hinzu, die fiir das gegebene Netz optimiert werden soll. Zum Anderen
hingt die Gesamtunsicherheit der Ergebnisse entscheidend von der Messanordnung und Auswertestrategie ab.
Die Diskussion - auch fiir die klassischen Zielgréflen - muss somit breiter angelegt werden, was am Beispiel von
Uberwachungsnetzen der Ingenieurgeodiisie gezeigt wird.
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2. Beschreibung von Imprézision durch Intervalle

2.1 Motivation

Das Konzept der Beschreibung von Imprézision durch Intervalle ist als einer der ,Bausteine fiir eine neue
Fehlertheorie“ anzusehen, wie sie von KUTTERER (2002b) angeregt und vorgestellt wurde. Dieser Abschnitt soll
den Leser fiir die speziellen Problem- und Ausgangsfragestellungen sensibilisieren, die die Notwendigkeit einer
,heuen Fehlertheorie“ als Losung bzw. Antwort nahelegen.

In einem ersten Schritt wird Grundséitzliches zur Modellierung angemerkt, die den theoretischen Hintergrund fiir
die konkrete Durchfiihrung und Analyse von Messungen sowie fiir die Ergebnisinterpretation bildet. Bereits bei
der Modellierung, spétestens aber bei der Durchfithrung von Messungen, ist man mit ,,Fehlern“ konfrontiert.
In einem zweiten Schritt wird die dabei angewandte stochastische Modellierung skizziert. Sie dominiert den
Umgang mit ,Fehlern“ in der Geodisie. Es wird herausgearbeitet, welches die dabei explizit oder implizit
angenommenen Arbeitshypothesen sind und welche Interpretationsmoglichkeiten bzw. welche Einschrinkungen
sie mit sich bringen. In einem letzten Schritt wird ein intervallmathematisches Konzept motiviert, das Defizite
einer rein stochastischen Modellierung behebt und diese entscheidend ergénzt.

2.1.1 Messmodell und geoditisches Modell

Ziel der Geodisie ist letztlich, Aussagen iiber die Geometrie der Erdoberfliche als Ganzes oder in Teilen zu treffen
und die Struktur des Schwerefeldes im Auflenraum abzuleiten. Da die a priori unbekannten Parameter, die zur
Beschreibung der Geometrie und des Schwerefeldes bendttigt werden, in der Regel nicht direkt gemessen werden
koénnen, miissen diese indirekt aus Beobachtungen bestimmt werden. Dazu werden die Vorgénge und Zusténde
der realen Welt, fiir die man sich interessiert, in geoddtischen Modellen approximiert und so parametrisiert,
dass sie Messungen, fiir welche Sensoren zur Verfiigung stehen, funktional beschreiben. In der geoditischen
Praxis werden redundante Messungen durchgefiihrt, und die unbekannten Parameter des geodétischen Modells
werden nach der Methode der kleinsten Quadrate geschiitzt. Die als bekannt vorausgesetzten physikalischen
Zusammenhiinge, die den Messvorgang an sich darstellen, sind im Messmodell gegeben.

Der Modellbegriff wird hier bewusst eingefiihrt, um darauf hinzuweisen, dass implizit mit jeder Beschreibung in
einem Modell die Realitét nur approximativ dargestellt werden kann und verschiedene Modellvoraussetzungen
oder Arbeitshypothesen akzeptiert werden. Die folgenden Uberlegungen sollen einige Zielkonflikte andeuten, die
sich bei der Modellierung ergeben kénnen. Ein Modell sei charakterisiert durch die Anzahl der Parameter, die
Komplexitit ihrer Verkniipfung zur Beschreibung des Phinomens und die Voraussetzungen, die angeben, unter
welchen Bedingungen das Modell giiltig ist. Soll beispielsweise ein Modell mathematisch einfach handhabbar
sein, so wird man zweckmiflig wenige Parameter einfithren und die Komplexitét der Operationen zwischen Para-
metern beschrinken. Dies wird dazu fiihren, dass nicht mehr die Gesamtheit eines Phinomens modelliert werden
kann, sondern nur noch Teilaspekte. Um dies zu verdeutlichen, sollten die nichterklarbaren Zustinde explizit
ausgeschlossen werden. Dies kann beispielsweise durch eine entsprechend schirfere Formulierung der Modell-
voraussetzungen realisiert werden. HECK (1995, S.86) nennt z.B. die Grundlagen der Newtonschen Mechanik
als Modellvoraussetzungen, die den Geltungsbereich der verwendeten Modelle beschriinken, da relativistische
Effekte oder Refraktion nicht erklirt sind. Weitere Voraussetzungen sind beispielsweise ,,Normalatmosphire®,
,Laborbedingungen“ oder ,reibungsfreie Betrachtung® in der Mechanik.

Ein offensichtlicher aber wesentlicher Aspekt der Wahl der Modelle ist, dass sie fiir die jeweilige Aufgabenstel-
lung (Forschungszweck oder Anforderungen von Auftraggebern) die reale Situation hinreichend und geeignet
beschreiben sollen. Diese Forderungen implizieren, wie oben bereits angedeutet, einen mehr oder minder grofien
Konflikt zwischen einer moglichst umfassenden, oft sehr komplexen Beschreibung auf der einen Seite und einer
vereinfachenden, aber mathematisch gut handhabbaren Beschreibung wie dem Arbeiten in linearen Modellen
oder mit gewthnlichen Differentialgleichungen auf der anderen Seite. Auf die Frage, ob die erweiterten komple-
xen Modelle die realen Zusammenhénge richtiger oder auf der gleichen Approximationsebene der Realitit nur
anders darstellen, soll in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen werden.

Abbildung 2.1 zeigt die Zusammenhénge zwischen der realen Welt mit den sich darin abspielenden Vorgingen
und Zusténden sowie deren Abbildung in Modelle. Mit aufsteigender Ordnungzahl nimmt die Komplexitét der
Modelle und in der Regel die Parameteranzahl zu, wohingegen die Schirfe der Modellvoraussetzungen abnimmt,
bis schliellich ein mehr oder weniger allgemeingiiltiges Modell erhalten wird. Ein vereinfachtes Modell ist somit
ein Spezialfall eines umfassenden Modells.
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Abbildung 2.1: Zusammenhdinge zwischen den Modellen

Es ist wichtig, die Modellvoraussetzungen explizit darzustellen, da nur auf dieser Grundlage eine realistische
Beurteilung und ein Vergleich von Modellen moglich ist. Ebenso sind erst so die berechneten Ergebnisse und
die gezogenen Schlussfolgerungen nachvollziehbar. In vielen technischen Anwendungen sind die Modellvoraus-
setzungen jedoch nur implizit gegeben, z.B. durch Arbeitshypothesen oder Postulate, die in einer Fachrichtung
allgemein anerkannt sind. Dies lisst fiir Auflenstehende verschiedene Spekulationen zu und erschwert es, die
Berechnung von Ergebnissen nachvollziehen zu kénnen. Es muss aber eingerdumt werden, dass eine explizite
Darstellung der Modellvoraussetzungen verlangt, dass die modellierten Phinomene in ihrer ganzen Tiefe kogni-
tiv erfasst wurden. Inwieweit dies heute bei sehr komplexen Problemstellungen durch den Einzelnen iiberhaupt
moglich ist, sei dahingestellt.

Soll mit einem einfachen und somit gut iiberschaubaren geoditischen Modell gearbeitet werden, dann sind
Korrektionen an den Messungen anzubringen. Diese {iberfithren die Voraussetzungen des Messmodells auf die
Modellvoraussetzungen des zur Losung der geodétischen Aufgabenstellung gew#hlten mathematischen Ausglei-
chungsmodells. Im Detail miissen einerseits die Modellvoraussetzungen des Messmodells (Beobachtungsrahmen)
im Vergleich zu den realen Bedingungen berticksichtigt werden. Hierunter ist z.B. die Betrachtung der atmo-
sphérischen Bedingungen zum Zeitpunkt der Messung im Vergleich zu den Modellbedingungen wie z.B. Normal-
atmosphire in einem Labor zu verstehen oder Korrektionen wegen relativistischer Effekte, um im Rahmen der
Newtonschen Mechanik zu arbeiten. Andererseits fiihrt der Wunsch nach mathematisch einfach handhabbaren
geoditischen Modellen zu vereinfachenden Modellannahmen, die ebenfalls korrigiert werden miissen. Der Uber-
gang zwischen Messung und geodétischem Modell ist somit flieBend (FANJOR 1985) und bildet die Schnittstelle
zwischen der Datenaufbereitung (dem Anbringen von Korrektionen im Kontext des Messmodells) und der Da-
tenanalyse (der Parameterschitzung und Interpretation im Kontext des geoditischen Modells), vgl. KUTTERER
(2002b, S.11) und Abbildung 2.2. In der vorliegenden Arbeit soll als Messung primér der Sensoroutput ver-
standen werden, auf den verschiedene Korrektionen angewandt werden. Als Ergebnis erhilt man die korrigierte
Messung, die die Eingangsgrofle des Ausgleichungsmodells ist.

2.1.2 Modell und Unsicherheit

Die Diskrepanz zwischen Modell und Realitét als auch die Messung an sich induzieren Unsicherheit, vgl. BAN-
DEMER (1997) bzw. KUTTERER (2002b, S.16ff). Ziel ist es, die im geod#tischen Modell geschitzten Parameter
sinnvoll beurteilen zu kénnen. Hierzu muss zunéchst der Unsicherheitshaushalt der korrigierten Messung geeignet
beschrieben werden. Geeignet bedeutet, dass qualitativ unterschiedliche Beitrdge zum Unsicherheitshaushalt,
die spezifische Charakteristika aufweisen, entsprechend unterschiedlich behandelt werden miissen. In einer wei-
teren Betrachtung muss diese Unsicherheit auf die geschitzten Parameter fortgepflanzt werden. Dieser Schritt
wird in Kapitel 4 vollzogen.
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Im Folgenden wird als ,, Bestandsaufnahme“ das klassische Vorgehen in der Geodisie skizziert. Eine Ubersicht
hierzu wird in KUTTERER (2002b, S.16ff) gegeben. In der klassischen geoditischen Literatur findet man eine
Unterteilung der Unsicherheit in drei Fehlertypen: grobe, systematische und zufillige Fehler. Im Kontext des
geoditischen Modells wird das stochastische Modell eingefiihrt, das die Unsicherheit der korrigierten Beobach-
tungen, der Eingangsgrofien der Ausgleichung, beschreibt. Als eine allgemein akzeptierte Arbeitsgrundlage wird
hierzu angenommen, dass zufillige Fehler normalverteilt sind. Auf dieser Basis konnen grobe Fehler durch Test-
verfahren wie Datasnooping (BAARDA 1968) oder robuste Schitzverfahren vor der eigentlichen Ausgleichung
eliminiert werden, vgl. allgemein HUBER (1981) oder HAMPEL ET AL. (1986) und fiir geodétische Anwendungen
beispielsweise WICKI (1998). Systematische Fehler sollen durch geeignete Messverfahren oder das Anbringen
von Korrektionen reduziert bzw. eliminiert werden. KUTTERER (2002b, S.17) weist darauf hin, dass in moderner
Literatur zur Ausgleichungsrechnung systematische Fehler nicht mehr explizit behandelt werden und dass es
wegen der Riicklaufigkeit der Bedeutung des Begriffs , Fehler“ passender scheint, den Begriff Abweichung zu ver-
wenden. In der vorliegenden Arbeit werden abweichend dazu die Fachbegriffe wie Kippachs- oder Zielachsfehler
weiter verwendet.

Paradoxerweise konnen systematische und grobe Fehler im klassischen Konzept praktisch nicht losgeldst von
zufilligen Fehlern betrachtet werden, obwohl sie von ihrer Charakteristik her als unterschiedlich eingestuft wer-
den. Zufillige Fehler bilden letztlich die Referenz bzw. den Maflstab, der entscheidet, ob grobe bzw. systematische
Fehler vorliegen. Bei groben Fehlern ist der Zusammenhang direkt aus den oben genannten Testverfahren er-
sichtlich. Bei systematischen Effekten gilt: Setzt man eine gewisse Gréflenordnung des zufilligen Fehlers voraus,
so liegt ein systematischer Fehler erst dann vor, wenn er von den zufiilligen Fehlern separierbar ist, d.h. seine
Grofle signifikant nachgewiesen werden kann. In diesem Fall sind die Messmethoden oder die Korrektionen nicht
hinreichend, um den Zusammenhang vollstindig zu beschreiben. Eine Verbesserung der Messmethoden, verbes-
serte Korrektionen oder ein erweitertes geoditisches Modell sind mogliche Antworten. Die Gréflenordnung der
zufdlligen Fehler steuert somit, welche Effekte kompensiert werden miissen. Zusammenfassend l&sst sich fest-
stellen, dass die klassische Betrachtungsweise von Unsicherheit in der Geodisie auf zufillige Fehler fokussiert
ist.

Modellerweiterung

rohe Messung
einfache Modelle

Korrektionen

korrigierte Messung

» <
<«

Mess- und Aufbereitungsprozess geodétisches Modell

Abbildung 2.2: Wechselspiel zwischen Modell und Korrektionen

Wie die Effekte kompensiert werden, ist dem Anwender freigestellt und driickt sich im Wechselspiel zwischen
geoditischem Modell und den Korrektionen aus, vgl. Abbildung 2.2. So kann ein Effekt entweder durch das
Anbringen weiterer Korrektionen an die Beobachtungen beseitigt werden. Aquivalent dazu kann das geoditische
Modell durch Einfithrung zusdtzlicher Parameter erweitert werden, mit denen der Effekt geschiitzt werden soll.
Betrachten wir beispielsweise die Beriicksichtigung des Einflusses der Troposphére auf GPS-Messungen. Hier
wird ein Anteil des Effektes durch Korrektion der Messungen eliminiert (beispielsweise durch das Modell nach
SAASTAMOINEN (1973) ). Da diese Korrektion den Gesamteffekt nur grob beschreibt, wird versucht, durch die
Schitzung einer restlichen Laufzeitverzogerung (Zenitdelay) den Gesamteffekt besser zu erfassen. In der Regel
gilt: Wird ein Effekt als Storgrofle aufgefasst, so wird man ihn durch das Messmodell korrigieren. Andererseits
kann diese Grofle als Signal von Interesse sein, so dass sie im geodétischen Modell modelliert wird.

Neben den ,Fehlerarten® soll nun schlaglichtartig beleuchtet werden, an welchen Stellen des Aufbereitungs-
bzw. Auswerteprozesses die klassische , Fehlerbetrachtung” einsetzt und wie die Fehler fortgepflanzt werden.
Hierdurch kann abgeschétzt werden, ob durch das Vorgehen das gesamte Unsicherheitsbudget abgedeckt ist
oder ob Effekte nicht in die Rechnung mit einflielen. Im Kontext der elektronischen Distanzmessung beispiels-
weise stellen JOECKEL UND STOBER (1999, S.99ff) verschiedene Fehler vor. Es wird das Auflésevermégen der
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Phasenmessung, Phaseninhomogenitéten oder die Konstanz der Nullpunktskorrektur als von der Streckenlange
unabhingige Anteile genannt. Streckenlingenabhingige Anteile werden hauptséchlich durch Abweichung der
Modulationsfrequenz und des Brechungsindexes von Standardwerten hervorgerufen. Die Gesamtunsicherheit
wird in der folgenden Form dargestellt, wobei sich die Koeffizienten als Summe der Einzelvarianzen der ange-
gebenen Effekte berechnen.

0% =a® +b*S? (2.1)

RUEGER (1996, S.184) unterscheidet explizit zufiillige und systematische Fehler. Die systematischen Fehler
werden dabei nach ihrer Abhangigkeit von der Streckenlinge in vier Klassen eingeteilt. Er nennt weitere instru-
mentelle Effekte, die bei JOECKEL UND STOBER (1999) nicht auftauchen, insbesondere Fehlereinfliisse, die nicht
vom Instrument abhingen, wie atmosphérische Effekte oder Einfliisse der Zentrierung und Horizontierung sowie
der verwendeten Reflektoren. Weiter weist RUEGER (1996, S.220f) darauf hin, dass in den Herstellerangaben
fiir die Koeffizienten a und b sowohl zufillige, ,,quasi-zufillige“ (kurzperiodische) als auch systematische Effekte
enthalten sind. Daher sei das Modell (2.1) als a priori Modell fiir die Ausgleichung weniger geeignet. PARKINSON
(1996, S.469-484) betrachtet den Fehlerhaushalt von GPS-Phasenmessungen und unterscheidet explizit zufiillige
(random) und systematische Anteile (bias), vergleiche hierzu beispielsweise PARKINSON (1996, Tab.2-4, S.482ff.).
Trotz dieser Differenzierung werden beide Anteile als Varianzen aufgefasst und zur Gesamtvarianz addiert.

Diese wenigen Beispiele zeigen bereits zwei typische Merkmale der klassischen Unsicherheitsbetrachtung: Zum
Einen werden je nach Anwendung unterschiedliche Effekte beriicksichtigt oder vernachléssigt, wie der Vergleich
der beiden Lehrbiicher von RUEGER (1996) und JOECKEL UND STOBER (1999) zeigt. Prinzipiell scheint es
also offen und fallspezifisch zu sein, an welcher Stelle im Ablauf der Aufbereitung der Messung und fiir welche
Parameter bzw. Korrektionen Unsicherheit betrachtet wird. Um in solchen Situationen Klarheit zu bekommen,
ist es sinnvoll, den Forderungen des Guide to the Expression of Uncertainty in Measurements (GUM) (DEUT-
SCHES INSTITUT FUR NORMUNG 1995, S.35ff) nachzukommen und alle Einflussfaktoren fiir die Unsicherheit
zu protokollieren. Ahnlich argumentiert auch KUTTERER (2002b, S.60fF). Er schligt vor, Fachleute der ein-
zelnen Spezialdisziplinen sollten in einem Fragebogenkonzept alle Arten der Unsicherheit charakterisieren und
zusammenstellen.

Zum Anderen werden, auch wenn qualitativ unterschiedliche Effekte wie zufiillige und systematische Fehler
explizit identifiziert werden, diese nicht unterschiedlich behandelt, vgl. PARKINSON (1996). Vielmehr werden
beide Fehlertypen als Varianzen aufgefasst. Dieses Vorgehen entspricht den Vorschligen des oben genannten
Leitfadens (DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG 1995). Als Konsequenz ergeben sich zu optimistische Mafle
fiir die Gesamtunsicherheit.

Die klassische Vorgehensweise ist in zweierlei Hinsicht kritisch zu bewerten. Einerseits sind, wie oben ausgefiihrt,
Standardabweichungen bzw. Varianzen Steuerungsfaktoren fiir beispielsweise die Aufdeckbarkeit grober Fehler.
Da eine rein stochastische Betrachtung verfolgt wird, kénnen bestimmte Effekte vernachlissigt werden, weil sie in
diesem Konzept keinen Einfluss auf die Standardabweichung des Ergebnisses haben. Dadurch wird die aktuelle
Betrachtung {ibersichtlicher und mathematisch einfacher handhabbar. Ist jedoch die Varianz zu optimistisch
angegeben, so werden relevante Beitrige zum Unsicherheitsbudget vernachlissigt.

Zu optimistisch abgegebene Unsicherheitsmafe fithren andererseits in gewisser Weise zu zu optimistischen Aus-
sagen. Beispielsweise kann bei statistischen Tests durch eine zu optimistische Varianz eine Aussage als signifikant
bestétigt werden, wohingegen bei einer realistischen Angabe kein Nachweis erbracht werden kann. Trotz oder
gerade wegen dieses Sachverhaltes scheint es sinnvoll, ein Konzept zu entwickeln, das den gesamten Unsicher-
heitshaushalt des Mess- und Auswerteprozesses mit einbezieht, denn ein solches Konzept ist als Fundament fiir
aussagekriiftige Analysen und Schlussfolgerungen unumginglich.

Nach diesen Betrachtungen des klassischen Umgangs mit Unsicherheit sollen deshalb in einem weiteren Punkt
einige Moglichkeiten aufgezeigt werden, das rein stochastische Konzept zu erweitern. Dieses soll so erginzt
werden, dass Beitrige zum Unsicherheitshaushalt mit unterschiedlichen Charakteristika auch durchgingig un-
terschiedlich beschrieben werden. Betrachten wir nochmals die Aufbereitung geodiitischer Messungen. Es ist
leicht einzusehen, dass jede Verarbeitung der originiren Beobachtung auch ihre Unsicherheit beeinflusst. Ei-
nerseits sind fiir die einzelnen Korrektionen zusitzliche Informationen nétig, wie z.B. Modellkonstanten, die im
Messmodell bereitgestellt werden, oder zusitzliche Messungen wie Temperatur oder Druck. Diese Informatio-
nen sind jedoch unsicher, so dass sich das Unsicherheitsbudget der korrigierten Messungen erhoht. Andererseits
kénnen Messmethoden (wie Messungen in zwei Lagen bei der Richtungsbeobachtung oder die Bildung von Line-
arkombination bei GPS-Messungen) einer starken Zunahme der Unsicherheit entgegenwirken, da sie verschiedene
systematische Effekte auf Resteffekte reduzieren bzw. eliminieren.
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Wie konnen alle diese Beitrage zum Unsicherheitsbudget addquat beschrieben werden und welche Effekte sind
vernachléssigbar? Um diese Fragen umfassend beantworten zu kénnen, muss das gesamte Unsicherheitsbudget
erarbeitet und analysiert werden. Hierzu ist der Mess- und Aufbereitungprozess zu untersuchen, um einzelne
Beitrage, ihre Charakteristika und ihr gegenseitiges Zusammenwirken zu identifizieren. Dies kann beispielsweise
mit Hilfe von Fragebogen, vgl. KUTTERER (2002b, S. 60ff), realisiert werden, wobei fiir einzelne Teilaspekte
Spezialisten der jeweiligen Disziplin zu befragen sind. Als konkrete Beispiele sind die Ansiitze der IAG Spezial
Studiengruppe 4.190 ,, Non-probabilistic assessment in geodetic data analysis“ zu nennen bzw. fiir die EDM
RUEGER (1996, S.184f) oder fiir das Nivellement RUEGER UND BRUNNER (2000).

Es muss jedoch eingerdumt werden, dass einer vollstéindigen Erfassung und konsequenten Behandlung der Un-
sicherheit oftmals Beschréinkungen bei der Realisierung der Messung entgegenstehen. Durch begrenzte techni-
sche, personelle oder finanzielle Moglichkeiten kénnen nicht alle Zusatzinformationen erfasst oder Messungen
ausgefiihrt werden, die als Eingangsparameter fiir die Berechnung der Korrektion nétig sind. In solchen Fillen
muss auf Standardwerte und -modelle zuriickgegriffen werden. In anderen Fillen liegt kein praxisrelevantes Mo-
dell fiir Korrektionen vor oder die verwendete Software ist nicht flexibel genug, um andere Korrektionen bzw.
eine Abschétzung der Unsicherheit zuzulassen.

Neben den oben aufgefithrten Vernachlédssigungen sind noch andere Schranken gesetzt: Moderne Sensoren sind
sehr komplex und meist mit geriteinterner Auswertesoftware gekoppelt, so dass das Gesamtsystem fiir den
Anwender zu einer Black Box wird. Es ist somit nicht mehr zu durchschauen, welche Verarbeitungsschritte
mit der urspriinglichen Messung schon durchgefiihrt wurden und wie diese die Unsicherheit des Sensorout-
puts beeinflussen. Durch Herausgabe neuer Softwareversionen kann sich die Konfiguration des Sensorsystems
in kurzen Zeitabstéinden verdndern. Zusitzlich fehlen beispielsweise fiir moderne Tachymeter durchgreifende
Untersuchungsmethoden, die verldssliche Aussagen zur Unsicherheit der angezeigten Messwerte geben. Hier
sind die Hochschulinstitute aufgerufen, neue Verfahren zu entwickeln, um Erfahrungswerte fiir eine realistische
Unsicherheitseinschitzung, wie sie zum Handwerkszeug eines Ingenieurs gehoren, zur Verfiigung zu stellen.

2.1.3 Warum Intervallmathematik ?

Ziel ist es, ein Konzept vorzuschlagen, das den gesamten Unsicherheitshaushalt adiiquat darstellt. In dieser Ar-
beit wird vorausgesetzt, dass sich der Unsicherheitshaushalt mittels Stochastizitéit und Imprézision beschreiben
lasst, vgl. KUTTERER (2002b). Stochastizitit driickt die zufillige Variabilitit einer Grofe aus. Imprdzision wird
durch unbekannte systematische Abweichungen zwischen Beobachtungen und Modell hervorgerufen, die durch
Vereinfachungen oder unvollsténdiges Wissen begriindet sind. Das Verhéltnis beider Anteile héngt mafigeblich
von der jeweiligen Problemstellung und ihrer Modellierung sowie von den verwendeten Mess- und Auswerteme-
thoden ab. Intervalle bilden gewissermaflen ein natiirliches Konzept, um Imprézision zu beschreiben, da durch
eine bekannte obere bzw. untere Intervallgrenze der Bereich angeben wird, in dem ein Wert maximal variieren
kann. Diese Variationsmdoglichkeit driickt gerade die Imprézision, das fehlende Wissen iiber den konkreten Wert,
aus.

Die Verwendung von Intervallen lésst sich einmal aus der Kritik an einer rein stochastischen Vorgehensweise
im Konzept der Parameterschitzung nach der Methode der kleinsten Quadrate motivieren. Zum Anderen sind
neue Fragestellungen von Interesse, wie die Bestimmung garantierter Parameterbereiche, auf die im klassischen
Konzept direkt keine Antwort gegeben werden kann. Im Folgenden werden einige wichtige Ansatzpunkte kurz
vorgestellt, vgl. hierzu auch KREINOVICH (1995).

Stochastische Eigenschaften wenig bekannt: Die stochastischen Eigenschaften von Messungen kénnen a
priori unbekannt sein. Dies gilt insbesondere fiir sogenannte zuséitzliche Messungen wie Temperatur oder
Druck, die fiir die Berechnung der Korrektionen der geodatischen Beobachtungen benétigt werden. Fiir sie
ist der Stichprobenumfang meist sehr gering (vielleicht drei bis fiinf Ablesungen), so dass die unbekannte
Verteilung nicht durch Anpassungstests bestimmt werden kann, vgl. KREYSZIG (1979, Kap.15) oder KOCH
(1997, S.295f). In der stochastischen Betrachtung bilden die zentralen Momente der zugrunde gelegten
Verteilung (Mittelwert und Varianz) die wesentlichen Kenngroflen, mit deren Hilfe argumentiert wird. Die
klassische Arbeitshypothese, normalverteilte Zufallsvariablen anzunehmen, scheint aufgrund des geringen
Stichprobenumfangs ebenfalls wenig sinnvoll, da die Aussagen des zentralen Grenzwertsatzes (KREYS-
zIG 1979, S.200ff) nicht greifen. Zusitzlich zielen Mittelwerte als Kenngréflen auf die Betrachtung des
durchschnittlichen Ereignisses, das sich erst bei Wiederholungen durchsetzt.

Sind die stochastischen Eigenschaften unbekannt, so kann die maximale Variabilitit der Messwerte an-
gegeben werden, die sich durch Intervalle beschreiben lassen, vgl. beispielsweise REMBE ET AL. (1999)
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oder KIEFFER ET AL. (2000). Fiir viele Parameter ist die maximale Variabilitét beispielsweise durch phy-
sikalische Gesetzmafigkeiten oder technische Eigenschaften des Sensors beschrénkt oder kann aus dem
Erfahrungsschatz einfach abgeschétzt werden.

Garantierte Parameter: Bei vielen Anwendungen sind nicht durchschnittliche, sondern die maximal mogli-
chen Werte von Interesse. So miissen bei sicherheitsrelevanten Konfigurationen vor allem die Extremfille
(worst case) untersucht und abgedeckt werden. Ebenso ist es sinnvoll, teure Versuchsanlagen so zu dimen-
sionieren bzw. solche Sensoren und Messanordnungen zu verwenden, dass alle zu erwartenden Ereignisse
auch wirklich untersucht werden kénnen (BRAEMS 2002). Man spricht in diesem Zusammenhang von ei-
ner garantierten Parameterbestimmung und unterscheidet zwischen einer direkten Aufgabenstellung, der
eigentlichen Parameterbestimmung und einer indirekten oder inversen Aufgabenstellung, bei der Sensoren
und Messanordnung so ausgewihlt werden sollen, dass die zu bestimmenden Parameter innerhalb vorge-
gebener Bereiche liegen. Technische Anwendungen mit Intervallen findet man beispielsweise bei COLDITZ
(1997), REMBE ET AL. (1999) oder BRAEMS ET AL. (2003).

Représentativitit und Toleranz: Neben dem eigentlichen Wert, der fiir die Rechnung verwendet wurde, in-
teressiert oftmals auch seine Reprisentativitit. Diese Information kann dem Wert in Form eines Intervalls
mitgegeben werden. Intervalle konnen so als Bereiche aufgefasst werden, innerhalb denen typische Werte
fiir Parameter liegen konnen. Betrachten wir als Beispiel den mittleren Refraktionskoeflizienten, der stan-
dardmiflig mit k = 0.13 angegeben wird. Dieser Wert ist jedoch sehr starken Schwankungen unterworfen,
vgl. KAHMEN (1993, S.467). Durch das Hinzufiigen der Variationsbreite fiir den Messungszeitraum in
Form eines Intervalls [k, %] wird die Reprisentativitit des Wertes mitgeliefert, die bei der Interpretation
der Ergebnisse mit herangezogen werden sollte. Umgekehrt kénnen die Intervallgrenzen auch als Tole-
ranzen angesehen werden und somit feste Schranken beschreiben, innerhalb deren nur Werte akzeptiert
werden.

Rundungsfehler: NUDING (1975) weist auf die semantische Problematik des Begriffs reelle Zahlen hin, der sei-
ner Meinung nach zu viel Realitdt und Glaubwiirdigkeit vortdusche. Zahlenwerte kénnen im Rechner, auf
Datentrigern oder in modernen geodétischen Messinstrumenten nur mit einer begrenzten Stellenanzahl
gespeichert und verarbeitet werden. Rundungsfehler von + der Einheit der letzten Nachkommastelle sind
somit unausweichlich. Eine Wurzel der Intervallmathematik liegt in der Aufgabenstellung, Rundungsfehler
auf Rechenanlagen zu quantifizieren, vgl. KULISCH (1976), KULISCH UND MIRKANKER (1983) oder Ku-
LISCH (1989). In der vorliegenden Arbeiten soll das Thema Rundungsfehler und Numerik in geoditischen
Rechnungen nicht im Vordergrund stehen. Ausfiihrliche Arbeiten liegen zu diesem Thema beispielsweise
von SCHMITT (1973) oder DINTER (2002) vor.

Alternative Fehlerfortpflanzung: Ein Kritikpunkt an der gingigen Fehlerfortpflanzung ist, dass unter-
schiedliche Einfliisse nicht konsequent mit unterschiedlichen Methoden behandelt und fortgepflanzt wer-
den. Das Konzept der Intervalle liefert als Alternative ein lineares Fortpflanzungsgesetz fiir die Imprizision.
Dadurch kénnen zu optimistische Ergebnisse, wie sie mit dem quadratischen Fehlerfortpflanzungsgesetz
erhalten werden, relativiert werden. Zufillige Anteile werden weiterhin quadratisch fortgepflanzt.

Prinzipiell besteht die Moglichkeit, die Gesamtunsicherheit oder systematische Fehler allein mit stochastischen
Mitteln zu beschreiben. PELZER (1980) schléigt fiir die Beschreibung der Systematiken beispielsweise Korrelati-
onsmodelle vor, die zu vollbesetzten Varianz-Kovarianz-Matrizen fiir die Beobachtungen fiihren. Es wird dabei
auf das Elementarfehlermodell nach Bessel und Hagen zuriickgegriffen. SCHWIEGER (1999) verwendet diesen
Ansatz, um synthetische Korrelationsmatrizen fiir GPS-Messungen aufzustellen.

Eine weitere Alternative, unsichere Vorinformation iiber das konkrete stochastische Verhalten einzufiihren, stellt
die Bayes-Statistik zur Verfiigung. In diesem Konzept kann unsichere Vorinformation durch nichtinformative
priori Wahrscheinlichkeitsdichten modelliert werden, vgl. KocH (2000, S.57f). Mit dem Bayes-Theorem lassen
sich daraus a posteriori Dichten fiir die geschétzten Parameter angeben. Als Pendant zu Konfidenzbereichen der
klassischen Statistik werden mit dem Bayes-Ansatz Bereiche hichster posteriori Dichten (HPD-Regionen) zur
Irrtumswahrscheinlichkeit 1 — v berechnet. Verschiedene Anwendungen wurden beispielsweise von KocH (2000)
fiir Varianzkomponentenschétzung, Berechnung von Konfidenzregionen oder die Mustererkennung angegeben.

Schliefllich kann die Normalverteilung selbst der Problemstellung angepasst werden. RIESMEIER (1983, S.40ff)
verwendet beispielsweise gestutzte Normalverteilungen, um Zentrierunsicherheiten mit zu beriicksichtigen. Die
Koppelung von Parametern mit gegebenenfalls verschiedenen Verteilungen muss allerdings aufwéndig iiber
Faltungen berechnet werden.

Auch wenn verschiedene Modellierungen zu gleichen Zahlenwerten fiir die Ergebnisse fiihren, so kénnen doch
verschiedene Konzepte zu Grunde liegen. Diese bestimmen letztlich die Unterschiede in der Interpretierbarkeit
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und Interpretation der Ergebnisse. Diese Idee soll sich als roter Faden durch die gesamte Arbeit ziehen und
durch anschauliche Beispiele unterstiitzt werden.

2.2 Begriffe aus der Intervallmathematik

In diesem Abschnitt werden Begriffe der reellen Intervallmathematik zusammengestellt, soweit sie fiir das
Verstédndnis der Arbeit von Bedeutung sind. Die Grundidee der Intervallmathematik zielt auf eine Erweite-
rung der Zusammenhinge der Arithmetik und Analysis reeller auf intervallwertige Gréflen. In der vorliegenden
Arbeit wird ausschlieflich mit reellen Intervallen gerechnet, entsprechende Erweiterungen fiir komplexe Inter-
valle finden sich beispielsweise in ALEFELD UND HERZBERGER (1974, Kap.5). Die hier verwendete Schreibweise
orientiert sich an ALEFELD UND HERZBERGER (1974, 1983) oder MAYER (1989). Auf Beweise soll vollstindig
verzichtet werden; sie kénnen in den angegebenen Quellen jeweils nachgeschlagen werden.

2.2.1 Reelle Intervallrechnung

Definition 1 Die abgeschlossene Menge
[a@:=={teR|a<t<a aaceR} (2.2)

heifit abgeschlossenes reelles Intervall. Die Menge aller abgeschlossenen reellen Intervalle bezeichnet man mit
IR. Fallen untere und obere Grenze zusammen: g = @, so spricht man von einem Punktintervall.

Fiir reelle abgeschlossene Intervalle gelten die klassischen Mengenoperationen. Weiter kann jeder reellen Zahl a
genau ein reelles Intervall der Form a = [a, a] zugeordnet werden. Da in der vorliegenden Arbeit ausschliefllich
mit reellen Intervallen gerechnet wird, wird im Folgenden auf den Zusatz reell verzichtet.

Neben der in Definition 1 eingefithrten Intervalldarstellung durch seine Grenzen kann das Intervall dquivalent
durch seinen Mittelpunkt a,, und Radius a, angegeben werden

A, == %(6+g), ap = %(6—@). (2.3)

Fasst man die beiden Intervallgrenzen bzw. Mittelpunkt und Radius als geordnete Paare auf, so lisst sich (2.3)
als Transformation darstellen:

@ ) =5( 1) ed @a'=(] 7)o (24)

Definition 2 Sei [a] ein Intervall, so ist sein Durchmesser w([a]) gegeben durch

w([a]) :==2a, =3 —a. (2.5)

Der Durchmesser eines Intervalls, der eng mit dem Intervallradius verkniipft ist, eignet sich als Kenngrofie fiir
Intervalle. Er gibt die maximale Variationsbreite fiir a an. Rechenregeln fiir den Durchmesser von Intervallen
findet man beispielsweise bei ALEFELD UND HERZBERGER (1974, S.20ff).

Definition 3 Bezeichne s(z) eine stetige einstellige Operation (Standardfunktion) in R, dann ist durch

s([z]) == [mlmrlefm(]x), mzfé{smgm)] (2.6)

die zugehorige einstellige Operation (Intervallstandardfunktion) in IR definiert, vgl. ALEFELD UND HERZBERGER
(1974, S.3).

Standardfunktionen sind beispielsweise die Funktionen z® (a € R), €%, Inz oder die trigonometrischen Funktio-
nen. Ist s monoton wachsend in z € [z], so ergibt sich direkt s([z]) = [s(z), s(T)]. Entsprechend gilt fiir monoton
fallende Funktionen s([z]) = [s(T), s(z)]-

Beispiel 1 Sei [z] = [0,1], so gilt fiir die Intervallauswertung der monoton wachsenden Standardfunktion
s(z) =e®: el =el0 =[e0e!] = [1,¢].



18 2. Beschreibung von Imprézision durch Intervalle

Beispiel 2 Betrachtet man die Standardfunktion s(z) = 22 im Intervall [z] = [—1, 4], so liefert die Auswertung

der Intervallstandardfunktion: s([z]) = s([—1,4]) = [mln r2, maxz ] [0, 16].
z€| 14] z€[—1,4]

Voraussetzung fiir die Auswertung der Standardfunktionen ist die Stetigkeit der Funktionen {iber dem betrach-
teten Intervall.

Beispiel 3 Betrachten wir hierzu die Intervalle [z] = [-1,1], [y] = [1,2]. So ist ﬁ nicht definiert, da die
i

Funktion im gegebenen Intervall nicht definiert ist (Polstelle in z = 0), wohingegen o= = [4,1] ergibt.

Mit diesen Definitionen fiir Intervalle wurden die Grundlagen fiir die Verkniipfungen mehrerer Intervalle gelegt,
die im Folgenden beschrieben werden, vgl. ALEFELD UND HERZBERGER (1974, Def.2, S.2) oder MAYER (1989,
S.102).

Definition 4 Seien [a], [b] € IR zwei Intervalle, so gilt fiir ihre Verkniipfung o € {+,—,-, /}:

[a] +[0] = la+ba+, (2.7)
[a] -[0] = [a—Dba-b], (2.8)
[a] - [b] := [m n{ab, ab,ab, ab}, max{ab, ab, ad, ab}], (2.9)
/b = [% é] falls 0 ¢ [B]. (2.10)
Fiir den Spezialfall, dass [a] in (2.9) eine Zahl ist, vereinfachen sich die Ausdriicke zu:
. B _ ) lab,ab], a>0
[c]=la]-[b] =alb] = {[az’ o], a<0’ (2.11)

Mittelpunkt und Radius des Ergebnisintervalls lassen sich in diesem Fall unter Verwendung des Absolutbetrags
|a| angeben:

Cm =0abn, ¢ =|a|b. (2.12)

MAYER (1989, S.103) gibt weitere Vereinfachungen fiir die Formeln fiir Multiplikation und Addition an, wenn
die Lage der Intervalle beziiglich der Null bekannt ist.

Um die Unterschiede bzw. Parallelen zwischen dem Rechnen im Reellen und entsprechenden Operationen mit
Intervallen zusammenzustellen, wird auf wichtige Eigenschaften der in Definition 4 eingefiihrten Verkniipfungen
eingegangen.
1. Das Ergebnis der Verkniipfung zweier Intervalle ist wieder ein Intervall, d.h. [a] o [b] € IR.
2. Es gilt die Finschliefungseigenschaft:
a€la], be b =aobe [a]ob] (2.13)

Das Intervall OM := [a] o [b] ist die Intervallhille der Menge M = {aob|a € [a],b € [b] }, d.h.
die engstmogliche EinschlieBung von M durch ein Intervall. Als Verallgemeinerung von (2.13) gilt die
Inklusionsmonotonie:

[a] € [b], [] € [d] = [a] o [¢] S [b] o [d]. (2.14)

3. Addition und Multiplikation von Intervallen sind assoziativ und kommutativ.
4. Das Neutralelement ist das Punktintervall 0 = [0, 0] fiir die Addition bzw. 1 = [1, 1] fiir die Multiplikation.
5. Da fiir ,echte“ Intervalle (a # @) gilt, haben die Gleichungen

[a] +[z] = [0,0],

a [z = [L1] (2.15)

im Gegensatz zum Rechnen mit reellen Gréfien keine Losungen [z]. Folglich existiert kein inverses Element
fiir Addition bzw. Multiplikation.
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6. Anstelle des Distributivgesetzes fiir reelle Operationen tritt im Allgemeinen die abgeschwéchte Form der
Subdistributivitit:

[a] ([B] + [c]) C [a][b] + [a][c], (2.16)
wobei die Gleichheit (Distributivitit) beispielsweise gilt, wenn b > 0, ¢ > 0.
Definition 5 Seien [a], [b] € IR, so ist ihr Abstand (Haussdorfl-Distanz) definiert durch:
d([a], [b)) := max{|a - b], [@ — ]} (2.17)

Der Abstand zweier Intervalle [a], [b] eignet sich zu ihrem Vergleich. Die Rechenregeln sind beispielsweise in
ALEFELD UND HERZBERGER (1974, S.14ff) zusammengestellt.

2.2.2 Reelle Intervallalgebra

Das Konzept der Intervalle wird auf Matrizen (Vektoren) erweitert, wobei die reellwertigen Matrixelemente bzw.
Vektorkomponenten durch Intervalle ersetzt werden. Entsprechend den Operationen im Reellen sind Intervall-
operationen zu definieren.

Definition 6 Unter einem Intervallvektor soll der folgende Vektor
[x] := ([z1],- .-, [za)) T, [z:] €IR, i =1,...,n (2.18)
und unter einer Intervallmatriz die folgende Matrix verstanden werden:

[A] = ([aij]), [aij] elR,¢=1,...,n,j=1,...,m. (2.19)

Die Menge der n x 1 Intervallvektoren wird mit TR™ bezeichnet und die Menge der n x m Intervallmatrizen mit
IR"*™_ Fallen untere und obere Grenze zusammen: A = A, bzw. X = X so spricht man von einer Punktmatriz
bzw. einem Punktvektor. Aus der Definition wird deutlich, dass die reellen Intervalle als 1 x 1 Matrix aufgefasst
werden konnen. Intervallvektoren bzw. Intervallmatrizen lassen sich ebenfalls durch Mittelpunkt und Radius
darstellen, wobei mit x, der Vektor der Intervallradien und mit x,, der Vektor der Intervallmitten bezeichnet
wird.

(x

1m’ X2,m

[x,] X, M /

(a) Intervallboz im R? (b) Intervallbox im R3

[x,]

Abbildung 2.8: Darstellung der Intervallbozen
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Ein Zugang zur geometrischen Veranschaulichung von Intervallvektoren liefert ihre Darstellung als kartesisches
Produkt ihrer Komponentenintervalle (JAULIN ET AL. 2001, S.23ff):

[x] = [21] X [®2] X ... X [zy]- (2.20)

Geometrisch stellen Intervallvektoren Hyperquader (Intervallboxen) dar, wie sie in Abbildung 2.3 fiir den
zwei- und dreidimensionalen Fall veranschaulicht sind. Die gezeigten Intervallboxen lassen sich wie folgt kon-
struieren: Die Koordinaten des Schwerpunktes der Figur sind durch den Vektor der Intervallmitten ange-
geben. Im Zweidimensionalen ergeben sich Rechtecke, deren Seiten parallel zu den Koordinatenachsen des
R? verlaufen. Thre Léngen sind identisch mit dem Durchmesser der Intervalle der einzelnen Komponenten:
w([z1]) = 221,,, w([z2]) = 2 22,. Im Dreidimensionalen ergeben sich Quader, deren Kanten parallel zu den
Koordinatenachsen des R? verlaufen und die Lingen w([z1]) = 221, w([z2]) = 232,, w(zs]) = 23,
haben. Die Orthogonalprojektion der Intervallbox auf die einzelnen Koordinatenachsen ergibt gerade die Kom-
ponenten des Intervallvektors.

Die Addition und Subtraktion von Intervallvektoren ist ebenso wie die Multiplikation eines Intervallvektors mit
einem Intervall komponentenweise erklirt. Der Durchmesser eines Intervallvektors wird als Maximum der Durch-
messer seiner Komponenten beschrieben. Weitere Rechenoperationen fiir Intervallmatrizen sind beispielsweise
in ALEFELD UND HERZBERGER (1974, Kap.10) oder NEUMAIER (1990) angegeben. Insbesondere soll darauf
hingewiesen werden, dass der IR” und IR"*™ keine Vektorriume sind, da beispielsweise die inverse Operation
zur Addition nicht erklirt ist. Fiir weitere Diskussion vergleiche KUTTERER (1994, S.17f).

Ein besonderer Blick soll abschlieflend auf lineare Abbildungen gelenkt werden, wie sie in linearen Modellen bei
der geodétischen Datenanalyse vorkommen:

x=F1 1eR", xeR"% u<n. (2.21)

Wird der Vektor 1 durch den Intervallvektor [1] ersetzt, so stellt [x] die mittels F linear {ibertragenen Intervalle
dar, wobei die Gleichheit komponentenweise zu sehen ist,

Xm = Flg
x]=F-1] & {XF _ L (2.22)
Z={xeR*|x=FL1e€[l]} Cc OZ = F-[I] = [x] (2.23)

Unter |F| ist der elementweise Betrag der Matrix F zu verstehen. Der Intervallvektor [x] stellt die Intervallhiille
der Menge Z dar, d.h. ihre engste Einschlieung im gegebenen Koordinatensystem. Sei F nun durch das Ma-
trixprodukt F = AB gegeben, so ist (2.22) wegen

(AB)-[] CA-(B-I) (2.24)

nur dann die kleinste EinschlieBung, wenn die Klammerung wie auf der linken Seite durchgefiihrt wird (ALEFELD
UND HERZBERGER 1974, Satz 4(9), S.151). Die Gleichheit in (2.24) gilt fiir die Klasse der nichtnegativen
Matrizen.

Beispiel 4 Zur Veranschaulichung der Zusammenhinge wihlen wir folgende Matrix und folgenden Intervall-
vektor:

[_17 1]

(12 3 B
F_<0 . _1), ] = [[_03,)720]] . (2.25)

Der Ergebnisintervallvektor ist dann [x] = ([-10, 5], [0, 5])7.

Der Ergebnisintervallvektor [x] ist durch die achsparallele Intervallbox gegeben. Diese schliefit die Menge Z,
den Wertebereich der linearen Abbildung oder Komplex (SCHMITT 1977), in der gegebenen Parameterbasis
bestmdglich ein. Die Menge Z ist konvex und zentralsymmetrisch beziiglich der Position x,,. Auf weitere
Eigenschaften wird in Kapitel 4.3 eingegangen. Der Wertebereich wird durch die achsparallele Intervallbox
tiberschétzt, da Korrelationen zwischen Intervallen bei der linearen Abbildung vernachlassigt werden. Wird der
Intervallvektor [x] weiterverarbeitet, beispielsweise in einem Iterationsverfahren [x](+1) = B-[x](?), so bliht sich
das Ergebnisintervall [x](*t1) immer weiter auf, vgl. (2.24). Bei der iterativen Berechnung dynamischer Systeme
tritt diese Uberschiitzung beispielsweise besonders auf und wird als wrapping effect bezeichnet (LOHNER 1989).
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- T T T T -

Abbildung 2.4: Intervallboz [x] und Wertebereich Z

2.2.3 Funktionen mit Intervallen als Variablen

Definition 7 Sei f : D CRR — R, [z] C D eine stetige Abbildung, so ist der Wertebereich von f beziiglich
des Intervalls [z] gegeben zu:

Wi(lz)) = {f(2) | z €[]}
= [min f(;c),maxf(x)]. (2:26)

FISE z€[z]

Definition 8 Unter einer Intervallauswertung von f soll das Ergebnisintervall f([z]) verstanden werden, das
beim Ersetzen des reellen Arguments = durch das Intervalls [z] und Anwendung der Rechenregeln der Intervall-
mathematik statt der entsprechenden reellen Operationen erhalten wird. Die Funktion ist hierzu in Standard-
funktionen zu zerlegen. Diese werden nach (2.6) ausgewertet und die Ergebnisintervalle mit Hilfe der Rechen-
regeln (2.7)-(2.10) verkniipft.

Die Funktion besteht

Beispiel 5 Betrachten wir die Funktion f(z) = In(2e® — 4/z ) im Intervall [z] = [0, 1].
=[1, €], vgl. Bsp. 1. Damit

aus drei Standardfunktionen, die ausgewertet werden: 1/[z] = 1/[0,1] = [0,1], el?
ergibt sich
f(=]) = In(2-[1,¢]-[0,1])
= In([2,2¢]-[0,1])
= In([1,2€])
= [0,1+In(2)].

(2.27)

Eine grundlegende Problematik bei der Intervallauswertung von Funktionen liegt darin, dass Aquivalenzumfor-
mungen im reellwertigen Funktionsausdruck im Allgemeinen nicht fiir die entsprechende Intervallauswertung
gelten. Dies liegt beispielsweise in der Subdistributivitéit fiir Intervalloperationen bzw. im Fehlen des inversen
Elements der Addition und Multiplikation begriindet. Das folgende Beispiel (JAULIN ET AL. 2001, S.30f, bzw.
ALEFELD UND HERZBERGER 1974, S.36) soll dies drastisch verdeutlichen:

Beispiel 6 Gegeben seien vier dquivalente Ausdriicke fiir die Funktion f(z):

filz) = z(z+1), (2.28)
folx) = zz+uw, (2.29)
fs(z) = o*+u, ‘ (2.30)
falz) = <w+%) —i- (2.31)
Die Intervallauswertung in [z] = [—1, 1] liefert:
fi([=]) [2] - ([z] +1) = [-2,2], (2.32)
L] = o] [z] +[2] = [-2,2], (2.33)
falz]) = [*]+[2] =[-1,2], (2.34)
1
e = (B1+3) ~ L= A=W (2.35)
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Je nach Wahl des Funktionsausdruckes wird der Wertebereich mehr oder weniger wberschitzt, wobei nur die
Intervallauswertung von f4(x) dem Wertebereich entspricht. Allgemein ist die Beziehung zwischen Wertebereich
und Intervallauswertung einer Funktion durch die Finschliefungseigenschaft charakterisiert, vgl. ALEFELD UND
HERZBERGER (1974, S.31):

We([z]) C f([2])- (2.36)

Im Folgenden soll diskutiert werden, unter welchen Voraussetzungen die Intervallauswertung dem Wertebereich
entspricht bzw. wie dieser bestmdglich approximiert werden kann. Die Betrachtungen werden dabei auf stetig
differenzierbare Funktionen f : D C R™ — R, [x] C D erweitert. Im Vektor x werden alle Parameter,
Variablen und Konstanten der Funktion zusammengefasst, die als intervallwertig angenommen werden sollen.

Prinzipiell ldsst sich die Bestimmung des Wertebereichs als globale Optimierungsaufgabe fiir den Ausdruck
(2.26) begreifen, vgl. JAULIN ET AL. (2001, S.29). Je nach Art der zu untersuchenden Funktionen und Anzahl
der Parameter ist die globale Optimierungsaufgabe nur mit sehr grolem Aufwand l6sbar. Es scheint also sinnvoll,
die EinschlieBungseigenschaft (2.36) zu diskutieren.

Als erstes wird untersucht, fiir welche Gruppen von Funktionen Wertebereich und Intervallauswertung iiberein-
stimmen. Zu dieser Gruppe gehéren Funktionen, bei denen jeder der Parameter (xy,...,%,) hochstens einmal
im Funktionsausdruck vorkommt, vgl. ALEFELD UND HERZBERGER (1974, S.32). Dies ist offensichtlich fiir die
Funkton f; im Beispiel 6 der Fall. Bei den anderen Darstellungen der Funktion treten die Parameter mehrfach
auf. Sie werden bei der Intervallauswertung wie unabhiingige Variablen behandelt, wodurch Abhingigkeiten
wie beispielsweise [z] — [z] # [0, 0] vernachlissigt und zusitzliche Freiheitsgrade eingefiihrt werden. Dies fiihrt
zu einer echten Uberschitzung. Weitere Funktionengruppen, fiir die die Gleichheit gilt, sind in ALEFELD UND
HERZBERGER (1974, S.32) aufgefiihrt.

Fiir beliebige Funktionen lassen sich keine allgemeinen Aussagen treffen, so dass jeder Einzelfall untersucht
werden muss (MOORE 1969, Kap.6). Eine einfache Funktionendarstellung, in der die Approximationsgiite des
Wertebereichs durch die Funktion abgeschiitzt werden kann, ist die zentrische Form, vgl. ALEFELD UND HERZ-
BERGER (1974, S.37f). Sie kann zum Beispiel aus dem Mittelwertsatz abgeleitet werden (JAULIN ET AL. 2001,
S.33): Es existiert eine Zwischenstelle £ € [x] derart, dass fiir alle x € [x] gilt:

T
109 = fxm) + (GH©)) (= %) (2.37)
Folglich gilt auch:
T
70 € fxm) + (S20D) 6x=xm) (2.39)

und die Intervallauswertung von (2.38) liefert:

T
FX) € Fr(B) = 0 + (FL0D) (B = ) (2.39)

Die rechte Seite von (2.39) entspricht einem Kegel mit Spitze in (X, f(Xxm))- Die Variationsbreite des Gradien-
ten beschreibt den Offnungswinkel des Kegels. Die folgenden Abbildungen stellen den Zusammenhang graphisch
dar. Der grau schraffierte Bereich veranschaulicht die Variationsregion fiir den Gradienten, durch den die Funk-
tion und damit der Wertebereich approximiert werden. Die Grofle des Bereichs hiingt vom Durchmesser des
Eingangsintervalls ab. Im Punkt der Intervallmitten stimmen die Approximation und der Funktionswert iibe-
rein.

JAULIN ET AL. (2001) zeigen weiter, dass die Approximationsgiite vom Durchmesser der Eingangsintervalle
abhingt, da diese den Einfluss der Variationsbreite des Gradienten steuern. Je kleiner der Durchmesser ist, desto
besser approximiert die zentrische Form die Intervallauswertung der Funktion in der urspriinglichen Darstellung.
ALEFELD UND HERZBERGER (1974) zeigen unter Voraussetzung der Lipschitzbedingung, dass bei Reduktion
des Intervalldurchmesssers der Parameter die Intervallauswertung gegen den Wertebereich konvergiert, im Falle
einer zentrischen Form sogar quadratisch (ALEFELD UND HERZBERGER 1974, S.33ff).
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(a) FEinschlieffung fir das Intervall [1,3] (b) Einschliefung fir das Intervall [1.5,2.5]

Abbildung 2.5: Darstellung der Intervalleinschlieffung des Wertebereichs Wy ([z]) durch die zentrische Form fr([z]) fir
zwet unterschiedliche Durchmessers des Intervalls [z]. In Grau: Variationsbereich des Gradienten

Prinzipiell muss jedoch kritisch festgestellt werden, dass durch Anwendung des Mittelwertsatzes das Problem
der Intervallauswertung der urspriinglichen Funktion auf die Auswertung des Gradienten bzw. der n partiellen
Ableitungen verlagert wird, wobei sich im Allgemeinen der Aufwand zur Auswertung vergrofert. Dies kann
nur abgefangen werden, wenn sich die Intervallauswertung des Gradienten wesentlich einfacher gestaltet als die
der Ausgangsfunktion oder der Wertebereich des Gradienten sogar exakt angegeben werden kann. Zusétzlich
sind Erfahrungswerte wichtig, um bei beliebigen Funktionsausdriicken diesen im Sinne einer besten Approxi-
mation des unbekannten Wertebereichs umzuformen zu konnen, vgl. Beispiel 6. JAULIN ET AL. (2001, S.36)
schlagen vor, fiir verschiedene Darstellungen der Funktion die Intervalleinschliefungen auszuwerten und davon
die Schnittmenge zu bilden. Die Effizienz dieses Vorgehens ist allerdings durch die Parameteranzahl beschrinkt.
Vergleiche fiir verschiedene Approximationen werden beispielsweise in JAULIN ET AL. (2001, S.36ff) angestellt.

Abschlieflend wird eine Strategie vorgeschlagen, die einerseits eindeutige Ergebnisintervalle liefert, die un-
abhingig von der Darstellung der Funktion und somit sehr gut fiir Anwender geeignet sind, die sich wenig
mit Intervallmathematik auskennen. Andererseits soll eine ausreichende Approximation des Wertebereichs er-
halten werden. Fiir alle Funktionen, bei denen die intervallauszuwertenden Parameter (Konstanten, Variablen)
nur einfach vorkommen, kann der Wertebereich exakt direkt angegeben werden. In anderen Fillen soll der
Wertebereich durch die folgende Funktion approximiert, im Allgemeinen aber nicht eingeschlossen werden:

i) = Fm) + () (]~ Xen)
(2.40)

= f(xm)+ (%(Xm))T [—Xp, Xy ]-

Die Funktion f wird an der Stelle der zu betrachtenden Intervallmitten in eine Taylorreihe entwickelt und
intervallausgewertet. Gleichung (2.40) stellt eine spezielle Funktion der Menge fr([x]) aus (2.39) dar, da die
partiellen Ableitungen lediglich an der Stelle der Intervallmitten bestimmt werden und keine Intervallauswer-
tung des Gradienten vorgenommen wird. Da der Einfluss der Steigung mit dem Intervallradius gekoppelt ist,
konvergiert f4([x]) wie auch fr([x]) gegen den Wertebereich bei verschwindenden Intervallradien.

Der Vergleich der beiden Abbildungen 2.6(a) und (b) veranschaulicht die Verbesserung der Approximation des
Wertebereichs bei Halbierung der Intervalldurchmesser des Parameters z. Neben dieser Konvergenzeigenschaft
lassen sich noch weitere Aussagen iiber die Approximation des Wertebereichs durch f4([x]) treffen. Ist die
Funktion im betrachteten Intervall entweder monoton wachsend oder monoton fallend und konvex von unten,

d.h. die Hesse-Matrix (&) ist positiv semidefinit, so verlduft der Graph von fa([x]) immer unterhalb des

ox2

Graphen von f(x). Folglich gilt:
Fa(x) < mind Wy(x]) } < fa(%) < max{ Wy (i) }. (2.41)
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Entsprechendes gilt umgekehrt fiir Funktionen, die konvex von oben sind. Der Extremfall einer schlechten Ap-
proximation tritt ein, falls in f(xm) ein lokales Extremum vorliegt, so dass fa([x]) = [f(Xm), f(Xm)] gilt.
Allgemeine Aussagen konnen nur eingeschrinkt getroffen werden, und die einzelnen Funktionen miissen im
Detail untersucht werden. In Abschnitt 3.4 wird die Approximationsgiite anhand einiger Beispiele fiir Korrek-
tionsfunktionen bei Streckenmessungen dargestellt werden.

w(B) \ \
15- 151

W([x])
f(x) f(x)

10D of 1,(0d) of

51 51

L L ) L L L L )
-1 0 1 / 2 3 4 5 -1 0 1 / 2 3 4 5

[x] Xl

(a) FEinschliefung fiir das Intervall [1, 3] (b) Einschliefung fir das Intervall [1.5,2.5]

Abbildung 2.6: Darstellung der Approzimation des Wertbereichs Wy ([x]) durch die Funktion fa([z]) fir zwei unterschied-
liche Durchmesser des Intervalls [z].

Abschlieflend soll kurz auf die Intervallauswertung vektorwertiger Funktionen eingegangen werden. Allgemein
lasst sich festhalten: Gelten Eigenschaften fiir alle Komponenten einer Funktion, so gelten sie auch fiir die
gesamte Funktion (JAULIN ET AL. 2001, S.29). Obwohl bei vektorwertigen Funktionen wie bei linearen Abbil-
dungen (siehe Abschnitt 2.2.2) komponentenweise Exaktheit erreicht werden kann, iiberschitzt im Allgemeinfall
der Vektor f([x]) den Wertebereich. Weitere Darstellungen zu vektorwertigen Intervallfunktionen finden sich bei
ALEFELD UND HERZBERGER (1974) oder JAULIN ET AL. (2001).

2.2.4 Intervalle und Fuzzy-Sets

Dieser Abschnitt stellt den Zusammenhang zwischen Intervallen und unscharfen Mengen (Fuzzy-Sets) her. Es
wird gezeigt, dass Intervalle spezielle Fuzzy-Sets sind. Die Darstellung orientiert sich an BANDEMER UND GOTT-
WALD (1993). Fiir die Anwendung von Fuzzy-Sets in der Geodiisie wird beispielsweise auf HEINE (1999) oder
KUTTERER (1994, 2002b) verwiesen. Eine allgemeine Ubersicht zu diesem Thema, bietet das Handbuch RUSPINI
ET AL. (1998).

Definition 9 Bezeichne I/ das Universum oder die Grundmenge und M eine beliebige Menge im Sinn der
klassischen Mengentheorie. Dann wird die Zugehorigkeit zu einer Menge durch die Indikatorfunktion maq : U —
{0,1} formalisiert. Fiir alle u € U gilt:

1, falls uweM

2.42
0, sonst. ( )

Die Indikatorfunktion kann verfeinert werden, so dass alle Zugehorigkeitsgrade zwischen 0 (Element gehort nicht
zur Menge) und 1 (Element gehort zur Menge) zugelassen sind: m z : U — [0, 1] (Zugehdrigkeitsfunktion).

Definition 10 Sei mj : U — [0, 1] eine Zugehorigkeitsfunktion, so ist die unscharfe Menge definiert als

A={(u,mz) |ueu}. (2.43)
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Da jedes Intervall [a] eine (klassische) Menge darstellt, ist [a] auch ein Fuzzy-Set. Die Zugehorigkeitsfunktion
ist dann die Indikatorfunktion, vgl. (2.42). Folglich ist die intervallmathematische Beschreibung in die Theorie
der Fuzzy-Sets eingebettet.

Definition 11 Unter einem strengen «-Schnitt einer unscharfen Menge ist die folgende (klassische) Menge zu
verstehen (BANDEMER UND GOTTWALD 1993, S.23f):

Ag={uel | miju)>a, a€[0,1]}. (2.44)

m () m

0.5

Zugehdrigheitsfunktion
Zugehdrigheitsfunktion

(a) Zugehdrigkeitsfunktion fir ein Intervall [a] (b) glockenférmige Zugehdrigkeitsfunktion mit «-
Schnitten

Abbildung 2.7: Zugehirigkeitsfunktionen und a-Schnitte

Graphisch lisst sich der Zusammenhang wie folgt darstellen. Abbildung 2.7 (a) zeigt die Zugehorigkeitsfunk-
tion fiir Intervalle (Indikatorfunktion). Sie hat den Wert Null auflerhalb des Intervalls und Eins im Intervall
[a,@]. Durch die Wahl anderer Zugehorigkeitsfunktionen als der Indikatorfunktion kénnen die Aussagen der in-
tervallmathematischen Betrachtung jederzeit verfeinert werden, deshalb beschriankt sich die vorliegende Arbeit
explizit auf die intervallmathematische Beschreibung. Abbildung 2.7 (b) zeigt beispielsweise eine glockenformige
Zugehorigkeitsfunktion und a-Schnitte fiir @ = 0.3, 0.5 und 0.8. Weitere Eigenschaften von Fuzzy-Sets kénnen
beispielsweise bei DUBOIS UND PRADE (1980), BANDEMER UND GOTTWALD (1993) oder VIERTL (1996) nach-
gelesen werden. In Abschnitt 4.4 wird nochmals auf Eigenschaften von Fuzzy-Sets zuriickgegriffen, um mit dem
Erweiterungsprinzip nach Zadeh Imprézision und klassische Fehlermafle elegant zu kombinieren (KUTTERER
2002b, S.67ff).

2.2.5 Intervalle und gleichverteilte Zufallsvariablen

Intervalle werden oft filschlicherweise mit gleichverteilten Zufallsvariablen assoziiert. Der folgende Abschnitt
soll kurz Analogien und deren Grenzen aufzeigen, auf die auch KUTTERER (1994, S.38f) eingegangen ist.

Definition 12 Eine Verteilung fiir die Zufallsvariable z € R mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

o2 ("E) =

1 g
{ba, fira<z <b (2.45)

0, sonst,,

heifit Gleichverteilung.

Kenngréfien von Zufallsvariablen sind die zentralen Momente einer Verteilung. Fiir gleichverteilte Zufallsvaria-
blen berechnen sich der Mittelwert und die Varianz zu (KREYSZIG 1979, S.89):
_a+b , (b—a)?

= —. 24
5 O B (2.46)
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KenngroBen fiir Intervalle sind ihre obere und untere Grenze bzw. Intervallmitte und -Radius, wie sie in (2.2)
vorgestellt wurden. Ein erster Vergleich auf Basis dieser Kenngrdflen zeigt, dass die Intervallmitte dem Erwar-
tungswert der Zufallsvariablen entspricht. Intervallradius und Varianz entsprechen sich nicht, vergleiche hierzu
auch die Diskussion in KUTTERER (1994, S.39).

Grundlegend sind jedoch die Konzepte: Mit Begriffen der Stochastik gesprochen wird im Intervallansatz nur
mit dem Triger der Wahrscheinlichkeitsdichte, dem Intervall [a, b], gearbeitet. Die Art und Charakteristika der
Dichtefunktion selbst spielen hierfiir keine Rolle. Bei der stochastischen Betrachtungsweise hingegen enth#lt
jedoch gerade sie die Information iiber die Kenngroflen (zentrale Momente). Als wichtigste Konsequenz ergeben
sich ganz unterschiedliche Aussagen iiber die Variabilitit der betrachteten Griofle: einmal als Varianz und einmal
als Durchmesser des Tréigerintervalls [a, b].

Diese Unterschiede treten deutlich hervor, wenn man beispielsweise die Grundrechenarten untersucht. Die Menge
der Intervalle ist diesbeziiglich abgeschlossen, d.h. das Ergebnis der Verkniipfung ist wieder ein Intervall. Ad-
diert man hingegen zwei gleichverteilte Zufallsvariablen, so ist das Ergebnis keine gleichverteilte, sondern eine
trapeziodal verteilte Zufallsvariable, wie das folgende Beispiel veranschaulicht, vgl. PApouLIs (1991, S.136fF).

Beispiel 7 Betrachten wir zwei unabhiingige gleichverteilte Zufallsvariablen  und y mit ihren Dichten:

L fira<z<b L firc<y<d
¢ (x) =4 070 dyly) =1 4° (2.47)
0, sonst, 0, sonst.

Es gelte weiter a < ¢ < b < d. Die Dichte der Zufallsvariable z = x + y erhilt man {iber Konvolution (PAPOULIS
1991, S.136) aus:

6.(2) = / 6, (z — 0 () do. (2.48)

Da das Integral (2.48) nur Werte ungleich Null annimmt, wenn der Integrand gréier Null ist, kénnen in (2.48)
die Grenzen des Integrationsbereichs auf das Intervall [a,d] eingeschrinkt werden. Wird weiter v := z — z
substituiert, so kann (2.48) #quivalent geschrieben werden:

6= [ s . (2.49)
z—b

Die Ergebnisvariable z variiert im Intervall [a + ¢,b + d]. Zur Auswertung des Integrals sind drei Teilintervalle
zu untersuchen. Als Ergebnis erhélt man bei der vorgegebenen Ordnung a < ¢ <b< dund firb—a <d— ¢

ﬁﬁ(z_(a'i'c)) fir z€la+c¢b+d,
1 fir z€[b+c,a+d,
=l i [ d] (2.50)
—aa<((b+d) —2) fir z€[a+db+d],
0 sonst.
08l @(x)

0.7

®y)
Pz=x+y)
0.6
0.5 /

0.4r

Wahrscheinlchkeitsdichte

0.3

021

Abbildung 2.8: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichten fiir gleichverteilte Zufallsvariablen
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Abbildung 2.8 zeigt die Ausgangsdichten und die resultierende Wahrscheinlichkeitsdichte, die eine trapezoidale
Verteilung und keine Gleichverteilung mehr ist. Zur Ubersichtlichkeit wurden nur die von Null verschiede-
nen Funktionswerte dargestellt. Varianz und Mittelwert ergeben sich mit den entsprechenden Additionssétzen
(KRrEYSZIG 1979, S.153ff):

N2 Ry
:W, N ) 1“;(‘1 o) (2.51)

Abschlieflend lasst sich feststellen: Die Analogien, die auf den ersten Blick vorhanden scheinen, diirfen nicht
dariiber hinwegtduschen, dass Intervalle und gleichverteilte Zufallsvariablen vom Konzept her grundverschie-
den sind. Thre Anwendungen fiihren somit jeweils zu unterschiedlichen Interpretationen der Ergebnisse, einmal
trigerbezogen und einmal bezogen auf die zentralen Momente der Verteilung.

2.3 Bestimmung der Imprézision korrigierter Beobachtungen

2.3.1 Vorbemerkungen

Ziel des Aufbereitungsprozesses der Messung ist die moglichst vollstéindige Reduktion der Abweichungen oder
Diskrepanzen zwischen gemessenen Daten £ und ihrer Modellierung im geoditischen Modell /. Diese lassen sich
in einen deterministischen Anteil § und einen zuflligen Anteil € unterteilen:

l—1=6+e (2.52)

Die folgende Betrachtung konzentriert sich auf die deterministische Komponente &, wobei der stochastische
Anteil € vorerst ausgeklammert wird. Die Abweichungen § setzen sich aus verschiedenen Effekten mit bekannten
oder unbekannten Charakteristika und Magnituden zusammen. So wird zur Beschreibung aller geometrischer
Messungen (Richtungen, Strecken, Zenitdistanzen oder Raumstrecken) im geoditischen Modell die euklidische
Geometrie zu Grunde gelegt. Abweichungen treten beispielsweise durch Refraktion im Ausbreitungsmedium
oder durch die Gestalt des Schwerefeldes (Kriimmung der Lotlinien) auf.

Neben solchen dufleren Effekten spielen auch Einfliisse der Instrumente eine Rolle. Bezugspunkte fiir die Mo-
dellierung der Messung sind die Sensorreferenzpunkte wie beispielsweise der Achsschnittpunkt aus Ziel-, Kipp-
und Stehachse bei Totalstationen. Treten Instrumentenfehler auf, so kann dieser Referenzpunkt nicht realisiert
werden. Bei GPS-Antennen ist das Antennenphasenzentrum der Referenzpunkt, wobei die Variation des An-
tennenphasenzentrums in Abhiingigkeit von Elevation, Azimut und Messfrequenz beriicksichtigt werden muss,
vgl. beispielsweise ROTHACHER ET AL. (1996). Ebenso spielt die zeitliche Stabilitdt der Messfrequenz eine
Rolle. Bei der elektronischen Distanzmessung (EDM) konnen Abweichungen durch Temperaturverinderungen
(Erwirmungseffekte) oder Alterungsprozessen der Quarzoszillatoren auftreten, vgl. RUEGER (1996, S.217ff) oder
JOECKEL UND STOBER (1999, S.82ff). Bei GPS-Messungen werden diese Effekte durch Uhrkorrektion model-
liert. Die Abweichung § beschreibt somit den integralen Effekt, der sich durch Uberlagerung aller Einzeleffekte
ergibt.

Zur Reduktion oder Elimination lassen sich zwei Ansdtze unterscheiden: das Anbringen von Korrektionen oder
das Anwenden von Messmethoden. Unter einer Messmethode soll eine zur Reduktion geeignete Verkniipfung
von Messungen verstanden werden. Zusammenfassend lisst sich der gesamte Aufbereitungsprozess als Abfol-
ge verschiedener Korrektionen und Anwendung von Messmethoden auffassen. Hierauf wird im nichsten Ab-
schnitt detailliert eingegangen. Als Resultat erhélt man die korrigierte Messung, die als Eingangsgrdfie in die
Ausgleichung eingeht. Die in ihr enthaltene Information ermdglicht die Schitzung der Parameter, enthaltene
Restabweichungen verzerren die Schitzwerte.

Die Grundideen fiir alle weiteren Betrachtungen lassen sich in folgenden drei Punkten zusammenfassen:

e Die Abweichung zwischen Modell und Realitét setzt sich aus verschiedenen Effekten wie den angesproche-
nen instrumentellen oder atmosphérischen Einfliissen zusammen.

o In der Regel bedient man sich bekannter Modelle und Ansétze aus der Physik, um formelmaflige Zusam-
menhinge zur Beschreibung und Erkldrung der Effekte bereitzustellen. Zur Berechnung der Korrektion
sind weitere Informationen notwendig wie konkrete Werte von Modellkonstanten oder zusétzliche Mes-
sungen wie beispielsweise Temperatur oder Druck. Prinzipiell muss jedoch festgehalten werden, dass nicht
jeder Effekt in seiner Gesamtheit modelliert werden kann und daher nichtmodellierbare Anteile verbleiben.
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e Die angewandte Korrektionsformel ist eine Vereinfachung grundlegender Gleichungen wie der Maxwell-
schen Differentialgleichungen. Es l&sst sich eine Hierarchie der Korrektionen angeben. Dabei wird postu-
liert, dass eine allgemeinere Form die Realitit besser approximieren kann und der Anteil der nichtmodel-
lierbaren Effekte abnimmt. Die Hierarchie ist nicht eindeutig und allgemein anerkannt. Es kénnen auch
durchaus mehrere Modelle fiir Korrektionen auf gleicher Stufe miteinander konkurrieren.

2.3.2 Korrektionen und Messmethoden - Ein formalisierender Ansatz

In diesem Abschnitt werden Korrektionen und Messmethoden durch mathematische Operationen formalisiert.
Dieser Schritt mag abstrakt erscheinen. Er liefert aber das Handwerkszeug, das an spiiterer Stelle eine iibersicht-
liche Betrachtung der Unsicherheitsfortpflanzung durch die Aufbereitungsprozesse bis zur korrigierten Messung
gewihrleistet. Konkrete Beispiele werden dieses Konzept in Abschnitt 3.1 veranschaulichen.

Voraussetzung fiir eine gezielte Reduktion von Effekten ist, wie in den vorherigen Abschnitten angesprochen, ein
Zugang zu ihren wesentlichen Charakteristika. Dieser kann durch die Modelle der Physik geliefert werden, die
ihrerseits primér auf eine Untersuchung und Beschreibung der Effekte zielen. Die Korrektion ist eine Funktion
von verschiedenen Einflussparametern p;:

k= f(p)- (2.53)

Diese konnen beispielsweise rohe oder geriiteintern korrigierte Messwerte selbst, zusitzliche (nichtgeoditische)
Messungen wie Temperatur oder Druck und Informationen wie Modellannahmen und Modellkonstanten sein,
die das Messmodell zur Verfiigung stellt. Alle diese Werte sollen als Einflussparameter angesehen und in einem
Vektor p zusammengefasst werden. Es ist sinnvoll, die einzelnen Parameter zu klassifizieren.

e Eine erste Gruppe bilden die Modellparameter pym, die vom physikalischen Modell selbst abhiingen, das
die Korrektion beschreibt. Beispiele hierfiir sind die Modellkonstanten.

e Davon sind die Sensorparameter ps zu unterscheiden, die die Eigenschaften des jeweils verwendeten Mess-
instruments kennzeichnen, wie technische Daten. Mittels dieser Parameter kénnen Instrumente in ver-
schiedene Leistungsklassen eingeteilt werden.

e Schlielich sollen zusdtzliche Messungen als Parameter pz aufgefasst werden, die beispielsweise zur Erfas-
sung der aktuellen meteorologischen Bedingungen dienen, wie Temperatur, Druck oder Feuchte.

Die Parameter seien in der folgenden Reihenfolge im Vektor p geordnet:

P = (Pm;Pz,Ps)” - (2.54)

Betrachtet man die Aufbereitungsprozesse fiir Messungen unterschiedlichen Typs wie Richtungen, Strecken,
Zenitdistanzen, GPS-Messungen, etc., so unterscheiden sich die Sensorparameter, die den Sensor an sich cha-
rakterisieren, von Messungstyp zu Messungstyp. Werden #hnliche Korrektionsmodelle bei verschiedenen Mes-
sungstypen verwendet, so kénnen die gleichen Modellparameter in Korrektionen fiir verschiedene Messungstypen
vorkommen. Die atmosphiirischen Bedingungen beeinflussen alle Messungstypen, so dass die zusétzlichen Mes-
sungen fiir alle Messungstypen iibergreifend die Umgebungsbedingungen beschreiben.

Umgekehrt verdndert der Einsatz eines anderen Messinstruments nur die jeweiligen Sensorparameter. Eine
Verbesserung der Bestimmung der atmosphérischen Bedingungen kommt dagegen allen dadurch beeinflussten
Messungen zugute. Diese Argumentation wird bei der Analyse der Beitrige zur Gesamtunsicherheit wieder
aufgegriffen und fiir eine gezielte Reduktion vertieft, vgl. Abschnitte 3.2 und 3.3 bzw. 5.4.

Neben den Parametern konnen die Korrektionen ebenfalls gruppiert werden. In Abschnitt 2.2.1 wurden Kor-
rektionen zur Abstimmung von Modellvoraussetzungen eingefiihrt. Dementsprechend kann man Korrektionen
in drei Gruppen einteilen:

o Gerdteinterne Korrektionen beschreiben die Abweichungen zwischen dem Messmodell und dessen Rea-
lisierung in der aktuellen Geometrie bzw. Physik des Sensors. Diese Unterschiede werden beispielsweise
durch Instrumentenfehler oder Instabilitdt von Messfrequenzen oder Uhren hervorgerufen. Oftmals wer-
den geriteintern besondere Bezugswerte angenommen, die sich von den Standardwerten in der Physik
unterscheiden (Normalatmosphire). Diese Korrektionen werden als geréteinterne Korrektionen fiir alle
Messungen im Vektor kg zusammengefasst.
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e Die Abweichung zwischen den Modellvoraussetzungen des Messmodells und den realen Bedingungen wer-
den durch die Korrektionen im Vektor kp betrachtet oder zumindest angenahert. Hierunter wird beispiels-
weise die Beriicksichtigung der Refraktion als wesentlicher Faktor verstanden.

o Schliellich miissen die Modellvoraussetzungen des geodatischen Modells den realen Bedingungen angepasst
werden. Darunter fillt beispielsweise die Wahl der Rechenbezugsfliche (Ebene, Kugel oder Ellipsoid) oder
des Schwerefeldmodells. Letzteres charakterisiert die Form der Lotlinien, wobei zwischen parallelen oder
zentralsymmetrischen Lotlinien, Lotlinien in Form von Ellipsoidnormalen eines Referenzellipsoids des Nor-
malschwerefeldes oder doppelt gekriimmten Lotlinien unterschieden werden kann. Diese Information wird
unter anderem fiir die Verkniipfung von Instrumentenreferenzpunkten mit Bodenpunkten oder definierten
Stationspunkten verwendet. Die Korrektionen werden als Vektor kg zusammengefasst.

Neben dem direkten Anbringen der Korrektionen kénnen die Charakteristika der Effekte genutzt werden, um
Messanordnungen zu konstruieren, mit deren Hilfe sich systematisch wirkende Effekte bestimmen lassen und
ihr Einfluss auf die Messung rechnerisch beseitigt werden kann. Grundidee aller Operationen ist die Ausnutzung
von Symmetrien der systematisch wirkenden Effekte.

Beispiel 8 FEine instrumentelle Einrichtung unter Ausnutzung von Symmetrien ist die Verwendung zweier dia-
metral gelegener Teilkreisabgriffstellen bei der Richtungsbeobachtung. Hierbei werden Teilkreisexzentrizitaten
geriteintern durch Mittelung der beiden Abgriffe eliminiert (COOPER 1987, S.153).

Treten Driften in Instrumenten auf, so konnen diese entweder durch Abgleich mit gerdteinternen Vergleichs-
strecken wie bei der EDM (innerer Lichtweg) oder durch die besondere Anlage der Messung reduziert werden,
wenn eine gerdteinterne Korrektion nicht direkt moglich ist.

Beispiel 9 Betrachten wir die Gravimetermessung mit Federgravimetern. Diese Instrumente weisen eine deutli-
che nichtkonstante Drift der Federlinge auf. Es hat sich deshalb durchgesetzt, die Messanordnung so zu wihlen,
dass bei der Auswertung ein Driftpolynom geschitzt werden kann, vgl. TORGE (2001, S.181ff). Ein Beispiel
hierzu ist das Stepverfahren, bei dem die Messungen in folgender Reihenfolge auf den verschiedenen Punkten
durchgefiihrt werden: 1 —2—-1-2-3—-2—-3—4.... Beim Sternverfahren lautet die Reihenfolge der Messungen
1-2—-1-3-1-4-1.... Werden die Messungen auf den einzelnen Punkten in ungefihr gleichen Zeitabstinden
ausgefiihrt, so ergibt sich nach der Differenzbildung bei linearer Drift ein konstanter Resteffekt. Zur Behandlung
nichtlinearer Anteile kénnen Koeffizienten hoherer Ordnung fiir Driftpolynome geschitzt werden.

Verschiedene Effekte in der Umwelt, die sich beispielsweise durch Jahres- oder Tagesperioden kennzeichnen,
weisen ebenfalls zeitliche Symmetrien auf.

Beispiel 10 Bei der Anordnung der Richtungsmessung als Vollsatz werden zuerst Messungen aller Ziele in
Fernrohrlage I und dann im Gegensinn in Lage IT durchgefiihrt. Werden alle Beobachtungen in zeitlich gleichen
Abstinden gemessen und findet durch Sonneneinstrahlung bedingt eine lineare Torsion des Messpfeilers oder
Stativs statt, auf dem das Instrument aufgebaut ist, so konnen aus der Mittelung der jeweils korrespondierenden
Messungen in Lage I und II die Effekte auf einen konstanten Anteil reduziert werden. Diese fallen dann bei
Reduktion auf ein gemeinsames Ziel heraus.

Wird die zeitliche Abfolge der Messungen erhsht, um beispielweise bewegte Objekte zu verfolgen oder zu leiten
wie bei der Fahrzeugnavigation oder Baumaschinensteuerung, so kénnen in der Regel keine Doppelmesssungen
oder Vergleichsmessungen durchgefiihrt werden. Die Reduktion von Effekten, die bisher von Messmethoden ge-
leistet wurde, muss dann durch Korrektionen ermoglicht werden. Zudem treten weitere Instrumentenfehler auf,
die bei den bisherigen statischen Messungen keinen Einfluss hatten (STAIGER 1998; HENNES 1999; HENNES UND
INGENSAND 2000; HENNES UND KRICKEL 2000). HENNES (1999) nennt beispielsweise die nicht zeitgleich durch-
gefiihrte Messung der drei Polarelemente Richtung, Strecke, Zenitdistanz, die Problematik der Definition und
Konstanz des Zeitbezuges einer Messung oder das weniger hiufige Messen der geriiteinternen Referenzstrecke,
so dass sich Drifteffekte auswirken.

Im Folgenden werden exemplarisch einige wichtige Messmethoden, die in der Geodasie zur Anwendung kommen,

vorgestellt und durch Matrizen formalisiert.

Differenzbildung: Es ist anzunehmen, dass reale Vorginge und Zustinde wie atmosphirische Bedingungen
zeitlich oder rdumlich benachbart durchgefiihrte Messungen #hnlich beeinflussen (positive Korrelationen).
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Dies gilt auch fiir Beobachtungen, die mit dem gleichen Instrumentarium gemessen werden. Die zu erwar-
tenden Effekte werden sich durch gleiches Vorzeichen und ungefihr gleich groflen Betrag auszeichnen. Thr
Einfluss wird reduziert, indem die Differenz beider Messungen gebildet wird. Die Grofle des Resteffektes
richtet sich danach, wie gut die Annahme der gleichen Magnitude auch tatsdchlich zutrifft. Die Matrix
der Messmethode wird formalisiert durch

M= (1 -1). (2.55)

Mit den in (2.52) eingefiihrten Bezeichnungen lisst sich die korrigierte Messung beziiglich der determini-
stischen Abweichung darstellen als

1=(1 -1) (2) -(1 -1) @;) =01 — s+ 6> — 6. (2.56)

Fiir §; = 2 wird die Abweichung eliminiert. Gilt d2 # d1, so kann die Abweichung nicht vollstéindig elimi-
niert werden und es verbleiben Resteffekte. Einige Beispiele sollen die konkreten Anwendungen aufzeigen.

Beispiel 11 Betrachten wir in einem ersten Beispiel GPS-Messungen néiher. Pro Satellit-Empfinger Kon-
figuration liegen bis zu vier Messelemente vor: Code- und Phasenmessung auf den Frequenzen L; und Ls.
Durch Differenzbildung der Phasenmessungen auf beiden Frequenzen werden die geometrischen Anteile
(Pseudostrecke Empfinger-Satellit) und damit die Orbitfehler eliminiert. Man spricht von der geome-
triefreien Linearkombination L4, vgl. beispielsweise ROTHACHER UND SCHAR (1995) oder HOFMANN-
WELLENHOF ET AL. (2001, S.92ff).

Werden auf einer Station Signale von zwei Satelliten empfangen, so kénnen durch deren Differenzbildung
(Einfachdifferenz) instrumentelle Effekte der Empfinger wie Uhrfehler eliminiert bzw. reduziert werden.
Die entsprechende umgekehrte Konfiguration erlaubt Uhrfehler des Satelliten zu eliminieren. Vorausset-
zung ist eine ausreichende Zeitsynchronisierung der Uhren. ROTHACHER UND SCHAR (1995, S.108) geben
1 us fiir 1 mm radialen Fehleranteil an. Eine Koppelung der Einfachdifferenzen in Doppel - und Tripel-
differenzen erlaubt, die instrumentellen Anteile von Satellit und Empfinger zu eliminieren. Ein wesent-
licher Nachteil der Differenzbildung insbesondere bei unkorrelierten Beobachtungen ist das Anwachsen
des Messrauschens um ca. 41 % pro Differenzbildung. Hierauf wird noch in Abschnitt 2.3.6 detailliert
eingegangen.

Beispiel 12 Die Standard-Messmethode beim Nivellement (Riickblick - Vorblickablesung) stellt an sich
schon eine Differenzbildung dar. Neben der Bestimmung des Hohenunterschieds werden aber auch instru-
mentelle Effekte wie Kollimationsfehler und Kompensatoreinspielfehler und die symmetrischen Anteile der
Refraktion reduziert (RUEGER UND BRUNNER 2000). Da diese instrumentellen Effekte zielweitenabhingig
sind, wird die beste Reduktion bei Messung aus der Mitte erzielt.

Mittelung: Treten in beiden Messungen die gleichen Effekte additiv aber mit entgegengesetztem Vorzeichen

auf, so wird ihr Einfluss reduziert, indem das Mittel aus beiden Messungen genommen wird. Die Matrix
der Messmethode ist durch
M=(1 1) (2.57)

gegeben und die korrigierte Messung ldsst sich schreiben zu:

- 1 (2) _@ oy (g;) S CEYSELITS) (2.58)

Fiir §; = —65 kann die Abweichung eliminiert werden. Liegen die Effekte mit gleichem Vorzeichen vor, so
konnen diese durch eine Mittelung nicht reduziert werden.

D=

Beispiel 13 Betrachten wir die Messung in zwei Lagen bei Richtungsbeobachtungen. Bei modernen Mess-
gerdten wird fiir die instrumentellen Korrektionen folgendes einfaches Modell angenommen (KAHMEN
1993, S.136 (3.10)):

rA=p+SicTh<+(Q(p)+i) cot C. (2.59)

Dabei bezeichnet p den rohen Horizontalteilkreisabgriff, ¢ die Zenitdistanz und Q(p) die mit dem Zwei-
achskompensator bestimmte Stehachsschiefe in Kippachsrichtung. Kippachsfehler ¢ und Zielachsfehler ¢,
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treten bei Messungen in zwei Lagen aufgrund der Symmetrien beziiglich der Steh- und Kippachse mit
unterschiedlichen Vorzeichen aber gleichgrolem Betrag auf, so dass sich bei der Differenzbildung aus bei-
den Lagen der Effekt herausmittelt. Auch wenn sich (2.59) als Standardmodell etabliert hat, so werden
nur Effekte erster Ordnung beriicksichtigt. Effekte hoherer Ordnung (Taumelfehler) oder insbesondere das
gleichzeitige Auftreten mehrerer Instrumentenfehler bleibt unberiicksichtigt, vgl. MATTHIAS (1961). Fiir
sehr steile Visuren von ¢ = 10 gon betragen die Unterschiede in den Formeln ca 0.1 mgon (STRAHLBERG
1997).

Quotientenbildung: Die bisher vorgestellten additiven Verkniipfungen der Effekte mit der Messung diirften
in vielen Fillen auf Approximationen oder Linearisierungen zuriickzufiihren sein. So kann beispielsweise
eine multiplikative Verkniipfung durch eine additive ausgedriickt werden

l=80=0—(6+1):=L+3. (2.60)

Eine vollstindige Elimination der Effekte ist jedoch nur bei der Quotientenbildung moglich. Die Matrix
der Messmethode ist

M= (3 0) (2.61)
und die korrigierte Beobachtung ergibt sich zu

_0b

1_6262'

(2.62)
Fiir §; = 6, ist die korrigierte Messung frei vom Einfluss der Abweichung.

Beispiel 14 Die Bildung von Streckenverhiltnissen erlaubt die Reduktion von Refraktionseinfliissen er-
ster Ordnung auf die Streckenmessung, vgl. JAGER (1985). Durch die ,erste Geschwindigkeitsreduktion®
wird der geridteinterne Brechungsindex ng durch den mittleren reprisentativen Brechungsindex n 4 ersetzt
(RUEGER 1996, S.74):

§="04g,. (2.63)
na
Das Verhiltnis zweier Strecken, fiir die der mittlere Brechungsindex iibereinstimmt, sind frei vom Einfluss
der aktuellen Refraktion. HECK UND JAGER (1986) zeigen die Vorteile dieses Ansatzes bei der Messung
und Auswertung von Uberwachungsnetzen auf.

Linearkombinationen: Die bisher betrachteten Methoden kénnen als Spezialfille der Linearkombination von
Messungen aufgefasst werden. Linearkombinationen erlauben, Unterschiede der Gréenordnung der Effekte
mit zu beriicksichtigen. Die Matrix der Messmethode ist

Beispiel 15 Betrachten wir die bei der Auswertung von GPS-Messungen hiufig gewihlte ionosphirenfreie
2 2
Linearkombination niher (ROTHACHER UND SCHAR 1995): L3 := f2f_—1fgL1 - fo_—szL} Grundannahme fiir
1 2 1 2
die Effizienz dieser Linearkombination ist, dass sich die Ionosphére durch das einfache Modell beschreiben
lasst:
40.30
Ofon = — 72 TEC, (2.65)

wobei TEC den gesamten Elektronengehalt angibt. Typische Werte liegen zwischen TEC =
1016...1018#. Die Messfrequenz wird mit f bezeichnet. Fiir die beiden Trigersignale gilt: f; =
1575.42 M Hz, fo = 1227.60 M Hz. KLOBUCHAR (1996, S.488ff) stellt die Vereinfachungsschritte zusam-
men, die notig sind, um die Form (2.65) zu erhalten. Lisst sich das Verhalten der Ionosphire in diesem
einfachen Modell nicht realistisch beschreiben, bleiben mehr oder minder grofie Resteffekte.

Kombination von Messmethoden: In vielen Anwendungen kommen die ,,Grundformen“ der Messmethoden
nicht alleine vor, sondern als Kombination. Dies kann durch die Verkettung der entsprechenden Matrizen
ausgedriickt werden.
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Beispiel 16 Es soll nochmals die klassische Richtungsbeobachtung in Vollsitzen als einfaches und an-
schauliches Beispiel herangezogen werden. Hierzu werden mehrere Sétze in der oben beschriebenen Anord-
nung gemessen. Durch Mittelung der Lage I und II werden, wie im Beispiel 10 beschrieben, die Einfliisse
der Instrumentenfehler eliminiert. Ebenso wird der Einfluss von Torsionen des Messpfeilers, auf dem das
Instrument aufgebaut ist, auf einen konstanten Anteil reduziert. Durch die Reduktion auf das erste Ziel
werden diese Anteile eliminiert. Dabei ist es wichtig, dass das erste Ziel moglichst im Horizont liegt und die
entsprechende Richtungsmessung somit frei von Einfliissen des Stehachsfehlers ist. Bei einer fehlerbehaf-
teten Referenzrichtung iibertriigt sich dieser Betrag bei der Differenzbildung auf alle anderen Richtungen.
Ein Verdrehen des Horizontalteilkreises zwischen den einzelnen Sitzen verteilt - sofern das Verdrehen
bei modernen Totalstationen tiberhaupt noch mdoglich ist - die Ablesungen iiber den gesamten Teilkreis.
Dies entspricht einer Variation des Messungsrahmens fiir die Teilkreisablesung, wodurch Teilkreisfehler
verzufilligt werden. Bei einer Mittelung aller Sétze ist somit zu erwarten, dass der Teilkreisfehler sich zu
Null herausmittelt.

Zusammenfassend kann der Mess- und Aufbereitungsprozess als Verkniipfung von Korrektionen und Messme-
thoden aufgefasst werden. Dies soll formal wie folgt angegeben werden:

1 = M(Mgsfloksokp) okg
= M40k kg .
(la okp) o kg (2.66)

Modell der Physik  Anpassung an das
der Messung geodatische Modell

Der Vektor der Messwerte, die am Messgerit angezeigt werden, wird mit 14 bezeichnet. Bei modernen Ver-
messungsinstrumenten ist dieser Wert bereits das Ergebnis einer geréteinternen Auswertung, die durch den
Ausdruck Mg £ o kg angedeutet wird. Dies soll kurz skizziert werden. Beim Auslésen einer Messung wird in
der Regel geréteintern eine Messreihe ermittelt. Bei der Streckenmessung sind dies 1000-2000 Einzelmessungen
(JOECKEL UND STOBER 1999, S.85), beim Teilkreisabgriff mit dynamischer Abgriffmethode 512 Einzelabgrif-
fe pro Umlauf an diametralen Teilkreisstellen (JOECKEL UND STOBER 1999, S.213ff). Diese Einzelmessungen
werden mittels Filterungen oder durch einfache Median- oder Mittelbildung ausgewertet. Als Messwert wird
nur das Ergebnis dieses Schritts angezeigt, das um zusétzliche, gerdteinterne Korrekturen kg verbessert wurde.
Die genauen Modelle und Auswerteschritte in der Gerétesoftware sind allerdings nur bedingt zuginglich, vgl.
beispielsweise (INGENSAND 2001). Folglich kann nur die Unsicherheit des Anzeigewertes 14 abgeschéitzt werden.
Diese Idee wird im Problemkreis der Kalibrierung geodiitischer Instrumente durch das Konzept der Systemkali-
brierung umgesetzt (BRUNNER UND WOSCHITZ 2001), worauf im niichsten Abschnitt noch eingegangen werden
soll.

2.3.3 Imprizision der Einflussparameter

In den beiden vorangegangen Abschnitten wurden die Grundideen und eine Formalisierung der Aufbereitungs-
prozesses fiir die Messung vorgestellt. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie Intervalle als Mafe fiir Imprazision
konkret bestimmt werden kénnen.

nichtmodellierbare Effekte [-A, A ]

modellierbare Effekte

Korrektionen Mess- und Auswerte-

[k(P)] verfahren
M [1]

Modellebene

reale Welt

Abbildung 2.9: Ansatzpunkte fir Imprazision
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Da die korrigierten Messungen funktional von den Einflussparametern p abhingen, lasst sich die Betrachtung
der Imprézision auf diese Ausgangsgrofien zuriickfithren. Es sollen fiir die Einflussparameter obere und untere
Schranken abgeleitet werden, innerhalb derer die konkreten Werte, die in die Korrektionen eingesetzt werden,
maximal variieren konnen. Diese maximale Variationsmdglichkeit der Werte driickt das unzureichende Wissen
iiber den konkreten Wert, also Imprizision aus.

Abbildung 2.9 veranschaulicht zwei Gesichtspunkte, die fiir die Beschreibung von Imprézision zu beriicksichtigen
sind. Beschréinkt man sich auf die Ebene der Modelle, so fithrt man eine innere Betrachtung durch. Bezieht man
jedoch die Realitéit mit ein, so zielt man auf eine dufere Betrachtung. Die Trennung in modellierbare und
nichtmodellierbare Effekte verdeutlicht die Grenze der Beschreibbarkeit, die je nach Aufgabenstellung flielend
ist.

Ansatzpunkte auf der Modellebene

Bleiben wir zuniichst auf der Modellebene. Ein Ansatzpunkt fiir die Imprézision ergibt sich bei niherer Betrach-
tung der Informationen (Modellkonstanten, zusétzliche Messungen), die zur Anwendung eines Korrektionsmo-
dells nétig sind.

Ein wesentlicher Anteil eines Modell sind die Modellkonstanten. Diese sollen konventionsgemif nur mit signifi-
kanten Ziffern dargestellt werden. Als Aussage leitet sich daraus ab, dass der Wert der Modellkonstanten auf
+0.5x% Einheit der letzten angegeben Stelle signifikant ist, vgl. TIPLER (1994, S.6ff). Wird also davon ausge-
gangen, dass die Konstanten in den géngigen Korrektionsmodellen , physikalisch“ korrekt angegeben sind, so
kann die Imprizision zur Hilfte der Einheit der letzten signifikanten Stelle abgeschiitzt werden. Fiir manche
Konstanten werden auch explizit andere Fehlerbinder angegeben, vgl. GROTEN (2000).

Fir zusdtzliche Messungen wie Temperatur und Druck gilt in der Regel, dass aus Kostengriinden nur wenige
Messungen ausgefithrt werden oder sogar auf externe Angaben wie Daten von Wetterstationen des Wetter-
dienstes in der Nihe des Messgebiets zuriickgegriffen wird, vgl. RUEGER (1996, S.60). Werden im Rahmen der
geoditischen Beobachtungen zusétzliche Messungen ausgefiihrt, so konnen aufgrund der geringen Stichprobe
(vielleicht 3 Ablesungen) statistische Kenngroflen nicht aussagekriftig verwendet werden. Mittlere Effekte, die
sich bei grolen Wiederholzahlen ergeben wiirden, bilden sich nicht aus. Ebenso kann nicht davon ausgegangen
werden, dass die Messungen normalverteilt sind. Auf jeden Fall kann eine entsprechende Hypothese wegen des
geringen Stichprobenumfangs nicht getestet werden und entsprechende Grenzwertsitze der Stochastik fiir be-
liebige verteilte Zufallsvariablen (zentraler Grenzwertsatz, KREYSzIG (1979, Satz 76.1, S.200ff)) gelten nicht. In
solchen Fillen bietet es sich an, die Imprézision sinnvoll abzuschitzen. Neben der mazimalen Abweichung zwi-
schen Messwerten kann auch die Auflésung des verwendeten Sensors angesetzt werden, die in den Handbiichern
der Messinstrumente angegeben wird.

Ein weiterer Ansatzpunkt entsteht bei der Bewertung des Sensoroutputs geodétischer Instrumente. Diese setzen
sich aus einer Vielzahl von Einzelsensoren zusammen. Man erhilt in der Regel nur integrale Angaben fiir die
Unsicherheit des Outputs, wobei die exakte Bestimmung dieser Werte seitens der Instrumentenhersteller nicht
immer offengelegt ist, vergleiche beispielsweise RUEGER (1996, S.220ff) oder BRUNNER UND WOSCHITZ (2001).
In der geoditischen Messtechnik wird unter Kalibrieren die Bestimmung eines (funktionalen) Zusammenhangs
zwischen angezeigten und tatsichlichen Messwerten verstanden (HEISTER UND STAIGER 2001). Fiir signifikante
Abweichungen werden dann Korrekturfunktionen bestimmt. Sind die einzelnen Bauteile und Auswerteschritte
nicht zuginglich, so kann nur das gesamte System kalibriert werden (Systemkalibrierung), vgl. beispielsweise
HENNES UND INGENSAND (2000) oder BRUNNER UND WOSCHITZ (2001). Hierbei ist eine detaillierte Analyse
einzelner Komponenten nicht mdoglich. Die Komponentenkalibrierung hingegen war lange Zeit state-of-the-art
der geoditischen Gerdteuntersuchung deren Ergebnisse sich in vielen Lehrbiichern niedergeschlagen haben, vgl.
beispielsweise COOPER (1987), RUEGER (1996), JOECKEL UND STOBER (1999) oder DEUMLICH UND STAIGER
(2002). Aktuell scheint noch kein Konsens zu bestehen, ob eine Systemkalibrierung einer Komponentenkalibrie-
rung vorzuziehen sei. Einzelne Standpunkte und Argumentationen lassen sich beispielsweise im Tagungsband
(HEISTER UND STAIGER 2001) nachlesen. Intervalle bieten in diesem Kontext eine geeignete Moglichkeit, Schran-
ken fiir die Variabilitét des Sensoroutputs bei geoditischen Messungen anzugeben.

Besteht jedoch Zugang zu allen Komponenten wie beispielsweise bei Eigenentwicklungen, so kann das Messsy-
stem in diese zerlegt und die Imprazision des Sensoroutputs aus Tests oder Instrumentenspezifikationen abge-
leitet werden. Solche Untersuchungen wurden beispielsweise von REMBE ET AL. (1999) fiir CCD-Kameras im
Nanotechnikbereich oder von KIEFFER ET AL. (2000) fiir Ultraschallsensoren zur Robotersteuerung vorgenom-
men.
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An dieser Stelle sei eingefiigt, dass starre Intervallgrenzen mit einer gleichwertigen Zugehorigkeit aller Werte
des Intervalls gegebenenfalls dem Wissen um die Physik der untersuchten Gréfle nicht gerecht werden. Hier
kénnen die Intervalle als Imprézisionsmafie durch Fuzzy-Sets verfeinert werden. VIERTL (1996, S.23ff) schligt
vor, Intensitits- oder Grauwertverteilungen direkt als Zugehorigkeitsfunktionen zu interpretieren. Ein solches
Vorgehen bietet sich beispielsweise zur Beschreibung des effektiven Wellenléngenbereichs einer Diode bei der
elektronischen Distanzmessung (EDM) an. RUEGER (1996, S.37, S.54) gibt den Variationsbereich mit +10 nm
beziiglich der Nennwellenlidnge der Diode an. Durch eine Intensitétsbetrachtung der Diode kann eine Zugehorig-
keitsfunktion bestimmt werden. Somit wird im Grundsatz am Konzept der Intervalle als Imprizisionsmafle
festgehalten, dieses aber als Fuzzy-Sets verfeinert, um der Physik besser Rechnung zu tragen.

Ein weiterer Ansatzpunkt fiir die Bestimmung der Imprizision der Einflussparameter ist das Ziel, mazimale Va-
riationen abzuschitzen. In anderen Fachdisziplinen (Fahrzeugbau, Elektrooptik, Verfahrenstechnik) werden die-
se Ansitze bereits verwendet, vgl. COLDITZ (1997) oder REMBE ET AL. (1999). Weitere Darstellungen sind unter
den Stichworten robust control und guaranteed estimation zu finden. Durch die Verwendung von Intervallen kann
garantiert werden, dass sich das Ergebnis, im Fall der Geodisie die korrigierte Messung, innerhalb vorgegebener
Schranken bewegt (direkte Fragestellung). Die inverse Fragestellung, aus der Vorgabe von Ergebnisintervallen
maximale Intervalle der Einflussparameter abzuleiten, zielt auf ein Design der Beobachtungsmethoden und der
verwendeten Sensoren, vgl. BRAEMS ET AL. (2003). Kleine Variationsbereiche fiir den Sensoroutput erfordern
eine hohe Performance der Sensoren. Da damit hohe Kosten fiir den Sensor und fiir den gesamten Versuch bzw.
die Messung verbunden sind, sind diese Analysen von Bedeutung. Solche Fragestellungen kénnten gut in den
Kontext der Geridteuntersuchungen integriert werden. BRAEMS (2002, Kap.6) stellt in ihrer Dissertation dazu
Moglichkeiten vor.

Ein letzter Ansatzpunkt, der schon iiber eine reine Betrachtung auf der Modellebene hinausgeht, ist die Frage
nach der Reprisentativitit der in den Korrektionen verwendeten Grofien. Hier konnen Intervalle den moglichen
Wertebereich der vorkommenden Groflen einschlieflen.

Ansatzpunkte im Wechselspiel Modell - Realitét

Im Spannungsfeld Modell - Realitét soll nochmals auf den Gedanken der Reprisentativitit zuriickgegriffen
werden. Betrachtet man die Herleitung von gingigen Korrektionsformeln wie die des Brechungsindex nach
Barrell und Sears (RUEGER 1999) oder neuerer Werte (CIDDOR 1996; CIDDOR UND HILL 1999), so handelt es
sich dabei um Verkniipfungen verschiedener Experimente und Datensétze. Auf Probleme und gegebenenfalls
Fehler, die bei solchen Verkniipfungen unterlaufen kénnen, verweisen DEICHL (1984) oder RUEGER (1999).
Neben der Varianz des Mittels, das ein mittleres oder durchschnittliches Verhalten angibt, konnen minimale und
maximale Ergebnisse der Experimente herangezogen werden, um die mogliche Variabilitdt bzw. die Impréazision
abzuschétzen.

Betrachten wir die Bestimmung des mittleren Refraktionskoeffizienten x. Eine Mittelung ergab den klassischen
Wert mit Standardabweichung von k = 0.13 & 0.04. Dieser Wert ist {iber den Tagesverlauf nicht konstant.
Eine Alternative wire also, wenn auf der Ebene dieses einfachen Modells gerechnet werden soll, eine gréflere
Variationsbreite anzunehmen. Diese kann beispielsweise aus dem Tageslauf zu [x] = [—3, 4] abgeschiitzt werden,
vgl. KAHMEN (1993, S.467) oder auch RUEGER (1996, S.59). Dadurch wiirde der Imprézision, dem mangelnden
Wissen um das tatséichliche Verhalten bzw. der fehlenden Repriisentativitiit dieses einen Wertes, Rechnung
getragen.

Ein weiterer Ansatzpunkt liegt in der Betrachtung von Rundungsfehlern. In verschiedenen klassischen Abhand-
lungen und im Leitfaden (DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG 1995) wird das Vorkommen jedes Wertes in
einem symmetrischen Intervall um die letzte angegebene Stelle mit einem Radius, der die H&lfte der Einheit der
letzten Stelle betragt, als gleich wahrscheinlich angesehen. Rundungsfehler werden als Varianzen mit dem Wert

\/% der Einheit der letzten Stelle aufgefasst (DEUTSCHES INSTITUT FUUR NORMUNG 1995, S.56). Allerdings

erlaubt erst die Verwendung von Intervallen (Wert £0.5 Einheit der letzten Stelle) die vollstindige Erfassung
der Rundungsfehler, da sich maximale Abweichungen an den Intervallrindern ergeben. Durch Rundung nach
aufen kénnen diese fortgepflanzt und verifizierte Bereiche fiir die Ergebnisse erhalten werden. Hier ist eine der
Wurzeln der Intervallmathematik zu sehen, vgl. KULISCH (1989). Geriteintern verarbeitete Korrektionen wei-
sen Rundungsfehler auf. Ebenso wird der Anzeigewert, bzw. der im Messprotokoll {ibergebene Wert auf feste
Nachkommastellen gerundet (MEIER-HIRMER UND MEIER-HIRMER 1997). Aus Speicherplatzgriinden werden
verschiedene zusétzliche Daten, wie Geoidmodelle oder Wetterdaten nur mit beschrénkter Stellenzahl abgelegt.

Die Effekte, die sich im Spannungsfeld Modell - Realitit ergeben, sollen als Rest- und Rundungsfehler aufgefasst
werden. Fiir jede Messung ist ein neuer Einflussparameter A; einzufiihren. Zusammengefasst ergibt sich der
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Vektor pr, = [-A, A]. Die Einflussparameter p werden somit um einen zusétzlichen vierten Typ pr, erginzt
und lassen sich darstellen als

[p] = Pm + [_pﬁ pr]
= Wert 4+ Imprézision,

wobei die Intervallmitte p, = (PMm, Pz, Ps,0)” den eigentlichen Wert des Einflussparameters angibt und die
Intervallradien p, = (dpm,dpz,dps, A)T die Imprizision ausdriicken.

Abschlieflend soll noch der Frage nachgegangen werden, wie weit funktionale Abhingigkeiten und Zusam-
menhéinge zuriickverfolgt und in einzelne Einflussparameter zerlegt werden sollen. Grundsétzlich gilt: je weiter
riickverfolgt wird, desto mehr Korrelationen und Abhingigkeiten kénnen explizit beriicksichtigt werden. Dies
ist wesentlich fiir die Intervallauswertung, die in den n#chsten Abschnitten angesprochen wird. Werden keine
Abhingigkeiten zwischen Werten beriicksichtigt und wird keine Zerlegung in gemeinsame Einflussparameter
vorgenommen, so werden die Werte bei der Intervallauswertung als unabhéngig angesehen. Die nichtmodellier-
ten Abhéngigkeiten fithren zu Uberschitzungen bzw. dem ,wrapping effect®, vergleiche auch Abschnitt 2.2.3.
Dadurch werden die Ergebnisintervalle unkontrolliert aufgebldht, so dass die Ergebnisse im Extremfall nicht
mehr interpretierbar und als Imprizisionsmafle ungeeignet sind. In den folgenden Abschnitten wird gezeigt,
wie die Intervalle der Einflussparameter auf die korrigierten Messungen fortgepflanzt werden. Dazu stehen zwei
Ansitze zur Verfiigung: zum Einen die Intervallauswertung des Aufbereitungsprozesses der Messung und zum
Anderen die Ableitung der Intervalle aus der Sensitivititsanalyse des Aufbereitungsprozesses der Messung.

2.3.4 Intervallauswertung des Aufbereitungsprozesses der Messung

Stehen die zu betrachtenden Intervalle fiir die Einflussparameter fest, so konnen die Korrektionen als Funktion
dieser Parameter intervallausgewertet werden, wie dies in Abschnitt 2.2.2 vorgestellt wurde. Man erh&lt dann
einen Ergebnisintervallvektor [1] fiir den Vektor der korrigierten Messungen durch Intervallauswertung von (2.66)

[ =M-([la] o [kp]) o [ka] + [A]. (2.68)

Der erste Term gibt die Imprizisionsbetrachtung auf der Ebene des Modells an, der zweite Term py, schitzt
die Unsicherheit nichtmodellierbarer Effekte ab. Fiir jede Messung ergibt sich ein Variationsbereich in Form
des Intervalls [l;, I;]. Tnnerhalb dieses Bereichs kann der korrigierte Messwert hdchstens variieren, wenn die
Einflussparameter mit den vorgegebenen Intervallen maximal abgeschéitzt wurden. Wegen des mehrfachen Auf-
tretens von Einflussparametern in den Korrektionsfunktionen liefert das Intervall fiir jede korrigierte Messung
in der Regel eine Uberschiitzung des eigentlichen Wertebereichs, vgl. Abschnitt 2.2.3. Die Vorgehensweise der
Intervallauswertung des Aufbereitungsprozesses der Messungen weist folgende Vorteile auf:

e Der Wertebereich wird durch das Intervall [1] eingeschlossen, d.h. alle Aussagen beziiglich des Wertebe-
reichs bewegen sich auf der ,sicheren Seite“. Die maximal moglichen Fille oder der worst case im Kontext
dieser Modellierung sind erfasst.

e Spezielle Softwareerweiterungen erlauben eine direkte und schnelle Umsetzung von (2.68). Die XSC-
Erweiterung géngiger Programmiersprachen wie Pascal oder C stellen Intervalle als spezielle Operatoren
und Intervalloperationen zur Verfiigung (KLATTE ET AL. 1991; KLATTE 1993). Fiir MATLAB steht die
kostenfrei zu beziehende INTLAB-Toolbox (RuMP 1999; RuMP 2002) bereit. Diese Spracherweiterun-
gen erlauben einerseits monotone Rundungen zum Abfangen von Rundungsfehlern und andererseits das
Rechnen mit Intervallen, wie in Abschnitt 2.2.2 vorgestellt. Eine schnelle Programmierbarkeit von Inter-
valloperationen kann durch Overloading der entsprechenden reellen Operationen erreicht werden. Damit
stellt die Programmierung der Korrektion auch gleich die Umsetzung von (2.68) her.

Andererseits zeigt der Ansatz neben der Uberschiitzung des Wertebereich noch einige Nachteile:

o FEiner zeitsparenden Programmierung wie oben angedeutet kann entgegenstehen, dass sich ggf. die Ope-
rationsreihenfolge, wie sie im existierenden Programmcode abgelegt ist, nicht direkt zu einer Intervallaus-
wertung eignet. Uberschiitzungen treten auf, wenn Variablen mehrfach im Funktionsausdruck vorkommen
oder dieser eine fiir die Intervallauswertung ungiinstige Form hat. Diesen Effekten kann durch Umformun-
gen entgegen gewirkt werden, die gentigend Erfahrungen im Umgang mit Intervallrechnung voraussetzen.
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e Durch unterschiedliche Implementierungen der Intervallauswertung in verschiedenen Programmen, die ma-
thematisch dquivalente Aufbereitsprozesse der Messungen abbilden, kénnen im Extremfall unterschiedliche
Ergebnisintervalle erzielt werden. Prinzipiell sollte ein solches Resultat vermieden werden, da dies in letz-
ter Konsequenz aussagt, dass die Unsicherheit des Ergebnisses je nach Umsetzung im Programmcode
variabel ist. Hier sind weitergehende Untersuchungen notwendig, um die Unterschiede fiir verschiedene
Implementierungen relevanter Formeln zu erfassen, was iiber den Rahmen dieser Arbeit weit hinausgeht.
Liegen geniigend Erfahrungswerte vor, so wird man mit der Intervallauswertung besser umgehen kénnen.

e Die kompakte Losung als Ergebnisintervall l4sst keine Riickschliisse auf Fragen nach Einflussparametern
mit maximalen oder minimalen Beitrdgen direkt zu. Diese Fragestellungen sind jedoch in einer Design-
bzw. Optimierungsphase von Messoperation oder Sensoren sehr niitzlich.

2.3.5 Intervalle aus der Sensitivititsanalyse des Aufbereitungsprozesses der Mes-
sung

Ein alternativer Ansatz zur Ableitung von Intervallen basiert auf der Sensitivitdtsbetrachtung des gesamten
Messungs-Aufbereitungs-Prozesses. Die Sensitivitit einer Korrektion in Bezug auf die Einflussparameter wird
mit Hilfe des totalen Differentials ermittelt. Hierzu wird die Funktion f aus (2.53) an der Stelle der Werte der
Einflussparameter linearisiert, die der Intervallmitte der Intervalle fiir die Einflussparameter p,, ; entspricht:

dk = Zﬂdpj = fTdp, (2.69)
=1 9P

wobei f den v x 1 Vektor der partiellen Ableitungen darstellt und dp den v x 1 Vektor der Einflussparameter.
Fiir den Wert der Korrektion wird keine Linearisierung angesetzt. Er ergibt sich aus & = f(pm). Geht man
entsprechend fiir alle Korrektionen und Messmethoden vor und fasst die Ergebnisse in Vektoren zusammen, so
erhilt man fiir den Vektor der korrigierten Messungen den Zusammenhang

dl=Fdp+IA. (2.70)

Der erste Term entspricht der Imprizisionsbetrachtung auf Modellebene, der zweite Term schiitzt die nichtmo-
dellierbaren Effekte wie Rest- und Rundungsfehler ab, wobei I die n x n Einheitsmatrix darstellt. Im Folgenden
soll mit F := (F, I) die um I erweiterte Matrix F verstanden werden und mit p den Vektor aller vier Typen
an Einflussparametern. Da im Folgenden von der Matrix F kein Gebrauch mehr gemacht wird und somit keine
Verwechslungsgefahr besteht, soll mit F die erweiterte Matrix bezeichnet werden.

Im Gegensatz zur Intervallauswertung, die in einem Guss Ergebnisintervalle liefert, werden hier die Intervalle
aus den getrennt berechneten Intervallradien und Intervallmitten zusammengesetzt. Die Grundidee ist, dass das
entstehende Intervall die maximal moglichen Abweichungen beschreiben soll. Dazu diirfen sich keine Anteile
bei der Matrix-Vektor-Multiplikation in (2.70) gegenseitig reduzieren. Dies kann erreicht werden, indem der
Absolutbetrag der Elemente der Matrix |F| verwendet wird. Interpretiert man die Differentiale in (2.70) als
Intervallradien, p, := dp, so ergibt sich der Zusammenhang fiir die Intervallradien 1, der korrigierten Beobach-
tungen (2.70) zu

I = |F|p:. (2.71)

Die Intervallradien sind die Triiger der Imprizision, die Intervallmitten sind die Triger der Stochastizitit der
Beobachtungen. Unter Annahme einer Normalverteilung gilt:

I ~ N(E(1), D(1)), (2.72)

wobei E(.) den Erwartungswertoperator und D(.) den Dispersionsoperator bezeichnet. Die Intervallmitten sollen
sinnvollerweise den Werten der korrigierten Messung selbst entsprechen:

lm =M (14 0kp) okg. (2.73)

Die Intervallmitten und -radien werden zu einem Intervall zusammengefasst, das sich mit (2.67) darstellen lisst:

A = l(pm)+g—;-[—pr,pr] (2.74)

ln +F - [—Pr, Pr)- (2.75)
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Gleichung (2.74) entspricht in ihrer Form der allgemeinen Funktion f4([x]), die in Abschnitt 2.2.3 vorgestellt
wurde. Die deutliche Trennung in den korrigierten Messwert 1y, und seine Imprézision F - [—py, pr] wird durch
die Darstellung (2.75) unterstrichen. Die Vorteile dieser Vorgehensweise liegen darin:

e Der Ansatz im Kontext der Sensitivititsanalyse liefert eine eindeutige Losung, da die Intervalle der Ein-
flussparameter zuerst in Intervallmitte und -radius zerlegt werden. Eine getrennte Fortpflanzung kann
somit unter Verzicht von Intervallmethoden ablaufen. Schliefllich werden die Ergebnisse fiir die korrigierte
Messung wieder zu Intervallen zusammengefiigt, vgl. (2.74).

e Die lineare Form (2.71) ermoglicht einen direkten Zugang zu den Einflussparametern. Thre Beitriige zum
Gesamteinfluss setzen sich zusammen aus den Intervallradien der Einflussparameter und dem linearen
Fortpflanzungsmechanismus, der in den partiellen Ableitungen abgebildet ist. Es kénnen nun Einflusspa-
rameter ausgemacht werden, die den Wert des Intervallradius der korrigierten Beobachtungen beispiels-
weise dominieren oder nur einen geringen Einfluss auf ihn haben. Eine Variation der Auswertemethoden
oder eine Verwendung verbesserter Korrektionsmodelle kénnen die Magnitude der einzelnen Beitrige der
Einflussparameter steuern. Auf die sich daraus ergebenden Interpretations- und Designmdoglichkeiten soll
in Abschnitt 2.3.7 bzw. 3.2 noch detailliert eingegangen werden.

e Es sind keine Veridnderungen im Programmcode fiir die bestehende Implementierung der Korrektion notig.
Lediglich miissen Ergénzungen zur Berechnung der Intervallradien durchgefiihrt werden, beispielsweise in
Form des zweiten Terms in Gleichung (2.75). Die Umsetzung dieses Ansatzes benotigt keine speziellen
Kenntnisse der Intervallmathematik.

Nachteil dieses Ansatzes ist, dass der Wertebereich der korrigierten Messungen nicht eingeschlossen, sondern
nur approximiert werden kann, worauf schon in Abschnitt 2.2.3 eingegangen wurde. Genauere Aussagen hierzu
konnen fiir beliebige Funktionen von mehreren Verénderlichen nicht getroffen werden. Ebenso konnte keine a
priori Abschitzung der Approximationsgiite des Wertebereichs gefunden werden. Es wird anhand von Korrek-
tionen fiir die Streckenmessung im Abschnitt 3.4 gezeigt, dass der Wertebereich und die Intervalle, die sich aus
einer Sensitivititsanalyse berechnen lassen, gut iibereinstimmen.

In der vorliegenden Arbeit wird das Kriterium der eindeutigen Lsung der vollstéindigen EinschlieBung beliebiger
Funktionen vorgezogen. Alle nachfolgenden Untersuchungen beziehen sich daher immer auf die Intervalle, die
mittels Sensitivititsbetrachtung bestimmt wurden.

Die DIN 1319 sieht die Angabe der Unsicherheit nach (2.71) als eine alternative Darstellung der Unsicherheit an,
insbesondere fiir Anwendungen, bei denen sichergestellt werden muss, dass die Messabweichung einen gewissen
Hochstbetrag nicht iiberschreiten darf (DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG 1998, S.22f). Die Ausfiihrungen
der DIN 1319 enden mit der Betrachtung der Kenngroflen fiir die maximal mogliche Messabweichung und dem
Hinweis, dass diese nicht weiterverarbeitet werden sollen. Durch die Formalisierung der Imprazision als Intervalle
wie in der vorliegenden Arbeit ist es jedoch moglich, Stochastizitit und Imprézision zu kombinieren, was im
folgenden Abschnitt kurz skizziert wird.

Abschlieflend soll auf Analogien der zwischen der Bestimmung von Intervallen aus der Sensitivitétsbetrach-
tung und der affinen Arithmetik eingegangen werden. Ausgangspunkt fiir diese Uberlegungen spielt der ,, wrap-
ping effect“. Von vielen Autoren wurde versucht, die Ursachen, die in der Vernachlissigung von funktionalen
Abhingigkeiten zwischen Variablen liegen, zu mildern. Eine Zusammenstellung verschiedener Methoden findet
man beispielsweise bei LOHNER (1989) oder KUHN (1998). NEUMAIER (2002) stellt einen aktuellen Vergleich
verschiedener Ansitze vor. Ein Verfahren, um den ,wrapping effect* auszuschalten, ist die affine Arithmetik.
Erste Ideen hierzu findet man bereits bei HANSEN (1975), der von generalized intervals spricht. In den 90er
Jahren wurden diese Ideen wieder aufgegriffen und fiir Anwendungen in der Computergraphik weiterentwickelt
(ComBA UND STOLFI 1993). Die konkrete Fragestellung, die es zu ldsen galt, war, eine verbesserte garantierte
EinschlieBung von Nullstellen zu erhalten, die beispielsweise beim Schnitt von Flichen berechnet werden miissen.

Einen guten Uberblick und Vergleich zur Intervallmathematik liefern DE FIGUIEREDO UND STOLFI (1997), wor-
auf sich die folgenden Ausfithrungen beziehen. Unter einer affinen Form wird der folgende Ausdruck verstanden
(pE FIGUIEREDO UND STOLFI 1997, S.43):

T=Xo+T1€ +To€x+ ...+ Ty €p. (2.76)

Die ¢; sind die sogenannten Fehlersymbole. Ihr exakter Wert ist unbekannt, es gilt aber: ¢; € [—1,1]. Die
Variablen z; entsprechen den partiellen Ableitungen des Ausdrucks x nach den einzelnen Einflussparametern,
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und zo stellt einem konstanten Term dar. Bezeichnet man mit P, := diag(pr) die Diagonalmatrix, deren
Diagonalelemente die Intervallradien p, sind, so ldsst sich (2.75) als affine Form schreiben:

1=l + (FPy)e. (2.77)

Die allgemeine Funktion fa([z]) aus (2.4) stellt ebenfalls eine affine Form dar. Sie erlaubt es, den ,,wrap-
ping effect“ dadurch weitgehend auszuschalten, dass die funktionalen Abhéingigkeiten zwischen den Variablen
beriicksichtigt werden.

Fiir beliebige Funktionen, die nicht in affiner Form vorliegen und somit nicht als Linearkombination der Feh-
lersymbole darstellbar sind, schlagen COMBA UND STOLFI vor, eine Ersatzfunktion in affiner Form zu wihlen
und ein weiteres Fehlersymbol ¢, fiir die Approximationsgiite einzufiihren:

f* = fa(er,...,€en) + 2pe€p, mit: 2z := _maz |f* = fal- (2.78)
1’..., n
Der Faktor zj soll so bestimmt werden, dass f4 das Polynom erster Ordnung ist, das f* im Sinne minimaler
Mazimalfehler bestens approximiert. , Minimale Maximalfehler“ werden auch von anderen Autoren als Kriterium
verwendet, um einen speziellen Wert aus einem Intervall auszuwihlen (HEINDL UND REINHART 1976a). Die
Anwendungen in der Geodisie werden in Abschnitt 4.5.1 weiter besprochen.

2.3.6 Vergleich der Reduktion von Imprézision und Stochastizitit durch Messme-
thoden

in Abschnitt 2.3.2 wurde gezeigt, wie durch Messmethoden und -anordnungen verschiedene systematisch wir-
kende Effekte eliminiert oder zu Resteffekten reduziert werden kénnen. Im Folgenden soll am Beispiel der Diffe-
renzbildung und Mittelung verglichen werden, wie sich die Gesamtunsicherheit (Stochastizitét und Impriizision)
durch Anwendung von Messmethoden auf die korrigierten Messungen fortpflanzt. Exemplarisch sollen zwei Be-
obachtungen ¢; und ¢ vorliegen, aus denen durch Anwendung der Messmethode eine korrigierte Beobachtung
[ entsteht. Die Varianz-Kovarianz-Matrix, die die Stochastizitidt ausdriickt, sei durch Cyy gegeben.

_ fl. 1 0 _ 0'12 Oy, 12
F = <f2 0 1) ) CEZ = <a_l2’1ll 0_122 (279)
Die Imprizision sei durch den Zusammenhang £, = |F| p, angedeutet, wobei sich F nach (2.79) in Zeilen

zerlegen lisst.

Differenzbildung: Bei der Differenzbildung ist die Matrix der Messmethode zu M = (1 —1) gegeben. Fiir
die Stochastizitét folgt nach dem Varianzfortpflanzungsgesetz:

2 _ T
" ot (20
- 0 £1,8e T Og,-

Wird o}, = 0, = 0® angenommen, so kann je nach Korrelation zwischen den Beobachtungen die Varianz
der korrigierten Beobachtung Werte zwischen 0 und 4 ¢ annehmen. Interessiert man sich insbesondere
fiir die Grofle der Varianz im Vergleich zu den Varianzen der Eingangsbeobachtungen, so kann festgestellt
werden, dass fiir Korrelationen g < % die Varianz der Differenz grofer ist als die Varianz einer Einzel-
beobachtung. Daraus ldsst sich schlieflen, dass im Allgemeinen eine Differenzbildung zur Erhéhung des
Messrauschens fiihrt.

Fiir die Fortpflanzung der Imprizision ist es sinnvoll, auf die Einflussparameter zuriickzugehen. Wiirden
hingegen die Intervalle [l;] und [l3] direkt betrachtet, so wiirde angenommen, dass die Imprézision bei-
der Messungen vollstiindig unabhiingig sei und diese getrennt (maximal) fortgepflanzt werde. Es liegen
aber hier funktionale Abhingigkeiten von gemeinsamen Einflussparametern vor. Ein Nichtbeachten die-
ser Abhingigkeiten fithrt wie schon ausgefiihrt auf den ,wrapping effect”, vgl. Abschnitt 2.2.2, so dass
jede nachfolgende Operation den Imprizisionsbereich weiter aufbliht. Als Folge werden Intervalle be-
rechnet, deren Aussagekraft fiir eine realistische Imprizisionsbeschreibung ungeeignet geworden ist. Das
Ergebnisintervall fiir die korrigierte Messungen berechnet sich unter Berticksichtigung der gemeinsamen
Abhingigkeiten:

l, = |MF|p:

= |f' = £ pr + A1 + Ay, (281)
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Liegt eine dhnliche Modellierung fiir beide Beobachtungen vor, so stimmen die Koeffizienten der Zeilenvek-
toren f! und f? gut iiberein, so dass die modellierbaren Effekte eliminiert oder zumindest stark reduziert
werden. Die nichtmodellierbaren Effekte, die durch die Intervalle A; und A, ausgedriickt werden, addieren
sich jedoch.

Fazit: Die Differenzbildung reduziert die zahlenmiflig groflen Beitriige der modellierbaren Effekte der Im-
prézision, nicht modellierbare Effekte werden jedoch summiert. Eine Differenzbildung zwischen Messungen
fithrt im Allgemeinen dazu, dass sich das Messrauschen erhoht.

Mittelung: Bei der Mittelung ist die Matrix der Messmethode durch M = (1 1) gegeben. Mit dem Varianz-
fortpflanzungsgesetz erhilt man fiir die Varianz der korrigierten Beobachtung;:

0'l2 = MCM MT

2.82
= %(0%14-20'@1’@24-0%2), ( )

Werden wieder gleich grofle Varianzen fiir die Beobachtungen betrachtet, so kann je nach Korrelation
zwischen den Messungen, die Varianz der korrigierten Beobachtungen zwischen 0 und o? liegen. Somit
wird durch Mittelung die Varianz verringert.

Werden n unkorrelierte Messungen mit gleich grofien Varianzen gemittelt, so errechnet sich die Varianz
der korrigierten Messung zu:

o2 =2 (2.83)

Bei Mittelung von Mehrfachmessung wird die Varianz des Mittels vermindert. Offen bleibt, bis zu welchem
n die Aussagen und Folgerungen noch realistisch sind.

Fiir die Fortpflanzung von Imprézision bei der Mittelung sind zwei Fille zu unterscheiden. Zuerst soll
nochmals die Mittelung von Messungen betrachtet werden, bei denen sich die Effekte im Vorzeichen
unterscheiden. Dabei werden wieder die funktionalen Abh#ngigkeiten berticksichtigt. So folgt fiir die Im-
prézision der korrigierten Messung:

b, = |M F| Pr
. 2.84
SIEt 4+ £2] pr 4+ 3(A1 + Ay). (2.84)
Gilt f' &~ —f2 und A; = Ay, so ist die Imprizision des Ergebnisses vergleichbar mit der Imprizision bei
der Differenzbildung.

Als zweiter Fall soll die Mittelung von Mehrfachmessungen untersucht werden. Hierbei treten die Effekte
mit gleicher Magnitude und gleichem Vorzeichen auf, f! ~ f2. Daher heben sich in (2.84) die Beitriige
nicht gegenseitig auf. Im Gegensatz zur Varianzfortpflanzung erhilt man eine Imprizision des Ergebnisses,
die genauso grof} ist wie die Imprézision der Eingangsgrofen. Dieser Sachverhalt &ndert sich nicht, wenn
beliebige viele Eingangsmessungen gemittelt werden.

Das Ergebnis lisst sich wie folgt interpretieren: Jede Messanordnung impliziert unausweichlich Unsicher-
heit fiir die Bestimmbarkeit der gesuchten Messgréfien. Bleibt man im Konzept der gew#hlten Messan-
ordnung, so kann dieser Anteil der Unsicherheit nicht reduziert werden, da er immanent mit der Mess-
anordnung verbunden ist. Erst das Verlassen oder Variieren des Messungsrahmens beispielsweise durch
Verwendung alternativer Messanordnungen wird die damit verbundene Unsicherheit reduzieren. Als Fa-
zit bleibt festzuhalten: Mittelung von Mehrfachmessungen reduziert die Varianz der korrigierten Messung;
ihre Imprézision ist identisch mit der Imprézision der Ausgangsmessungen.

Da beide Konzepte unterschiedliche Aspekte der Gesamtunsicherheit beschreiben und eine unterschiedliche
Unsicherheitsfortpflanzung aufweisen, liegt es nahe, durch eine geeignete Kombination von Stochastizitit und
Imprézision die Gesamtunsicherheit von Messungen treffend zu beschreiben. Dabei sollen Ergebnisse erzielt
werden, die sich mit den Erfahrungen im Umgang mit Daten decken, d.h. nur ein gewisser Anteil der Unsicherheit
kann durch Mehrfachmessung reduziert werden, néimlich die Stochastizitéit. Diese Reduktion lisst sich fiir die
Gesamtunsicherheit nicht beliebig fortsetzen; hier bildet die Imprizision eine untere Schranke.

Fiir die Stochastizitéit wird ¢ = 1 und fiir die Imprézision [, = 0.3 fiir eine Einzelmessung angesetzt, vergleiche
den linken Teil der Graphik 2.10. Beide Effekte lassen sich unter Beibehaltung ihrer Charakteristika mengen-
theoretisch kombinieren. Die erweiterte Unsicherheit ergibt sich aus dem statistischen (1 —+)-Konfidenzbereich,
der vom Intervall {iberlagert wird, worauf in Abschnitt 4.4 noch detailliert eingegangen wird

ki, =ki_zo+1l, (2.85)
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wobei ki_, als Radius des erweiterten Konfidenzbereichs bezeichnet werden soll. Auf der rechten Seite von
Abbildung 2.10 ist der Verlauf der Gesamtunsicherheit sowie der Anteile Stochastizitdt und Imprézision bei
der Ausfithrung von Mehrfachmessungen dargestellt. Mit Erhohung der Anzahl der Mehrfachmessungen n wird
die Standardabweichung des Mittels reduziert, die Imprézision bleibt hingegen konstant. Selbst bei sehr grofler
Anzahl an Messungen kann das Unsicherheitsniveau /. von der erweiterten Unsicherheit nicht unterschritten
werden, es stellt vielmehr die Asymptote des Verlaufs dar.

Vergleichend hierzu soll die Vorgehensweise, die vom
Leitfaden zum Umgang mit Unsicherheit (DEUT-
SCHES INSTITUT FUR NORMUNG 1995) vorgeschla-
gen wird, beleuchtet werden. Ziel dieses Konzeptes L2r

141

(=11 Stochastizitat : 0 =1

ist es, eine universelle, einheitliche und einfache Me- - - . imprazision|=0.3
kombinierte Unsicherheit : u=1.04
- €rWeiterte Unsicherheit : uE:1.3

thode zur Behandlung des Unsicherheitshaushalts zu r
liefern. Universell bedeutet in diesem Zusammen-
hang, dass die Methode fiir alle Praxisfiille angewen-
det werden kann und soll. Unter der Einheitlichkeit ist
zu verstehen, dass keine Unterscheidung in systema-
tisch wirkende und zufillige Unsicherheitskomponen-
ten vorgenommen werden soll. Dies wird damit be- 0ar
griindet, dass die Unterteilung in systematische und
zufillige Anteile einerseits nicht immer direkt ersicht- o2f
lich ist und andererseits kontextbezogen sein kann
(DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG 1995, S.48ff). 0 s - - s )
Es wird weiter argumentiert, dass ein Kontextbezug Anzahl der Messungen n

dem Ziel der Universalitit entgegen stehe.

0.8

0.6

Unsicherheit

Abbildung 2.10: Schematisierung der Reduktion der Unsi-
Der Leitfaden geht von einer rein stochastischen Be-  cherheit bei Mehrfachmessung. Die erweiterte Unsicherheit
trachtungsweise aus und postuliert in diesem Sinne berechnet sich nach (2.85), die kombinierte Unsicherheit aus
die Wesensgleichheit aller Beitrige (DEUTSCHES IN- u, =0’ +17.
STITUT FUR NORMUNG 1995, S47ff). Es wird ledig-
lich unterschieden, auf welche Art die Varianzen, die als Kenngroflen dienen, ermittelt wurden: die Kategorie
A beschreibt Varianzen, die aus Beobachtungen geschiitzt wurden (S.9ff), Kategorie B solche, die mit anderen
Methoden ermittelt wurden (S.12ff). Einfach bedeutet schliefllich, dass im Allgemeinen vom Normalfall aus-
gegangen wird (S.67ff), der beispielsweise durch die Annahme ,gutartiger Verteilungen wie der Normal- oder
Gleichverteilung, gleich grofler Einzelbeitrige zur kombinierten Unsicherheit, vollstéindiger Korrektion aller Sy-
stematiken oder der Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes gekennzeichnet ist. Im ,Normalfall“ vereinfacht
sich die Betrachtungsweise sehr.

Kennzeichnend fiir den Leitfaden sind die oben genannten Grundgedanken. Verschiedene alternative Darstel-
lungsmoglichkeiten werden zwar skizziert, aber zugunsten eines einheitlichen Gesamtkonzeptes nicht zu Ende
verfolgt, sondern argumentativ in dieses eingepasst. Beispielsweise werden Konfidenzbereiche fiir kombinierte
Zufallsvariablen unterschiedlicher Verteilungen unter Vernachlissigung dieser Information nur auf Basis der Va-
rianzen berechnet, wobei auf die damit verbundene Problematik hingewiesen wird (DEUTSCHES INSTITUT FUR
NORMUNG 1995, S.23). Insbesondere muss kritisch hinterfragt werden, ob die Anwendungen in der Geodisie im-
mer den vereinfachenden Bedingungen des Leitfadens geniigen, beispielsweise, ob alle Korrektionen angebracht
werden oder ob dies gar nicht méglich ist, ob die Beitrége aller Einflussparameter gleich grof3 sind oder ob nicht
doch dominante Effekte vorliegen kénnen.

Wird die Gesamtunsicherheit wie im Leitfaden vorgeschlagen als stochastisch aufgefasst und beide Varianzen
einfach addiert, so ergibt sich die in Abbildung 2.10 hell dargestellte kombinierte Unsicherheit von u, = 1.04 =
\/o? + 12 fiir die Einzelmessung. Bei einer Mittelung von Mehrfachmessungen wird die Gesamtunsicherheit des
Mittels in Abhéngigkeit von n beliebig klein. Die Frage nach der Anzahl der Messungen n, fiir die so bestimmte
Groflen noch realistisch und aussagekriftig sind, bleibt dann weiter offen.

Umgekehrt ist eine rein intervallmathematische Beschreibung auch nicht geeignet, beide Anteile (Stochastizitéit
und Imprizision) addquat zu beschreiben, da eine Reduktion zufilliger Abweichungen in einem solchen Konzept
nicht moglich ist. AbschlieBend muss nochmals unterstrichen werden, dass sich zwei Anteile der Unsicherheit
(Stochastizitét und Impriizision) mit unterschiedlichen Eigenschaften identifizieren und mit unterschiedlichen
Mitteln addquat beschreiben lassen: Varianzen eignen sich zur Beschreibung zufilliger Variabilitit und Inter-
vallradien zur Beschreibung von systematisch wirkenden Effekten.
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2.3.7 Identifikation von Haupteinflussfaktoren

Der wesentliche Vorteil der Ableitung der Intervalle aus der Sensitivitdtsanalyse ist der direkte, lineare Zusam-
menhang zwischen den Eingangsintervallen der v Einflussparameter und ihrem Beitrag zum Intervallradius der
korrigierten Beobachtungen. Mit Gleichung (2.71) lisst sich dieser darstellen:

L =|F|p:=|FP.e="Te, (2.86)

wobei P, := diag(p,) die v x v Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente die per Definition positiven Radien
der Einflussparameter sind und e = (1,...,1)7 den v x 1 Einsvektor darstellt. Kenngrofien, die sich eignen,
den Beitrag der Einflussparameter zu quantifizieren, sind die Elemente ¢; ; der Matrix ¥. Sie beschreiben
den absoluten Beitrag des j-ten Einflussparameters zum Intervallradius der i-ten korrigierten Beobachtung.
Interessiert man sich fiir die relativen Beitrige, so konnen diese wie folgt dargestellt werden:

U* =L, ' ¥, L,:=diag(l). (2.87)

Bei einer grofien Anzahl an Einflussparametern erhtht eine Grauwertdarstellung der Matrizen ¥ bzw. ¥* die
Lesbarkeit und Identifikation dominanter Beitrige.

Beispiel 17 Betrachten wir die instrumentellen Korrektionen fiir die Richtungsbeobachtung, wie sie in einer
einfachen Modellierung in KAHMEN (1993, Gl1.(3.10) S.136 bzw. S.199) angegeben sind. Liegen detailliertere
Informationen vor, so kann das einfache Modell (2.88) entsprechend erweitert und verbessert werden:

Ch

TA=p+ SinCA + (Q(p) + 7’) cot CAa mit CA = C+ IEg + Cy + L(p)a (288)
wobei
rA die am Geritedisplay angezeigte Richtung,
p die rohe Teilkreisablesung,
Ch,Cy den horizontalen bzw. vertikalen Kollimationsfehler,
Q(p),L(p) die durch den Zweiachskompensator ermittelte Stehachsneigung in Kippachs- bzw. Zielachs-
richtung,
i den Kippachsfehler,
Ca die am Geriitedisplay angezeigte Zenitdistanz,
¢ die rohe Vertikalkreisablesung und
IEX den Indexfehler

darstellt. Der Vektor der sensorspezifischen Einflussparameter dpg setzt sich mit den Instru-

mentenfehlern folgendermafien zusammen dps = (dcp,dcy,di,dQ(p),dL(p),dig;)T. Rundungsfehler
A,,, A¢, und Restfehler dp, d¢ werden als nicht modellierbare Effekte zusammengefasst: A =
(dp1yAry1se-ey Py Dy oy dC1y Acy 1y vy dCny Acy n)T. Pro Messung (Richtung wie Zenitdistanz) wird fiir

diese Effekte je ein Parameter eingefiihrt. Die Matrizen Fg und Fp, haben fiir eine Richtungsbeobachtung in
Lage I (erste Zeile) bzw. in Lage IT (zweite Zeile) unter Beriicksichtigung der oben gewihlten Reihenfolge der
Einflussparameter folgende Gestalt:

1 cos¢ren+Q(pr)+i cos¢ren+Q(pr)+i cosCren+Q(pr)+i
smcr  sinZcot(s cot{r - sinZ (1 cot(r  — sinZ (1
Fg =
1 cosCrrch+Q(prr)+i cosCrren+Q(prr)+i cosCrrcn+Q(prr)+i
sinCrr sin (17 —cot(rr sin2 (17 cotCrr — Sin Crz
cosCren+Q(pr)+i cos (ren+Q(pr)+i
1100 - sin? ¢y - sinZ ¢y 0 0
Fi, =
cosCrrcn+Q(prr)+i cosCrrcn+Q(prr)+i
0 011 0 0 - sin? s — sin?C1y

(2.89)

Aus (2.89) ist ersichtlich, dass die sensorspezifischen Effekte zenitdistanzabhéngig sind. Mit zunehmend flacheren
Visuren nimmt der Beitrag der Effekte ab, was dem allgemeinen Erfahrungsschatz entspricht. Fiir die folgenden
Rechnungen wurde ein fehlerfreies Instrument angenommen, d.h. die Werte fiir pg sind ungefihr Null. Dadurch
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verschwindet auch rechnerisch der Einfluss der Beitrége der Zenitdistanz, vgl. zweite, vierte und sechste Spalte
in Fg. Die konkreten Werte fiir die Eingangsintervalle kénnen wie in Abschnitt 2.3.4 beschrieben bestimmt
werden. Als ein Beispiel fiir eine moderne Totalstation soll das Instrument TPS 1101 von Leica Geosystems
verwendet werden (LEICA GEOSYSTEMS 1998; ZEISKE 1999). Entsprechende Untersuchungen kénnen fiir alle
Instrumente anderer Leistungsklassen und Hersteller durchgefiihrt werden.

Einflussgrofien | Leica TPS1101 | Bemerkungen
Werte in [mgon]

dcp, 0.1 angenommene Unsicherheit des horizontalen Kollimationsfehler. Falls der Kollimations-
fehler experimentell im Labor oder im Feld bestimmt wird, so ist er durch die Auflésung
des Teilkreisabgriffes beschrankt.

dcy 0.1 angenommene Unsicherheit der Indexabweichung durch vertikalen Kollimationsfehler.
Auch hier ist die Auflgsung gerdtebedingt beschrankt.
di 0.05 angenommene Unsicherheit des Kippachsfehlers.
dQ(p) 0.2 Unsicherheit der durch den Zweiachskompensator ermittelten Stehachsneigung in Kip-

pachsrichtung. Diese Grofle ist durch die Kompensatoreinspielgenauigkeit gegeben, vgl.
LEICA GEOSYSTEMS (1998, S. 126) oder ZEISKE (1999)

dL(p) 0.2 Unsicherheit der durch den Zweiachskompensator ermittelten Stehachsneigung in Ziel-
richtung.
digg 0.05 angenommene Unsicherheit der Indexabweichung durch Exzentrizitit.
dp 0.05 Nichtmodellierte Restfehler der Horizontalteilkreisablesung.
Ary 0.05 Rundungsfehler zur Anzeige bzw. Speicherung in einem Stellenzahl beschrinktem Wert.
Die Unsicherheit wird zur Halfte der letzten Anzeigestelle angesetzt.
d¢ 0.05 Nichtmodellierte Restunsicherheit der Vertikalteilkreisablesung.
Ay, 0.05 Rundungsfehler zur Anzeige bzw. Speicherung in einem Stellenzahl beschrinktem Wert.

Tabelle 2.1: Unsicherheit der Eingangsgrofien bei der Zenitdistanz- und Richtungsmessung

Beitrage der Einflussparameter zum Intervallradius in [%] Beitrage der Einflussparameter zum Intervallradius in [%]

100 100
19 b g
= 19 + —
s 90 90
= a7 1 =
I3 80 & 7 ] 80
S st 1 3z
= Bl 4
8 70 > 70
1% L 4
2 7 :
2 b ] 60
g 60 :
N 91 1 >
o S5 —
= 50 o 50
5 19 1 g
= 40 2 r 7 40
S a7 | ] 3
g Mo | i
N 30 o] 30
g s5¢ 1 z
%] =
=1 20 S [ 1 20
Z b i N
SRRE]
N 10 ar 1 10
o1 g
sensorspezifische Richtungsanteil Zenitdistanzanteil sensorspezifische Richtungsanteil Zenitdistanzanteil
. . Effekte . .
Effekte nicht modellierbare Effekte nicht modellierbare Effekte
(a) Rohe Richtungsmessungen (b) Messung in zwei Lagen

Abbildung 2.11: Relative Beitrige zum Intervallradius der Richtungsbeobachtung

Abbildung 2.11 zeigt einen Ausschnitt der Matrix ¥ fiir Richtungsbeobachtungen. In der Teilabbildung (a)
sind die Beitréige fiir fiinf Messungen in Lage I bei Variation der Zenitdistanz zwischen 19 gon und 91 gon
und den entsprechenden fiinf Messungen in Lage II als Grauwerte dargestellt. Die Spalten von ¥ beziehen sich
auf die Einflussparameter in der oben angegeben Reihenfolge: die ersten sechs Spalten stellen die Beitrége der
sensorspezifischen Parameter dar, die restlichen Spalten stehen fiir Rundungs- und Restfehler. Dominierende
Beitriige liefern die sensorspezifischen Parameter, die je nach Zenitdistanz zwischen 58% und 92% ausmachen.
Die Rest- und Rundungsfehler der Zenitdistanz sowie die Indexabweichung spielen bei fehlerfreien Instrumenten
keine Rolle.
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In der Teilabbildung (b) sind die Einfliisse nach der Anwendung der Messmethode dargestellt. Durch die Mes-
sung in zwei Lagen und Mittelung kann der Einfluss der instrumentenspezifischen Parameter mit Ausnahme der
Anteile des Stehachsfehlers eliminiert werden, da letzterer keine Symmetrien beziiglich Lage I und II aufweist.
Durch die Reduktion bekommen Rundungs- und Restfehler mehr Gewicht. Abschlielend sollen die Intervallra-

dien angegeben werden, die bei Variation der Zenitdistanz erhalten werden.

| Zenitdistanz (7 in[gon]

| 19.0 [ 37.0 [ 55.0 | 73.0 | 91.0 |

Intervallradien in Lage I 1.05 | 0.57 | 0.39 | 0.29 | 0.22
Intervallradien in Lage II 1.05 | 0.57 | 0.39 | 0.29 | 0.22
Intervallradien bei Mittelung Lage I und II 0.55 | 0.31 | 0.22 | 0.16 | 0.11

Tabelle 2.2: Intervallradien der korrigierten Richtungsbeobachtung in [mgon] bei Variation der Zenitdistanz
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3. Beispiele fiir Intervallradien

Das folgende Kapitel soll zeigen, wie Intervallradien als Mafe fiir Imprézision konkret bestimmt werden kénnen.
Erste Ansitze hierfiir wurden von SCHON UND KUTTERER (2001a,b,c) fiir Streckenmessungen angegeben. In ei-
nem ersten Abschnitt wird dies exemplarisch fiir die terrestrischen Messungstypen Richtungen, Strecken und Ze-
nitdistanzen durchgefiihrt, die mit einer modernen Totalstation gemessen werden kénnen. Neben der vollstindi-
gen Darstellung der Abhéngigkeiten der Intervallradien von den Einflussparametern werden Faustformeln fiir
die einzelnen Messungstypen angegeben, die das wesentliche Verhalten der Intervallradien klar charakterisieren
und herausarbeiten.

In weiteren Abschnitten werden einerseits die Haupteinflussfaktoren, die die Grofle der Intervallradien aus-
machen identifiziert. Andererseits werden die Koeffizienten der Faustformeln diskutiert. Diese Uberlegungen
bilden die Basis fiir eine Optimierung von Mess- und Auswertestrategien im Rahmen des Intervalldesigns, das
in Abschnitt 5.4 eingefiithrt wird. Abschlieend werden am Beispiel der Streckenmessung die verschiedenen Mo-
dellierungsmethoden der Intervallradien verglichen, die in den Abschnitten 2.3.4 und 2.3.5 vorgestellt wurden.

Es wird versucht, beim Vorgehen in den einzelnen Abschnitten deutlich zu unterscheiden in Zahlenwerte und
Groflenordnungen, die durch Literaturstellen ,gesichert sind und in solche Angaben, die plausibel sind, aber
hypothetischen Charakter aufweisen. Sie sollen eine Diskussionsgrundlage bilden und die Werte und Groflenord-
nungen der Intervallradien der Messungen nachvollziehbar machen. Nur durchgreifende Geriteuntersuchungen
bzw. Analysen der Messanordnungen konnen diese Werte und Gréfienordnungen bestimmen.

3.1 Intervallradien als Imprizisionsmafle: Beispiel Totalstation

In diesem Abschnitt wird die Imprézision fiir die terrestrischen Messungstypen Richtungen, Strecken und Ze-
nitdistanzen abgeleitet, die mit einer modernen Totalstation gemessen werden. Da alle terrestrischen Messun-
gen beispielsweise durch die Atmosphére dhnlich beeinflusst werden, ist es sinnvoll, bei der Auswertung keine
Trennung in Lage und Hohe vorzunehmen, sondern alle Messungen gemeinsam zu betrachten. Im Folgenden
werden die Einzelbeitrige aller Sensorkomponenten sowie der Refraktion zusammengefasst. Somit werden die
Intervallradien der korrigierten Messungen erhalten, die der euklidischen Distanz zwischen den Instrumenten-
referenzpunkten zugeordnet sind. Einen Uberblick iiber die Messverfahren und Korrektionen findet man in
den Lehrbiichern wie COOPER (1987), KAHMEN (1993), MOSER (2000) oder DEUMLICH UND STAIGER (2002).
Fiir die elektronische Streckenmessung bilden RUEGER (1996) und JOECKEL UND STOBER (1999) Referenzen.
Eine Ubersicht der Funktionsprinzipien geoditischer Sensoren findet man bei SCHLEMMER (1996). Viele Ein-
zeldarstellungen zu speziellen Fragestellungen sind in den geoditischen Fachzeitschriften oder in Tagungsbidnden
enthalten, auf die nicht im Einzelnen eingegangen werden kann.

3.1.1 Zenitdistanzbeobachtung
Korrektionsmodell

Unter Beriicksichtigung der instrumentellen Einfliisse und der Refraktion ergibt sich fiir die korrigierte Zenitdi-
stanzbeobachtung ¢* folgendes einfaches Modell:

(3.1)

C*:(C+Z-Ew+cv+L(p))_lsmCSBnA _smaA( na cosaad —e)g.

2 ng 6‘z*g S 2

n% —n? sin® g
Der erste Term beschreibt die instrumenteninternen Korrektionen kg, vgl. KAHMEN (1993, S.199). Hierbei
bezeichnet

¢, p die rohe Vertikal bzw. Horizontalkreisablesung,

1B den Indexfehler,

Cy den vertikalen Kollimationsfehler und

L(p) die durch den Zweiachskompensator ermittelte Stehachsneigung in Zielachsrichtung.

Der zweite Term beschreibt die Korrektion des Einflusses der Refraktion. Die Formeln von MORITZ (1961,
1962) bzw. BROCKS (1939) lassen sich fiir die hier angenommen konstanten Brechungsindexgradienten direkt
integrieren, so dass sich die obige Form ergibt. Hierbei bedeutet:
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na den Brechungsindex der Atmosphiire, wie er beispielsweise mittels aktueller meteorologischer Werte
aus den Formeln von Barrell und Sears (RUEGER 1996, S.51) abgeleitet werden kann,

‘98% den Brechungsindexgradient im Standpunkt in Richtung des lokalen Zenits und

S die Streckenlénge.

Der dritte Term beschreibt den Einfluss einer Schriganzielung des Tripelprismas. Dadurch ergibt sich ein Ver-
satz des Prismenhauptpunktes, der in ein Winkelmafl umgerechnet wird (RUEGER 1996, S.162ff). Folgende
Abkiirzungen wurden gewihlt:

aa  beschreibt den Winkel der Schriaganzielung,

den Abstand der Prismenspitze von der Grundseite (Eintrittfliche),
e den Abstand der Prismenstehachse von der Grundseite und
ng Brechungsindex des Prismas.

Mit Hilfe der Sensitivitéitsanalyse werden die Intervallradien nach (2.69)-(2.71) abgeleitet. Auf die Angabe der
benotigten partiellen Ableitungen wird hier aus Platzgriinden verzichtet. Im Folgenden soll das Beispiel der
Messung in einer Lage betrachtet werden.

1. Prismenanteil Brechungsindex ng,
Prismenkonstanten d, e
Einfallswinkel a4

2. Modellanteil Erdradius
(Modellkonstanten) Né&herungswerte aus Koordinaten fiir Strecke, Richtung, Zenitdistanz

Né&herungswerte der Koordinaten
Bezugswerte der meteorologischen Modelle (Barrell Sears) a, po, eo (JOECKEL
UND STOBER 1999, S.73f)
Modellkonstanten aus Magnus Tetens ¢, ¢2, ¢3, ¢4, ¢5 (JOECKEL UND STOBER
1999, S.75f)
Modellkonstanten der Cauchy-Entwicklung A, B,C (JOECKEL UND STOBER
1999, S.71f)

3. Refraktionsanteil Feucht- und Trockentemperatur v, ,%, Druck p, Wasserdampfpartialdruck
Pw, Relative Feuchte RF', Refraktionskoeffizient k, Brechungsindex der Atmo-
sphére n 4, Temperaturgradienten oT ~ OT = OT Brechungsindexgradienten

dx* dy*? 9z*)
%Z‘;‘ , %Z‘;‘ , %TLTf, Konstanten der Brechungsindexmodelle

4. Gerédteanteil meteorologische Referenzwerte der Instrumente
Tragerwellenlinge der EDM A, Frequenz fp, Additionskonstante dg
Horizontaler und vertikaler Kollimationsfehler ¢y, ¢y
Kippachsfehler 4
Quer- und Lingsanteil des Stehachsfehlers Q(p), L(p)
Indexfehler iz,
Referenzwellenldnge der Richtungs- und Zenitdistanzbeobachtung Aopt

5. Messungsspezifischer Anteil  Restfehler dS,dp, d{
Rundungsfehler Ag, Ay, , A¢,

Tabelle 3.1: Ubersicht dber die Einflussparameter

Intervallradien fiir Zenitdistanzbeobachtungen in einer Lage

Die Intervallradien werden beispielhaft fiir das Instrument TPS1101 von Leica Geosystems abgeleitet. Die
angenommenen Intervalle fiir die Einflussparameter und ihre Bezeichnungen wurden in Beispiel 17 eingefiihrt.
Als Prisma wird das GPR1 von Leica Geosystems verwendet. Die Prismengeometrie sei besser als £0.5 mm
bekannt (RUEGER 1996, S.257), d.h. [d] = [39.1,40.1) mm und [e] = [25.7,26.7] mm. Der Brechungsindex des
BKT7 Glases des Reflektors np ist auf £5ppm bekannt (RUEGER 1996, S.155), d.h [ng] = 1.5+5ppm. Die Prismen
kénnen mit einem Diopter oder nach Augenmaf sicher besser als da g = £0.7 gon ausgerichtet werden (RUEGER
1996, S.163). Es soll eine Schriganzielung von 10 gon modelliert werden, so dass sich [a4] = [9.3, 10.7] gon ergibt.
Weiter wird das Refraktionsmodell nach MoORITZ (1961, 1962) bzw. BROCKS (1939) mit einem konstanten

Brechungsindexgradienten 62’,’;z = —0.1£0.0522 angesetzt. Die meteorologischen Rahmenbedingungen seien
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am Standpunkt zu [J] = [19.8,20.2]°C, [p| = [999.5,1000.5] hPa, [RF| = [77,83] % angenommen, vgl. fiir die
Unsicherheiten RUEGER (1996, S.61ff). Tabelle 3.1 gibt einen Uberblick iiber die Einflussparameter, die in fiinf

Gruppen zusammengefasst und in den Abbildungen dargestellt werden.
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Abbildung 3.1: Beitrige zum Intervallradius der Zenitdistanzbeobachtung bei Messung in einer Lage
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Abbildung 3.1(a) zeigt die Intervallradien der korri-
gierten Zenitdistanz bei Variation der Streckenlinge
und horizontalen Visuren. Der streckenabhéngige In-
tervallradius lisst sich in einen Nahbereich (in die-

% messungsspezifischer Anteil

L6 1 sem Beispiel fiir Strecken kleiner 100 m) und in den

Entfernungbereich gréfer 100 m einteilen. Ein wich-
tiger Beitrag in beiden Bereichen ist der Geriiteanteil
mit ca. 0.35mgon. Das Verhalten im Nahbereich wird
durch den Prismenanteil gesteuert, der proportional
1+ abklingt, vgl. nebenstehende Abbildung 3.2 und
Gleichung 3.1. Fiir Zielweiten grofler 200m dominiert

der linear streckenabhingige Anteil der Refraktion.
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wl 8. g . | Abbildung 3.1(b) zeigt, dass der Intervallradius weit-

G S S " ST - S S B gehend zenitdistanzunabhéngig ist. Fiir die 200m lan-
°r l> ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ge Teststrecke nimmt er eine Gréfie von ¢, < 0.8mgon
20 0 4 S 60 70 80 90 10 an. Den Haupteinfluss bilden die Geréte- und Refrak-

Streckenlénge in [m]; Instrument: TPS1101; Methode: eine Lage tionsanteile mit je ca. 0.3 — 04 mgon. Abbildung 3.2
zeigt die Beitrige zum Intervallradius fiir die Mes-
sung in einer Lage und Variation der Streckenlinge
im Nahbereich. Der dominierende Anteil ist der Pris-
menanteil, der proportional & abklingt, vgl. (3.1).
Durch Anwendung einer geeigneten Messmethode, ndmlich der Messung in zwei Lagen, kann der Gerétean-
teil, der einen wichtigen Beitrag liefert, stark reduziert werden. Als Faustformel kann der Intervallradius fiir die
korrigierte Zenitdistanz bei der Messung in einer Lage bzw. in zwei Lagen fiir dieses Beispiel folgendermafien
approximiert werden:

Beitrdge zum Intervallradius in [mgon]

Abbildung 8.2: Beitrige zum Intervallradius der Zenitdi-
stanzbeobachtung bei horizontaler Messung in einer Lage und
Variation der Streckenlinge im Nahbereich bis 100 m

~ (045 + 81 +1.6-1072 S ) [mgon],

! 3.2
{ s~ 030+ 5 +1.6-1072S) [mgon]. (3.2)

Hierbei wird eine Variation der Intervallradien mit der Zenitdistanz vernachlissigt. Der erste Koeffizient lisst
sich geriiteinternen Anteilen zuordnen, die durch Messung in zwei Lagen reduziert werden kénnen. Der zweite
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Koeffizient beschreibt die Auswirkungen einer Schriganzielung des Prismas und der letzte den Einfluss der
Refraktion. Eine ausfiihrliche Diskussion der Koeflizienten der Faustformeln findet sich in Abschnitt 3.3. Dort
wird untersucht, wie die Werte der Koeffizienten durch die Wahl geeigneter Instrumente oder Anwendung von
Mess- und Auswertemethoden reduziert werden kénnen und welche Werte eine untere Schranke bilden, die mit
der aktuellen Technik nicht unterschritten werden kann.

3.1.2 Richtungsbeobachtungen
Korrektion fiir die Richtungsbeobachtung

Die korrigierte Richtung R lésst sich wie folgt darstellen:

c . S Ona sinoa n4 cosaqd

R= (p+s. hC +(Q(p)+z)cot§A>—2 90l &7 5 ( —eo. (3.3)
mea naoa \/n% — n?sin® aq

Der erste Term beschreibt die gerédteinternen Korrektionen kg. Die einzelnen Einflussparameter sind nochmals

aufgefiihrt:

p beschreibt die rohe Teilkreisablesung,

Ch den horizontalen Kollimationsfehler,

Q(p) die durch den Zweiachskompensator ermittelte Stehachsneigung in Kippachsrichtung,
i den Kippachsfehler und

Ca die am Geritedisplay angezeigte Zenitdistanz, vgl. (2.88) und

ng den konstanten Brechungsindexgradienten senkrecht zur Messungslinie.

Der zweite Term beschreibt den Einfluss der Refraktion. Es wird ein konstanter Brechungsindexgradient
‘32—1‘ = —0.1 £ 0.0528% senkrecht zur Messungslinie angenommen, so dass die Integrale in MorITz (1961,
1962) bzw. BROCKS (1939) analytisch ausgewertet werden kénnen. Der dritte Term beschreibt den Einfluss
einer Schriganzielung des Prismas. Die Bezeichnungen sind identisch mit denen, die im vorherigen Abschnitt

eingefiihrt wurden.

Intervallradien beim Messen in zwei Lagen

Die entsprechenden Werte sollen beispielhaft fiir das Instrument TPS1101 von Leica Geosystems abgeleitet
werden. Die Intervalle der Einflussparameter des Instruments wurden in Beispiel 17 eingefiihrt. Fiir den Pris-
menanteil und die atmosphérischen Bedingungen gelten die Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1.1. Damit erhélt
man die folgenden Ergebnisintervalle fiir Messungen bei Anwendung der Messmethode ,Messung in zwei Lagen*.
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Abbildung 3.3: Beitrige zum Intervallradius der Richtungsbeobachtung bei Variation der Zenitdistanz
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Abbildung 3.3 zeigt, wie durch die Messung in zwei Lagen der Geréteanteil reduziert werden kann. Teilabbil-
dung (a) stellt die Beitrige zum Intervallradius beim Messen in einer Lage unter Variation der Zenitdistanz
und konstanter Streckenldnge von S = 200 m dar. Neben dem Refraktionsanteil ist der zenitdistanzabhingige
Geréteanteil ein Haupteinflussfaktor. Teilabbildung (b) zeigt die Beitrége fiir Messungen in zwei Lagen. Durch
Anwendung dieser Messmethode werden die instrumentenspezifischen Beitréige eliminiert, alle anderen Ein-
flussfaktoren kénnen nicht reduziert werden. Die Intervallradien verhalten sich bei Variation der Streckenlinge
dhnlich denen der Zenitdistanz, vgl. Abbildung 3.2. Fiir Zielweiten iiber 300 m bildet der streckenproportionale
Refraktionsanteil den Haupteinflussfaktor. Dieser kann nur durch eine bessere Modellierung oder Erfassung der
atmosphirischen Bedingungen reduziert werden. Als Faustformel lisst sich fiir das Messen in einer bzw. zwei
Lagen angeben:

{RT,I ~ (02488 +1.6-1073 5 + 0.3 | cot (| ) [mgon], 3.0

R ~(01+88+1.6-10735+0.2|cot(|) [mgon].

Der erste und vierte Koeffizient lassen sich geriteinternen Anteilen zuordnen, die durch Messung in zwei Lagen
reduziert werden konnen. Der zweite Koeffizient beschreibt die Auswirkungen einer Schriganzielung des Pris-
mas und der dritte Faktor den Einfluss der Refraktion. Die Faustformeln werden in Abschnitt 3.3 nochmals
ausfiihrlich diskutiert.

3.1.3 Streckenmessung
Korrektionsmodell

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Messungstypen Zenitdistanzen und Richtungen werden bei der
Streckenmessung in der Regel keine besonderen Messmethoden angewandt. Die gesamte Reduktion stiitzt sich
also auf durchgreifende Korrektionen und nicht zugéngliche und damit nicht modellierbare geriiteinterne Auf-
bereitungsschritte, vgl. RUEGER (1996) oder BRUNNER UND WoOSCHITZ (2001). Die korrigierte Messung ergibt
sich mit Beriicksichtigung der Refraktion (RUEGER 1996, S.73ff) und der Streckenverlingerung durch ungenau
ausgerichtete Prismen (RUEGER 1996, S.160ff) zu:

S = (14+no—na) (_O_QnCOfo {N+ %‘rﬁ}+do> + %((%_1)2 +Sin2§(%n7f)2)
(3.5)
—d (Z—i - (Z—A’?)Q — gin? aA> +e (1 —cosay).

Der erste Term beschreibt die ,erste Geschwindigkeitsreduktion“ angewandt auf die Rohstrecke. Diese ist iden-
tisch mit dem Ergebnis der Integration der Formel nach MoRITZ (1961) fiir konstante Brechungsindexgradienten
und entspricht der klassischen Geschwindigkeitsreduktion in der linearisierten Form, vgl. RUEGER (1996, S.75).
Folgende Parameter treten auf:

Co bezeichnet die Vakuumlichtgeschwindigkeit,

ng,n4 den geriteinternen Gruppenbrechungsindex zu den Bezugsdaten des Herstellers bzw. den Brechungs-
index der Atmosphire zu reprisentativen Umgebungsdaten,

fo die gerdteinterne Modulationsfrequenz,

N die Phasenmehrdeutigkeit,

Ay das Phasenreststiick und

do die Additionskonstante.

Der zweite Term beschreibt die Kriimmungsreduktion und zweite Geschwindigkeitsreduktion fiir die doppelt ge-
kriimmte Lichtkurve. Hierbei bezeichnen %Zf den Gradienten des Brechungsindexes in Richtung des Zenits und
‘32—1‘ den Gradienten des Brechungsindexes senkrecht zur Messungslinie. Der dritte Term erfasst die Strecken-
verlingerung durch Fehlausrichtung des Prismas, vgl. RUEGER (1996, S.160ff). Die Bezeichnungen sind in den

vorherigen Abschnitten eingefiihrt worden.

Intervallradien fiir die korrigierte Streckenmessung

Fiir die sensorspezifischen Einflussparameter werden wieder exemplarisch die Werte fiir das Instrument TPS1101
und das Prisma GPR1 von Leica Geosystems herangezogen. Fiir den geriteinterne Brechungsindex gilt
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ng = 1.0002830 + 0.05ppm und fiir die Wellenlinge [Ao] = [770, 790], vgl. RUEGER (1996, S.31). Bei einer Fre-
quenzstabilitdt von ca. dfy = 0.5107° fo (JOECKEL UND STOBER 1999, S.82f) variiert die Modulationsfrequenz
zwischen [fo] = 100 M Hz £ 50 Hz. Die Additionskonstante sei auf £0.5 mm genau bekannt. Rundungsfehler
werden zu £0.5mm abgeschétzt. Diese Werte entsprechen der Hilfte der kleinsten Anzeigeeinheit am Gerétedis-
play (LEICA GEOSYSTEMS 1998, S.124). Die Eingangsintervalle fiir die atmosphérischen Zustandsgréfien werden
wie in den vorherigen Abschnitten angesetzt.
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Abbildung 3.4: Beitrige zum Intervallradius der Streckenmessung

Abbildung 3.4(a) stellt den Intervallradius bei Variation der Streckenlinge zwischen S = 100m und S = 1000m
und konstanter Zenitdistanz von ¢ = 90 gon dar. Der Intervallradius wichst linear mit der Streckenléinge.
Den Hauptbeitrag liefern die von der Streckenléinge unabhingigen, messungsspezifischen Anteile wie Rest- und
Rundungsfehler mit ca. 1 mm. Der Geriteanteil ist streckenproportional und stellt den zweitgrofiten Beitrag
dar.

In Abbildung 3.4(b) ist der Intervallradius bei konstanter Streckenlinge von S = 200 m und variabler Zenit-
distanz zwischen ¢ = 50 gon und ¢ = 100 gon aufgetragen. Alle Einflussfaktoren sind von der Zenitdistanz
unabhingig. Als eine Faustformel l&sst sich der Intervallradius fiir die Streckenmessung mit diesem spezifischen
Instrument und unter den angenommenen dufleren Bedingungen abschétzen:

S~ (1.54+1-1072 8) [mm]. (3.6)

3.2 Analyse der Haupteinflussfaktoren

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurden die Einfliisse nach Messungstyp getrennt dargestellt und analysiert.
Eine weitere wichtige Fragestellung ist, ob unabhingig vom Messungstypen Haupteinflussfaktoren existieren.
Diese Vermutung ist naheliegend, da in modernen Vermessungsinstrumenten Richtungen, Strecken und Zenit-
distanzen gemeinsam gemessen werden und durch geriteinterne Korrektionsfunktionen miteinander verkniipft
sind. Zusétzlich sind, wie in den Abschnitten 3.1.1 bis 3.1.3 dargelegt wurde, die Korrektionsmodelle fiir die
Refraktion und Fehlausrichtung von Prismen bei allen Messungstypen #hnlich.

Als Analysegrofie soll der relative Beitrag ¢;; eines Einflussparameters p; zum Intervallradius I, ; nach (2.87)
herangezogen werden. In der folgenden Simulation wird ein Testgitter gerechnet, das aus elf gleichméafig tiber
den Horizont verteilten Messungslinien besteht. In dessen Mitte befindet sich der Instrumentenstandpunkt,
von dem aus 121 Gitterpunkte polar angehéngt werden, vgl. Abbildung 3.5(a). Die Zenitdistanz, unter der die
Punkte einer Messungslinie bestimmt werden, ist konstant. Von Messungslinie zu Messungslinie variiert die
Zenitdistanz um ca. 9 gon, so dass insgesamt ein Sektor von 50 gon bis 150 gon iiberdeckt wird. Der Abstand
zweier Punkte einer Messungslinie betragt 50m, wobei durch die Messungslinie ein Entfernungsbereich von 50m
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bis 550 m simuliert wird. Es wird das Instrument TPS1101 mit Prisma GPR1 von Leica Geosystems modelliert.
Die Schriganzielung des Prismas soll 10 gon betragen. Weiter wird das Refraktionsmodell nach MoRITZ (1961)
mit einem konstanten Brechungsindexgradienten angesetzt. Die Richtungsbeobachtungen werden in zwei Lagen
gemessen, die Zenitdistanzen nur in einer Lage.
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Abbildung 8.5: Beitrige zum Intervallradius in [%] bei Messungen im Testfeld fir Strecken, Richtungen und Zenitdistan-
zen.

Abbildung 3.5(b) zeigt den prozentualen Beitrag der Einflussparameter bezogen auf den Intervallradius. Die
Strecken-, Richtungs- und Zenitdistanzanteile bilden je einen Block iiber alle Zeilen hinweg. Jede Spalte stellt
den relativen Beitrag eines Einflussparameters dar, die in insgesamt fiinf Gruppen zusammengefasst wurden,
vgl. Tabelle 3.1. Unterschiedliche Zielweiten und Zenitdistanzen im Testnetz filhren nach den Faustformeln (3.2),
(3.4) und (3.6) zu unterschiedlich grofien Intervallradien und bedingen die deutliche Variation der Grauwerte in
Abbildung 3.5(b). Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die dominierenden Einflussparameter.

3. Refraktionsanteil a) Trockentemperatur 9
b) Druck p

¢) Brechungsindexgradient 274

%
Oz*

d) Brechungsindexgradient

4. Geriteanteil e) Trigerwellenlinge der EDM A
f) Frequenz fo
g) Additionskonstante do
h) Vertikaler Kollimationsfehler ¢,
i), k) Quer- und Lingsanteil des Stehachsfehlers Q(p), L(p)
1) Indexfehler i,

Tabelle 8.2: Ubersicht dber die dominierenden Einflussparameter

Eine Gruppe wichtiger Einflussparameter sind die messungsspezifischen Rest- und Rundungsfehler (Gruppe
5). Sie liefern 47 — 64% (durchschnittlich 54%) der durch den Intervallradius beschriebenen Imprézision fiir
Strecken, fiir die in zwei Lagen gemessenen Richtungen 3 — 29% (durchschnittlich 15%) und fiir die in einer
Lage gemessenen Zenitdistanzen ca. 7— 15% (durchschnittlich 11%). Im Wesentlichen wird durch die Rest- und
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Rundungsfehler die Instrumentenklasse bestimmt, so dass durch den Einsatz eines htherwertigen Instrumentes
diese Anteile reduziert werden.

Weitere wesentliche Einflussparameter sind die geritespezifischen Anteile (Gruppe 4): fiir Strecken 34 — 42%
(durchschnittlich 39%), fiir Richtungen bis 29% (durchschnittlich 11%) und fiir Zenitdistanzen 26 —54% (durch-
schnittlich 39%). Fiir Richtungen hat diese Gruppe den geringsten Einfluss, da die Beitriige - bis auf den Steh-
achsfehler - bereits durch eine geeignete Messmethode (Messung in zwei Lagen) eliminiert wurden. Der Beitrag
fiir den Intervallradius der Zenitdistanz kann ebenso durch Messung in zwei Lagen reduziert werden. Lediglich
bei der Streckenmessung werden in der Regel keine Messmethoden zur Verringerung angewandt. Im Hinblick
auf die Reduktion der Imprizision wire es sinnvoll, die Bildung von Streckenverhiltnissen als Messmethode neu
zu beleuchten.

Der Anteil der Refraktionsmodelle und der zusétzlichen meteorologischen Messungen (Gruppe 3) liegt bei Rich-
tungen zwischen 16 — 96% (durchschnittlich 64%), bei Strecken 1 — 9%, (durchschnittlich 6%) und bei Ze-
nitdistanzen bis maximal 65% (durchschnittlich 42%). Fiir die Streckenmessung wird der Einfluss durch die
Imprézision der Temperatur- und Druckerfassung bestimmt, wohingegen bei Richtungs- und Zenitdistanzbeob-
achtungen die Imprézision der Bestimmung des Brechungsindexgradienten den dominanten Anteil ausmacht.
Soll die Imprézision weiter reduziert werden, so ist das Hauptaugenmerk auf eine bessere Bestimmung des Bre-
chungsindexgradienten zu richten. Konkrete Ansétze wurden hierzu beispielsweise von HENNES ET AL. (1999)
vorgestellt.

Modellkonstanten (Gruppe 2) liefern fiir alle Messungstypen Anteile bis maximal 1%, d.h. eine Verbesserung
oder Erweiterung der Modelle wird nur zu einer geringfiigigen Reduktion der Imprézision via besser bestimm-
ter Modellkonstanten fithren. Als Sekundireffekt wird sich allerdings der Fortpflanzungsmechanismus fiir alle
weiteren Anteile dndern.

Schliellich liefert der Prismenanteil (Gruppe 1) weniger als 1% fiir Strecken, je nach Zielweite zwischen 0 — 48%
fiir Richtungen und 1 — 25% fiir Zenitdistanzen. Diese Effekte konnen reduziert werden, wenn die Prismen mit
hoherer Prizision auf das Ziel ausgerichtet werden. Bei fest installierten Prismen wie in Uberwachungsnetzen,
wo eine individuelle Ausrichtung nicht moglich ist, konnen diese Effekte nicht reduziert werden.

3.3 Diskussion der Koeffizienten der Faustformeln

3.3.1 Vorbemerkungen

Im folgenden Abschnitt werden die Koeffizienten der Faustformeln (3.2), (3.4) und (3.6) diskutiert. Die Werte
der Koeffizienten hingen vom Instrumentarium sowie von den verwendeten Messmethoden, Korrektionsmodel-
len und Auswerteverfahren ab. Die folgende Darstellung soll dariiber einen exemplarischen Uberblick geben und
zeigen, welche ,, Variationsbreite“ fiir die einzelnen Koeflizienten zu erwarten ist. Die Beantwortung dieser Frage-
stellung ist fiir die Optimierung der Intervallradien (Intervalldesign) wesentlich, die in Abschnitt 5.4 vorgestellt
wird. Sie liefert zum Einen Anhaltspunkte, wie die Werte der Koeffizienten der Faustformeln vom gewéhlten
Instrumentarium, den Auswerte- und Messmethoden abhingen. Zum Anderen werden minimale Werte fiir die
Koeffizienten angegeben, die durch kein Messverfahren oder Instrumentarium unterschritten werden kénnen.

Diese unteren Grenzen fiir die Werte der Koeffizienten werden im Allgemeinen durch zwei begrenzende Faktoren
bestimmt. Einerseits liefert die Auflisung der Sensoren eine physikalische Grenze, die mit dem aktuellen Stand
der Technik nicht unterschritten werden kann. Andererseits kann bei hochaufgelosten Daten die Reprdisenta-
tivitdt der Grdflen verloren gehen. Beispielsweise konnen mit hochauflésenden Temperatursensoren Werte be-
stimmt werden, die nur zum Moment der Erfassung gelten, da die Temperatur in der Gréoflenordnung der hohen
Auflssung von +0.03,...,0.1 K (HENNES ET AL. 1999) schnellen Fluktuationen unterworfen ist. Turbulenzen,
kurzzeitige Variationen und im Vergleich dazu lange Ansprechzeiten der Sensoren lassen Schwankungen von
mehreren Hundertstel bis Zehntel Grad zu (HENNES ET AL. 1999). Ebenso spielen weitere Effekte eine Rolle
wie Erwiarmungseffekte der Ubertragungskabel (£0.2K), vgl. DEUSSEN (2000, S.85ff). Die allgemeine Proble-
matik der Temperaturmessung, die auch fiir moderne Sensoren zu beriicksichtigen ist, wird von GOTTWALD
(1985, S.45-88) diskutiert.
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Die Koeffizienten der Faustformeln fiir Strecken, Richtungen und Zenitdistanzen sollen folgendermaflen in einem
Vektor k geordnet sein:

ko= (as[mm), csppml, -
anmgon], by lmgonm], cx [LS2IER] dy [mgon), (37)
ag fmgon], b [mgonm], e [10—zaen))".

3.3.2 Koeffizienten der Faustformel fiir die Streckenmessung
Konstanter Anteil: ag

Der konstante Anteil der Faustformel fiir den Intervallradius der Streckenmessung wird durch die Imprizision
der Additionskonstanten und durch die Rest- und Rundungsfehler des Instrumentes dominiert.

e Die Imprizision der Additionskonstante kann durch Kalibrierverfahren bestimmt und somit verbessert
werden. Gegebenenfalls ist das Modell einer Additionskonstanten um nichtlineare Korrekturterme zu er-
weitern, wie dies beispielsweise von HENNES ET AL. (1994) diskutiert wurde.

e Fiir die Rest- und Rundungsfehler aller Messungstypen (Strecken, Richtungen, Zenitdistanzen) wurde in
der vorliegenden Arbeit angenommen, dass diese die Hélfte der letzten Nachkommastelle des am Gerite-
display anzeigbaren Wertes ausmachen. Um diese Hypothese fiir verschiedene Instrumententypen nachzu-
weisen, miisste die Auflésung der Instrumente kontrolliert werden. MEIER- HIRMER UND MEIER-HIRMER
(1997) haben beispielsweise gezeigt, dass die letzte am Display anzeigbare Nachkommastelle in dieser Hin-
sicht nicht unbedingt fiir die Qualitéit des Instruments aussagekriftig ist, wenn sie durch gezielte gerétein-
terne Rundung auf eine gewisse Nachkommastelle bedingt ist. Im Folgenden wird dennoch angenommen,
dass die Grofle der Rest- und Rundungsfehler von der Instrumentenklasse abhingt, d.h. dass ein Unter-
schied in der Qualitdt der Sensoren besteht. Durch die Wahl eines Instruments, das einer hherwertigen
Instrumentenklasse angehort, kann somit der Anteil der Rest- und Rundungsfehler reduziert werden.

Streckenliingenabhiingiger Anteil: cg

Der Koeffizient cs beschreibt den Einfluss der Anteile, die von der Streckenléinge abhiingen. Im einfachen Modell,
vgl. Gleichung (3.5), das diesen Untersuchungen zu Grunde gelegt wurde, wird die Grofle des Koeffizienten von
zwei Hauptfaktoren beeinflusst: Gerdteanteile und Refraktionsanteile.

e Die Geriteanteile sind durch die Imprizision der Modulationsfrequenz und der Trdagerwellenlinge be-
stimmt. Betrachten wir zunichst die Imprézision der Modulationsfrequenz.

— JOECKEL UND STOBER (1999, S.47f) geben die Frequenzstabilitit auf +10 ppm an. Nach Korrek-
tur der Temperatureffekte werden Werte +1 ppm erreicht. Zusétzlich spielen Einlaufeffekte und Al-
terungsprozesse eine Rolle, vgl. beispielsweise RUEGER (1996, S.33f) und JOECKEL UND STOBER
(1999, S.48f). Fiir das Mekometer 5000 wird im Handbuch eine Frequenzstabilitit von +0.3ppm
angegeben (KERN AG 1986, S.4). Fiir die folgenden Untersuchungen wird eine Impriizision von
df = +1ppm fo als untere Grenze angesetzt, falls keine anderen Zahlenwerte fiir die Instrumente
vorliegen. Einer Reduktion dieses Beitrags wirkt entgegen, dass die Messfrequenz fy bei vielen mo-
dernen Geréten erhoht wurde, um die Auflésung der Phasenmessung zu steigern, vgl. RUEGER (1996,
S.233ff). SCHWARZ (1993, S.95) gibt diese mit 1 —2-10~* an, was 2 — 4 mm bei fo = 15 M Hz und
0.1 mm bei fo = 100 M Hz entspricht. Mit einer Erhchung der Messfrequenz nimmt die Auflésung
zu, aber auch die Imprizision df .

— Die Trigerwellenlinge wird zur Berechnung der Refraktionskorrektur benotigt (JOECKEL UND STO-
BER 1999, S.71ff); sie ist geréiteabhiingig. Die Impriizision die Trigerwellenléinge wird von der Giite der
Diode bestimmt, die verwendet wird. RUEGER (1996, S.54) nennt dabei Abweichungen von der Nomi-
nalwellenliinge zwischen 10 —20nm fiir GaAlAs-IR-Dioden. Bei stabilisierten Gaslasern (HeNe-Laser)
sind Abweichungen von +5nm zu erwarten (RUEGER 1996, S.54). Des weiteren spielt beispielsweise
die Bandbreite des Spektrums eine Rolle. Fiir Laserdioden liegen die Bandbreiten, bei denen die
Leistung auf 50% abgesunken ist, bei 2 — 4 nm, fiir Infrarot um 40 nm. Weitere Einfliisse spielen
Alterungs- und Erwdrmungsprozesse. RUEGER (1996, S.37) gibt hierfiir 0.25%2 an. Fiir die weiteren
Untersuchungen soll daher angenommen werden, dass die Wellenldnge minimal um £10nm von der
Nennwellenléinge abweicht.
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o Die Refraktionsanteile wirken sich hauptséchlich bei der Bestimmung der sogenannten ersten Geschwindig-
keitskorrektion aus, vgl. erster Term in (3.5). Neben der Trigerwellenléinge, die als Geriiteanteil behandelt
wurde, spielt die Imprézision der Temperatur und des Drucks eine Rolle, vgl. auch Abbildung 3.5 in
Abschnitt 3.2. Diese Groflen werden gebraucht, um die Ergebnisse der rohen Streckenmessung auf die
aktuellen meteorologischen Rahmenbedingungen zu beziehen. Die Temperatur kann messtechnisch auf
+0.01 —0.03 K (HENNES ET AL. 1999) bestimmt werden. Allerdings geht in diesem Bereich die Reprisen-
tativitit der Werte verloren, worauf eingangs schon hingewiesen wurde. Fiir die folgende Diskussion wird
eine minimale Imprizision von £0.05K angesetzt. Fine weitere Steigerung ist auch durch das Modell des
Brechungsindex limitiert. Modellfehler und Beschrinkungen vermindern die Représentativitét des Barrell
und Sears Modells. vgl. DEICHL (1984) oder RUEGER (1999). Die IAG-Resolution 3 (SCHWARZ 2000,
S.66) nennt verbesserte Modellkonstanten fiir eine Berechnung des Brechungsindexes auf £0.5ppm. Um
eine noch hohere Reprisentativitit zu erhalten, sollte das Owns-Modell in der sogenannten Sellmeier-Form
verwendet werden, vgl. RUEGER (1996, S.222ff).

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber minimale Werte fiir die Koeffizienten der Faustformel der Strecken-
messung bei einer exemplarischen Instrumentenauswahl.

Instrument foxdf AEdi kleinste Einheit ag cg
[MHz + Hz] [nm] [mm)] [mm] | [ppm]
Leica TPS1101 100 £ 50 780 £ 15 1 1.5 1
Leica TCA2003 50 £+ 25 850 + 15 0.1 0.17 0.9
Mekometer 5000 10+ 3 632.6 + 0.5 0.1 0.15 0.75

Tabelle 3.3: Minimale Werte der Koeffizienten der Faustformel der Streckenmessung fir eine ezemplarische Instrumen-
tenauswahl

3.3.3 Koeffizienten der Intervallradien der Richtungsbeobachtung
Konstanter Anteil: agp

Der Koeffizient ag beschreibt den konstanten Beitrag zum Intervallradius der Richtungsbeobachtung. Der Wert
der Koeffizienten wird hauptsichlich von den modellierten Gerdteanteilen (aufler dem Stehachsfehler) und den
Rest- und Rundungsfehlern beschrieben. Betrachten wir die Effekte im Einzelnen:

e Fiir die Rest- und Rundungsfehler wird angenommen, dass diese Effekte maximal bis zur Hilfte der letzten
am Display anzeigbaren Nachkommastelle auflésbar sind. Restfehler konnen reduziert werden, falls durch
Kalibrierung der Instrumente verbesserte Korrektionsmodelle anstelle des hier zugrunde gelegten einfachen
Modells, vgl. Gleichung (3.3), bestimmt werden konnen. Ist dies nicht moglich, so bleibt nur die Wahl eines
hoherwertigen Instruments, um die Werte der Koeffizienten zu reduzieren. Diese Wahl ist mit entsprechend
hoheren Anschaffungskosten verbunden.

e Die Gerdteanteile kbnnen durch geeignete Messverfahren (Messen in zwei Lagen) reduziert werden. Ein
Vergleich der Faustformeln (3.4) fiir die Messung in einer Lage und die Messung in zwei Lagen verdeutlicht
dies. Von Seiten der Messmethoden ist damit allerdings der gesamte Reduktionsspielraum ausgeschopft.

Instrument dQ(p) di dey, ap 1 QR 11
[mgon]| | [mgon] | [mgon] [mgon]| | [mgon]
TPS1101 0.2 0.05 0.1 0.2 0.1
TCA2003 0.1 0.005 0.01 0.1 0.01

Tabelle 3.4: Minimale Werte des Koeffizienten ar fir eine exemplarische Instrumentenauswahl

Tabelle 3.4 gibt exemplarisch fiir zwei Instrumente die Koeffizienten bei zwei unterschiedlichen Messmetho-
den (Messung in einer Lage und Messung in zwei Lagen) in den letzten beiden Spalten an. Der Wert fiir die
Imprézision der Stehachsneigung in Kippachsrichtung dQ(p) wurde als Auflosung des Stehachskompensators
aufgefasst, die in den Ger#tehandbiichern verzeichnet ist (LEICA GEOSYSTEMS 1998, S.126) bzw. (LEICA GEO-
SYSTEMS 2000, S.241). In der dritten und vierten Spalte sind die angenommenen Werte fiir die Imprézision des
Kippachsfehlers di und des horizontalen Anteils des Zielachsfehlers dc, angegeben.
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Prismenanteil: by

Der Koeflizient bg beschreibt den Beitrag, der sich antiproportional zu S verhélt. Der Wert des Koeffizienten
ist durch den Prismenanteil bestimmt. Hintergrund fiir diese Diskussion sind hauptséchlich Anwendungen der
automatischen Uberwachung von Bauwerken, bei denen Prismen fest eingebaut sind. Werden sie von mehreren
Standpunkten aus leicht unterschiedlichen Richtungen angezielt, so kénnen die Prismen nicht exakt auf alle
Standpunkte ausgerichtet sein, so dass Schriganzielungen auftreten.

Von der instrumentellen Entwicklung her betrachtet, sind Reflektoren fiir die Streckenmessung entwickelt und
optimiert worden. So lassen sich durch die spezielle Konstruktionsmafle der Prismen

d:ex~3:2~ng:na (3.8)

Abweichungen von nicht senkrecht auftreffenden Messstrahlen minimieren, vgl. RUEGER (1996, S.158fF). Dabei
bezeichnet d den Abstand der Prismengrundfliche von der Prismenspitze und e den Abstand der Prismengrund-
flache von der Prismenstehachse. Der Brechungsindex des Prismas wird mit ngr benannt und der Brechungsindex
der Atmosphére mit n 4. Bis zu Verschwenkungen von +15gon ist der Einfluss auf die Streckenmessung fiir Pris-
men, die (3.8) erfiillen, zu vernachlissigen (< 0.1 mm).

Werden die selben Prismen auch fiir die Richtungsbeobachtung oder Zenitdistanzmessung verwendet, so hingt
die Sensitivitét ebenfalls vom Prismendesign (3.8) ab. Allerdings nimmt der Effekt durch die Streckenabhingig-
keit grofere Werte im Verhéltnis zur Auflsbarkeit der Winkelmessung an, als dies der Fall bei der Streckenmes-
sung ist, vgl. RUEGER (1996, S.163) und Gleichungen (3.1) bzw. (3.3) mit (3.5). Betrachtet man die Imprizision
der Korrektionsformel, vgl. (3.3) letzter Term, so spielen neben der Imprizision der geometrischen Abmessun-
gen, die auf £0.5 mm (RUEGER 1996, S.257) bzw. fiir das Mekometer-5000-Prisma auf +0.05 mm abgeschétzt
werden, auch die Imprézision der Ausrichtung eine Rolle. RUEGER (1996, S.163) gibt dafiir +0.7 mgon an,
KAHMEN (1993, S.207f) fordert +0.3 gon im Kontext der Ausrichtung von Basislatten. Alle genannten Effekte
werden verstirkt, wenn der Einfallswinkel a4 grofler wird.

Folgende Ldsungsstrategien stehen fiir eine Reduktion der Effekte zur Verfiigung: Besteht die Moglichkeit, meh-
rere Prismen am Zielort anzubringen und diese auf die Standpunkte exakt auszurichten, so ist dieser Ansatz zu
bevorzugen, da in diesem Fall die Imprézision minimiert wird. Fiir eine mégliche technische Umsetzung verglei-
che LuTes (2001). Allerdings miissen dann die Exzentren zwischen den Prismenreferenzpunkten hinreichend
genau bestimmbar sein, vgl. FLACH UND NATEROP (1999). Prinzipiell sollten Prismen verwendet werden, die
dem Kriterium (3.8) geniigen. Konkrete Fabrikate sind beispielsweise bei RUEGER (1996, S.257) angegeben.
Rundumprismen eignen sich fiir die hohen Anforderungen bei Uberwachungsmessungen nur bedingt, da syste-
matische Effekte je nach Ausrichtung des Prismas auftreten, vgl. FAVRE UND HENNES (2000). Alternativ zu
Prismen kénnen Zieltafeln oder Zielzeichen (Kegel) verwendet werden, die von allen Seiten aus anzielbar sind.
Fiir automatische Uberwachung ist diese Alternative jedoch ebenfalls wenig geeignet.

Die folgende Tabelle bietet eine Ubersicht iiber die GroBenordnung der Koeffizienten by bei verschiedenen
Einfallswinkel (senkrechter Einfall: a4 = 0) und Prismengeometrien (RUEGER 1996, S.257). Weiter wurde
da = de = £0.5 mm und days = 0.7 gon angenommen. In der zweiten und dritten Spalte sind die Kenngrofien
der Prismengeometrie zusammengestellt. In der vierten bis siebten Spalte sind die Werte fiir die Koeffizienten
bei entsprechenden Einfallwinkeln aufgelistet. In der letzten Spalte ist approximativ eine lineare Funktion fiir
den Zusammenhang br(a4) angegeben.

Prisma d e Einfallswinkel [gon] br(aa)
[mm] | [mm] 0 | 4.1 | 8.3 | 12.5 [mgon m]
Leica GPR1 39.6 26.6 0.0 3.5 7.1 10.8 0+09as
TOPCON 48 72 28.7 | 53.8 | 78.8 | 103.3 29+6aa
AGA NEW 40.5 62 24.6 | 46.4 68 89 25+5am
Zeiss TK 7 40 27 0.3 20.5 | 40.5 60.5 0.3+5aa

Tabelle 3.5: Variation des Koeffizienten br in [mgon m] in Abhdngigkeit der Prismengeometrie und des FEinfallwinkels
fir eine exemplarische Instrumentenauswahl

Streckenléingenabhéingiger Anteil: cg

Der Koeffizient cg beschreibt den Anteil der Faustformel, der linear von der Streckenléinge abhéngt. Dieser gibt
den Einfluss der Seitenrefraktion auf die Richtungsbeobachtung an. Mit der Approximation des Brechungsin-



3.3 Diskussion der Koeffizienten der Faustformeln 55

dexgradienten (SCHWARZ 1993, S.51) erhiilt man die Imprizision des Brechungsindexgradienten in Funktion der
Impréazision des Temperaturgradienten senkrecht zur Messungslinie:

Ona L 09 O e, O

Die Imprézision des Temperaturgradienten und somit auch des Brechungsindexgradienten hingt zum Einen
von der messtechnischen Auflisbarkeit und der Reprisentativitit der Temperaturmessungen ab. Zum Ande-
ren wird der Gradient als Differenzenquotient approximiert, so dass ein Approzimationsfehler zu beriicksichti-
gen ist (DEUSSEN 2000, S.87ff). WITTE (1990) nennt eine Bestimmbarkeit des Temperaturgradienten -2%- von
:tO.l%. Die prinzipielle messtechnische Realisierung ist beispielsweise in GOTTWALD (1985) vorgestellt. Fiir den
Alptransit-Tunnel wurde ein Verfahren von HENNES ET AL. (1999) vorgestellt, das Werte bis +0.06£ liefert.
Diese geringen Werte fiir die Imprizision setzen konstante Rahmenbedingungen voraus und sind mit entspre-
chendem Messaufwand verbunden. Die Ergebnisse umfangreicher Untersuchungen fiir die Seitenrefraktion sind
in WILHELM (1994) zusammengefasst. Die Auflosung des Temperaturgradienten bestimmt die Imprézision der
Refraktionskorrektion, die nicht unterschritten werden kann, vgl. Abbildung 3.5. Ahnliches gibt auch fiir die
Vertikalrefraktion. Gleichzeitig wird in gewisser Weise die Problematik der Bestimmbarkeit auf die Problematik

der Représentativitéit verlagert.

Eine Alternative, die in Zukunft fiir Anwendungen zur Verfiigung stehen diirfte, ist die Verwendung refrakti-
onsfreier Messverfahren. Die entwickelten Verfahren nutzen entweder optische Turbulenzeffekte (Intensitétsfluk-
tuationen beim Szintillometer bzw. Bildtanzen oder Bildflimmern bei Auswertungen mit CCD-Sensoren) oder
Dispersionseffekte, vgl. beispielsweise fiir eine Ubersicht BOCKEM ET AL. (2000). Dadurch kann der Einfluss der
Refraktion integral iiber den gesamten Messweg bestimmt werden, vgl. DEUSSEN (2000).

Fiir die weitere Diskussion wird davon ausgegangen, dass der Brechungsindexgradient nicht besser als £0.0522™

angegeben werden kann, was eine recht optimistische Gréflenordnung ist. Der Koeffizient nimmt dann den Wert
-3

CR = 0.1610—7;"9ﬂ an.

Zenitdistanzabhingiger Anteil: dr

Der Koeffizient dg beschreibt die Geréteanteile (Kippachsfehler und Stehachsfehler), die mit dem Kotangens
der Zenitdistanz variieren. In der vorliegenden Arbeit wird - abweichend von der klassischen Einteilung in der
geoditischen Instrumentenkunde - der Stehachsfehler zu den Instrumentenfehlern geziihlt, da er bei modernen
Geraten mafgeblich durch die Auflosung und Korrektheit des Stehachskompensators bestimmt wird.

Der Anteil des Stehachsfehlers wird durch die Auflésung des Stehachskompensators bei elektronischen Geriten
bzw. durch die Angabe der Rohrenlibelle bei mechanischen Instrumenten beschriinkt, welche ungefihr die ver-
bleibende Restschiefe der Stehachse angeben. Die Auflosung des Kompensators kénnte instrumentell gestei-
gert werden. Allerdings ist dabei eine erhthte Temperaturempfindlichkeit oder eine lingere Einschwingzeit des
Kompensators zu erwarten. Der zweite Effekt wirkt sich besonders stérend bei Anwendungen aus, bei denen
in schneller Abfolge Messungen in unterschiedlichen Azimuten ausgefiihrt werden sollen, beispielsweise bei der
Fahrzeugsteuerung. Der Anteil des Kippachsfehlers kann durch eine geeignete Messmethode (Messung in zwei
Lagen) eliminiert werden.

Die folgende Tabelle gibt exemplarisch fiir zwei Instrumente unterschiedlicher Leistungsklassen die Koeffizienten
an. Die Auflosung des Kompensators ist den Handbiichern LEICA GEOSYSTEMS (1998, S.126) bzw. LEICA
GEOSYSTEMS (2000, S.241) entnommen. Die Imprézision des Kippachsfehlers di wurde zur Hilfte der letzten,
am Display anzeigbaren Stelle angesetzt.

Instrument dQ(p) di dp.1 dp 11
[mgon] | [mgon] [mgon] | [mgon]
TPS1101 0.2 0.05 0.3 0.2
TCA2003 0.1 0.005 0.2 0.1

Tabelle 3.6: Minimale Werte des Koeffizienten dr fir eine ezemplarische Instrumentenauswahl
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3.3.4 Koeffizienten der Faustformel fiir die Zenitdistanz
Konstanter Anteil: a¢

Der Koeffizient a; beschreibt den konstanten Anteil der Faustformel. Der Wert wird durch den Gerdteanteil sowie
durch Rest- und Rundungsfehler bestimmt. Eine Messung in zwei Lagen eliminiert bzw. reduziert die Gerétean-
teile bis auf den Anteil der Stehachsneigung in Zielachsrichtung. Die folgende Tabelle gibt exemplarisch fiir zwei
Instrumente unterschiedlicher Leistungsklassen die Koeffizienten an. Die Auflssung des Kompensators dL(p) ist
den Handbiichern LEICA GEOSYSTEMS (1998, S.126) bzw. LEICA GEOSYSTEMS (2000, S.241) entnommen. Die
Impréazision des Teilkreisexzentrizitétsfehlers di g, wurde zur Halfte der letzten am Display anzeigbaren Stelle
angesetzt und der vertikale Kollimationsfehler dc, zur letzten am Display anzeigbaren Stelle.

Instrument dL(p) dig, dey ac; ac gy
[mgon] | [mgon] | [mgon] [mgon] | [mgon]

TPS1101 0.2 0.05 0.1 0.45 0.3

TCA2003 0.1 0.005 0.01 0.25 0.1

Tabelle 3.7: Minimale Werte des Koeffizienten a¢ fir eine exemplarische Instrumentenauswahl

Prismenanteil: b,

Der Koeffizient b; beschreibt den Anteil der Faustformel, der sich reziprok proportional zur Streckenléinge
verhilt. Dieser Beitrag spiegelt die Effekte der Prismenausrichtung wider und berechnet sich analog zu bg, so
dass auf die entsprechenden Anmerkungen in Abschnitt 3.3.3 verwiesen und auf eine weitere Diskussion hier
verzichtet wird.

Streckenlingenabhiingiger Anteil: ¢,

Der Koeflizient c; beschreibt den Anteil der Faustformel, der linear mit der Streckenldnge zunimmt. Dieser
Beitrag wird durch die Refraktion bestimmt. Die Uberlegungen, die im vorherigen Abschnitt 3.3.3 fiir die
horizontalen Temperatur- und Brechungsindexgradienten angestellt wurden, lassen sich entsprechend auf die
vertikalen Gradienten iibertragen. Fiir diesen Gradienten sind groflere Werte und Variationen zu erwarten, vgl.
HENNES ET AL. (1999).

3.3.5 Minimale Koeffizienten

Als Ergebnis ldasst sich ein Vektor angeben, dessen Werte durch die ,besten“ Sensoren bzw. das Anwenden
der ,besten“ Mess- und Auswerteverfahren nicht unterschritten werden koénnen. Mit der Schreibweise aus der
Intervallmathematik soll diese untere Grenze mit k bezeichnet werden. Fiir die in den Abschnitten 3.3.2-3.3.4
beispielhaft angegebenen Werte ergibt sich:

& = (0.15[mm], 0.75 [ppm], e
0.01 [mgon], 0[mgonm], 0.16 [%M], 0.1 [mgon], (3.10)
0.1 [mgon], 0[mgonm], 0.16 [%M])T

3.4 Vergleich der Modellierungsmethoden der Intervallradien

Die Intervalle, die mittels Sensitivititsanalyse oder Intervallauswertung bestimmt wurden, dienen dazu, den
eigentlichen Wertebereich der Funktion zu approximieren. In den Abschnitten 2.2.3 und 2.3.4 wurde bereits
darauf hingewiesen, dass bei Approximation durch affine Formen, wie sie die Sensitivititsanalyse liefert, der
Wertebereich nur in Spezialféllen eingeschlossen werden kann. Insbesondere kénnen a priori, also ohne Kenntnis
des Wertebereichs, keine Aussagen iiber die Approximationsgiite erzielt werden. Der folgende Abschnitt stellt
fiir einige Funktionen, die in Korrektionen fiir die Streckenmessung vorkommen, den Wertebereich und die
Intervalle, die mit Intervallauswertung bzw. Sensitivitdtsanalyse berechnet wurden, gegeniiber. Damit wird
ein Eindruck fiir die Groflenordnung der Unterschiede gegeben und die Vorgehensweise in den vorangegangen
Beispielen (Abschnitte 3.1.1 bis 3.1.3) gerechtfertigt.
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Beispiel 18 Betrachten wir zunéchst die Berechnung der Brechzahl Ng unter Beriicksichtigung der Dispersion
nach Barrell und Sears in der sogenannten Cauchy Reihenentwicklung, vgl. JOECKEL UND STOBER (1999, S.71{f):

NG=A+3%+5%+.... (3.11)
Die Brechzahl des Medium hangt von der Trigerwellenléinge A und den drei Konstanten A, B, C' ab. Unter
der Annahme, dass diese physikalisch korrekt angegeben wurden, kann die Imprézision durch folgende Werte
abgeschiitzt werden: [A] = [287.6035, 287.6045], [B] = [1.62875,1.62885] und [C] = [0.01355,0.01365] . Typische
Angaben fiir Entfernungsmessgeréte sind [A] = [770,790] nm (RUEGER 1996, S.54). Fiir die Funktion Ng =
Ng(A, B,C, ) stimmen Wertebereich und Intervallauswertung iiberein, und man erhilt das Ergebnisintervall:

B c — B C
W([Ng]) = [Ng] = A+3?+5A_:4, A+3= 452

o (3.12)

Ng Ne Ngm _ w([Ng])
Sensitivitdtsanalyse 295.6007  296.0378 | 295.8192 0.4370
Intervallauswertung 295.6050  296.0423 | 295.8236 0.4372
‘Wertebereich 295.6050  296.0423 | 295.8236 0.4372

Tabelle 8.8: Vergleich der Approzimation des Wertebereichs fiir die Brechzahl Ng, alle Werte in [ppm]

Tabelle 3.8 zeigt den Vergleich der beiden Approximationen des Wertebereichs. In der zweiten und dritten Spalte
sind die untere bzw. obere Intervallgrenze angegeben. In der vierten und fiinften Spalte wird die Intervallmitte
und der Durchmesser des Intervalls dargestellt. Die Ergebnisse der Sensitivititsanalyse stimmen mit der In-
tervallauswertung bzw. dem Wertebereich in der Gréfienordnung 108 {iberein. Die Hausdorff-Distanz (2.17)
zwischen beiden Mengen betriigt: d = 4.5 - 1079, Diese Grofenordnung stellt eine ausreichende Approximation
fiir alle Messoperationen dar.

Beispiel 19 Als zweites Beispiel wird die Bestimmung des Sattigungsdampfdrucks p,, mittels relativer Feuchte
RF und Temperatur ¢ nach der Formel von Magnus-Tetens (RUEGER 1996, S.63fF) dargestellt

= E cclﬂﬂ +es
Pu = Jgg 1077 (3.13)
Die Intervallauswertung wird untersucht bei [¢] = [19.8,20.2]°C und RF = [77,83]%. Die Konstanten sind
in JOECKEL UND STOBER (1999, S.76) bzw. RUEGER (1996, S.63ff) angegeben, wobei die Imprizision zur
Hilfte der letzten Nachkommastelle angesetzt wurde: [c;] = [7.45,7.55], [c2] = [237.45,237.55] und [c3] =
[0.785705,0.785715]. Der Wertebereich kann bei dieser einfachen Funktion und den obigen Zahlenwerten wieder
direkt angegeben werden:

RF a2, RF Tz
Wilpa)) = | Jo5 107w &, T 105577 . (3.14)

Da die Variable ¢ im Funktionsausdruck zweimal vorkommt und bei der Intervallauswertung als unabhéngig
betrachtet wird, wird der Wertebereich iiberschétzt. Dies kann leicht gezeigt werden, indem man zwei Variable
91 und 9, einsetzt. Wir beschranken uns wegen der Monotonie der Exponentialfunktion auf die Betrachtung
des Exponenten in (3.13):

01191
Exp :=
p o + 19

+ c3. (3.15)

Die Intervallauswertung liefert dann:

1Y e,
Exp)| = | ——= + ¢3,
[Fep, G40 et

+7l. (3.16)

Da ¥, und 9; beide unabhingig voneinander variieren, konnen gréfiere bzw. kleinere Funktionswerte angenom-
men werden als im Wertebereich. In vorherigen Beispiel 18, Gleichung (3.12) war dies nicht der Fall, da dort
fiir die einzelnen Terme die Minima und Maxima fiir die zu betrachtenden Intervalle an der gleichen Stelle,



58 3. Beispiele fiir Intervallradien

niamlich bei A bzw. A angenommen wurden. Die folgende Tabelle stellt die Zahlenwerte fiir die untere bzw.
obere Intervallgrenze sowie die Intervallmitte und den Intervalldurchmesser fiir dieses Beispiel gegeniiber:

Pw Pw Pw,m__ w([pw])
Sensitivitdtsanalyse 17.5741  19.7814 | 18.6778 2.2073
Intervallauswertung 17.5587  19.8446 | 18.7017  2.2859
Wertebereich 17.5948  19.8025 | 18.6987  2.2077

Tabelle 8.9: Vergleich der Approzimation des Wertebereichs des Partialwasserdampfdruckes, alle Werte in [hPa]

Die Hausdorfl-Distanzen ergeben d(W([pw)]), [pw]) = 0.0632 hPa fiir den Abstand zwischen Wertebereich und
Intervallauswertung und dONV([pw]); Pw, 4) = 0.0207 hPa zwischen Wertebereich und der Approximation, die mit
der Sensitivitidtsanalyse berechnet wurde. Die Variation zwischen dem Wertebereich und seinen Approximatio-
nen durch die Intervallauswertung [p,,] bzw. durch die affine Form p,, 4 liegt weit unterhalb der Auflosbarkeit
der Messung, so dass die Sensitivitdtsanalyse ohne Bedenken angewandt werden kann, um einen reprisentativen
Bereich fiir den Wertebereich anzugeben.

Beispiel 20 Mit diesen Werten kann jetzt der Brechungsindex m4 nach der von Kohlrausch vereinfachten
Formel (RUEGER 1996, S.54ff) oder (JOECKEL UND STOBER 1999, S.70ff) berechnet werden:

_ png—1 1 pu
na=1+N4-10"6=1+= - EAC
A A pol+ad 14+ adpyyo

(3.17)

Da sehr kleine Eingangsintervalle vorliegen und der zweite Term um drei Gréflenordnungen kleiner ist als der
erste Term, kann der Wertebereich wieder direkt aus der Betrachtung von (3.17) angegeben werden. Um keine
Unabhingigkeit beziiglich der Temperatur vorzutduschen, muss p,, nach (3.13) in seine einzelnen Komponenten
zerlegt werden. Mit [a] = [3.6605,3.66015] - 1072, [po] = [1013.245,1013.255], [pw,0] = m +5-1073 und
den meteorologischen Werten von [] = [19.8,20,.2]°C , RF = [77,83]% und [p] = [999.5,1000.5] hPa ergibt
sich dann:

Na Na Na,m  w([Na])
Sensitivitdtsanalyse 270.7530 271.8850 | 271.3191 1.1321
Intervallauswertung 270.7519  271.8934 | 271.3227 1.1414
Wertebereich 271.1562  271.8911 | 271.5236 0.734

Tabelle 8.10: Vergleich der Approzimation des Wertebereichs des Brechungsindez, alle Werte in [ppm]

Tabelle 3.10 stellt die Brechzahlen N4 = (ny4 — 1) - 108 dar. Mit diesen Voriiberlegungen lisst sich der Werte-
bereich der Strecke nach erster Geschwindigkeitsreduktion (erster Term in (3.5) ) folgendermaflen abschitzen:

Intervallauswertung Sensitivitdtsanalyse Wertebereich

s S S S S S

99.9994 100.0029 99.9996 100.0028 100.0006 100.0016
550.0036 550.0093 550.0044 550.0085 550.0059 550.0069
1000.0077  1000.0157 | 1000.0092 1000.0143 | 1000.0112  1000.0121

Tabelle 3.11: Vergleich der Approzimation des Wertebereichs durch die Intervallauswertung und die Sensitivititsanalyse
fir drei unterschiedlich lange Strecken, alle Werte in [m]

Die Intervalle, die mit der Intervallauswertung und der Sensitivititsanalyse berechnet werden, schlieen beide
den Wertebereich ein. Ihr Durchmesser nimmt mit zunehmender Streckenlinge zu, wohingegen der Durchmesser
des Wertebereichs annihernd konstant bleibt, da die Additionskonstante dy = [—0.5,0.5] mm den grofiten
Einfluss hat.
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4. Analyse geoditischer Netze unter Beriicksichtigung
systematisch wirkender Restunsicherheiten

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Intervalle als Spezialfille von Fuzzy-Sets zur Imprézisionsbeschreibung
fiir geodétische Messungen motiviert und konkrete Werte sowie Groflenordnungen exemplarisch fiir gingige Mes-
sungstypen abgeleitet. Eine zentrale Aussage war dabei, dass die Gesamtungewissheit geodétischer Messungen
adiquat durch eine Uberlagerung von Imprizision und Stochastizitiit beschrieben werden kann.

In diesem Kapitel wird die Fortpflanzung der Unsicherheit der korrigierten Messungen auf die zu bestimmen-
den Parameter des geodétischen Modells hergeleitet. In einem ersten Schritt wird das Gaufl-Markov-Modell als
Standardansatz zur Parameterschéitzung in der Geodésie vorgestellt. Es bildet die Grundlage fiir die Fortpflan-
zung der Gesamtunsicherheit und liefert als Ergebnis die geschéitzten Parameter und ihre Varianz-Kovarianz-
Matrix (stochastische Komponente der Unsicherheit). In einem zweiten Schritt wird die Impriizision durch
Intervallauswertung der Schitzvorschrift linear auf die bestimmten Parameter fortgepflanzt. Eine Wertebe-
reichsbetrachtung der Intervallauswertung fithrt auf Zonotope als Impréizisionsmafle fiir Punktpositionen. In
einem weiteren Schritt werden verschiedene Konzepte zur Uberlagerung beider Komponenten der Unsicherheit
der geschétzten Parameter, Stochastizitéit und Imprézision, vorgestellt, wobei eine stochastische Interpretierbar-
keit der Gesamtunsicherheit der Ergebnisse im Vordergrund steht. Abschlieffend werden alternative Konzepte
zur Intervallfortpflanzung diesem Ansatz gegeniibergestellt.

4.1 Parameterschitzung im Gauf3-Markov-Modell

4.1.1 Konzept

Im geodétischen Modell werden die nichtlinearen Zusammenhinge zwischen den Beobachtungen und den zu
bestimmenden Parametern vorgehalten. Die klassische Losung der Parameterbestimmung in der Geodisie ist
die Schitzung der Parameter nach der Methode der kleinsten Quadrate. Dazu wird der urspriinglich nichtli-
neare Zusammenhang zwischen Messungen und Parametern durch eine Taylor-Reihenentwicklung an der Stelle
der Niherungswerte x fiir die Parameter linearisiert. Unter Beriicksichtigung der stochastischen Eigenschaften
der korrigierten Beobachtungen erhilt man das Gauf-Markov-Modell (KocH 1997, Kap.3.2). Gleichung (4.1)
bezeichnet man als mathematisches Modell, (4.2) als stochastisches Modell.

~
—

=
I

of .
f(x) + o ;: ag + A dx, (4.1)

=
=

S—r
I

Cy = (Tg Qu = 0(2) Pl_ll, (4.2)

E(-), D(-) den Erwartungswert- bzw. Dispersionsoperator darstellt,

1 den n x 1 Vektor der Beobachtungen,

A=2t o die n x u Jakobimatrix (Designmatrix) an der Stelle X mit u < n,

Py die n x n Gewichtsmatrix der Beobachtungen,

ag den n x 1 Vektor des Gliedes 0. Ordnung der Taylorentwicklung,

f den funktionalen Zusammenhang zwischen Messungen und zu schitzenden Parametern,
dx den u x 1 Vektor der geschétzten Zuschlage zu den Parametern,

x den u x 1 Vektor der Niherungswerte der Parameter und

o8 den a priori Varianzfaktor.

Gleichung (4.1) ldsst sich in die sogenannten Verbesserungsgleichungen iiberfiihren:
v =Adx — (1—ag). (4.3)
Mit der Minimumbedingung fiir den Vektor der Verbesserungen v

Q= vTPyv = min (4.4)
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ergeben sich bei spaltenregulidrer Designmatrix die geschitzten Zuschlige zu den N&herungswerten der Para-
meter:

dx = (AT Pll A)_IAT P” (1 — ao)

= N—1AT P (1- ap), (4.5)

wobei N die Normalgleichungsmatrix darstellt. Die ausgeglichenen Parameter und Beobachtungen, die Verbes-
serungen sowie ihre Kofaktormatrizen erhélt man schliellich tiber:

% =x+d& , Qa=(ATPyA) Y, (4.6)
i= Q;Pul+QsPuag, Q;=AQs A", .
V=-QuPy(l-—a0) , Qi =Qu—-Qy. (4.8)

Eine Uberpriifung des gesamten Modellansatzes ist durch den Globaltest mdglich, vgl. NIEMEIER (2002, S.147fF).
Mit der quadratischen Form Q (4.4) wird der a posteriori Varianzfaktor erwartungstreu geschitzt:
AT ~
~9 v P”V
= 4.9
0 n—u (4.9)
Daraus wird mit dem a priori Varianzfaktor die Testgrofie T des Globaltests aufgestellt. Sie ist x2%_,, verteilt
fiir der Nullhypothese der Identitiit der Varianzfaktoren ¢o? = o3:
i 2 2 2
T = 5~ Xn—u Hop : 05 = 0;. (4.10)
%0
Weicht der a posteriori Varianzfaktor im Rahmen des Globaltests signifikant vom a priori Varianzfaktor ab,
so liegen Diskrepanzen zwischen Modell und Daten vor, die durch ein unzureichendes stochastisches oder ma-
thematisches Modell oder durch grobe Fehler begriindet sind. Liegen keine signifikanten Abweichungen vor, so
kann davon ausgegangen werden, dass Modell und Realitét ,gut“ iibereinstimmen. In diesem Fall konnen die
Varianz-Kovarianz-Matrizen mit dem a priori Varianzfaktor o2 berechnet werden:

C;iz = Ug(AT Py A)_l, Cﬁ =AC;; AT und Cyy =Cy — Cﬁ. (4.11)

Besondere Aspekte bei der Ausgleichung geoditischer Netze

Bei der Modellierung der Messung werden neben den Koordinaten als eigentlichen Parametern noch Zusatzpara-
meter wie Orientierungsunbekannte bei Richtungen oder Mafistabsfaktoren bei Streckenmessungen eingefiihrt.
Diese konnen, da sie nicht von direktem Interesse sind, aus den Satz der zu schitzenden Parameter eliminiert
werden. FUNCKE (1982) stellt dazu drei Verfahren zusammen. Im Folgenden soll kurz auf die Methode der
reduzierten Verbesserungsgleichungen eingegangen werden. Hierbei wird der Parametervektor in einen Koordi-
natenanteil dXx und einen Anteil der Zusatzparameter dXz unterteilt:

dx
v=(Ax Az) (df{lz{) — (1-ap). (4.12)
Durch eine entsprechende Partitionierung der Normalgleichung kann d%z formal gelost werden. Wird dieses
Ergebnis in (4.12) eingesetzt, so erhilt man die Verbesserungsgleichung;:

v = RAdecK -R (1 - ao), mit R:=1- Az(AEP”Az)ilAgP”
S (4.13)
= AKdXK — (1 — ao).
Werden in den oben aufgefiihrten Ausdriicken (4.5)-(4.8) A, 1 und ag durch A, 1 bzw. ag ersetzt, so enthilt
man entsprechende Formeln mit reduzierten Gréflen. Die Kofaktormatrix der ausgeglichenen Koordinaten und
Beobachtungen sowie der Verbesserungen berechnen sich zu:

Qiz =(ATPyA)?!, Cy=AQi;: AT +Az(AzPyAZ) 'AZP; und Qg = Qu — Q- (4.14)

Zur Berechnung der Koordinatenzuschlige d%x reicht es jedoch aus, in (4.5) die Matrix A durch A zu ersetzen,
da die folgende Identitét gibt:

ATP; (1-ag) = ATP,R(1-ao)
= ATP” (l — ao) — A%RTP”AZ(AzpllAz)flAEP” (1 — ao) (4.15)
= ATP” (l — ao).
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Ein geoddtisches Netz ist durch seine Geometrie, Topologie und durch sein Datum definiert. Ziel ist die Bestim-
mung zwei- oder dreidimensionaler kartesischer Punktkoordinaten (y;,z; im Zweidimensionalen bzw. z;,y;, z;
im Dreidimensionalen) aus den geoditischen Messungen wie Strecken, Richtungen, Zenitdistanzen oder GPS-
Basislinien. Die Netzgeometrie wird durch die konkreten Werte der Messungen bestimmt. Die Netztopologie
beschreibt, welche Punkte durch Messungen miteinander verbunden sind. Das Netzdatum muss festgelegt wer-
den, um eindeutige Koordinaten bestimmen zu kénnen, da die Messungen nicht oder bei GPS nur teilweise
sensitiv beziiglich des Koordinatenursprung, der Orientierung des Koordinatensystems oder des Maflstabes
sind. Wird nicht a priori iiber das Netzdatum verfiigt, so weist die Designmatrix einen Spaltenrangdefekt d
(Datumsdefekt) auf und die resultierende Normalgleichungsmatrix ist singulér und kann nicht invertiert werden.
Es soll hier vorausgesetzt werden, dass alle Koordinaten durch die Netzkonfiguration bestimmbar sind und kein
Konfigurationsdefekt auftritt (NIEMEIER 2002, S.214).

Singulire Varianz-Kovarianz-Matrizen der Beobachtungen kénnen beispielsweise bei der Weiterverarbeitung von
GPS-Ergebnissen oder der Deformationsanalyse auftreten. Hier bilden ggf. frei ausgeglichene Punktkoordinaten
die Eingangsgrofien, so dass die Gewichtsmatrix nicht nach (4.2) berechnet werden kann. Als Folge tritt auch bei
spaltenregulirer Designmatrix eine singuléire Normalgleichungsmatrix auf. In dieser Arbeit soll auf diesen Aspekt
nicht weiter eingegangen und vorausgesetzt werden, dass die Varianz-Kovarianz-Matrix der Beobachtungen
regulir ist und sich die Gewichtsmatrix nach (4.2) berechnen lésst.

Um bei singuldrer Normalgleichungsmatrix dennoch Koordinaten bestimmen zu kénnen, haben sich in der
Geoddsie verschiedene Methoden durchgesetzt, vgl. GRAFAREND UND SCHAFFRIN (1993), CASPARY UND WICH-
MANN (1994), KOCH (1997) oder NIEMEIER (2002). Ziel ist es, durch die Festlegung des Netzdatums die Netz-
geometrie (innere Geometrie) nicht zu verzerren. Es diirfen somit nur d unabhingige Restriktionen an das
Ausgangssystem (4.1) gestellt werden. Werden mehr als d Restriktionen eingefiihrt oder mehr als d stochasti-
sche Bedingungen gestellt, so wird ein Zwang auf das Netz ausgeiibt und die innere Geometrie verzerrt.

Ein einfaches und pragmatisches Vorgehen ist, iiber d Koordinaten zu verfiigen, d.h. sie auf feste Werte zu
fixieren, vgl. NIEMEIER (2002, S.230f). Eine allgemeine Losung kann mittels symmetrischer reflexiver generali-
sierter Inversen berechnet werden, vgl. KocH (1997, Kap.33). In der Menge dieser Matrizen zeichnet sich die
Pseudoinverse dadurch aus, dass sie eindeutig ist und minimale Spur hat (KocH 1997, S.67f). Dariiber hinaus
ist die Norm des Vektors der Koordinatenzuschlége, der mit der Pseudoinversen geschétzt wird, minimal. Die
Losungsmethode wird daher auch als freie Netzausgleichung mit Gesamtspurminimierung oder Gesamtnormmi-
nimierung bezeichnet. Aquivalent kann diese Losung durch Hinzufiigen einer Restriktion zum Gleichungssystem
(4.13) erhalten werden:

GTdx =o0. (4.16)

Die Spaltenvektoren der u x d Matrix G bilden eine Basis des Nullraums der Matrix A. Die Matrix G lisst sich
auch als Designmatrix einer Ahnlichkeitstransformation darstellen, vgl. ILLNER (1983) oder NIEMEIER (2002,
S.234f), wobei gilt:

AG=0, NG=0. (4.17)

Sollen nicht alle Netzpunkte auch Datumspunkte sein, so kann eine Restriktionsmatrix in der Form: D = T'G
verwendet werden. Mit der u x u Selektionsmatrix I’ werden die entsprechenden Koordinaten der Datumspunkte
ausgewahlt. Die so bestimmte Varianz-Kovarianz-Matrix der geschétzten Koordinaten ist eine symmetrische
reflexive generalisierte Inverse, deren Teilspur (fiir die Datumspunkte) minimal wird. Entsprechend ist die
Teilnorm des geschitzten Koordinatenvektor fiir die Datumspunkte minimal, vgl. KocH (1997, S.69f). Durch
eine S-Transformation konnen die geschiitzten Koordinatenvektoren und entsprechenden Varianz-Kovarianz-
Matrizen ohne erneute Ausgleichung in ein anderes (inneres) Datum transformiert werden, vgl. ILLNER (1983)
und die Ausfithrungen in Abschnitt 4.1.3.

4.1.2 Mathematisches Modell der dreidimensionalen geometrischen Ausgleichung

Der klassische Ansatz zur Weiterverarbeitung von Messungen mit dem Ziel der Bestimmung von Punktkoordi-
naten ist eine getrennte Korrektion der Messungen einzelner Messungstypen und Aufspaltung der Koordinaten
in eine Lage- und Hohenkomponente. Im Bereich der klassischen Landesvermessung war diese Trennung sinnvoll,
da einerseits die einzelnen Messungstypen zeitlich getrennt mit verschiedenen Instrumenten zu verschiedenen
Zielmarken gemessen wurden. Andererseits wurden hauptsichlich grofirdumige Netze (Triangulationsnetz 1.0rd-
nung) gemessen. Bei der Auswertung solcher anndhernd ebener Netze zerfillt das Normalgleichungssystem in
einen Lage- und einen Hohenanteil. Daher fiihrt eine gemeinsame Auswertung auf ein schlecht konditioniertes
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Gleichungssystem fiir die Hohe. Aus mess- wie rechentechnischen Gesichtspunkten ist somit diese Aufspaltung
gerechtfertigt.

Im Bereich der Ingenieurvermessung und bei Verwendung moderner Instrumente ist die Sachlage anders. Die
Netze sind eher kleinrdumig, so dass eine Messung zur Bestimmung aller drei Koordinatenrichtungen beitra-
gen kann. Eine Verwendung von GPS-Messungen liefert zusétzlich iibergreifende dreidimensionale Information.
Werden moderne Instrumente eingesetzt, so werden in der Regel alle drei Messungstypen (Richtungen, Strecken
und Zenitdistanzen) vom selben Instrument (Totalstation) ausgefiihrt und erste Korrektionen mit der spezifi-
schen Sensorsoftware angebracht. Die Messungen konnen weitgehend zeitgleich durchgefiihrt werden, so dass sie
von gleichen dufleren (atmosphérischen) Bedingungen beeinflusst werden. Es ist daher sinnvoll, eine gemeinsa-
me Korrektion der Messungen durchzufiithren und direkt dreidimensionale Koordinaten zu berechnen. Daraus
lassen sich jeder Zeit Lage- und Hohenkomponenten beziiglich beliebiger Bezugsflichen berechnen. Zusétzlich
wird diese Transformation konsequent fiir das gesamte Netz im gleichen Modell durchgefiihrt und nicht mit un-
terschiedlichen Ansitzen fiir einzelne Messungstypen. Aus diesen Griinden wird im Folgenden eine gemeinsame
Modellierung aller Messungstypen in einem einheitlichen Koordinatensystem und eine gemeinsame Reduktion
bzw. Korrektion wegen duflerer Einfliisse vorgeschlagen.

In einem ersten Schritt werden unter Beriicksichtigung von Exzentren und Windschiefe der Lotlinien zwischen
Stand- und Zielpunkten die Koordinaten der Bodenpunkte oder Referenzmarken berechnet. Hierbei fliefit die
Imprézision der Zentrierung bzw. der Bestimmung der Exzentrizitéiten mit ein. Als Ergebnis erhilt man die
Koordinaten des interessierenden Objektes. In einem zweiten Schritt werden daraus die eigentlichen Zielgrofien
abgeleitet. Im Fall der Deformationsanalyse kénnen diese beispielsweise dreidimensionale Verschiebungsvekto-
ren oder Straintensoren sein. Fiir ebene Darstellungen von Objekten werden zweidimensionale Koordinaten
auf einer entsprechenden Bezugsfliche die Zielgroflen sein, die unter Anwendung von Abbildungsvorschriften
der Kartenprojektion erhalten werden. Im Bereich der Industrievermessung oder Qualitéitspriifung muss von
den Koordinaten auf Formparameter geschlossen werden, mit denen beispielsweise ein Soll-Ist-Vergleich des
hergestellten Objektes mit einem CAD-Plan erméglicht wird (DRIXLER 1993). Zusammenfassend sind diese
ZielgroBen beliebige Funktionen der Koordinaten.

Das funktionale Modell fiir Messungen zwischen zwei Punkten P und @) kann in beliebigen Koordinatensystemen
dargestellt werden (HECK 1995, S.35fT). Es ist jedoch naheliegend, die Messungen als Polarkoordinaten beziiglich
des Standpunktes aufzufassen. Durch die topozentrischen Koordinatendifferenzen Ax} = (Az}, Ay¥, Azf)T zwi-
schen den Instrumentenreferenzpunkten (z.B. den Schnittpunkten der Instrumentenachsen) lassen sich Strecke,
Richtung und Zenitdistanz folgendermafien ausdriicken:

8 = \/(Az))? + (Ayp)? + (A%))2, (418)
A *
r = arctan Ai; + oi, (4.19)
Az?)2 + (Ayj)?
¢ = arctan VACKH t( vi) ) (4.20)
Az}

wobei o; die Orientierung des Teilkreises bezeichnet. Um mehrere Standpunkte miteinander zu verkniipfen,
muss auf ein {ibergeordnetes Koordinatensystem {ibergegangen werden. Hierzu eignet sich ein kartesisches,
global geozentrisches System (HECk 1995, S.37ff). Der Zusammenhang zwischen Instrumentenreferenzpunkt
und Bodenpunkt in diesem System kann folgendermaflen hergestellt werden:

Xp, = Xp, — R7(Ap,®p) ep, X0, =X, — R7(Ag, @) e, (4.21)
wobei xp, ,x¢,  die geozentrischen Ortsvektoren zu den Bodenpunkten Py bzw. Qo und x3, ,xg), die Ortsvek-
toren zu den Instrumentenreferenzpunkten Py bzw. ()5 sind. Die Vektoren der Exzentrizititen im Stand- und
Zielpunkt, e}, , e, sind im jeweiligen topozentrischen System gegeben. Die Verkniipfung vom global geozen-
trischen System ins kartesische topozentrische System wird durch eine Rotation realisiert. Die Rotationsmatrix
R (A, ®) hiingt dabei von den astronomischen Koordinaten A, ® ab, vgl. z.B. HECk (1995, S.39).

Im klassischen Modell tauchen Exzentren nur in Form von Instrumenten- und Ziel- bzw. Reflektorhdhe bei-
spielsweise beim trigonometrischen Nivellement auf, vgl. KAHMEN (1993, Kap.12). Hier soll der Begriff der
Exzentrizitit weiter gefasst werden, um einerseits Aufbauten in mehreren Hohen (verschiedene Instrumente
oder Zielmarken) auf einen gemeinsamen Bodenpunkt beziehen zu kénnen. Beispielsweise sind bei Kunstbau-
werken mit automatischer Uberwachung oftmals Instrumentenstandpunkte auch Zielpunkte, so dass die Reflek-
toren exzentrisch angebracht werden miissen oder Zielpunkte sind von mehreren Standpunkten aus anzuzielen
(FLACH UND NATEROP 1999). Bei anderen Anwendungen sollen sich die Messergebnisse verschiedener Sensoren
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(GPS—Antenne und Totalstation) auf einen Punkt beziehen, vgl. LUTES (2001). Bei globalen Positionierungs-
verfahren des IERS sind solche Exzentrizitdten unvermeidbar, da es nicht moglich ist, Sensoren verschiedener
Satellitenverfahren wie GPS-Antenne und Laser physikalisch auf einem Punkt zu vereinen. Die dabei verwende-
ten Exzentren nehmen Ausdehnung von kleinen Verkniipfungsnetzen zwischen den einzelnen Instrumenten auf
einer Station an wie beispielsweise auf der Fundamentalstation Wettzell.

Andererseits erlaubt eine solche Modellierung erst die umfassende Beschreibung von Imprizision, die durch
die Zentrierung und Sensorhhenbestimmung in das Messergebnis mit einflieen. Ebenso lisst sich der Ein-
fluss verschiedener Schwerefeldmodelle beriicksichtigen bzw. die Vernachlassigung der Konvergenz der Lotlinien
zwischen zwei Punkten modellieren.

Fiir den Zusammenhang zwischen den Koordinatendifferenzen der Bodenpunkte Ax® im global geozentrischen
System und den Koordinatendifferenzen Ax} der Instrumentenreferenzpunkte im topozentrischen System gilt:

Ax; =R(Ap, ®p) Ax§ — ep + R(Ap, 2p) RT (A, ®q) p- (4.22)

Die linearen Zusammenhinge zwischen Messungen 1 = {S,R,(} und Parametern II =
{2, Yi, 2, ®i, Ai,enyi, eg,i,em,i} werden durch Differentiation der Ausdriicke (4.18)-(4.20) unter Bertick-
sichtigung von (4.22) erhalten:

21 9Ax; a1
o ol Axy’

(4.23)

Der Satz der zu schitzenden Parameter kann in vier Gruppen unterteilt werden: Punktkoordinaten, astrono-
mische Koordinaten, Exzentrizititen und Zusatzparameter, vgl. (4.24). Das resultierende Gauf3-Markov-Modell
hat die folgende Form:

1 +v = Aldxl + A2dx2 + A3dX3 =+ A4dX4 + ag. (424)

Je nach Aufgabenstellung oder Vorinformation kann der Satz der Parameter variieren: Liegt stochastische Vor-
information fiir die Parameter vor, so kénnen diese als Beobachtungen aufgefasst werden. Sind feste Werte fiir
Parameter bekannt und sollen diese deterministisch behandelt werden, so wird der entsprechende Anteil dem
Absolutgliedvektor ag zugeschlagen. In diesem Fall kann ein Intervallvektor [ag] angegeben werden, der die
Impréazision des entsprechenden Anteils ausdriickt. Zusédtzlich konnen noch weitere Bedingungen oder Restrik-
tionen zwischen Parametern eingefiihrt werden. Das Gauf-Markov-Modell in der Form (4.24) weist somit eine
grofle Flexibilitidt auf, um den einzelnen Aufgabenstellungen geeignet angepasst zu werden. Fiir alle folgenden
Untersuchungen in dieser Arbeit wird, wenn nicht anders erwihnt, davon ausgegangen, dass das geoditische
Datum durch Festpunkte bestimmt sei, die astronomischen Koordinaten und Exzentren deterministisch bekannt
seien und die Zusatzparameter (wie Mafistab und Orientierung) nach bekannten Verfahren eliminiert wurden
(FUNCKE 1982), so dass mit der Schreibweise aus (4.13) das resultierende Gauf-Markov-Modell folgende Form
hat, wobei der Vektor der zu schitzenden Koordinaten mit dx bezeichnet wird:

1+ v = Adx + ap. (4.25)

4.1.3 Analyse geoditischer Netze nach Genauigkeit und Zuverlissigkeit

Im Folgenden werden statistische Kenngréfien zusammengestellt, die die Genauigkeit und Zuverlissigkeit der
ausgeglichenen Koordinaten und des gesamten Netzes charakterisieren. Die Varianz-Kovarianz-Matrix der ausge-
glichenen Koordinaten ist Trager der Genauigkeitsinformation des Netzes. Wichtige Kriterien fiir die Beurteilung
der Genauigkeit der zwei- bzw. dreidimensionalen Punktpositionen sind lokale Mafle wie Punktkonfidenzellipsen
bzw. -ellipsoide. Beziiglich einer Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — v sind diese Bereiche bei bekanntem Varianz-
faktor durch die quadratischen Formen beschrieben:

Kl_ry : (f(p — XP)TC;%P()’EP — XP) < X%,l—’y bzw. (fCP — XP)TCi_iIP(fCP — Xp) < X%,l—’y , (426)

wobei xp die zwei- bzw. dreidimensionalen Koordinaten eines Punktes und Cj;; p die entsprechende 2 x 2 bzw.
3 x 3 Submatrix von C;; darstellt. Die Orientierung der Konfidenzellipse wird durch die Eigenvektoren m; von
C;; p, die Halbachsléangen durch die Eigenwerte \; bestimmt:

C;: p = MAMT (4.27)
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mit der orthonormalen Modalmatrix M in der Dimension der Matrix C;; p und der Diagonalmatrix A der
Eigenwerte \;. Relative Punktfehlermafle, die die Nachbarschaftbeziehung zwischen zwei Punkten P, @) kenn-
zeichnen, werden mit den Submatrizen Cz; pg bzw. Czsz gp der Nebendiagonalen bestimmt (NIEMEIER 2002,
S.261f)

Cazaz = Cis p + Cis 9 — Ciz o — Cis gp- (4.28)

Neben diesen lokalen Maflen, die sich auf einen Punkt oder die Beziehung eines Punktes zu einem anderen
beziehen, stehen globale MajfSe zur Beschreibung der gesamten Situation des Netzes zur Verfiigung. Diese werden
als mittlere oder durchschnittliche Werte angegeben. Durchschnittliche Punktfehler lassen sich aus der reguliren
Gesamtmatrix Cz; ableiten:

o _ spurCsz l - .

o= = UZ/\ (4.29)
=1

2 detCM 1 ki

O = = EHAZ.’ (4.30)
1=

wobei a%{, U%V den mittleren Punktfehler nach Helmert bzw. Werkmeister beschreiben. Fiir singulidre C;; siehe
beispielsweise JAGER UND BILL (1985, S.78).

Prinzipiell enthilt die Varianz-Kovarianz-Matrix der geschitzten Koordinaten Informationen iiber die Bestim-
mungsgiite der Netzgeometrie und des Netzdatums. Durch eine S-Transformation (ILLNER 1983) lassen sich der
Geometrie- und Datumsanteil aus der Varianz-Kovarianz-Matrix bestimmen. Die allgemeine Form der u x u
S-Matrix lautet:

S = I-G(GTWG)'GTW

- I-R. (4.31)

In der klassischen Vorgehensweise wird fiir die positiv definite Gewichtsmatrix W die Einheitsmatrix gew&hlt
(ILLNER 1983). Dadurch hat die Matrix C;; ¢ des Geometrieanteils minimale Spur:

Cs;z = SC@;@ST - RC@@RT +2RC;; (4.32)
= Css,6 — Csz,0 +2Cs4,0,G- ’
Nachteil dieser Vorgehensweise ist jedoch, dass bei der Wahl der Einheitsmatrix die Varianz-Kovarianz-Matrix
nicht in zwei komplementire Anteile zerlegt werden kann. Dies kann erreicht werden, wenn die Metrik der
(reguldren) Varianz-Kovarianz-Matrix selbst zugrunde gelegt wird, vgl. SILLARD UND BOUCHER (2001):

Ciz: = (Ciz—G(GTC;;G)'GT)+G(GTC; G)tGT 433

= Ciiet+Ciip (433)
Ein weiteres Qualitéitskriterium eines Netzes, das auf der Eigenwertzerlegung der Matrix C;; aufbaut, sind
die sogenannten Hauptschwachformen geoddtischer Netze. Erste Entwicklungen wurden von DUPRAZ UND NIE-
MEIER (1979) vorgestellt. JAGER (1988) verfeinerte diese Arbeiten und wies auf Analogien zu Schwachformen
bei Tragwerken hin. Die Hauptschwachform beschreibt die Linearkombination des Koordinatenvektors, die die
grofite Unsicherheit aufweist. Diese Form lésst sich durch das Produkt aus der Wurzel des grofiten Eigenwerts
und dem dazugehorigen Eigenvektor der Varianz-Kovarianz-Matrix ausdriicken. Die Vektorkomponenten werden
als Verschiebungsvektoren in den einzelnen Punktpositionen aufgefasst, vgl. JAGER UND KALTENBACH (1990),
HECK ET AL. (1996) oder KUTTERER (1998). Dies kann durch die Betrachtung der spektralen Synthese der
Varianz-Kovarianz-Matrix motiviert werden:

i=1

Sind die Eigenwerte der Grofle nach absteigend geordnet und dominieren die ersten Eigenwerte das Spektrum,
so tragen die diesen Eigenwerten zugeordneten Matrizen m;m} den gréfiten Informationsanteil der Varianz-
Kovarianz-Matrix, d.h. die grofite Unsicherheit, da sie mit den entsprechend grofien Eigenwerten gewichtet
werden. Die Genauigkeit der bestimmten Punktlage und damit auch die Matrix C;; setzt sich wie oben ange-
sprochen aus den zwei Anteilen zusammen: der Bestimmbarkeit der Punktposition durch die Netzgeometrie und
dem Datumsanteil. Die Analyse als Hauptschwachform gilt also nur, wenn das Netzdatum gut bestimmt wurde,
da sonst die spektralen Kenngroflen diesen Datumsanteil aufdecken und nicht die eigentliche Hauptschwachform.
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Umgekehrt kann die Spektralzerlegung gezielt genutzt werden, um festzustellen, welche Datumsanteile schlecht
bestimmt sind, vgl. HECK ET AL. (1996), KUTTERER (1998) oder SCHON ET AL. (2001).

Neben der Genauigkeit spielt die Zuwverldssigkeit der ausgeglichenen Ergebnisse eine wichtige Rolle. Zugeordnete
Mafe sind priméir Planungsmafle auf Grundlage der a priori Varianzen. Allerdings konnen auch bestehende Netze
auf ihre Zuverldssigkeit hin untersucht werden. Triger der Information iiber die Zuverlissigkeit ist die Varianz-
Kovarianz-Matrix der Verbesserungen Cg;. Ziel ist es, grobe Fehler in den Beobachtungen aufzudecken und die
Verzerrung des Netzes durch nicht aufdeckbare Fehler abzuschétzen. Grundidee ist somit, die Kontrollierbarkeit
der Messungen zu verbessern. Fiir unkorrelierte Messung wird diese durch die Redundanzanteile r; beschrieben,
die die Diagonalelemente der idempotenten Matrix Q43P sind:

ri = (QooPu)iyi- (4.35)

Fiir korrelierte Beobachtungen, die hier nicht weiter betrachtet werden, vergleiche beispielsweise YONG-QI
UND WANG (1996) und bei singulidren Ausgleichungsproblemen WANG UND CHEN (1999). Die Summe der
Redundanzanteile ergibt die Gesamtredundanz r = n — u + d. Das Komplement der Redundanzanteile sind die
Koordinatenbeitrige u, ; bzw. der Zusatzparameteranteil u, ; der Beobachtungen, wobei gilt:

l=r;+ Ug;+ Uz g (436)

Die innere Zuverlissigkeit gibt den Grenzwert an eines mit der Wahrscheinlichkeit 8y beim Hypothesentest
mit o aufdeckbaren groben Fehlers. Im eindimensionalen Fall gilt bei unkorrelierten Beobachtungen fiir den
Grenzwert Vyl; der i-ten Beobachtung;:
gy;

Vol; == 50,z'(70;ﬂ0)ﬁ, (4.37)
wobei Jg,i(70, B0) den Nichtzentralititsparameter der nichtzentralen Normalverteilung bezeichnet, der eine Be-
obachtung beim Vorliegen eines groben Fehlers folgt, vgl. BAARDA (1968), HECK (1981) oder JAGER UND BILL
(1985). Im mehrdimensionalen Fall (GPS-Basislinie) wird ein Grenzwertellipsoid angegeben:

1
p(vol)T T"P; Qs Pul (Vol) = Xo(10, Bo), (4.38)
0

wobei m = 2 oder m = 3 gilt. Der Nichtzentralitéitsparameter der x2 -Verteilung wird mit Ao (Y0, 30) bezeich-
net, vgl. BAARDA (1968), HECK (1981) oder JAGER UND BILL (1985). Je groler der Redundanzanteil einer
Beobachtung, desto kleiner ist bei ihr der grobe Fehler, der mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — 3y gerade
nicht mehr aufdeckbar ist. Gleichzeitig nimmt mit zunehmender Grofle des Redundanzanteils der Beitrag der
Beobachtung zur Bestimmung der Koordinaten ab. JAGER UND BILL (1985, S.87) geben an, welche Werte die
Redundanzanteile fiir terrestrische Beobachtungen in einem zuverlissigen zweidimensionalen Netz annehmen
sollten.

Unter der dufleren Zuverldssigkeit versteht man die Auswirkungen eines nicht aufgedeckten groben Fehlers der
i-ten Beobachtung auf die geschitzten Parameter.

d0,i(70, Bo)
\/T_i

Als globales Maf} bietet sich die Norm des Vektors Vg ;% an (Netzverzerrung) (JAGER UND BILL 1985, S.89):

N Voli /- _ Vol; Ug,i
IVoX||co1 = UO “1/8iQq:8] pi = 0(1) Uz = 00,iy r“ (4.40)
i K]

A

Vo,iX = C;:a; = Qz3a; p;Vol;. (4.39)

Soll das gleichzeitige Auftreten mehrerer grober Fehler betrachtet werden, so gilt:

. 1 S
IVokl|gz: = ?\/ VoI P, AQ;:; ATP;T'Vl, (4.41)
0

wobei T' eine Selektionsmatrix darstellt, die die entsprechenden groben Fehler auswihlt, die betrachtet werden
sollen. Ein Netz ist gut angelegt, wenn die Netzverzerrung und der Grenzwert fiir einen aufdeckbaren groben
Fehler gering sind.
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4.2 Fortpflanzung der Imprizision der korrigierten Messungen auf
die geschitzten Parameter

Im vorherigen Abschnitt wurde im Rahmen des klassischen Konzeptes die Fortpflanzung der stochastischen An-
teile der Gesamtunsicherheit der korrigierten Beobachtungen auf die geschétzten Parameter aufgezeigt. Der fol-
gende Abschnitt beschreibt die Fortpflanzung der Imprézision. Grundsétzlich bestehen dazu zwei Ansatzmoglich-
keiten. Zum Einen kann das bestehende Schitzverfahren, die Methode der kleinsten Quadrate, intervallausge-
wertet werden. Dieser Ansatz wurde von KUTTERER (1994) in seiner Dissertation erarbeitet und soll hier zur
Anwendung kommen. Zum Anderen konnen fiir die Herleitung des Algorithmus zur Fortpflanzung der Im-
prizision bestimmte Zielfunktionen gewihlt werden. Zwei dieser Ansétze werden in Abschnitt 4.5 exemplarisch
vorgestellt.

4.2.1 Intervallauswertung des Parametervektors x

Eine sehr naheliegende Losung zur Ubertragung der Imprizision der korrigierten Messung auf die ausgeglichenen
Parameter ist die Intervallauswertung der Gleichung (4.5). Hierbei werden a priori keine speziellen Kriterien
an die Intervallfortpflanzung gestellt, sondern man bewegt sich weiter im Konzept der Ausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate. Fasst man das lineare Modell der Ausgleichung (4.5) als vektorwertige Funktion
auf, so ist der Begriff der Intervallauswertung und des Wertebereichs definiert:

dx = f(1,x) = (ATP;A)~'ATPy (1 - ao). (4.42)

Die Intervallauswertung des Schitzwertes (4.5) bzw. (4.42) liefert einen Intervallvektor fiir die geschitzten
Zuschlige dX:

[d%] = (AT"PyA) ' ATPy) - ([1] - [a0)), (4.43)

wobei der Intervallvektor [1] die Imprézision der korrigierten Beobachtungen und der Intervallvektor [ag] die
Impriizision der Modellannahmen des geodétischen Modells (Linearisierung, Schwerefeldmodell, Exzentren, etc.)
beschreiben, vgl. Abschnitt 4.1.2. Mit der in (4.43) angegebenen Klammerung liefert [dX] sogar die engste
IntervalleinschlieBung des Vektors dx, vergleiche hierzu Abschnitt 2.2.3 bzw. KUTTERER (1994, S.27). Die
ausgeglichenen Parameter % erhilt man mit (4.6)

[%] = x + [d], (4.44)

wobei die Niherungswerte als exakt angenommen werden. Die Gleichungen (4.43) bzw. (4.44) lassen sich nach
(2.22) in einen Mittelpunkt- und einen Radiusanteil zerlegen:

%m = x+ (ATPyA) 'ATPy (Im — a0 m), (4.45)
%, = |(ATPyA)'ATPy | (I +a0x), (4.46)
wobei | - | den Absolutbetrag jedes Matrixelements der Produktmatrix bezeichnet. Die Intervallauswertung

weist folgende Eigenschaften auf: Der Vektor der Intervallmitten ist identisch mit dem klassischen Schitzwert
der Parameter (4.5), falls die Intervallmitten des Beobachtungsvektors 1, und des Absolutgliedvektors agm
mit dem Vektor der korrigierten Messungen bzw. mit ag iibereinstimmen. Bei einer Bestimmung der Inter-
valle mittels Sensitivititsanalyse ist diese Forderung erfiillt, vgl. (2.74), Abschnitt 2.3.5. Diese Eigenschaften
erlauben eine elegante Trennung in die eigentliche Parameterschitzung und Betrachtung der Stochastizitit im
GauB-Markov-Modell einerseits und andererseits die Betrachtung der Imprézision durch Intervallradien. Diese
beschreiben fiir jede Koordinate ihren maximalen symmetrischen Variationsbereich, der durch die Imprazision
der Eingangsgrofien bestimmt ist. KUTTERER (1994) hat weiter gezeigt, dass die Intervalle [dZ;] komponenten-
weise fiir jedes di; eine exakte IntervalleinschlieBung liefern, d.h. das Intervall [di;] gibt den Wertebereich der
i-ten Komponente an, vgl. auch Abschnitt 2.3.5.

Zusammenfassend lassen sich folgende Eigenschaften der Intervallboxen hervorheben:

1. Die Seiten der Intervallbox sind parallel zu den Koordinatenachsen.
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2. Die Intervallbox ist auf der Position der geschitzten Koordinaten des Neupunktes zentrisch gelagert.

3. Die Intervallbox stellt einen maximalen nichtstochastischen Variationsbereich fiir die Punktposition des
Neupunktes dar.

4. Die Grofle der Intervallbox (Flicheninhalt oder Volumen im Dreidimensionalen) oder die Seitenléingen
konnen benutzt werden, um quantitative Mafe fiir die Imprizision der Punktposition abzuleiten.

Beispiel 21 Betrachten wir den ebenen Vorwirtsschnitt als einfithrendes Beispiel: Von zwei Festpunkten aus
werden durch Messung von Richtungen zu einem Fernziel und zum Neupunkt die Koordinaten des Neupunktes
bestimmt. Das Problem ist eindeutig bestimmt, da neben den zwei Koordinaten des Neupunktes auch zwei
Orientierungsunbekannte mitbestimmt werden miissen.

Abbildung 4.1(a) zeigt die Intervallbox fiir den Neupunkt beim Vorwértschnitt. Sie liefert den maximalen
Variationsbereich, in dem die Punktposition aufgrund der durch Intervalle beschriebenen Imprézision variieren
kann. Abbildung 4.1(b) stellt die 95%-Konfidenzellipse dar, die eine Konfidenzregion fiir die Punktposition
angibt.
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Abbildung 4.1: Darstellung der Intervallboz und der 95%-Konfidenzellipse. Intervallradien der in zwei Lagen gemessenen
Richtungen nach Faustformel (3.4), Standardabweichung der Richtungsbeobachtung or = 0.5 mgon.

4.2.2 Wertebereich des Parametervektors x
Die Menge der Intervallvektoren ist allerdings nicht abgeschlossen gegeniiber linearen Abbildungen, vgl. die

Diskussion in Abschnitt 2.2.2. Folglich wird der tatséichliche Variationsbereich des Vektors aller Koordinaten
nicht durch den Intervallvektor [%], sondern durch den Wertebereich

Wi:z{fce]Ru

X = (ATP”A)_IATP”(I — ao) + )O(, le [1],&0 € [ao] } (447)
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A

beschrieben. Die Intervallbox [X] stellt die engste IntervalleinschlieBung des Wertebereichs in der gegebenen
Koordinatenbasis dar (KUTTERER 1994, S.26ff). Die Intervallbox ist somit die Intervallhiille des Wertebereichs

[d%] = OWx([1], [ao] )- (4.48)

Sollen jedoch zwei oder dreidimensionale Punktkoordinaten gemeinsam betrachtet werden, so wird der Wertebe-
reich der Punktposition tiberschitzt. Dies kann folgendermaflen verdeutlicht werden: Da die Punktkoordinaten
durch (4.43) bei der Intervallauswertung immer getrennt betrachtet werden, werden beispielsweise die Abhingig-
keiten zwischen der z-, y- oder z-Koordinate eines Punktes, die durch die lineare Abbildung erzeugt werden,
nicht beriicksichtigt, und der Wertebereich wird iiberschiitzt. Weiter sind die Seiten der Intervallboxen jeweils
parallel zu den Koordinatenachsen des gerade gegebenen Koordinatenrahmens, der je nach Anwendung gege-
benenfalls willkiirlich gew&hlt werden kann, wie in Abschnitt 4.1.1 begriindet wurde. Durch eine Rotation des
Koordinatenrahmens veréndert sich die Form und Lage der Intervallboxen in Bezug auf die Geometrie des
geoditischen Netzes, die ihrerseits unveréndert bleibt. Das folgende Beispiel veranschaulicht diesen Effekt.

Beispiel 22 Betrachten wir dazu ein Viereck, bei dem alle sechs Strecken gemessen wurden. Die vier Punkt-
koordinatenpaare des Lagenetzes werden mit freier Netzausgleichung unter Verwendung der Pseudoinversen
gelost. Die folgende Abbildung zeigt die Intervallboxen fiir die Intervallauswertung beziiglich zweier gegenein-
ander gedrehter Koordinatenrahmen.

Die in Abbildung 4.2(a) heller gezeichneten Intervallboxen beziehen sich auf den dargestellten Koordinatenrah-
men. Sie weisen eher quadratische Form auf. Die dunkler dargestellten Intervallboxen beziehen sich auf einen
um 30° gedrehten Rahmen. Das Verhiltnis der Seitenlingen weicht fiir die Intervallboxen der Punkte 1, 3 und
4 in der gedrehten Basis stirker von Eins ab als in der Ausgangsbasis. Die Intervallbox des Punktes 2 dhnelt
dagegen in der gedrehten Basis einem Quadrat.
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Abbildung 4.2: Vergleich der Intervallauswertung und der Wertebereiche eines Streckennetzes beziiglich zweier zueinander
gedrehter Koordinatenrahmen. Die Intervallradien lassen sich nach der Faustformel (3.6) angeben.

Abbildung 4.2(b) stellt die Wertebereiche dar. Fiir jeden Punkt ist der Wertebereich ein 12-Eck, das in der
Schnittmenge der Intervallboxen liegt, die fiir beide Koordinatenbasen gestrichelt eingezeichnet wurden. Da
jede Intervallauswertung in ihrem Bezugssystem jeweils die engste IntervalleinschlieBung des Wertebereichs
darstellt, muss mindestens eine Ecke des Wertebereichs auf jeder Seite der Intervallbox liegen. Die Schnittmenge
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von Intervallboxen beziiglich verschiedener gedrehter Koordinatenrahmen l4sst sich deshalb fiir eine einfache
Approximation des Wertebereichs verwenden, vergleiche hierzu die Diskussion in Abschnitt 2.1.3.

4.2.3 Wertung

Die Wertung des Konzeptes der Intervallauswertung hiingt von der verfolgten spezifischen Fragestellung ab, die
effizient gelost werden soll und kann somit von Anwendung zu Anwendung variieren. Fiir die Intervallauswertung
der Schitzwerte im Sinne der Methode kleinsten Quadrate einer beliebigen Problemstellung weist das Konzepts
folgende Vorteile auf.

e Die Intervallbox schlieffit den Wertebereich in der gew#hlten Parameterbasis engstmdglich ein. Sind nur
einzelne Parameter von Interesse und nicht der gesamte Parametervektor, so entspricht der Wertebereich
eines einzelnen Parameters gerade dem Ergebnisintervall (komponentenweise exakte Einschliefung), vgl.
KUTTERER (1994, S.27).

e Die Intervallbox liefert somit einen sicheren oder garantierten Bereich, in dem die Schitzwerte maximal
variieren konnen, wenn die Intervalle der Eingangsgrofien realistisch angenommen wurden.

e Durch die Zerlegung des Intervalls in Intervallmitte und -radius erméglicht das Konzept eine elegante
Trennung in die eigentliche Parameterschitzung (Intervallmitte) und die Betrachtung der Imprézision
(Intervallradius).

Betrachten wir als Spezialfall der Parameterschitzung die geodétische Netzausgleichung. Hier sind ausgeglichene
Punktpositionen, also Koordinatenpaare oder -tripel, und ihre Bewertung von Interesse. In diesem Kontext weist
das Konzept einige Nachteile auf.

e Die Intervallbox schlieffit den Wertebereich zwar engstmoglich von auflen ein, iiberschitzt ihn aber. Der
Grad der Uberschiitzung kann nicht ohne Bestimmung des Wertebereichs angegeben werden, vgl. Abschnitt
2.2.2. Um ein Aufblihen der Intervalle von Gréfien, die aus Koordinaten abgeleitet werden, einzuddmmen,
sollte eine Intervallauswertung bei der Weiterverarbeitung erst beim letzten Rechenschritt vorgenommen
werden, vgl. Abschnitt 2.2.2, Gleichung (2.24).

e Kenngroflen zur Qualifizierung der Imprizision, die sich auf die Intervallboxen beziehen, variieren mit der
Orientierung des Koordinatenrahmens. Dadurch ist die Aussagekraft dieser Mafle reduziert, da sie nicht
allgemeingiiltig, also unabhingig von der Orientierung des Koordinatenrahmens sind. Da die Imprézision
der Messung immanent ist, die ihrerseits nicht sensitiv beziiglich des Koordinatenrahmens ist, kann es zu
Fehlinterpretationen dieser Maflzahlen kommen. So darf aus dem Vergleich der IntervalleinschlieBungen
fiir die Netzpunkte in Abbildung 4.2 nicht geschlossen werden, dass die Imprézision der bestimmten
Punktposition im einen Fall geringer sei als im anderen. Die Bestimmungsgiite hiingt, wie in Abschnitt
4.1.1 beschrieben, nur von der Geometrie des Netzes, seinem Datum und der verwendeten Messverfahren
ab.

Der erste Kritikpunkt ist hauptséichlich fiir geodétische Netze von Bedeutung. Hier sind Punktpositionen, also
Koordinatenpaare oder -tripel, von Interesse. Bei allen anderen Ausgleichungsproblemen, bei denen einzelne,
unabhingige Parameter bestimmt werden, eignen sich Intervalle direkt sehr gut zur Beschreibung der Impréizi-
sion.

Es muss an dieser Stelle ausdriicklich unterstrichen werden, dass der zweite Kritikpunkt nur von Bedeutung
ist, wenn die Orientierung des Koordinatenrahmens frei wihlbar ist wie beispielsweise bei der Planung, Opti-
mierung und Analyse von Netzen aus dem Bereich der Ingenieurgeodisie. Arbeitet man mit konventionellen
Referenzrahmen wie dem ITRF oder Systemen der Landesvermessung, so ist der Koordinatenrahmen festgelegt
und dieser Freiheitsgrad entfillt.

In anderen Disziplinen, die ebenfalls mit Intervallmathematik arbeiten, spielen diese Kritikpunkte eine eher un-
tergeordnete Rolle. Man wahlt sich in der Regel ein Bezugssystem, in dem fiir diese Anwendung die Berechnung
und Beurteilung durchgefiihrt werden sollen. Hier steht oftmals der Aspekt der garantierten Parameterbestim-
mung im Vordergrund, vgl. KIEFFER ET AL. (2000). Die Intervallauswertung fiir den Schitzwert nach der
Methode der kleinsten Quadrate ist sehr einfach. Fiir andere Fragestellungen wie das Losen von Differenti-
algleichungen gestaltet sich die Berechnung der Ergebnisintervalle so kompliziert, so dass man sich mit einer
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EinschlieBung der Losung fiir eine konkrete Aufgabenstellung zufrieden gibt. In anderen Anwendungsbereichen
wird einfach auf die komponentenweise Betrachtung der Intervallvektoren zuriickgegangen.

Das Konzept des Wertebereichs liefert die exakte Losung und ist fiir alle Aufgabenstellungen, die mit der Metho-
de der kleinsten Quadrate geldst werden sollen, anwendbar. Es ist somit von Bedeutung, dieses iibergeordnete
und allgemeinere Konzept auszuarbeiten. Inwieweit es der Intervallauswertung vorzuziehen ist, hingt von der
Zielsetzung, Aufgabenstellung und dem damit verbundenen Aufwand ab und kann nicht allgemein beantwor-
tet werden. Fiir Aufgabenstellungen, bei denen Abstandsmafle (Hausdorff-Distanz) zwischen Intervallboxen als
Kriterien herangezogen werden sollen, beispielsweise als Abbruchkriterium in Algorithmen, kann die Orientie-
rung des Koordinatenrahmens von Bedeutung sein. Im Konzept der affinen Arithmetik wird der Wertebereich
zur Einschliefung von Punktpositionen bei Anwendungen in der Computergraphik genutzt (DE FIGUIEREDO
ET AL. 2003). Ein Kernpunkt der vorliegenden Arbeit stellt die Erarbeitung des Konzeptes des Wertebereichs
dar. Hierzu werden im n#chsten Kapitel einige mathematische Grundlagen zu konvexen Polytopen gelegt.

4.3 Zonotope

Im folgenden Abschnitt werden Zonotope vorgestellt, die mit ihren besonderen kombinatorischen und geometri-
schen Eigenschaften eine spezielle Klasse innerhalb der konvexen Polytope darstellen. Konvexe Polytope kann
man als eine Verallgemeinerung des zweidimensionalen konvexen n-Ecks auffassen. Zusammen mit konvexen
Polyedern sind sie die Grundobjekte der diskreten und kombinatorischen Geometrie. Die klassische Literatur
zur Theorie der konvexen Polytope ist GRUNBAUM (1967) und fiir die Darstellung regulirer Polytope vergleiche
COXETER (1973). Ein modernes Buch zu diesem Thema ist ZIEGLER (1995). Einen Uberblick iiber konvexe Po-
lytope und verwandte Themen im Umfeld der diskreten und kombinatorischen Geometrie bieten die Handbiicher
GRUBER UND WILLIS (1993) und GooDMAN UND O’ROURKE (1997).

4.3.1 Grundlagen zu Zonotopen
Definitionen und geometrische Veranschaulichung

Definition 13 Ein Polytop P ist die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge V = {vy,...,v;n} € R**™ in
der Form:

P=P(V):=conv(V) = {i)\ivi Ai >0, i/\i =1 } (4.49)

Man spricht hierbei von der V-Darstellung (ZIEGLER 1995, S.4, S.29), da sich die Vektoren v; als Koordinaten
der Eckpunkte des Polytopes auffassen lassen.

Definition 14 Die abgeschlossene Losungsmenge eines Systems endlich vieler linearer Ungleichungen heifit
Polytop und es gilt:

P = P(H,b) ::{xelR“ ngb}. (4.50)

Die Zeilen der n x u Matrix H lassen sich als Normalenvektoren von n Hyperebenen auffassen, deren Schnitt-
menge das Polytop ergibt. Man spricht deshalb auch von einer H-Darstellung eines Polytops.

Beide Darstellungen sind im Sinn des Hauptsatzes fiir Polytope dquivalent, vgl. ZIEGLER (1995, Theorem 1.1,
S.29) oder HENK ET AL. (1997, Theorem 13.1.1, S.244).

Definition 15 Ist die Losungsmenge (4.50) nicht abgeschlossen, so heifit P Polyeder (ZIEGLER 1995, S.4).

Im Folgenden werden Zonotope als spezielle Polytope betrachtet. Zonotope treten in vielen technischen An-
wendungen auf und konnen unter verschiedenen Blickwinkeln betrachtet und eingeordnet werden, wobei jeder
Ansatz einen besonderen Zugang und besondere Interpretationsmoglichkeiten ertffnet. Die Darstellungen ori-
entieren sich an ZIEGLER (1995, Kap.7.2, 7.3).
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Definition 16 Sei C,, der n-dimensionale Hyperwiirfel

Cn = {weR"| -1<w; <1, i=1,...,n} =[—e,e€], (4.51)
wobei e = (1,...,1)? den n-dimensionalen Einsvektor darstellt und 7 : R"* — R* die affine Abbildung
Cn z
e { - (4.52)
w = Kw+z,

so ist das Bild Z = 7(C,,) des Hyperwiirfels bei der affinen Abbildung ein Zonotop. Sei K = (kq,...,k;,) eine
u X n Matrix, so lisst sich Z als u-dimensionales Polytop (u-Zonotop) folgendermaflen darstellen:

Z2=2K) = KC,+2z (4.53)
= {Kw+z|weC,} (4.54)
= {ZEIR“ z:z0+Zwik,~, —1§w,~§1}. (4.55)

i=1

Definition 17 Die Minkowski-Summe oder Vektorsumme zweier Mengen Mi, Mo C R™ ist definiert als
MidMsy={x+y|xeM;,ye Mz} (4.56)

Damit ldsst sich eine hiufig verwendete, dquivalente zweite Definition von Zonotopen angeben.

Definition 18 Ein Zonotop ist die Minkowski-Summe von n Liniensegmenten

Z(K) = [—kl, kl] D [—kz, kz] D...0 [_knakn] (457)

Ein Zonotop ldsst sich auch als Schnittmenge von n parallelen Hyperebenen auffassen
Z=ZH,b)={zeR" | H(z —z9) < b}. (4.58)

Die Umkehrung gilt nur im Zweidimensionalen. In héheren Dimensionen ist nicht jede abgeschlossenen Schnitt-
menge von 1 Hyperebenen ein Zonotop. Das Oktaeder ist ein solches einfaches Gegenbeispiel (EPPSTEIN 1995,
S.9). Die folgenden Graphiken veranschaulichen die angedeuteten Konstruktionsprinzipien von Zonotopen fiir
das gleiche Beispiel.

(a) Zonotop als Projektion des Hy- (b) Zonotop als Minkowski-Summe (¢) Zonotop als Hyperebenen-
perwiirfels von Liniensegmenten Arrangement

Abbildung 4.3: Konstruktion von Zonotopen

Abbildung 4.3(a) veranschaulicht die Projektion eines Wiirfels und die Entstehung eines Zonotops nach De-
finition 16. Der Rand des Zonotops ldsst sich mit den Spaltenvektoren der Matrix K (Kantenvektoren) als
geschlossener Linienzug darstellen. Abbildung 4.3(b) zeigt die Konstruktion eines Zonotops als Minkowski-
Summe von Vektoren. Die Minkowski-Summe der Vektoren [—ki,ki1] = 2k; und [—ka, ko] = 2 ks ergibt das
Parallelogramm, das im oberen Teil der Abbildung gezeichnet ist. Wird dann der dritte Vektor 2 k3 zum Er-
gebnis dazu addiert, so entsteht das Zonotop. Es wird deutlich, dass sich 2-Zonotope in Parallelogramme und
3-Zonotope in Parallelepipede zerlegen lassen, wobei die Zerlegung nicht eindeutig ist (SHEPHARD 1974). Abbil-
dung 4.3(c) stellt die Schnittmenge dreier paralleler Hyperebenen dar. Thre Normalenvektoren stehen senkrecht
auf den Kantenvektoren des Zonotops, die durch die Spaltenvektoren der Matrix K gegeben sind.
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Einige Eigenschaften von Zonotopen

1. Jedes Zonotop ist ein konvexes Polytop.

2. Jedes Zonotop ist zentralsymmetrisch beziiglich des Zentrums zg, so dass gilt:
Z — Zy = —(Z — Zo). (459)

Diese Eigenschaft charakterisiert Zonotope innerhalb der Klasse der konvexen Polytope. Es gilt weiter,
dass jedes Polytop, dessen k-dimensionale Randflichen (k = 3,...,u — 2) und Kanten zentralsymmetrisch
sind, ein Zonotop ist (ZIEGLER 1995, S.200). Daher sind bei 3-Zonotopen je zwei Randfliichen parallel und
bei 2-Zonotopen je zwei Kantenvektoren parallel.

3. Die Eigenschaft ,Zonotop“ bleibt unter affinen Projektionen erhalten, d.h. jede affine Projektion eines
Zonotops ist wieder ein Zonotop (ZIEGLER 1995, S.201). Insbesondere éndert sich die Form des Zonotops
nicht bei Rotationen.

4. Die Anzahl der Ecken v, Kanten e und Randflichen f eines 3-Zonotops berechnen sich nach COXETER
(1973, S.27):

v=m(m-1)+2, e=2m(m-1), f=m(m-1), (4.60)

wobei m = n — k die Anzahl der Spaltenvektoren der u x n K angibt, die nicht kolinear sind und % die
Anzahl der kolinearen Vektoren. Fiir 2-Zonotope gilt

v=2m und e=2m. (4.61)

Die Gleichungen (4.60) und (4.61) verdeutlichen, dass nur ein Bruchteil der 2" Ecken des Hyperwiirfels in
Ecken des Zonotops abgebildet wird. Die restlichen Ecken werden in das Innere des Zonotops projiziert.
Da das 3-Zonotop ein reguliéires Polyeder ist, gilt fiir die Anzahl der Ecken, Kanten und Randflichen die
Eulersche Polyederformel (ZIEGLER 1995, S.231):

v—e+ f=2. (4.62)

5. Sind keine der m Spaltenvektoren in K kolinear, so sind alle Randflichen des 3-Zonotops Parallelogramme.

6. Unter einer Zone versteht man alle Randflichen, die einen gemeinsamen Kantenvektor k haben (ZIEGLER
1995, S.221). Im Dreidimensionalen umliuft die Zone das Zonotop wie ein Band:

Abbildung 4.4: Zur Veranschaulichung des Begriffs Zone

7. Das Volumen von Zonotopen lisst sich nach der Formel von McMullan aus den Absolutbetrigen der
Determinanten aller u x u Submatrixen von K berechnen, vgl. ZIEGLER (1995, S.230) oder HENK ET AL.
(1997, S.264):

vo(z)=2* ‘det(kil,...,kiu) . (4.63)

1<61<62<...<tu <N
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Diese Formel l4sst sich anschaulich erkldren: Im Zweidimensionalen entspricht diese Zerlegung in Index-
gruppen {i1,i2,...,i,} gerade der Zerlegung des Zonotops in Parallelogramme und im Dreidimensionalen
in Parallelepipede, deren Volumen sich jeweils aus der Determinante der Matrix der Kantenvektoren be-
rechnet, vgl. auch SHEPHARD (1974) oder ZIEGLER (1995, S.230). Diese Determinanten lassen sich als
Pliicker-Koordinaten interpretieren, die die homogenen Koordinaten des Zonotops unter projektiver Ab-
bildung darstellen (BJORNER ET AL. 1999). Auf diese Interpretation soll in der vorliegenden Arbeit nicht
weiter eingegangen werden.

Ecken des Zonotops

Im Folgenden werden Aussagen iiber die Ecken des Zonotops angegeben und verschiedene Verfahren zu ihrer
Konstruktion vorgestellt. Die Ecken sind die Extremalpunkte des Polytops. Da 7 eine lineare Abbildung ist, ist
jede Ecke des Zonotops das Bild einer Ecke des Hyperwiirfels und damit in der folgenden Form darstellbar:

Vert; = Zijj, Vv € {—1, 1}, (464)
j=1

wobei v den n x 1 Vorzeichenvektor beschreibt. Aus Gleichung (4.60) bzw. (4.61) wird deutlich, dass nicht
jedem Vorzeichenvektor eine Ecke des Zonotops entspricht, vielmehr viele Vorzeichenvektoren innere Punkte
des Zonotops beschreiben. Die Vorzeichenvektoren, die die Ecken identifizieren, sind die mazimalen Kovektoren
des orientierten Matroids, das dem Zonotop zugeordnet ist (BJORNER ET AL. 1999, S.52). Orientierte Matroide
beschreiben die kombinatorischen Eigenschaften von Punktkonfigurationen, Hyperebenenanordnungen, gerichte-
ten Graphen oder dem Dualitéitsprinzip der linearen Optimierung. In dieser Arbeit sollen diese Zusammenhiinge
nicht weiter vertieft werden. Der interessierte Leser sei auf ZIEGLER (1995, Kap.7.3, 7.4) bzw. BJORNER ET AL.
(1999) verwiesen.

Die Konstruktion des Zonotops aus den Kantenvek-
toren kann als kombinatorische Aufgabe aufgefasst

werden. Graphisch bedeutet dies, man gibt sich den /
Mittelpunkt zo des Zonotops vor und beginnt von . > Ky
dort aus sukzessive die Kantenvektoren mit positi- K 2

vem oder negativem Vorzeichen anzuhéngen. Ist dies

fiir alle Vektoren durchgefiihrt, so hat man 2" Vek-

torziige gezeichnet. Die konvexe Hiille der Endpunkte S (++-)
stellt das Zonotop dar, wobei die in (4.60) bzw. (4.61)

angegebene Eckenzahl erfiillt wird. - C+9) \

Abbildung 4.5 veranschaulicht die Konstruktion der \ X x
Ecken des Zonotops als Kombination der Kantenvek-

toren k, die im oberen Teil der Abbildung zu se- \ (+-+) \ (t++)

hen sind. Fiir die einzelnen Eckpunkte sind jeweils

die Vorzeichenvektoren v angegeben. In diesem Bei- -4
spiel sind die Vorzeichenvektoren v = (+1,—1,+1)7

und v = (=1,+1,—1)7 inneren Punkten zugeordnet.
Gegeniiberliegende Eckpunkte haben wegen der Zen- Abbildung 4.5: Darstellung der Ecken-Kombinatorik des 2-
tralsymmetrie entgegen gerichtete Vorzeichenvekto-  z,pnotops

ren. Dieses Verfahren eignet sich nur fiir kleine Kon-

figurationen, da der Rechenaufwand exponentiell mit n wichst.

-+

Als Alternative bietet sich fiir 2-Zonotope folgende Strategie an: Ist ein Eckpunkt bekannt, so werden alle
weiteren Eckpunkte durch sukzessives Anhiingen der zyklisch geordneten Kantenvektoren bestimmt. Unter der
zyklischen Reihenfolge soll eine Ordnung > der Kantenvektoren nach zunehmenden Richtungswinkel verstanden
werden:

ki =k;j & 0 > 95, (4.65)

wobei ¢;,¢; € [0,2n] die Richtungswinkel der Kantenvektoren sind, die in das Intervall [0, 27] transformiert
wurden. Der Startpunkt lisst sich bei dieser Reihenfolge mit Hilfe der Intervallauswertung bestimmen. Da die
Intervallbox die Intervallhiille des Zonotops ist, liegt auf jeder Kante der Intervallbox mindestens ein Eckpunkt
des Zonotops. Als Startpunkt ist derjenige von Interesse, fiir den in einem geoditischen Koordinatensystem gilt:
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y = —y,. Bezeichne k! die erste Zeile der 2 x n Submatrix von K und sign(k') den Vorzeichenvektor, so l4sst
sich schreiben:

yr = =k (sign(k))T. (4.66)

Die Koordinaten des ersten Eckpunktes lauten dann:

T
— 5 [si9n(k)
Vert; ;=29 — K (sign(kl) . (4.67)

Alle anderen Eckpunkte lassen sich mit der Iterationsvorschrift berechnen:
Vert;:=Vert; 1+2k;, i=1,....n, (4.68)
wobei wegen der Zentralsymmetrie fiir die restlichen n Ecken gilt: Vert,; := zg — Vert;.
Eine dritte elegante Berechnungsmethode der Ecken stellt die folgende lineare Optimierungsaufgabe dar,
fTz — min,

H(z — zo) L, (4.69)

<
—H(z —z9) < -,

bei der das Zonotop die Restriktionsmenge bildet. Hierzu muss das Zonotop allerdings in der H-Darstellung
vorliegen.

4.3.2 Wertebereich als Zonotop

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass der Wertebereich W ein Zonotop ist. Dazu soll die Darstellung des
Wertbereichs nach Gleichung (4.47)

Wy = {ch]R”

%= (ATPA)'ATP(1—ag) +%, 1€[I], a0 € [ao]} (4.70)

auf die Darstellung des Zonotops nach Definition 16 umgeformt werden. Da 1 € [1] und ag € [ag] unabhingig
von einander variieren konnen, liegt der Differenzvektor 1 — ag im Intervallvektor [1] — [ag]. Dieser lisst sich
durch den Hyperwiirfel C,, folgendermafien darstellen:

[1] - [ao] =lm—aom+ (Lr + AO, r) . Cna (471)

wobei L, und Ay , die Diagonalmatrizen bezeichnen, deren Diagonalelemente die (positiven) Intervallradien
sind. Gleichung (4.70) lisst sich dann schreiben als:

Wy = {fce]Ru

% = (ATPA) ' ATP(Im — om + (Le + Ao,r) W) + X, W€ Cy |. (4.72)
Mit der Darstellung der Intervallmitten der geschétzten Zuschlige (4.45) und der Abkiirzung

K:= (ATPA)'ATP (L, + Ao x) (4.73)
erhdlt man dann den Wertebereich in der Form der Definition 16:

Wy = {fce]Ru

fc:)oc-i-dim-i—Kw,weCn}. (4.74)

Neben dem Wertebereich des gesamten Koordinatenvektors konnen durch Orthogonalprojektion 7, die Werte-
bereiche der Punktposition einzelner Netzpunkte als lokale Mafle abgeleitet werden:

u 2 u 3
T IE{ %RA , bzw. my : ]f{ _>RA , (4.75)
xp=TIx xp=TITx

wobei T' die Selektionsmatrix ist, die die Koordinaten eines Punktes auswihlt. Die Matrix Kp = T' K stellt
die Matrix der Kantenvektoren des 2-Zonotops bzw. 3-Zonotops dar, das die Imprézision der Punktposition
beschreibt.

Der Wertebereich lisst sich somit in der Form (4.74) als Zonotop darstellen. Der Mittelpunkt des Zonotops
7o 1= X + dx,, = X, ist die geschitzte Punktposition. Durch die Eigenschaften des Wertebereichs als Zonotop
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werden die Kritikpunkte (vgl. Abschnitt 4.2.3) am Konzept der Intervallboxen als Imprézisionsmafle fiir geodéiti-
sche Netze ausgerdumt, denn der Wertebereich ist einerseits die tatsichliche Variationsregion des Vektors der
Koordinaten, so dass es per Definition zu keiner Uberschiitzung kommt. Die Uberschitzung des Wertebereichs
durch die Intervallbox lésst sich mit (4.63) folgendermafien angeben:

__Vol([&]) — Vol(W(%))
vi= VOV®) . (4.76)

Andererseits ist das Zonotop unabhiingig von Rotationen des Koordinatenrahmens, vgl. Eigenschaft (3). Zusétz-
lich enthilt der Wertebereich noch weitere Informationen zur Charakterisierung der Imprézision, auf die in den

nachfolgenden Beispielen eingegangen werden soll.

Beispiel 23 Betrachten wir als erstes Beispiel das polare Anhingen eines Neupunkts im Dreidimensionalen. Von
einem koordinierten Punkt aus werden Richtung, Strecke und Zenitdistanz zum Neupunkt gemessen sowie die
Richtung zu einem bekannten Fernziel. Es soll die Modellierung der Intervallradien aus Abschnitt 3.1 verwendet
werden: R, 12 = 0.47 mgon, R, 13 = 1.55mgon bzw. S, 12 = 1.7mm und (.12 = 0.81 mgon fiir eine Strecke
von 200 m bei einer Zenitdistanz von 94.5 gon.
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(a) Intervallboz und Wertebereich (b) 95%-Konfidenzellipsoid

Abbildung 4.6: Punktunsicherheitsbereiche fiir das polares Anhdingen. Die Standardabweichungen der Richtung und Ze-
nitdistanz betragen je 0.5 mgon, die der Strecke 2.4 mm.

Abbildung 4.6(a) stellt die Intervallbox und den Wertebereich fiir das dreidimensionale polare Anhingen dar.
Die Intervallbox ist parallel zu den Koordinatenachsen ausgerichtet, wohingegen der Wertebereich hier parallel
zur Messungslinie ausgerichtet ist. Abbildung 4.6(b) zeigt das 95%-Konfidenzellipsoid. Es gibt den stochasti-
schen Anteil der Gesamtunsicherheit an. Die grofie Halbachse steht in diesem Beispiel ebenfalls senkrecht zur
Messungslinie.

Da dieses Beispiel noch relativ einfach analytisch darstellbar ist, soll die Matrix K der Kantenvektoren angegeben

werden. Mit g = 22%99% ergibt sich:

pi
cospsin( S, —sinwsings% sinpsin( S R;’g cosgocosCS%
K = sinpsin( S, cospsin( S R;’l cospsin( S % sinpcos¢ S % . (4.77)
cos ¢ Sy 0 0 sin¢ S %

Die erste Spalte ist der Strecke zugeordnet, die zweite und dritte Spalte der Richtungsmessung und die vierte
Spalte der Zenitdistanz. Der zweite und dritte Spaltenvektor sind kolinear, alle anderen Spaltenvektoren stehen
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paarweise senkrecht aufeinander. Daher ist das Zonotop in diesem Beispiel ein Quader mit folgenden Seitenldngen

und Volumen:

Ikif| = Sp, (4.78)
R., . . R

lkall = V(Az*)? + (Ay*)>? 5o = sin¢s =, (4.79)
RT2 . RTz

Iks|| = V/(Az*)?+ (Ay*)? . ZSIHCST, (4.80)

kil = s%, (4.81)
» Ax* 2 Ay* 2 . .

Vol(Ws) = S, SQC V(A + yg) (Fra + Fra) (4.82)

Der Kantenvektor k; gibt die Imprézision der Streckenmessung, die Kantenvektoren ksund k3 geben die Im-
prizision der Richtungsbeobachtungen (umgerechnet als Quermafl) und k4 die Impréizision der Zenitdistanz-
beobachtung (umgerechnet als Quermaf}) an. Die Kantenvektoren des Wertebereichs verlaufen senkrecht bzw.
parallel zur Verbindungslinie zwischen Standpunkt und Neupunkt. Das Restvolumen zwischen dem Quader des
Wertebereichs und der Intervallbox stellt die Uberschitzung des Wertebereichs dar, vgl. (4.76). Sie betriigt in
diesem Beispiel v ~ 68%.

Es wird deutlich, dass der Wertebereich mehr Informationen {iber die Impréizision der Punktlage enthilt als die
Intervallbox. Zum Einen kann bei eindeutig bestimmten Punktsituationen eine einfache Zuordnung der Kanten-
vektoren zu einzelnen Messungen wie im obigen Beispiel direkt erfolgen. Zum Anderen lisst der Wertebereich
Aussagen zu, in welcher Raumrichtung die Punktposition beispielsweise am ,besten“ im Sinne einer geringsten
Imprézision bestimmt werden kann.

Beispiel 24 Betrachten wir den iiberbestimmten Riickwértsschnitt. Vom Neupunkt 4 aus werden Richtun-
gen zu vier Fernzielen beobachtet. Es werden die in Abschnitt 3.1.2 bestimmten Intervallradien verwendet:
R, 41 =0.38mgon, R, 45 = 0.47Tmgon, R, 43 = R, 45 = 0.49mgon. Die Standardabweichung der Richtungsbe-
obachtungen betrigt og = 0.5 mgon.
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Abbildung 4.7: Punktunsicherheitsbereiche fir den tiberbestimmten Rickwértsschnitt

Abbildung 4.7(a) stellt die Intervallbox und den Wertebereich dar. Der Wertebereich ist ein Achteck: jede der
vier Messungen liefert eine Begrenzung in Form eines Paars paralleler Geraden. Im Gegensatz zur eindeutig
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bestimmten Situation im vorherigen Beispiel verlaufen die Messungslinien nicht mehr parallel zu diesen Ge-
radenpaaren, die die Seiten des Wertebereichs bilden. Dies ist Ausdruck der vermittelnden Eigenschaft der
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate im tiberbestimmten Fall. In Richtung der Verbindungs-
linie der Punkte 1 und 4 ist der Wertebereich am schlechtesten bestimmt. Diese Information kann aus der fast
quadratischen Intervallbox nicht abgeleitet werden. Die Uberschitzung des Wertebereichs durch die Intervallbox
betrigt in diesem Beispiel v = 74%. Abbildung 4.7(b) zeigt die 95%-Konfidenzellipse fiir den Neupunkt. Die
Richtung der groflen Halbachse zeigt ebenfalls in Richtung der Verbindung der Punkte 1 und 4.

Beispiel 25 Bisher hat sich die Uberschiitzung des Wertebereichs ,in Grenzen gehalten“. Das folgende Beispiel
soll deshalb dieses Thema, kritisch beleuchten. Es sollen mehrere Punkte von einem Standpunkt aus polar
angehingt werden, wobei sich die Richtung der Messungslinie in Bezug auf das Koordinatensystem &ndert. Die
Streckenlénge variiert von S = 300 m bis S = 1100 m, die Richtungen von R = —60 gon bis R = 100 gon
und die Zenitdistanzen von { = 130 gon bis { = 50 gon. Die Intervallradien wurden wie in Abschnitt 3.1
beschrieben bestimmt. Sie variieren entsprechend zwischen 1.8 mm und 2.6 mm fiir die Streckenmessungen,
zwischen 0.7 mgon und 2 mgon fiir die Richtungsbeobachtungen und zwischen 0.9 mgon und 1.7 mgon fiir die
Zenitdistanzbeobachtungen. Die Standardabweichung der Streckenmessung wurde zu og = v4 + 4 - 10-652mm
angesetzt. Fiir die Richtungs- und Zenitdistanzbeobachtung wurde o, = o; = 0.5 mgon angenommen.

Pkt.-Nr. H z, [mm)] ‘ yr [mm)] ‘ 2p [mm] H Vol(W) [em]? ‘ Vol([x]) [em]? ‘ v [%)] ‘
2 10.2 8.7 4.6 0.6 3.3 427.8
3 12.0 14.4 7.0 1.5 9.8 517.4
4 9.7 20.5 10.0 3.3 16.1 385.0
5 2.1 26.1 13.3 6.0 6.0 0.0
6 29.1 35.4 20.7 15.0 171.8 | 1043.3
7 14.6 32.0 17.3 10.0 64.9 547.7
8 45.2 22.8 22.8 28.9 189.3 553.7

Tabelle 4.1: Kenngrifien der Intervallbox und des Wertebereichs der bestimmten Punktkoordinaten

In der ersten Spalte sind die Punktnummern, in der zweiten bis vierten Spalte die Intervallradien der einzelnen
Koordinaten angegeben. Die fiinfte Spalte listet das Volumen der Wertebereiche auf und erlaubt so einen
schnellen Vergleich mit dem Volumen der Intervallbox, das in der nichsten Spalte angegeben wird. Die siebte
Spalte zeigt die daraus resultierende Uberschiitzung des Wertebereichs durch die Intervallbox: Der Wertebereich
wird hier bis zum 10-fachen {iberschiitzt (Punkt 6).
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Abbildung 4.8: Punktunsicherheitsbereiche fiir das dreidimensionale polare Anhingen
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Abbildung 4.8(a) zeigt die Intervallboxen und Wertebereiche fiir alle Punkte. Die Grofle des Wertebereichs
variiert nach (4.78) - (4.82). Die Ausrichtung in Bezug auf die Messungslinie ist fiir alle Punkte identisch, da
diese nicht von einer Variation der Messungslinie abhéngt. Die Intervallboxen sind jedoch an die Orientierung des
Koordinatenrahmens gebunden. Bei ungiinstiger Lage der Messungslinie {iberschétzt die Intervallauswertung den
Wertebereich erheblich, was in Tabelle 4.1 dargestellt wird. Abbildung 4.8(b) zeigt die 95%-Konfidenzellipsoide.
Diese sind als quadratische Formen unabhingig von der Rotation des Koordinatenrahmens.

4.3.3 Kenngrofien des Wertebereichs

Dieser Abschnitt soll verschiedene Kenngroflen zusammenstellen, die die Zonotope beschreiben und somit als
Mafzahlen fiir die Imprézision der Punktposition herangezogen werden kénnen.

Volumen von Zonotopen

Eine erste Kenngrofle ist das Volumen, das sich nach der Formel von McMullan (HENK ET AL. 1997, S.264)
berechnet:

Vol(Wsp) = 4 > |det(kp,i,, kpi,)|, im Zweidimensionalen,
1<i1<i2<n
(4.83)
= 8 > |det(kp,i,, kP, kpis)|, im Dreidimensionalen.
1<i1<ia<iz<n

Breite von Zonotopen

Unter der Breite konvexer Korper versteht man den Abstand zweier paralleler Hyperebenen (Stiitzebenen),
vgl. BONNESEN UND FENCHEL (1934, S.51f) bzw. HADWIGER (1957, S.137f). Die Stiitzebenen lassen sich nach
der Art der Beriihrung mit dem Korper einteilen in beispielsweise Eckstiitzebenen oder Kantenstiitzebenen,
vgl. HADWIGER (1957, S.2f) und auch SCHMIDBAUER (1989, S.16f). Die Breite nimmt einen Minimal- und
Maximalwert an, der als Dicke bzw. Durchmesser bezeichnet wird (HADWIGER 1957, S.138).

In der vorliegenden Arbeit soll eine verfeinerte Unterteilung der Breite vorgenommen werden. Hierfiir wird der
Abstand paralleler Randflichen des Zonotops d; im Dreidimensionalen bzw. paralleler Kanten im Zweidimen-
sionalen eingefiihrt. Als zweites Mafl wird der Abstand diametral gegeniiber liegender Punkte w; angesetzt.

Mit der H-Darstellung der Zonotope aus (4.50) lassen sich die Abstinde paralleler Kanten bzw. Randflichen
fiir Zonotope angeben:

h{ (z — 20) = b;, (4.84)
wobei
2 b;
[h]|

Als Kenngroflen des Zonotops eignet sich der maximale und minimale Abstand:
dma:z: = ma,x{di}, dmzn = mln{d,} (486)
Die Abstidnde d; werden hauptséichlich durch die Imprazision der Messungen bestimmt.

Der Abstand gegeniiberliegender Ecken kann als Norm des Vektorzuges der Kantenvektoren berechnet werden,
der diese beiden Eckpunkte miteinander verbindet.

n4i—1

X Ky
j=i

= \/I‘T(K, -K)T(K, -K)I', mitT =(0,...,0,1,...,1,0,...,0)7,

w; , kipn = kg,

(4.87)

wobei der 2n x 1 Selektionsvektor T' genau n Spalten der erweiterten Matrix (K, —K) auswihlt. Als Mafle
eignen sich wieder die minimalen bzw. maximalen Abstéinde

Wnin 1= min{wi}, Winaz ‘= max{wi}. (4.88)
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Fiir wymaz = Wmin haben alle Ecken den gleichen Abstand vom Zentralpunkt des Zonotops. Allgemein gilt: Die
Dicke des Zonotop ist identisch mit d,,;, und der Durchmesser des Zonotops ist identisch mit wy,q,- Weitere
Klassifizierungen von Zonotopen, die sich mit der Breite ableiten lassen, sind beispielsweise in LEICHTWEISS
(1959) oder LINHART (1986,1988) angegeben.

Singuldrwerte der Matrix K der Kantenvektoren

Analog zu den spektralen Kenngrofien fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix, die in Abschnitt 4.1.3 vorgestellt
wurden, soll auf die Singuldrwerte der Matrix K eingegangen werden. Die Singuldrwertzerlegung berechnet sich
zu:

K=USV7T, (4.89)

mit UTU = I, der u x u Matrix der orthonormierten Linkseigenvektoren von K, VTV =1I,, der n x n Matrix
der orthonormierten Rechtseigenvektoren von K und S = (S1,0) der v X n Matrix der Singulirwerte. Die u X u
Diagonalmatrix S; enthilt als Diagonalelemente die Singuldrwerte. Folgende Eigenschaften der Singuldrwert-
zerlegung sind fiir die weitere Betrachtung wichtig:

1. Die Singulérwertzerlegung ist eindeutig.

2. Die Singuliirwerte sind die Wurzeln der Eigenwerte der Matrix KK bzw. KTK. Sie seien der Grofle nach
geordnet, so dass gilt: 51 > s2 > ... > s, > 0.

3. Die Matrix U ist die Matrix der orthonormierten Eigenvektoren von KK’ = US?U” | V ist die Matrix
2
der Eigenvektoren von KTK = V (501 g) V7,

4. Die der euklidischen Vektornorm zugeordnete Matrixnorm ist durch den groiten Singuldrwert gegeben:

[[K[[2 := s1. (4.90)

5. Die Frobeniusnorm der Matrix K entspricht der Summe der Quadrate der Singuldrwerte

[|K||F := iiké: isf: spur(KTK). (4.91)
i=1

i=1j=1

6. Die Singulidrwerte geben die Hauptachslingen und die Linkseigenvektoren die Hauptachsrichtungen einer
Ellipse bzw. eines Ellipsoids an, das das Bild der Einheitskugel unter der Projektion 7 aus (4.52) ist:

E=7(Sn), Sp={weR"|ww=1} (4.92)

Umfang von 2-Zonotopen

Der Umfangs des 2-Zonotops lisst sich direkt aus der Kantenmatrix ableiten:

Peri := spur(VKTK). (4.93)

Oberfliche von 3-Zonotopen

Alle (n — k)(n — k — 1) Randflichen des 3-Zonotops lassen sich in Parallelogramme zerlegen bzw. sind Paral-
lelogramme, falls £ = 0, d.h. falls keine kolinearen bzw. komplanaren Kantenvektoren auftreten. Die Parallelo-
gramme setzen sich jeweils aus zwei unterschiedlichen Kantenvektoren zusammen (SHEPHARD 1974):

n—1 n
0=2)" Y kixk; (4.94)

i=1j=i+1
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4.3.4 Geometrische Deutung

Im Folgenden soll die Projektion, die den Hyperwiirfel auf das Zonotop abbildet, geometrisch gedeutet werden.
Die Projektion 7 : R™ — R?( R?) (4.52) setzt sich insgesamt aus vier Einzelabbildungsschritten zusammen.
Diese lassen sich mit der Singuldrwertzerlegung der Matrix der Kantenvektoren erkliiren.

In einem ersten Schritt wird der Hyperwiirfel C,, im R"™ gedreht. Diese Drehung wird mit der orthogonalen Matrix
V7T beschrieben. Danach wird der gedrehte Wiirfel orthogonal in den Unterraum R* projiziert. COXETER (1973,
S.240fF) unterscheidet hierbei drei verschiedene Positionen, die der Hyperwiirfel vor der Orthogonalprojektion
hat und die sein Bild beeinflussen. Fiir die Klassifikation stelle man sich vor, dass der Hyperwiirfel durch die
Projektionsebene hindurch gleite. Hierbei kann eine Seite des Hyperwiirfels die Projektionsebene zuerst beriihren
(face first) oder eine Kante (edge first) oder ein Eckpunkt (vertice first). Die Schnitte, die beim Durchgleiten
des Hyperwiirfels durch die Projektionsebene entstehen, eignen sich zur Darstellung hoherer Dimensionen. Je
nach Position des Hyperwiirfels variiert die Anzahl seiner 2 Ecken, die ins Innere des Zonotops abgebildet
werden. Bei der ,face-first-Position“ bleibt eine minimale Anzahl an Ecken, bei der , vertice-first-Position“ eine
maximale Anzahl an Ecken erhalten. Fiir v = 3 sind dies maximal n(n — 1) + 2 bzw. minimal 8 Ecken des
Wiirfels. Letzteres wird erreicht, wenn V = I gilt.

Im R* wird das Zonotop skaliert mit der Matrix S;. Das Ergebnis wird abschlieBend erneut gedreht, wobei
die Matrix U die verwendete Rotationsmatrix angibt. So wird das Zonotop Zp erhalten, das die Imprizision
der Punktposition P beschreibt. Formal lisst sich die Abbildung als Verkniipfung der vier Einzelabbildungen
beispielsweise fiir u = 2 darstellen:

T R" - R2

Zp = US, T,VIC, (4.95)

4.3.5 AbschlieBendes Beispiel: Kenngréfien fiir ein Uberwachungsnetz

Als abschliefendes Beispiel soll das Uberwachungsnetz der Linachtalsperre im Schwarzwald herangezogen wer-
den (KAHMEN 1993, S.692). Das Uberwachungsnetz besteht aus fiinf Kontrollpfeilern (Punkte 1-5) und Objekt-
punkten an der Staumauer, die hier durch drei Punkte exemplarisch repriisentiert werden (Punkte 6-8). Die
Intervallradien der Messungen werden nach Abschnitt 3.1 bestimmt, die Standardabweichungen der Messungen
ergeben sich zu o = o¢ = 0.5 mgon bzw. og = V4 +4-107% S2 mm.
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(a) Intervallboz und Wertebereich (b) 95%-Punktkonfidenzbereich

Abbildung 4.9: Punktunsicherheitsbereiche fir ein Uberwachungsnetz

Abbildung 4.9 zeigt die Punktunsicherheitsbereiche, die unabhingig von der Orientierung des Koordinatensy-
stems sind, das bei Anwendungen in der Ingenieurgeodésie frei gew#hlt werden kann. Die Ausgleichung wurde
als freies Netz mit Teilspurminimierung (vgl. Abschnitt 4.1.3) iiber die Kontrollpunkte berechnet, was ein ty-
pischer Ansatz in der Deformationsanalyse ist, vgl. WELSCH ET AL. (2000, S.202). Da jede der 14 Strecken-
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bzw. Zenitdistanzbeobachtungen und jede der 18 Richtungen zur Form des Wertebereichs beitrégt, hat jedes
Zonotop bis zu 2070 Randflichen, vgl. (4.60).

Teilabbildung 4.9(a) zeigt die Wertebereiche der Intervallauswertung und die Intervallboxen, die durch drei
Randflachen angedeutet sind. In diesen Randflichen sind die entsprechenden Parallelprojektionen des Zonotops
eingezeichnet. Da die horizontale Netzausdehnung in diesem Beispiel gréfler ist als die vertikale Netzausdehnung,
sind die Zonotope eher zylindrisch als kugelformig. Teilabbildung 4.9(b) zeigt die 95%-Konfidenzellipsoide fiir
das dreidimensionale Netz. Es fillt auf, dass Zonotope und Konfidenzellipsen dhnlich ausgerichtet sind.

Im Folgenden sollen die Kenngrofien fiir Zonotope, die im vorherigen Abschnitt eingefiihrt wurden, diskutiert
werden, um festzustellen, inwieweit sie sich fiir eine Charakterisierung der Imprézision der Punktposition eignen.

Pkt.-Nr. || @, [mm] | yo mm] | 2 [mm] || VoloW) mm? | voi(x]) fmm® | v %] | 0 fmmp? |
1 1.99 1.98 1.39 17.81 44.18 148.0 9.91
2 2.15 1.38 1.12 17.12 26.93 57.3 9.41
3 1.17 1.05 0.87 5.26 8.66 64.5 3.87
4 1.70 1.40 1.17 14.62 22.51 53.9 8.04
5 1.31 1.48 1.05 11.18 16.49 47.4 6.69
6 2.49 3.82 1.83 90.38 139.69 54.5 28.19
7 2.28 3.80 1.82 84.49 126.84 50.1 26.85
8 2.25 3.87 1.79 84.51 125.19 48.1 26.85

Tabelle 4.2: Vergleich der Intervallradien der Koordinaten und der Volumina und Oberflichen der Zonotope

Tabelle 4.2 gibt eine Ubersicht iiber die Intervallradien der geschitzten Punktkoordinaten (Spalte 2-4). In der
fiinften Spalte ist das Volumen des Wertebereichs angegeben, das nach (4.83) berechnet wurde. Als Vergleich
dazu sind das Volumen der Intervallbox in der sechsten und die Uberschiitzung nach (4.76) in der siebten Spalte
aufgelistet. Mit Ausnahme des Punktes 1 liegen die Wertebereiche giinstig beziiglich des Koordinatensystem, so
dass die Uberschitzung durchschnittlich ca. 50% betrigt. In der letzten Spalte ist die Oberfliiche des Zonotops
nach (4.94) angegeben. Volumina und Oberfliche eignen sich, die Impréizision der Punktposition zu beurteilen.
Je groBer das Volumen ist, desto grofler ist die Imprézision der Punktposition. Allerdings weisen diese Groflen
integralen Charakter auf. Daher werden keine Aussagen iiber die Form des Wertebereichs geliefert, beispielsweise
konnen keine Fragen nach Richtungen, in denen die Punktlage am besten oder am schlechtesten bestimmt ist,
beantwortet werden.

Hierfiir eignen sich die Abstinde paralleler Randfliichen d; (vgl. 4.85) bzw. Abstiinde gegeniiberliegender Ecken
w; (vgl. 4.87). Je kleiner die Differenz wae — Wmin desto kugelformiger ist das Zonotop. Aufgrund der grofien
Anzahl der Randflichen besteht in diesem Beispiel kein grofier Unterschied zwischen den Gréfien w; und d;, so
dass in der folgenden Tabelle nur die Abstinde paralleler Randflichen angegeben wird.

‘ Pkt.-Nr. H dmaz [Mmm] ‘ AZmag [gon] ‘ Elmaz [gon] H dmin [mm] ‘ AZmin [gon] ‘ Elyin [gon] ‘
1 2.7 146.6 29.6 1.0 -142.6 -2.1
2 2.3 35.4 23.8 1.0 -65.0 94.2
3 1.2 11.9 -32.7 0.8 -1.0 97.5
4 2.0 -162.8 38.5 1.2 -37.3 93.5
5 1.7 137.5 31.2 1.0 -47.8 95.1
6 3.9 -113.4 34.8 1.6 -139.5 -94.2
7 3.8 -121.2 38.3 1.6 76.5 92.7
8 3.7 -93.7 10.6 1.6 91.5 94.0

Tabelle 4.3: Mazimaler und minimaler Abstand paralleler Randflichen der Zonotope

Der Abstand gegeniiberliegender paralleler Randflichen liefert lokale Information. In den dritten und vierten
bzw. sechsten und letzten Spalte sind die Richtungen (Azimut und Elevation) angegeben, in denen die Punktlage
am schlechtesten bzw. am besten bestimmt ist. Fiir integrale Aussagen zur Beurteilung der Imprizision der
Punktposition ist dieses Mafl weniger geeignet als die oben vorgestellten Volumina bzw. Oberflichen.

Erginzend sollen noch spektrale Kenngréfien angegeben werden, die mit der Singuldrwertzerlegung aus der
Matrix K abgeleitet werden (4.89). Diese werden im nachfolgenden Abschnitt geometrisch gedeutet. Die zweite
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bis sechste Spalte liefert die Singuldrwerte und die Hauptrichtung des grofiten Singuldrwertes der Matrix Kp,
die fiir jeden Netzpunkt nach (4.75) erhalten wird. In den letzten drei Spalten sind verschiedene Matrixnormen
der Matrix K angegeben. Die der euklidischen Vektornorm zugeordnete Matrixnorm ||K||2 ist mit dem grofiten
Singuldrwert identisch, vgl. (4.90). Die Zeilennorm ||K|| liefert den grofiten Intervallradius der drei Punkt-
koordinaten, vgl. Tabelle 4.2, 2.-4. Spalte. Die Frobeniusnorm ist proportional zum quadratischen Mittel der
Singulédrwerte.

Pkt.Nr. || s1 [mm] | s2 mm] | s3[mm] || Azmas [9on] | Elmaz [gon] || 1K/2 mm] | 1Ko [mm] | 1K1 fmm] |
1 0.60 0.52 0.26 146.8 17.7 0.60 1.99 0.84
2 0.53 0.42 0.29 -168.8 -4.1 0.53 2.15 0.74
3 0.27 0.25 0.24 192.8 86.5 0.27 1.17 0.44
4 0.36 0.32 0.27 57.5 -9.3 0.36 1.70 0.56
5 0.34 0.29 0.23 -76.4 -7.7 0.34 1.48 0.51
6 0.86 0.67 0.53 -108.8 7.4 0.86 3.82 1.21
7 0.83 0.66 0.52 -102.9 11.6 0.83 3.80 1.18
8 0.85 0.65 0.51 -96.0 10.2 0.85 3.87 1.19

Tabelle 4.4: Spektrale Kenngrifien der Zonotope und Matriz-Normen der Matriz K

Zusammenfassend lisst sich festhalten, dass mit Hilfe der Wertebereiche detailliertere Aussagen iiber die Im-
prazision der Punktlage abgeleitet werden kénnen als mit der Intervallbox. Neben integralen Kenngrofien wie
Volumina oder Fliacheninhalt der Zonotopoberflichen lassen sich minimale Absténde paralleler Randflichen bzw.
gegeniiberliegender Ecken berechnen und damit Aussagen iiber Richtungen ableiten, in denen die Imprizision
der Punktlage am grofiten bzw. am kleinsten ist. Spektrale Kenngroflen liefern sowohl integrale Informatio-
nen (Matrixnormen) als auch Detailinformationen (einzelne Singuldrwerte), deren geometrische Bedeutung im
folgenden Abschnitt erklirt wird.

4.3.6 Ersatzformen fiir den Wertebereich
Einfiihrung

Aus dem umfangreichen Beispiel im vorherigen Abschnitt 4.3.5 wurde deutlich, dass die Form des Zonotops mit
steigender Anzahl der Beobachtungen n immer komplexer wird. Fiir n = 46 hat das 3-Zonotop beispielsweise
2070 Randflichen. Es ist deshalb besonders fiir eine iibersichtliche Darstellung von Bedeutung, nach einfachen
Ersatzformen zu suchen, die die Imprizision beschreiben. Alle QualititsmaBe, die in Abschnitt 4.3.2 vorgestellt
wurden, konnen weiter aus der Matrix der Kantenvektoren abgeleitet werden. Die Ersatzform muss den Wer-
tebereich, das Zonotop, gut approximieren und von der Orientierung des Koordinatensystems unabhéngig sein.
Hierzu bieten sich beispielsweise Ellipsoide an, die als quadratische Formen diese Anforderungen erfiillen. El-
lipsoide werden in anderen Fachdisziplinen (Verfahrenstechnik, Elektrotechnik oder Wirtschaftswissenschaften)
zur Beschreibung und Vorhersage von dynamischen Prozessen genutzt. Eine mengentheoretische Beschreibung
und Einschlieung der Losung wird mit den Begriffen Ellipsoidal Bounding oder Ellipsoidal Calculus belegt,
vergleiche zur Ubersicht MILANESE ET AL. (1996) oder KURZHANSKI UND VALYI (1997). Ein Vorteil von Ellip-
soiden als Ersatzformen ist beispielsweise die Abgeschlossenheit beziiglich linearer Abbildungen. Innerhalb der
Klasse der Ellipsoide konnen verschiedene Anforderungen an diese gestellt werden, um eine eindeutige Losung
zu erhalten. Beispielsweise kann ein umschliefendes Ellipsoid mit minimaler Spur oder minimalem Volumen
gefordert werden, vgl. KURZHANSKI UND VALYI (1997, S.132-142) oder GROTSCHEL ET AL. (1988, Kap.3).

Projektion der Umkugel

Eine einfache und direkte Moglichkeit, ein Ellipsoid anzugeben, das das Zonotop enthilt, ist die Projektion der
Umkugel S¢, des Hyperwiirfels C,,. Fiir die Projektion ins Zweidimensionale nach (4.52) ergibt sich beispiels-
weise:

Ep = w(Sc,), mit Sc, ={weR" | wiw=n}

(4.96)
= {xeR? | x"(nKK") x<1}.
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Da die Umkugel und der Hyperquader durch dieselbe lineare Abbildungsvorschrift auf das Ellipsoid bzw. das
Zonotop abgebildet werden, stellt das Ellipsoid eine EinschlieBung des Zonotops dar.

Abbildung 4.10(a) zeigt die umschliefende Ellipse und den Wertebereich fiir die Konfiguration des Vorwiérts-
schnittes aus Beispiel 23. Hier liegen alle vier Ecken des Zonotops auf der umschlielenden Ellipse. Abbildung
4.10(b) stellt den Wertebereich und die ihn umschlieflende Ellipse fiir die Konfiguration des iiberbestimmten
Riickwirtsschnittes aus Beispiel 24 dar. Je nach Lage des Hyperwiirfels vor der Orthogonalprojektion, beriihrt
die Ellipse das Zonotop in unterschiedlich vielen Eckpunkten. Ist der Hyperwiirfel in der ,face-first-Position“ so
liegt keine Ecke des Zonotops auf der umschlieenden Ellipse.
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Abbildung 4.10: Einschliefflung des Zonotops durch umschliefende Ellipsen

Léwner-Ellipsoid

Um eine bessere Einschlielung zu garantieren, kann minimales Volumen fiir das Ellipsoid gefordert werden, das
das Zonotop einschliefit. Dieses Ellipsoid, das fiir konvexe Mengen diese Bedingung erfiillt, wird als Lowner-
Ellipsoid bezeichnet (JUHNKE 1990):

{ min(det B) !
EL = x

. (4.97)
x'Bx<1, x€ZCR¥

Das Lowner-Ellipsoid zeichnet sich durch folgende Eigenschaften aus:

1. Das Lowner-Ellipsoid ist eindeutig, vgl. DANZER ET AL. (1957) oder JUHNKE (1990).

2. Minimales Volumen fiir umschlieende Ellipsoide ist dquivalent zu grofiter Anzahl an Beriihrpunkten
(BEHREND 1938).

3. Fiir zentralsymmetrische Korper fallen der Mittelpunkt des Ellipsoids und das Zentrum des Korpers
zusamimen.
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4. Es existiert ein zu &1, konzentrisch und maBstiblich um den Faktor 1 verkleinertes Ellipsoid, das in der
1

konvexen Hiille des konvexen Korpers liegt. Fiir zentralsymmetrische Korper ist der Faktor 7u ausrei-
chend, vgl. JOHN (1948) oder JUHNKE (1990).

Abbildung 4.11 stellt fiir das Netz aus Beispiel 22 einen Vergleich der umschlieBenden Ellipsen und
der Lowner-Ellipsen fiir die Netzpunkte dar. Die Wertebereiche sind jeweils 12-Ecke. In diesem Beispiel
verdndert sich die Richtung der grofien Halbachse zwischen der umschlieflenden Ellipse und der Lowner-
Ellipse um maximal 38 gon. Die Einschlieffung des Wertbereichs verbessert sich um ca. 30%.
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Abbildung 4.11: Vergleich der umschliefenden Ellipsen mit den Léwner-Ellipsen

Die Berechnung umschlielender Ellipsoide als eine , beste“ Ersatzform fiir konvexe Mengen ist sehr aufwindig,
wenn keine weiteren Informationen vorliegen (GROTSCHEL ET AL. 1988, S.70f, S.80ff). Im Gegensatz zu den
meisten Anwendungen, bei denen die konvexen Korper durch Punkte diskretisiert sind, ist im Kontext der
vorliegenden Arbeit der konvexe Korper (Zonotop) durch seine Kantenvektoren angegeben. Die Koordinaten
der Eckpunkte sind a priori unbekannt. Die Berechnung des Lowner-Ellipsoid nach (4.97) basiert aber auf
der Kenntnis der Koordinaten der Eckpunkte. Diese kénnen nur aufwindig aus der Darstellung gewonnen
werden (EPPSTEIN 1995). Die explizite Berechnung des Lowner-Ellipsoids ist also nur sinnvoll, wenn die Punkte
bekannt sind. Aus diesem Grund wird das umschlieende Ellipsoid Ep zur Approximation des Wertebereichs
vorgeschlagen.

4.4 Verkniipfung von Impréizision und Stochastizitét

Eine wesentliche Fragestellung ist, wie die Stochastizitét und Imprézision des Ergebnisses miteinander verkniipft
werden konnen. Ziel soll hierbei sein, ein erweitertes Maf} zu erhalten, das vollstindig stochastisch interpretierbar
bleibt, fiir das also beispielsweise Hypothesentests und Konfidenzintervalle weiterhin existieren. Im Folgenden
werden zwei Ansétze vorgestellt, mit denen erweiterte Konfidenzbereiche und erweiterte Testgrifien abgeleitet
werden kénnen.
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4.4.1 Konzept der Superposition

Eine erste einfache Moglichkeit, erweiterte Konfidenzbereiche Kj_., abzuleiten, ist die Superposition von Zo-
notopen als Mafl der Imprézision mit Konfidenzellipsen bzw. -ellipsoiden, den Maflen fiir Stochastizitéit. Fasst
man beide Bereiche als Mengen auf, so kann die Superposition als Minkowski-Summe geschrieben werden, vgl.
Definition 14:

Ki_, =288k = Z0Ki—y. (4.98)

Durch diesen Ansatz wird der Wertebereichsgedanke konsequent fortgesetzt. Der resultierende erweiterte Kon-
fidenzbereich ist dann folgendermaflen zu interpretieren: Unter Beriicksichtigung der Imprézision iiberdeckt mit
einer Konfidenzwahrscheinlichkeit von 1 — v der erweiterte Konfidenzbereich die geschitzte Punktposition.
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(a) Minkowski-Summe des Zonotops und der Konfiden- (b) Minkowski-Summe der Intervallboz und der Konfiden-
zellipse zellipse

Abbildung 4.12: Erweiterte Konfidenzbereiche

Die Konstruktion lisst sich graphisch motivieren, vgl. Abbildung 4.12(a): Das Zonotop stellt den Bereich aller
Punktpositionen dar, die sich unter Beriicksichtigung der Imprizision der Messungen ergeben. Fiir jede dieser
Punktpositionen existieren dartiber hinaus Informationen iiber ihre stochastischen Eigenschaften in Form von
Punktkonfidenzellipsen oder - ellipsoiden. Maximale Bereiche ergeben sich durch Verschieben der Konfidenzel-
lipse auf dem Rand des Zonotops. Die resultierende Form des erweiterten Konfidenzbereichs ist keine Ellipse
und kein Zonotop mehr, der Rand ist jedoch eine glatte Kurve.

Die Darstellung als Minkowski-Summe enthilt allerdings keine konkrete Anleitung, wie der Rand des erweiterten
Konfidenzbereichs funktional beschreibbar ist. Ein mdogliches Verfahren soll deshalb kurz skizziert werden. In
einem ersten Schritt sind die Punkte x* der Ellipse zu bestimmen, in denen die Tangentenrichtung parallel zur
Kantenrichtung des Zonotops ist. An den Eckpunkten des Zonotops werden die entsprechenden Ellipsensektoren
der Ellipsenzerlegung angebracht, vgl. Abbildung 4.12. Die Endpunkte der Ellipsensektoren werden durch die
passenden Kantenvektoren des Zonotops verbunden.

Um einen erweiterten Konfidenzbereich auch ohne Kenntnis der Ecken des Zonotops berechnen zu kénnen, kann
die Minkowski-Summe der Konfidenzellipse bzw. des Konfidenzellipsoids und der Intervallbox gebildet werden,
vgl. Abbildung 4.12(b). Mit (4.98) und der Einschlieffungseigenschaft gilt:

ZCR > K, C [®efx = k%, . (4.99)

Eine weitere Vereinfachung kann erzielt werden, wenn auf die umschlielende Ellipse zuriickgegriffen wird. Der
somit erhaltene erweiterte Konfidenzbereich K77 ist wie Kj_, unabhéngig von der Orientierung des Koor-
dinatensystems. Der Rand des erweiterten Konfidenzbereichs K72% lésst sich geschlossen angeben. Fiir den

zweildimensionalen Fall erhilt man beispielsweise fiir eine Darstellung in Polarkoordinaten:

r(1) = Va2 —b?cos? T, (4.100)

wobei a”” = ag __+az, +2ax,_, ag, cos(dx,_, —Pep) und b = b, +b3, +2bk,_, be, cos(bx,_, — Pe,) gilt.
Die Halbachsen der Konfidenzellipse bzw. der umschlielenden Ellipse werden mit ax,_, bx,_, bzw. ag,, be,
bezeichnet, die Richtungswinkel der groflen Halbachsen mit ¢x,_, bzw. ¢¢,.
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Abbildung 4.18: Minkowski-Summe der umschliefenden Ellipse und der Konfidenzellipse

Abbildung 4.13 zeigt die Minkowski-Summe der umschliefenden Ellipse und der Konfidenzellipse. Diese Summe
ist im Allgemeinen keine Ellipse mehr, sondern nur im Spezialfall, falls beide Richtungen der grofien Halbachsen
zusammentfallen.

4.4.2 Konzept des Erweiterungsprinzips in der Fuzzy-Theorie

Die eher mengentheoretische Ableitung der erweiterten Kenngrofe stellt einen Spezialfall des Erweiterungsprin-
zips der Fuzzy-Theorie dar und kann in dieses allgemeinere Konzept eingebettet werden. Die Fuzzy-Erweiterung
des Kleinsten-Quadrate-Schitzers fiir geodétische Anwendungen wurde von KUTTERER (1994, 2002b) entwickelt
und vorgestellt. Im Folgenden sollen die dort priisentierten Ergebnisse auf Intervallgroflen als Spezialfille von
Fuzzy-Grofen angewandt und kurz skizziert werden. Fiir die Uberlegungen ist es wesentlich, Vektoren von Fuzzy-
Groflen (unscharfe Vektoren) zu definieren. Dies wird durch Angabe einer Zugehorigkeitsfunktion m : R™ — [0, 1]
erreicht.

Unscharfer Vektor der ausgeglichenen Parameter

Ziel ist es, einen unscharfen Vektor fiir die geschitzten Parameter anzugeben. In einem ersten Schritt wird hier-
zu der unscharfe Vektor fiir die Beobachtungen bestimmt. Mit dessen Hilfe wird in einem zweiten Schritt der
unscharfe Vektor der geschiitzten Parameter ermittelt. Wir greifen dafiir auf a-Schnitte zuriick, die in Definition
11 eingefiihrt wurden. Die gesuchte Zugehorigkeitsfunktion darf genau einen Maximalwert annehmen (Gipfel-
punkt) und alle a-Schnitte miissen einfache und zusammenhingende Teilmengen des R™ sein, vgl. KUTTERER
(2002Db, S.47).

Es lassen sich verschiedene Ansétze zur Ableitung von Zugehorigkeitsfunktionen fiir Vektoren unterscheiden. Ei-
nerseits konnen diese aus den Zugehorigkeitsfunktionen der einzelnen Vektorkomponenten beispielsweise durch
die Minimumregel (BANDEMER UND GOTTWALD 1993, S.59ff) oder die , Kombination der Komponenten“
(VIERTL 1996, S.75ff) erhalten werden. Da die Fuzzy-Grofien in dieser Arbeit Intervalle sind, ist die Diskussion
fiir jeden a-Schnitt moglich und l&sst sich mit der Minimumregel direkt tibertragen. Die Zugehorigkeitsfunktion
mg,(Al) : R"® = [0, 1] lautet fiir den Vektor der reduzierten Beobachtungen Al =1— ag:

1, AlelAl]

4.101
0, sonst. ( )

mg,(Al) = {
Bei dieser Verkniipfung entspricht der a-Schnitt des kartesischen Produktes der Vektorkomponenten dem kar-
tesischen Produkt der a-Schnitte. Darliber hinaus kénnen direkt Zugehorigkeitsfunktionen angegeben werden,
ohne auf die einzelnen Komponenten zuriickzugehen. KUTTERER (2002b, S.47) verwendet beispielsweise eine
Zugehorigkeitsfunktion vom elliptischen Typ, deren a-Schnitte alle Ellipsen sind. Mit der positiv definiten n xn
Matrix U und einer streng monoton fallenden Funktion & lisst sich die Zugehorigkeitsfunktion folgendermafien
angeben:

m g, (Al) = k\/(Al — AL,)TU-1(Al - Aly), k:RE —[0,1], k(0) = 1. (4.102)

Im zweiten Schritt wird das Erweiterungsprinzip nach Zadeh angewendet, um den unscharfen Vektor der
geschitzten Parameter zu bestimmen, vgl. BANDEMER UND GOTTWALD (1993, S.46f) oder KUTTERER (2002b,
S.67f):

mz(X) := sup m g, (Al). (4.103)

*:(ATP”A)_lgTP” Al—‘r)ot

81
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Diese Vorschrift ist folgendermaflen zu lesen: Verschiedene Linearkombinationen der reduzierten Beobachtungen
koénnen den gleichen Vektor x* liefern. Als Wert der Zugehorigkeitfunktion von %* soll das Maximum der Werte
von m g, fiir alle diese Linearkombinationen verwendet werden. Mit der Zugehorigkeitfunktion aus (4.101) ergibt
sich dann:

%) = {1, X +dx € Wi (4.104)

0, sonst.

Da die Zugehorigkeitsfunktion die Indikatorfunktion (vgl. Definition 9) ist, haben alle a-Schnitt die identische
Form: die Form des Wertebereichs Wx. Zugehorigkeitsfunktionen vom Typ , Intervallbox® (4.101) sind somit
nicht abgeschlossen beziiglich linearer Abbildungen, (KUTTERER 2002b, S.48). Um die Abgeschlossenheit zu
garantieren, kdnnen entweder Zugehorigkeitsfunktionen vom elliptischen Typ fiir die Beobachtungen verwendet
(KUTTERER 2002b, S.47f) oder (4.104) iiber der Intervallbox [X] anstelle des Wertebereichs Wy definiert werden.

Konfidenzbereiche fiir unscharfe Vektoren

Der Konfidenzbereich fiir die geschiitzten Parameter ist eine Funktion derselben. Daher ist mit Hilfe des Erwei-
terungsprinzip eine Zugehorigkeitsfunktion fiir den Konfidenzbereich zu bestimmen (VIERTL 1996). KUTTERER
(2002b, S.67ff) diskutiert dafiir verschiedene Moglichkeiten und Verfahren und fiihrt die Berechnung auf ei-
ne Optimierungsaufgabe zuriick. Da in der vorliegenden Arbeit mit sehr einfachen Zugehorigkeitsfunktionen,
nédmlich Indikatorfunktionen, vgl. Definition 9, gearbeitet wird, kann die Optimierungsaufgabe analytisch gelost
werden. Die Zugehorigkeitsfunktion mjz(X) ist konstant und somit fiir alle Parameter identisch, so dass gilt:

1, xeki_,
M, = 4.105
Kiy {0, sonst, ( )

wobei Ki_, den erweiterten Konfidenzbereich darstellt. Es besteht das Problem, den Konfidenzbereich einfach
zu parametrisieren, worauf schon in Abschnitt 4.4.1 eingegangen wurde. KUTTERER (2002b, S.70) hat dieses
Problem elegant umgangen, indem er Zugehorigkeitsfunktionen vom elliptischen Typ verwendet.

Wenn es zu aufwiindig ist, den Rand des Wertebereichs bzw. der erweiterten Konfidenzregion K_, zu berechnen,
wird vorgeschlagen, alternativ den erweiterten Konfidenzbereich K7*% heranzuziehen. Es gilt dann beispielsweise
fiir den zweidimensionalen Fall:

K1, = {%p € R? | #5%p <r%(n) }, (4.106)
mit r(7) aus (4.100). Eine graphische Darstellung des erweiterten Konfidenzbereichs fiir Intervalle als Fuzzy-

Groflen liefert Abbildung 4.13. Fiir elliptische Zugehorigkeitsfunktionen werden entsprechende Bereiche bei
KUTTERER (2002a) gezeigt.

Statistische Tests mit imprizisen Daten

Statistische Tests fiir imprizise Daten wurden von KUTTERER (2002b) in seiner Habilitationsschrift weiterent-
wickelt und auf die Problemstellungen in der Geodisie angepasst. Auf die Reformulierung der Testgrofien fiir
Intervalle als spezielle Fuzzy-Grofien wird verzichtet, da die in KUTTERER (2002b) genannten Konzepte direkt
mit den hier abgeleiteten Fuzzy-Groéflen angewandt werden konnen. Der interessierte Leser sei auf KUTTERER
(2003) verwiesen, der das Vorgehen anhand eines Beispiels fiir GPS-Beobachtungen anschaulich erklirt.

4.4.3 Vergleich einer rein stochastischen mit einer erweiterten Vorgehensweise

Im Folgenden soll gezeigt werden, welche Aussagen und Schlussfolgerungen man ziehen kann bei einer rein sto-
chastischen Betrachtung der Gesamtunsicherheit (kombinierte Unsicherheit) im Vergleich zur Betrachtung der
erweiterten Gesamtunsicherheit, die durch eine Uberlagerung von Imprizision und Stochastizitéit erhalten wird.
In diesem Abschnitt soll auf die Uberlegungen zuriickgegriffen werden, die bereits in Abschnitt 2.3.6 vorgestellt
wurden. Es wird die Lagekomponente des dreidimensionalen Linach-Netzes (Abschnitt 4.3.4) untersucht.

Abbildung 4.14(a) zeigt die erweiterten 95%-Punktkonfidenzbereiche K o5. Diese werden, wie in den vorange-
gangenen Abschnitten 4.4.1 und 4.4.2 beschrieben, entweder aus der Minkowski-Summe des Zonotops und der
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95%-Konfidenzellipse erhalten oder aus der Fuzzy-Erweiterung nach (4.103) und (4.104). An den 64 Ecken des
Zonotops, das hellgrau dargestellt ist, werden die entsprechenden Ellipsoidsektoren addiert. Die Bereiche Xj g5
iiberdecken die geschiitzte Punktposition mit einer 95% Konfidenzwahrscheinlichkeit, wenn die Imprizision der
Beobachtungen durch Intervalle und die zufallige Variabilitat der Beobachtungen durch Stochastizitdt adédquat
ausgedriickt sind.
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Abbildung 4.14: Erweiterte und kombinierte Punktkonfidenzbereiche

Vergleichend dazu sollen die Punktkonfidenzbereiche betrachtet werden, die man nach den Empfehlungen des
Leitfadens (DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG 1995) erhilt. Hierzu werden beide Anteile der Gesamt-
unsicherheit (Imprizision und zufillige Variabilitét) durch Varianzen beschrieben und mit dem Varianzfortpflan-
zungsgesetz kombiniert (KREYSZIG 1979, S.154f). Unterscheiden sich die Verteilungen der einzelnen kombinier-
ten Groflen, so ist das Ergebnis nicht mehr statistisch interpretierbar (DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG
1995, S.19ff ). Um dieses Problem zu umgehen und um Kenngrofien abzuleiten, die mit der Vorgehensweise der
erweiterten Unsicherheitsmafle vergleichbar sind, wird die Normalverteilung fiir alle beteiligten Einflussparame-
ter angenommen. Es gelte: dp; = ¢; und damit

C,, = diag(p:p:")- (4.107)
Dann berechnet sich die kombinierte Unsicherheit mit F und p, aus (2.71):
Cu, koms := Cu + FCp,FT. (4.108)

Die Betrachtung der Unsicherheit der Einflussparameter der Aufbereitungsschritte der Messungen als Varianzen
liefert die vollbesetzte Varianz-Kovarianz-Matrizen Cyj, koms fiir die korrigierten Messungen.

Abbildung 4.14(b) zeigt als grau ausgefiillte Ellipsen die 95%-Punktkonfidenzellipsen, die man unter Verwendung
von Cy; erhilt, d.h. unter Vernachlissigung des Unsicherheitsbeitrags der Aufbereitungsschritte der Messung.
Wird dieser Unsicherheitsbeitrag stochastisch modelliert (Verwendung von Cy, koms), S0 erhilt man die dunkel
gezeichneten Ellipsen. Ein Vergleich beider Ellipsen zeigt, dass sich die Hauptrichtungen nur wenig oder gar nicht
dndern. Die Form der Ellipse vergroflert sich in Richtung der Streckenmessungen. Dies kann folgendermafien
erklédrt werden: Durch die Messung der Richtungen in zwei Lagen sind die verbleibenden Unsicherheitsbeitrige
gering, vgl. Abbildung 3.3 und 3.5, im Vergleich zu denen der Strecken, fiir die keine Reduktionsmechanismen
der Unsicherheit des Aufbereitungsprozesses verwendet werden, bzw. den Zenitdistanzen, die nur in einer Lage
gemessen wurden, vgl. Abbildung 3.1 und 3.4 sowie die Diskussion im Abschnitt 3.2.

Ein Vergleich der Abbildungen 4.14(a) und (b) zeigt den Unterschied einer quadratischen Fortpflanzung und
Mittelung der Unsicherheit im Kontext einer stochastischen Beschreibung (Teilabbildung (b)) und der linearen
Fortpflanzung der Imprézision (Teilabbildung (a)).
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4.5 Alternative Ansitze zur Fortpflanzung der Imprézision

In diesem Abschnitt werden zwei alternative Anséitze zur Fortpflanzung von Imprizision oder allgemeiner zur
Behandlung endlicher und beschrinkter Fehlerintervalle beispielhaft vorgestellt. Im Gegensatz zum Ansatz der
Intervallauswertung, der in der vorliegenden Arbeit verwendet wird und der auf eine statistische Interpretierbar-
keit der Ergebnisse zielt, verfolgen die beiden alternativen Ansitze eine rein mengentheoretische Interpretation.

4.5.1 Konzept der Minimalen Maximalfehler

Ein friither Ansatz in der Geodisie zur Betrachtung von Toleranzen durch Intervalle geht auf REINHART (1975)
zuriick und kann als Konzept minimaler Mazimalfehler charakterisiert werden. An der Technischen Universitét
Miinchen entstanden in der Folgezeit weitere Arbeiten, die dieses Konzept verwenden: von allgemeiner Natur
sind beispielsweise die Aufsitze HEINDL UND REINHART (1976a-c, 1978), Anwendungen fiir die Netzausglei-
chung zweidimensionaler Netz stellen GRIMHARDT (1984) und fiir die Ausgleichung dreidimensionaler Netze
SCHMIDBAUER (1989) vor.

Ausgangspunkt ist das funktionale Modell (4.2), wobei keine Stochastizitit der Beobachtungen angenommen
wird, sondern Toleranzen in Form von Intervallen angesetzt werden. Die Intervallgrenzen bilden dabei Schranken,
die durch etwaige Beobachtungsfehler nicht tiberschritten werden kénnen. Es wird nach einer Losungsmenge,
dem Toleranzpolyeder, gefragt, fiir die gilt:

T:={xeR"| Ax=11€[1] }. (4.109)

Die Berechnung der Ecken oder Extremalpunkte der Menge 7 wird als lineare Optimierungsaufgabe fiir den
Vektor x aufgefasst, vgl. REINHART (1975, S.16f) und Anmerkungen in Abschnitt 4.3.1. Das Toleranzpolyeder
wird dabei in Form von 2n Restriktionen eingefiihrt. Mit dem Simplexalgorithmus kénnen dann elegant die
Ecken der Toleranzpolyeders berechnet werden.

Allerdings liefert das Toleranzpolyeder nur die Menge aller méglichen Losungsvektoren, die alle gleichberechtigt
sind. Es muss nun noch eine Vorschrift angegeben werden, welcher dieser Vektoren als eigentliche Losung
verstanden werden soll, beispielsweise welche Koordinaten konkret einem Punkt zugeordnet werden sollen.
SCHMIDBAUER (1989, S.68) weist ausdriicklich darauf hin, dass der Schwerpunkt des Toleranzpolyeders keine
Schitzung oder Approximation des Parametervektors darstellt, wie durch die Abbildungen in den Arbeiten
REINHART (1975), GRIMHARDT (1984) und SCHMIDBAUER (1989) zu vermuten wire.

Fiir den eindimensionalen Fall wird von HEINDL UND REINHART (1976b) eine eindeutige Losung angegeben,
die kurz motiviert werden soll. Unter dem maximalen Fehler soll der grofite Abstand eines Wertes aus dem
Toleranzintervall von den Intervallgrenzen verstanden werden. Folglich wird der minimale maximale Fehler fiir
die Intervallmitte erzielt (HEINDL UND REINHART 1976b). Sie ist deshalb als repréisentativer Wert, aufzufassen.
Dies entspricht gerade der Vorgehensweise im Konzept der affinen Arithmetik, die in Abschnitt 2.3.5 vorgestellt
wurde. Fiir Parametervektoren kann diese Fragestellung nur komponentenweise gelost werden, vgl. REINHART
(1975, S.5) oder mit Methoden der Vektoroptimierung. HEINDL UND REINHART (1976a) schlagen hierzu die
lexikographische Methode vor. Vergleiche fiir Details der Vektoroptimierung die Ausfiihrungen in Abschnitt
5.1.2.

KUTTERER (1994, S.62ff) hat sich in seiner Arbeit ausfiihrlich mit diesem Ansatz auseinandergesetzt und eine
Einordnung in das Intervallkonzept vorgenommen. Im Folgenden soll kurz betrachtet werden, welche Beziehun-
gen zwischen dem Wertebereich der Intervallauswertung und dem Toleranzpolyeder fiir das selbe Ausgleichungs-
modell bestehen. Hierbei muss in den Planungsfall und den Fall des Arbeitens mit realen Daten unterschieden
werden.

Betrachten wir zunéichst den Planungsfall. Sind die Messdaten mit dem Modell konsistent, wie dies beispielsweise
bei Simulationen oder Planungsrechnungen erreicht wird, so gilt:

A% =1, (4.110)

Das resultierende Toleranzpolyeder ist dann zentralsymmetrisch (SCHMIDBAUER 1989, S.88ff). In diesem Fall
ldasst sich aussagen, je kleiner das Toleranzpolyeder, desto besser ist die Punktlage bestimmt. Das Toleranz-
polyeder kann maximal 2n Kanten im Zweidimensionalen bzw. n(n — 1) Randflichen im Dreidimensionalen
haben. Weniger Kanten bzw. Randflichen treten auf, wenn die Toleranz einer Beobachtung so grof ist, dass
sie nicht zur Bestimmung des Toleranzpolyeders beitréigt. Die entsprechende Restriktion in (4.109) heifit dann
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redundant, vgl. SCHMIDBAUER (1989, S.16f). Da Zonotope die einzigen zentralsymmetrischen Polytope im Zwei-
dimensionalen darstellen, sind Toleranzpolyeder im Zweidimensionalen Zonotope. Im Dreidimensionalen reicht
die Zentralsymmetrie als Kriterium fiir Zonotope nicht aus, daher sind Toleranzpolyeder im Dreidimensionalen
im Allgemeinen keine Zonotope.

Beim Arbeiten mit Realdaten wird (4.110) in den seltensten Fillen erfiillt sein. Daher sind im Allgemeinen
keine Aussagen iiber die Form des Toleranzpolyeders moglich. Je grofler die Diskrepanzen zwischen Modell
und Daten sind, desto stirker verschieben sich die entsprechenden Toleranzbinder gegeneinander. Liegen grobe
Fehler in den Messwerten vor, so ist das Toleranzpolyeder die leere Menge, d.h. Messungen und Modellierung
sind nicht kompatibel. Toleranzpolyeder konnen somit zum Test des Datenmaterials auf grobe Fehler verwendet
werden. Entsprechend darf ein kleines Toleranzpolyeder nicht als Hinweis auf eine gut bestimmte Punktlage
fehlinterpretiert werden, sondern ist im Gegenteil eher als Indikator von Diskrepanzen zwischen Modell und
Daten zu verstehen. KUTTERER (1994, S.65f) weist in diesem Zusammenhang darauf hin, dass Toleranzpolyeder
eher als Vertriglichkeitsmafle und nicht als Genauigkeitsmafle aufgefasst werden sollten.

Beispiel 26 Betrachten wir zur graphischen Veranschaulichung der Diskussion in diesem Abschnitt das Bei-
spiel des iiberbestimmten Bogenschnitts. Abbildung 4.15 zeigt einen Vergleich der Toleranzpolyeder, die schraf-
fiert dargestellt sind, und der Zonotope fiir den iiberbestimmten Bodenschnitt. Die Intervallradien der drei
Streckenmessungen von den Festpunkten 1, 2, 4 zum Neupunkt 3 wurden nach der Faustformel (3.6) berechnet:
1, = (1.6, 1.8, 1.6)T [mm].
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Abbildung 4.15: Vergleich der Toleranzpolyeder (schraffiert) und Zonotope fir den dberbestimmten Bogenschnitt

Teilabbildung 4.15(a) zeigt den Planungsfall, d.h. Gleichung (4.110) ist erfiillt. Die Toleranzbinder, deren Gren-
zen eingezeichnet sind, verlaufen senkrecht zu den gestrichelt angedeuteten Messungslinien. Die Kanten des
Zonotops weisen gegeniiber diesen Richtungen leichte Drehungen auf. Der Schwerpunkt des Toleranzpolyeders
fallt mit dem Schwerpunkt des Zonotops, d.h. mit der Nidherungsposition zusammen. Das Toleranzpolyeder
stellt eine Teilmenge des Wertebereichs dar.
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Teilabbildung 4.15(b) zeigt das Toleranzpolyeder (schraffiert) und das Zonotop im Fall des Arbeitens mit

(inkonsistenten) Realdaten, die die Gleichung (4.110) nicht erfilllen. Die Diskrepanz betrage Ax — 1 =
—(1, 1.5, 0.75)T [mm]. Dadurch werden im Gegensatz zum Planungsfall die Toleranzbénder gegeneinander
verschoben, so dass das resultierende Toleranzpolyeder nicht mehr zentralsymmetrisch ist. Im Extremfall
(groBBe Diskrepanzen) ist die Schnittmenge sogar leer. Das Zonotop ist beziiglich der geschiitzten Punktpo-
sition d& = (=1, 0.8)T [mm] dargestellt, wobei dafiir der {iberhthte Mafistab verwendet wurde. Es bildet wie
im Planungsfall eine Obermenge des Toleranzpolyeders.

Das Beispiel des tiberbestimmten Bogenschnitts hat die Unterschiede des Toleranzansatzes und der Intervallaus-
wertung deutlich gemacht: Bei der Intervallauswertung liegt eine wohldefinierte Punktposition vor: der geschétz-
te Koordinatenvektor. Der Wertebereich ist immer ein Zonotop und alle Messungen, die im gesamten Netz
vorkommen, tragen zur Form und Grofle des Wertebereichs bei. Fiir eindeutig bestimmte Punktkonfigurationen
fallen Wertebereich und Toleranzpolyeder zusammen, da hier der Wertebereich parallel zu den Messungslinien
ausrichtet ist, vgl. Beispiel 23. Fiir iiberbestimmte Punktkonfigurationen ist dies nicht mehr der Fall, vergleiche
Beispiel 26.

Abschlieflend soll eine Verbindung zwischen der Grofie des Toleranzpolyeders im Planungsfall und bei Verwen-
dung von inkonsistenten Daten hergestellt werden. Wir gehen fiir die folgende Betrachtung davon aus, dass
keine kolinearen Zeilenvektoren a’ in der Matrix A vorliegen. Dies ist gleichbedeutend damit, dass es keine
Doppelmessungen im Netz ausgefiihrt wurden. Zusitzlichen sollen keine redundanten Restriktionen vorliegen.
Dann ist durch

b; = 21ri (4.111)

[|a|

die Ausdehnung des Toleranzbandes fiir die i-te Messung gegeben, wobei [, ; den Intervallradius dieser Messung
bezeichnet. Diese maximale Ausdehnung tritt nur auf, wenn die Ebenen mit Normalenvektor a? auch Stiitzebenen
des Polyeders sind, beispielsweise wenn (4.110) erfiillt ist. Daraus folgt, dass das Toleranzpolyeder aus der
Planungsphase eine Obermenge des Toleranzpolyeders ist, das bei realen Anwendungen erhalten wird, wobei
der Schwerpunkt des Toleranzpolyeders mit den Niaherungskoordinaten gleichzusetzen ist.

4.5.2 Konzept der Set-Inversion

Der Ansatz der Set-Inversion wurde im Kontext der Kontrolltheorie vorgestellt (JAULIN ET AL. 2001). Ausgangs-
punkt ist die Annahme, dass bandbegrenzte, endliche Fehler fiir die Messungen bzw. Eingangsgréfien vorliegen,
die durch Intervalle beschreiben werden. JAULIN ET AL. (2001, S. 54fF) unterscheiden zwei prinzipielle Aufga-
benstellung: die direkte und die inverse Fragestellung.

Definition 19 Gegeben seien eine nichtlineare Abbildung: f : R™ — IR™, eine abgeschlossene Ausgangsmenge
X C R™ und eine abgeschlossene Bildmenge ) C R™. Dann heif3t

Yy = {yeRm™ | y=f(x),xeX} direkte Fragestellung,
(4.112)
X = {x€eR" |f(x) €Y }=:f1()) indirekte Fragestellung,

wobei f~! nicht als mathematisch strenge Inverse zu betrachten ist, sondern als eine Umkehrabbildung,.

Die indirekte Aufgabenstellung (Set-Inversion) ist in der Regel einfacher zu losen als die direkte Aufgabenstel-
lung, vgl. (JAULIN ET AL. 2001, S.59). Fiir jede beliebige Menge Y C R™ und fiir jede Funktion f, fiir die eine
konvergente EinschlieBungfunktion existiert, kénnen eine duflere und eine innere EinschlieBung der Menge X als
Vereinigung von Hyperboxen berechnet werden, vgl. (JAULIN ET AL. 2001, S.54ff.). Es wird somit garantiert,
dass der Losungsvektor sicher innerhalb der EinschlieBungen liegt. KIEFFER ET AL. (2000) zeigen die garantier-
te und robuste Positionsbestimmung von Robotern aus Trilateration unter Verwendung der Set-Inversion. Die
tatsichliche Position ist garantiert in der Losungsmenge enthalten, die durch das EinschlieBungsverfahren be-
stimmt wurde. Eine interessante Figenschaft dieser Vorgehensweise ist, dass beim Vorliegen von Inkonsistenzen
der Schnitt der Intervallboxen bei der Abbildung f~!(y) leer ist. Inkonsistenzen kénnen durch unzureichende
Modellierung, grobe Fehler in den Messungen oder zu optimistisch angenommene Fehlerbander entstehen. Da
solche Situationen aufgedeckt werden kénnen, bezeichnen KIEFFER ET AL. (2000) das Verfahren als robust.
BRAEMS ET AL. (2003) verwenden diese Ansiitze zum Design von Experimenten bzw. der Auswahl von geeig-
neten Sensoren anhand von Kalibrierungskurven. Der Artikel veranschaulicht das Vorgehen fiir den Vergleich
zweier Thermometer.
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Die Berechnung der Intervallauswertung des Schitzwertes nach der Methode der kleinsten Quadrate stellt einen
einfachen Fall der Set-Inversion dar. Die Funktion f ist linear und die Menge Y ist durch eine Menge in Form
der Intervallbox gegeben. Die Set-Inversion konnte zur direkten Losung nichtlinearer geodéatischer Problem-
stellungen ohne vorherige Linearisierung angewendet werden. Voraussetzung ist hierfiir das Vorliegen konver-
genter EinschlieBungsfunktionen fiir die nichtlinearen Zusammenhinge zwischen Daten und Modellparametern.
Fiir bestimmte Aufgabenstellungen wie die Netzoptimierung, bei der ggf. die Orientierung des Koordinatensy-
stems frei wihlbar ist, kann das Verfahren nur mit Einschrankungen verwendet werden, da die Losungsmenge
als Vereinigung von achsparallelen Intervallboxen von der Orientierung abhingt. Ist der Koordinatenrahmen
a priori festgelegt, wie bei Arbeiten in konventionellen Referenzsystemen, beispielsweise dem ITRF oder im
GauB3-Kriiger-Koordinatensystem der Landesvermessung, oder sind die zu analysierenden Parameter keine Ko-
ordinaten, sondern beispielsweise Koeffizienten der Kugelfunktionsentwicklung des Schwerefeldes, so kann das
Verfahren ohne Probleme angewandt werden.

Die Toleranzaufgabe kann als einfache direkte Fragestellung aufgefasst werden, wobei durch das vorgeschlagene
Verfahren nur eine duflere EinschlieBung erhalten werden kann (JAULIN ET AL. 2001, S.59). Ein dhnlicher Ansatz
wurde bereits von KUTTERER (1994, S.73f.) in seiner Dissertation entwickelt.
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5. Optimierung geoditischer Messoperationen

In den vorangegangen Kapiteln wurden Intervallradien als Mafe fiir Impréizision motiviert und diese linear auf
die geschitzten Parameter (Punktkoordinaten geoditischer Netze) fortgepflanzt. Durch eine Kombination von
Stochastizitéit und Imprizision sind erweiterte Unsicherheitsmafie abgeleitet worden. An verschiedenen Beispie-
len wurde aufgezeigt, dass diese erweiterten Mafle eine realistischere Beurteilung der Unsicherheit geod&tischer
Netze erlauben, da beide Aspekte der Unsicherheit (Imprizision und Stochastizitét) mit ihren unterschiedlichen
Charakteristika behandelt werden.

Die Untersuchungen und Ergebnisse des vorliegenden Kapitels sollen den Themenkreis zur Planung und Messung
geoditischer Netze schliefen. Dabei wird der Begriff ,,Optimierung® nicht priméir im Sinne einer konkreten
optimalen Gestaltung eines vorliegenden Netzes verstanden. Netzoptimierung wird hingegen als Analysetool
aufgefasst, das dem Ingenieur erlaubt, grundsitzliche Eigenschaften geoditischer Netze zu verstehen und dieses
Wissen bei der Konzeption neuer Netze umzusetzen.

In einem ersten Abschnitt werden Grundbegriffe der skalaren und der Vektoroptimierung zusammengestellt,
sofern sie fiir das Verstindnis wesentlich sind. Als Einfiilhrung zur geoditischen Netzoptimierung werden die
Verfahren der klassischen Vorgehensweise zusammenfassend vorgestellt. Darauf aufbauend werden in einem
zweiten Schritt Zielfunktionen fiir die Imprézision entwickelt. Es wird gezeigt, wie eine Variation der ,,Grun-
delemente“ geoditischer Netze (Datum, Geometrie, Topologie und Gewichtung der Messungen) sich auf die
Kenngroflen auswirkt.

Neben der Betrachtung der klassischen ,Designs“, die Ahnlichkeiten im Verhalten der Kenngréfien der Sto-
chastizitdt und Imprizision aufweisen, sind neue Gruppierungen notwendig. Diese erlauben erst die adiquate
Beschreibung des Einflusses des Mess- und Aufbereitungsprozess der Messung und der Performance der Instru-
mente. In einem weiteren Abschnitt wird gefragt, wie die Mess- und Auswertemethoden und welche Sensoren
konkret gew#hlt werden sollten, damit die Imprézision der Messung oder der geschitzten Parameter gewisse Ma-
ximalwerte nicht {ibersteigt. Abschlielend wird die Optimierung der erweiterten Unsicherheit betrachtet. Durch
Verfahren der Vektoroptimierung kénnen verschiedene Zielfunktionen fiir die Imprazision, die Stochastizitit und
die Zuverlissigkeit kombiniert werden.

5.1 Grundlagen der Optimierung

Im folgenden Abschnitt werden Begriffe und Grundlagen der mathematischen Optimierung mit skalaren Ziel-
funktionen zusammengefasst. Es geniigt dabei, Minimumprobleme fiir die Zielfunktion & zu betrachten. Jedes
Maximumproblem kann durch Ubergang von & auf —& in ein fquivalentes Minimumproblem umgewandelt
werden. Der Optimierung skalarer Zielfunktionen wird die Vorgehensweise der Vektoroptimierung (Multi Objec-
tive Optimization) gegeniibergestellt. Diese wird angewandt, wenn mehrere Zielforderungen gleichzeitig erfiillt
werden sollen.

5.1.1 Skalare Optimierung

Definition 20 Sei & eine stetig differenzierbare Funktion ® : R? — R von p freien Parametern x, so soll unter
einer skalaren Minimierungsaufgabe folgendes Problem verstanden werden:

min ®(x)
- (5.1)
x € Q2 C RP,

wobei ® skalare Zielfunktion heifit und Q zuldssiger Bereich.

Der zuléssige Bereich wird durch c lineare oder nichtlineare Restriktionen fiir die Parameter beschrieben. Diese
stellen als Nebenbedingungen der Optimierung die maximalen Variationsbereiche fiir die Parameter dar:

N :={x € RP|c(x) < 0}. (5.2)

Oftmals werden die Optima auf dem Rand des zuléssigen Bereichs angenommen, so dass ihm eine besondere
Bedeutung zukommt. Die Wahl der freien Parameter und der zu optimierenden Zielfunktionen legt die Art
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der Optimierungsaufgabe fest. Damit ist in der Regel auch iiber eine geeignete mathematische Losungsstrate-
gie des Problems entschieden: Sind Zielfunktion und Nebenbedingungen beispielsweise lineare Funktionen der
Parameter, so kann (5.1) durch Lineare Programmierung geldst werden. Andere Problemstellungen lassen sich
so formulieren, dass sie beispielsweise geeignet mit der Methode der Kleinsten Quadrate oder dem Minimax-
Algorithmus behandelt werden kénnen. Die Riickfithrung konkreter Problemstellungen auf ,,Standardprobleme*
hat den Vorteil, dass Standardlosungsverfahren verwendet werden kénnen und wichtige Eigenschaften wie Ein-
deutigkeit oder Effizienz fiir die ,,Standardproblemstellung bzw. -l16sungsstrategie“ bekannt sind. Fiir die Umset-
zung der einzelnen Ansitze stehen entsprechende Programmbibliotheken zur Verfiigung. Die Beispiele in diesem
Kapitel wurden mit der MATLAB-Optimization-Toolbox (Vers.2.2) berechnet. Sollen mehrere Zielfunktionen
gleichzeitig optimiert werden, so spricht man von einer Vektoroptimierung. Im Folgenden werden einige Begriffe
zur Vektoroptimierung vorgestellt.

5.1.2 Vektoroptimierung
Definitionen und Ausgangsfragestellungen

Definition 21 Sei @ eine stetig differenzierbare vektorwertige Funktion ® : R? — R?, z > 2 von p freien
Parametern x, so soll unter einer Vektoroptimierungsaufgabe folgendes Problem verstanden werden:

{ m}in P (x)

(5.3)
x € Q: {xeRF|c(x) <0},

wobeil ® Vektor der Zielfunktion heifit und Q zulidssiger Bereich.

Die grundlegende Problematik der Vektoroptimierung besteht darin, dass keine totale Ordnung der Vektoren
im R™ existiert, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.17). Eine Aussage des Typs

a<b, a, beR" (5.4)
ist daher nicht definiert. Im Gegensatz dazu ist fiir a, b € R die Relation a < b implizit durch die totale Ordnung
der reellen Zahlen gegeben, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.17f). Die Existenz einer Ordnungsrelation <
ist jedoch beispielsweise fiir die Definition eines Minimums notwendig. Um die Vektoroptimierung zu 16sen,
muss daher eine Ordnungsrelation < im IR™ und ein Optimalititsbegriff definiert werden. Mogliche Ansdtze
sind beispielsweise:

a<b&a; <b, firallei,oder a<b&a; <b oder a<b<&|al| <||bll- (5.5)

Die Ordnungsrelation < wird also auf die Ordnungsrelation < des R zuriickgefiihrt. Ist die Ordnungsrelation <
gewihlt, so kann der Begriff der Optimalitdt definiert werden.

Definition 22 Bezeichne (2 € R* den zuldssigen Bereich fiir den Parametervektor x, so stellt
Q= &(Q0) (5.6)
die Abbildung des zuléssigen Bereichs dar. Q' heifit zuldssiger Bereich der Zielfunktion.

Definition 23 Ein Element ®* € Q' heifit effizient, falls im Sinne der Ordnungsrelation < in Q' kein Vektor
® existiert, fiir den gilt:

P < P*. (5.7)
Die Menge aller effizienten Elemente heifit Effizienzmenge O.
Definition 24 Sei Q' das Bild des zuléssigen Bereichs und ®* € Q' effizient, so heifit

x* € Q mit: (x*) = ¥* (5.8)

paretomazimal oder funktionaleffizient, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.18) oder KuaANG (1996, S.251fF).
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Losungsverfahren der Vektoroptimierung

Grundidee aller Verfahren ist die Riickfithrung der vektorwertigen Zielfunktion auf skalare Zielfunktionen (Ska-
larisierung) unter Erhaltung der Ordnungsrelation. Fiir skalare Zielfunktionen ist die Theorie der Optimierung
bekannt. Fiir die Skalarisierung sind verschiedene Ansiitze moglich, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.41fF).
Neben einer komponentenweise Betrachtung aller oder ausgewéhlter Zielfunktionen kann eine Ordnungen (Priife-
renz) fiir einzelne Vektorkomponenten eingefiihrt werden. Der interessierte Leser sei fiir weitere Details auf die
Literatur zur Vektoroptimierung wie beispielsweise SAWARAGI ET AL. (1985) oder GOPFERT UND NEHSE (1990)
verwiesen. Im Folgenden werden einige Losungsverfahren der Vektoroptimierung kurz skizziert, die sich aus den
verschiedenen Ordnungsrelation (5.5) ergeben.

e Eine einfache Moglichkeit der Definition der Ordnungsrelation < ist die komponentenweise Betrachtung:
P <P P <P; fiirale i=1,...,n. (5.9)

Diese Forderung ist jedoch recht stark. Sie verlangt, dass Punkte im zuléssigen Bereich existieren, fiir
die alle Komponenten des Vektors der Zielfunktionen eine Verbesserung ihrer Werte im Vergleich zur
Startposition erfahren.

e Ein weiteres Verfahren stellt die lezikographische Methode dar, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.100f).
Hierbei wird von einer ,natiirlichen“ Ordnung der Vektorkomponenten ausgegangen, die beispielsweise
durch ihre Indizes festgelegt wird. Die Zielfunktion, die an der ersten Komponente im Vektor steht, ist
am wichtigsten. Der Vektor ist somit nach den Vorstellungen des Anwenders total geordnet. Es ist dann
iterativ {iber alle Vektorkomponenten das folgende Optimierungsproblem zu lésen:

{Qj — min (5.10)

X € Qj,
wobei (1, die Elemente von () enthilt, fiir die die Zielfunktion im j — 1 Iterationsschritt minimal war. Die

Iteration wird abgebrochen, falls €2; noch genau ein Element enthélt. Dieses ist dann der Losungsvektor
x*, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.100).

e Alternativ zu einer Ordnung der Vektorkomponenten durch ihre Indizes, kann jeder Zielfunktion gem&fl
ihrer Bedeutung fiir die betrachtete Problemstellung ein Gewicht p > 0 zugewiesen werden ( Wichtungs-
methode).

z

min ) p;i®;,  pi >0
X =1
x € Q.

(5.11)

Man erhélt eine skalare Ersatzzielfunktion in Form der gewichteten Summe der einzelnen Ausgangsziel-
funktionen. Das Optimierungsproblem (5.11) hat die besondere Eigenschaft, dass jede Losung paretomi-
nimal ist (GOPFERT UND NEHSE 1990, S.100).

e Eine einfache Mdoglichkeit, die Vektoroptimierung zu losen, ist die Beschrinkung auf eine Zielfunktion,
vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.99f):

{ $; — min (5.12)

Q= {XGQ'@Z(X)SI),, furz;éj}

Fiir die anderen Komponenten des Vektors der Zielfunktionen des Ausgangsproblems der Vektoroptimie-
rung, die nicht als Zielfunktion des skalaren Problems gew#hlt wurden, werden Ungleichungsrestriktionen
als Nebenbedingungen eingefiihrt. Dadurch wird garantiert, dass diese Zielfunktionen bestimmte Kriterien
oder Schranken b; nicht iiberschreiten. Fiir diesen Ansatz gilt beispielsweise (GOPFERT UND NEHSE 1990,
S.99f): Ist x* € Q" die einzige Losung der Optimierungsaufgabe (5.12), so gehért x* zur Effizienzmenge
des Ausgangsproblems der Vektoroptimierung.

Dieser Ansatz wird fiir die Losung von Vektoroptimierungsaufgaben in der Geodisie beispielsweise von
SCHAFFRIN (1985) oder KUANG (1996) angewandt. SCHAFFRIN (1985, S.548fl) stellt insgesamt drei Mo-
delle vor, wobei jeweils eines der drei Kriterien Genauigkeit, Zuverlédssigkeit und Wirtschaftlichkeit als
Zielfunktion angesetzt wird. Fiir die verbleibenden Forderungen werden durch Restriktionen Werte garan-
tiert, die kleiner als gewisse Vorgaben sind (control). Die Auswahl geeigneter Schranken muss sorgfiltig
getroffen werden, damit der zulissig Bereich nicht zu stark eingeschrinkt wird.
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e Schlieflich ermdoglicht die Verwendung einer gewichteten Norm des Vektors der Zielfunktionen die Trans-
formation des Ausgangsproblems der Vektoroptimierung auf ein skalares Ersatzproblem. Hierbei wird von
der Monotonieeigenschaft der Vektornorm Gebrauch gemacht, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.103ff).

z 1
min i (|®i%)", wi>0,1<a<oo
i gﬁluz (1®:*) =, i < (5.1)
x € (L.

Dieser Ansatz wird auch in der Geodésie verwendet. Erste Umsetzungen wurden in GRAFAREND ET AL.
(1979) besprochen, wobei keine spezielle Wahl der Zielfunktionen vorliegt. KUANG (1996, S.253f) entwickelt
ein allgemeines Optimierungsproblem fiir geodétische Netze auf diesem Ansatz, der auch in weiteren
Einzelveroffentlichungen von KUANG besprochen wird. XU (1993) weist darauf hin, dass a priori die
Einheiten der Zielfunktionen vereinheitlicht werden miissen, da diese sonst implizit in die Gewichte p;
einfliefen. Anwendungen fiir die dreidimensionale Netzoptimierung werden bei XU UND GRAFAREND
(1995) vorgestellt.

5.2 Klassische Geoditische Netzoptimierung - ein Uberblick

5.2.1 Motivation und Einordnung

Nachdem in Abschnitt 5.1 die Grundlagen der Optimierung zusammengestellt worden sind, wird im folgenden
Abschnitt ein Uberblick iiber die klassische geoditische Netzoptimierung gegeben. Da die Kenngrofien geodéti-
scher Netze fiir die Stochastizitét und die Zuverlissigkeit der Ergebnisse, vgl. (4.26)-(4.41), wie auch fiir die Im-
priizision nur von den Niherungskoordinaten und nicht von den Messwerten abhiingen, kénnen diese Kenngrofien
a priori ohne die Durchfithrung von Messungen bestimmt werden. Insbesondere kann somit gefragt werden, wie
ein geodétisches Netz angelegt werden soll oder welche Messinstrumente zum Einsatz kommen sollen, um op-
timale Qualitdtsmafle zu erhalten oder Anforderungen an die Netzqualitdt mit geringstmoglichem Aufwand zu
erfiilllen. Die wesentlichen Kriterien, die dabei an ein geoditisches Netz gestellt werden, sind Anforderungen an
die Genauigkeit, die Zuverldssigkeit und die Wirtschaftlichkeit. Dabei wird die Genauigkeit eines geoditischen
Netzes durch die Varianz-Kovarianz-Matrix der geschiitzten Punktkoordinaten oder aus ihr abgeleiteten Groflen
beschrieben, vgl. Abschnitt 4.1.3. Unter der Zuverléssigkeit eines Netzes wird verstanden, inwieweit grobe Fehler
in den Messungen aufgedeckt werden kénnen (innere Zuverlissigkeit) und welche Einfliisse nicht aufgedeckte
grobe Fehler in den Messungen auf die geschitzten Koordinaten haben (duflere Zuverlissigkeit). Im Rahmen
der Wirtschaftlichkeit sollen der Aufwand und die Kosten, die die Planung, konkrete Messung und Berechnung
eines geoddtischen Netzes verursachen, quantifiziert werden.

Diese Zielvorgaben werden fiir reale Netze in der Regel nicht alle gemeinsam erfiillt, da sie gegenliufig sind.
So erhoht beispielsweise das Ausfithren zusitzlicher (redundanter) Messungen die Zuverlissigkeit des Netzes,
gleichzeitig vergrofern sich jedoch die Kosten fiir die Messung. Ziel ist es, diese sich widersprechenden Ziel-
vorgaben zu einem Ausgleich zu fithren. Die geoditische Netzoptimierung ist hierbei als ein mathematisches
Hilfsmittel zu verstehen.

Der Zweck der geoditischen Netzoptimierung, so wie sie in der vorliegenden Arbeit verstanden werden soll,
ist zweierlei: Primir ist die Optimierung als Baustein der Netzanalyse mit didaktischen Charakter zu sehen,
d.h. durch die Netzoptimierung soll das grundlegende Verhalten der Kenngroflen geoditischer Netze untersucht
und dargestellt werden. Dadurch kénnen komplexe Zusammenh#nge wie die Reaktion des Netzes und der Qua-
litatsmafle auf eine Variationen der Netzgeometrie, des Netzdatums oder der Gewichtung besser verstanden
werden. Dieses Wissen und Versténdnis bietet den ausfiihrenden Ingenieuren und Wissenschaftlern Leitlinien
zur Planung oder Verbesserung geodétischer Netze, die bestmdglich ihre jeweiligen Anforderungen erfiillen. Dies
galt im 19.Jh. fir die Planung und Ausmessung grofler Triangulationsnetze der Landesvermessung wie heute
bei der satellitengestiitzen Vermessung der Erde oder der Uberwachung grofie Ingenieurbauprojekte wie dem
Alptransittunnel.

Als zweite Aufgabe kénnen mit den mathematischen Methoden und den Algorithmen, die zur Verfiigung gestellt
werden, konkret geodétische Netze optimiert werden. Allerdings stofit diese zweite Aufgabenstellung schnell an
Grenzen, da bei konkreten Projekten in der Regel nur kleine Variationsbereiche fiir die Parameter bestehen.
So konnen bei terrestrischen Netzen oftmals die Lage der Netzpunkte nicht oder nur wenig variiert werden,
weil sonst beispielsweise Sichtverbindungen verloren gehen, weil eine dauerhafte Vermarkung der Punkte nicht
realisiert werden kann oder weil Objektpunkte an Bauwerken spezifische Bauwerkspunkte charakterisieren, so
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dass keine Variationsmdglichkeit gegeben ist. Ebenso liefert das verwendete Instrumentarium feste Werte fiir
die Gewichte der Messungen, die nicht beliebig und individuell fiir jede Messung variiert werden kénnen. Auf
diese Aspekte wird in den nachfolgenden Kapiteln an den jeweiligen Stellen eingegangen.

Erste Ansétze der Netzoptimierung findet man im 19. Jh. bei Helmert und Schreiber, vgl. GRAFAREND (1974)
oder SCHMITT (1982) fiir einen historischen Uberblick. Seither haben sich die Fragestellungen und Ldsungs-
ansidtze der klassischen geodéatischen Netzoptimierung den Entwicklungen der Optimierungsmethoden einerseits
und den Rechnerkapazititen andererseits angepasst und stindig weiterentwickelt. Standen anfangs skalare Ziel-
funktionen und eindeutig bestimmbare Netzkonfigurationen im Vordergrund, so konnen mit der Steigerung der
Leistungsfihigkeit der Rechner umfangreiche Netze und Fragestellungen geltst werden.

Eine Kategorisierung und Klassifizierung der geoditischen Netzoptimierung geht auf GRAFAREND (1974) zuriick.
Die Literatur zur Netzoptimierung kann angesichts ihrer Fiille im Rahmen dieses Kapitels nicht umfassend zi-
tiert werden. Die folgenden Literaturstellen sollen dem interessierten Leser als Orientierungshilfe und Ausgangs-
punkt dienen, fiir weitere Arbeiten soll auf die Fachzeitschriften und Dissertation, die u.a. bei der Deutschen
Geoditischen Kommission verdffentlicht sind, verwiesen werden. Eine Ubersicht iiber die Arbeiten bis in die
80er Jahre liefern GRAFAREND ET AL. (1979) oder SCHMITT (1982) und der Sammelband GRAFAREND UND
SANSO (1985). Weitere Entwicklungen und Anwendungen fiir die Deformationsanalyse sind bei KUANG (1996)
zu finden und in den Proceedings der alle zwei Jahre stattfindenden FIG-Symposien zur Deformationsanalyse.
Die jeweiligen Arbeiten sind dabei immer in ihrem historischen Kontext (Entwicklungsstand der Optimierung
und Rechnerkapazititen) zu wiirdigen und einzuordnen.

5.2.2 Zielfunktionen der klassischen Netzoptimierung

Im Folgenden werden Zielfunktionen der geoditischen Netzoptimierung fiir die Forderungen nach Genauigkeit,
Zuverléssigkeit und Wirtschaftlichkeit vorgestellt. Es l4sst sich feststellen, dass sich die meisten Autoren mit
der Optimierung der Genauigkeit befasst haben. Erst neuere Arbeiten (ab den 1980er Jahren) beschiiftigen sich
konkret mit der Optimierung der Zuverlassigkeit.

Zielfunktionen und Optimalitétskriterien fiir die Netzgenauigkeit

Tréger der Genauigkeit der geschétzten oder projektierten Punktkoordinaten des geodidtischen Netzes ist die
Varianz-Kovarianz-Matrix der Punktkoordinaten. Aus ihr sind die Optimalitéitskriterien abzuleiten, wobei ge-
fordert wird, dass diese Kriterien beziiglich einer Translation oder Rotation des Netzes unabhiingig sind (GRra-
FAREND 1974). Es wird zwischen lokalen und globalen Zielfunktionen unterschieden. Lokale Optimalitétskriterien
eignen sich fiir eine detaillierte Beschreibung der Genauigkeit jedes Netzpunktes. Sie kdnnen beispielsweise in
Form von absoluten oder relativen Konfidenzellipsen bzw. -ellipsoiden fiir jeden Netzpunkt beschrieben werden.
Globale Optimalitdtskriterien weisen dagegen integralen Charakter auf. Mit einer skalaren Kenngréfie wird die
Varianz-Kovarianz-Situation des gesamten Netzes beschrieben.

Betrachten wir zunédchst globale Zielfunktionen. Diese lassen sich als Invarianten der Varianz-Kovarianz-Matrix
der Punktkoordinaten beziiglich Rotation und Translation des Netzes darstellen. Diese Invarianten konnen mit
den Eigenwerten \; der Kofaktormatrix Q;z; dargestellt werden. Mit den in der Optimierung iiblichen Bezeich-
nungen, die von GRAFAREND (1974) bzw. GRAFAREND ET AL. (1979, S.46) auf geoditische Netze iibertragen
wurden, gilt: Ein geoditisches Netz entspricht den folgenden Optimalitétskriterien, wenn der Wert der Zielfunk-
tion minimal ist.

A-optimal: wenn die durchschnittliche Varianz oder der sogenannte mittlere Helmertsche Punktfehler minimal
ist:

u
O = 0] spurQzz = 0 Z)‘i‘ (5.14)
i=1
D-optimal: wenn die verallgemeinerte Varianz oder der sogenannte Werkmeistersche Punktfehler minimal ist:

u
dp = O'g det Qz5 = Ug _Hl)\z'. (5.15)
1=

E-optimal: wenn der maximale Eigenwert der Varianz-Kovarianz-Matrix minimal wird:

b = U(Z)Amaz- (516)
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N-optimal: wenn die Frobenius-Norm der Varianz-Kovarianz-Matrix minimal ist:

®n = ||Cssllr = 0 (5.17)

S-optimal: wenn die Spannweite Apqz — Amin Oder die Linge des Spektrums der Varianz-Kovarianz-Matrix
minimal ist:

®s = 02 (Amaz — Amin)- (5.18)

Die oben angegebenen Optimalititsforderungen beziehen sich auf das gesamte Netz. Sie konnen abgeschwicht
werden, wenn nur die Varianz-Kovarianz-Situation einer gewissen Anzahl von Punkten von besonderem Interesse
ist wie beispielsweise die Menge der Objektpunkte bei Deformationsnetzen. Anstelle der gesamten Varianz-
Kovarianz-Matrix ist dann die entsprechende Submatrix I‘QmI‘T mit der Selektionsmatrix I auszuwihlen.

Neben diesen globalen Optimalititskriterien stehen lokale Kriterien zur Verfiigung, die die relative und absolute
Punktfehlersituation aller Netzpunkte oder einer Auswahl einzeln und detailliert beschreiben. Sie kénnen fiir
jeden Netzpunkt in Form der groflen und kleinen Halbachse der Punktfehlerellipsoide oder durch Kriteriumma-
trizen angegeben werden. Letztere spiegeln eine idealisierte synthetische Form der Varianz-Kovarianz-Situation
wider, der sich die Varianz-Kovarianz-Matrix , bestmoglich® anpassen soll. Das theoretische Konzept geht auf
GRAFAREND (1972) und BAARDA (1973) zuriick. Als ,ideale“ Varianz-Kovarianz-Situation wird angesehen, dass
alle Punktfehlerellipsen die gleiche Form aufweisen (Homogenitit) und dass die Unsicherheit der Punktposition
in alle Raumrichtungen gleich gro8 ist (Isotropie).

BILL (1985, S.8ff) stellt verschiedene Vorgehensweisen zur Bestimmung von Kriterummatrizen zusammen. Die
einfachste Kriteriummatrix ist die Einheitsmatrix bzw. eine Diagonalmatrix. Diagonalmatrizen tragen allerdings
nicht der Tatsache Rechnung, dass die ausgeglichenen Parameter korreliert sind. Verfeinerte Kriteriummatrizen
konnen aus Korrelationsfunktionen aufgebaut werden. Ausgangspunkt ist die Interpretation geoditischer Netze
als Ergebnis eines stochastischen Prozesses (zufillige Abweichung der geschiitzten oder projektierten von der
wahren Punktlage bei der Realisierung eins Netzes). In diesem Konzept haben sich insbesondere Kriteriumma-
trizen mit Taylor-Karman oder vollstandig isotroper Struktur durchgesetzt, da sie die Eigenschaften der Homo-
genitit und Isotropie aufweisen (BILL 1985, S.9). BILL (1985, Kap.3) diskutiert verschiedene Kovarianz- bzw.
Korrelationsfunktionen und weist darauf hin, dass nur bei Verwendung der sogenannten Bessel-, Exponential-
oder Gaufifunktion positiv semidefinite Kriteriummatrizen abgeleitet werden kénnen. Das Abklingverhalten der
Korrelationsfunktionen hingt von der charakteristischen Distanz ab. SCHMITT (1982) bzw. KALTENBACH UND
SCHMITT (1988) empfehlen, dafiir einen Wert kleiner dem minimalen Abstand zwischen zwei Punkten in einem
Netz zu wihlen.

Um die Kriteriummatrix als synthetische, ideale Varianz-Kovarianz-Matrix mit der tatsichlichen Varianz-
Kovarianz-Matrix vergleichen zu kénnen, miissen beide Matrizen im gleichen Netzdatum vorliegen. Wurde bei-
spielsweise eine regulire Kriteriummatrix generiert, so muss sie mittels S-Transformation (4.31) in eine Matrix
transformiert werden, die den gleichen Datumsdefekt aufweist wie die Varianz-Kovarianz-Matrix. Hierbei gehen
allerdings im Allgemeinen die Eigenschaften der Homogenitit und Isotropie verloren. Eine Ubersicht iiber die
Eigenschaften der S-transformierten Kriteriummatrizen liefert BiLL (1985, Tab.3, S.27).

Abschlieflend soll kurz skizziert werden, wie die Kriteriummatrix K., durch die Varianz-Kovarianz-Matrix
angenshert werden kann.

e V. MIERLO (1982) schliigt zur Beurteilung der Approximation der durch die Kriteriummatrix bestimmten
idealisierten Varianz-Kovarianz-Situation ein allgemeines Eigenwertproblem vor

Q;s;m — uK,,m =0, (5.19)
das bei reguldrer Kriteriummatrix in ein spezielles Eigenwertproblem iiberfiithrt werden kann, so dass gilt:
(K2 Qss — \I)m = 0. (5.20)
Ist der grofite Eigenwert fimar < 1, so werden die Genauigkeitsanforderungen erfiillt (BiLL 1985, S.8).
o Ausgangspunkt fiir eine Optimierung ist das inkonsistente Gleichungssystem
ATP A =K. (5.21)

SCHMITT (1985a, S.78fF) vergleicht drei Ansiitze, die zur Losung von (5.21) entwickelt wurden, worauf der
interessierte Leser verwiesen sei.



5.2 Klassische Geoditische Netzoptimierung - ein Uberblick 99

Zielfunktionen und Kriterien fiir die Zuverlissigkeit

Die Zuverlissigkeit stellt ein wesentliches Kriterium fiir geoddtische Netze dar. Umso erstaunlicher scheint,
dass das Interesse lange hauptsichlich der Optimierung der Varianz-Kovarianz-Situation gegolten hat, worauf
SCHAFFRIN (1985, S.595) hinweist. Ein Grund hierfiir mag sein, dass die analytische Formulierung von Zielfunk-
tionen der Zuverléssigkeit aufwindiger ist als fiir Zielfunktionen, die auf der Varianz-Kovarianz-Matrix basieren,
(ScHMITT 1982). Im Folgenden werden einige mégliche Zielfunktionen fiir die Zuverlissigkeit vorgeschlagen und
diskutiert. Sie basieren auf den Kenngroflen, die in Abschnitt 4.1.3 vorgestellt wurden. Die Formulierung von
Zielfunktionen findet man beispielsweise bei v. MIERLO (1981), SCHAFFRIN (1985, S.560ff) aber auch bei Xu
(1993) und XU UND GRAFAREND (1995) oder KuANG (1996, S.228fF, S.2691fT).

Setzt man unkorrelierte Messungen voraus, so beschreiben die Redundanzanteile r;, vgl. Gleichung (4.35), die
Kontrollierbarkeit einer Beobachtung: Je grofier der Redundanzanteil, desto kleiner ist ein nicht aufdeckbarer
grober Fehler und desto besser ist somit die Beobachtung kontrolliert. Eine erste Forderung, um optimal zu-
verlissige Netze zu erhalten, ist, die Redundanzanteile zu maximieren. Werden die Redundanzanteile in einem
Vektor zusammengefasst, so eignen sich Vektornormen als einfache Zielfunktionen:

O, p = |[(QesPu)ii Hp, (5.22)

wobei beispielsweise p = 2 oder p = 0o gewihlt werden kann. Bei der Formulierung von Zielfunktionen fiir die
Redundanzanteile muss bedacht werden, dass bei unkorrelierten Beobachtungen implizit folgende Restriktionen
fiir die Redundanzanteile bestehen:

R: ZT" =r und 0<r; <L (5.23)

=1

Die Gleichungen (5.23) lassen sich geometrisch als n + 1 Hyperebenen fiir die ,Koordinaten“ r; deuten. Als
Schnittmenge ergibt sich ein konvexes Polygon, das in der Ebene R liegt und den zuldssigen Bereich der Opti-
mierungsaufgabe beschreibt. Die Minimierung der Zielfunktion (5.22) entspricht der Berechnung des (kiirzesten)
Abstandes der Ebene R vom Ursprung. Mit diesen Informationen lassen sich das Minimum und die Minimalstelle
der Zielfunktion nach (5.22) direkt angeben:

=
I

. - T R —
cbr,2,mzn - falls Ty = (524)

=
Il
S8 3=

—_ w — T —
Qroomin = T =1, falls r;, =

Ein geoditisches Netz ist in Bezug auf diese Zielfunktionen optimal, wenn alle Redundanzanteile gleich grofl
sind, vergleiche hierzu BAARDA (1968, S.66f) und die Anmerkungen in KUuANG (1996, S.215).

Der durchschnittliche Redundanzanteil 7 eignet sich nur beim Verfahren der Netzreduktion oder Netzerweiterung
als ZielgroBe. Bei der Netzreduktion startet man mit einer Netzkonfiguration mit allen moglichen Messelementen
zwischen den Punkten. Solange gewisse Grenzwerte fiir die Genauigkeit oder Zuverlissigkeit nicht tiber- bzw.
unterschritten sind, werden iterativ Beobachtungen gestrichen. Dadurch wird der Aufwand der Realisierung des
Netzes minimiert, wobei gewisse Schranken garantiert werden. Bei der Netzerweiterung startet man umgekehrt
mit einer Minimalkonfiguration des Netzes und fiigt iterativ Beobachtungen hinzu, um die Anforderungen
an Genauigkeit oder Zuverlissigkeit einzuhalten. Durch Hinzufiigen oder Weglassen von Beobachtungen oder
Veranderungen in der Netztopologie dndert sich die Gesamtredundanz bzw. der mittlere Redundanzanteil, so
dass dieser als Kenngrofle in diesen Fallen eingefiihrt werden kann.

Als Ma8 der inneren Zuverlissigkeit eines geoditischen Netzes wird der Grenzwert fiir einen nicht aufdeckbaren
groben Fehler Vyl; (4.37) angesehen (BAARDA 1968; HECK 1981; JAGER UND BILL 1985). In einem zuverlissi-
gen Netz sollten fiir alle Beobachtungen die Grenzwerte moglichst klein sein. Fasst man die Grenzwerte aller
Beobachtungen in einem Vektor zusammen:

Vol := (Voly, ..., Vol)T, (5.25)
so konnen diese Forderungen mit folgenden Zielfunktionen umgesetzt werden:

dyg = VolITMTMV,],

n 2
— 282 m;
= 0% .Zln pi”
1=

(5.26)

wobei die n xn Diagonalmatrix M mit Diagonalelementen m; zur Vereinheitlichung der Einheiten dient und ég =
80(70, Bo) den Nichtzentralititsparameter der Verteilung bezeichnet, vgl. (4.37). Wihlt man speziell MTM =



100 5. Optimierung geodé#tischer Messoperationen

Py, so ergibt sich:

"1
Pyl p, = 0202 Z;. (5.27)

i=1""1

Fiir diese Wahl lassen sich mit den Restriktionen (5.23) das Minimum und die Minimalstelle angeben. Dies kann
geometrisch folgendermaflen motiviert werden: Es wird nach optimalen Kantenliingen r; eines Hyperquaders
gesucht, die bei konstanter Summe der Kantenldngen das Verhiltnis Oberfliche zu Volumen des Hyperquaders
[17; minimieren. Fiir den zweidimensionalen Fall erfiillt ein Quadrat diese Anforderungen, wobei dabei das
Verhiltnis der Summe der Kantenlingen zum Flicheninhalt minimiert wird. Analog gilt im Mehrdimensionalen:

2
n

252 . ,

D1, Py, min = 050, o fir r,=—,i=1,...,n. (5.28)

S|

Ein weiterer Ansatz ist die Forderung nach der Reduktion des maximalen Grenzwertes, vgl. XU (1993):
Dy,1, 00 = ||MVol|| (5.29)

Diese Forderung zielt auf eine Homogenisierung der Grenzwerte. XU (1993) schligt weiter vor, das Spektrum
der Grenzwerte zu minimieren:

Py, s = miin{mgX{pi Vri} — min{p; \/E}} (5.30)

Fiir mehrdimensionale Beobachtungen wie Koordinatendifferenzen aus GPS-Beobachtungen kann das Grenz-
wertellipsoid als Qualititsmafl herangezogen werden, vgl. (4.38). KUANG (1993) fiihrt dazu eine Minimierung
der Eigenwerte der Matrix I‘TP”QM,P”I‘ durch, was einer Minimierung und Homogenisierung der Halbach-
senldngen der Grenzwertellipse fiir den Vektor der Koordinatendifferenz zwischen zwei Punkten entspricht.

Als Maf3 der duperen Zuverlissigkeit soll die Netzverzerrung ||VoX||o-1, vgl. Gleichung (4.40), den Abschluss
fiir die Diskussion der Zuverldssigkeitsmafle bilden. Fiir ein zuverléissiages Netz wird gefordert, dass sich nicht
aufdeckbare grobe Fehler nur gering auf die geschitzten Parameter auswirken. Ein quadratisches Maf} hierfiir
ist die Netzverzerrung. Schreibt man die Werte der Netzverzerrung in einen Vektor:

6% :=(81,---, 00", (5.31)

so kann die Summe der Netzverzerrungen 43 ; fiir alle Beobachtungen als Zielfunktion dienen:

3

P2y, = 3 (PuAQssATPy)iiVol;
Sl (5.32)
= &> -
=1
Treten keine Zusatzparameter auf, d.h. u,; = 0, so ergibt sich mit Gleichung (4.36), uy, + u,, +r; = 1:

"1
B2, =05()_ ——n) 5.33
2= %2 =) (5.33)

Ein Vergleich der Struktur der Gleichungen (5.27) und (5.33) liefert, falls keine Zusatzparameter geschitzt

wurden, das Optimum fiir homogene Redundanzanteile r; =7, i =1,...,n:
n? u?
@52,2,min = 68 (7 - n) = (2) (7 + U) (534)

Eine Anwendung dieser Mafe fiir die Deformationsanalyse zeigt KUANG (1996, S.270fF). Alternativ kann gefor-
dert werden, die maximale Netzverzerrung zu minimieren, vgl. KUANG (1993):

P2 o = |[0i]]oo- (5.35)

Zusammenfassend lisst sich festhalten, dass die Zuverlissigkeit weitgehend durch die Redundanzanteile deter-
miniert ist. Darauf weist schon BAARDA (1968, S.79) hin. In Bezug auf die angesprochenen Zielfunktionen ist
ein Netz dann optimal zuverlissig, wenn die Redundanzanteile gleich grof} sind: r; =7, i =1,...,n.
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Zielfunktionen und Optimalititskriterien fiir die Wirtschaftlichkeit

Die Wirtschaftlichkeit eines Netzentwurfes hiingt von zwei Aspekten ab. Zum Einen soll mit einem gegebenen
Aufwand ein maximaler Ertrag erzielt werden, zum Anderen soll ein vorgegebenes Ertragsziel mit minimalem
Aufwand erreicht werden, vgl. GRAFAREND ET AL. (1979, S.79f). GRAFAREND ET AL. (1979) verstehen un-
ter dem Nutzen oder Ertrag eines geodétischen Netzes die ,Netzgenauigkeit“ und , Netzzuverlissigkeit. Als
Aufwand sind alle Phasen zu verstehen, die zur Umsetzung des Netzes notig sind wie Planung, Messung und
Berechnung.

Jedes Netz, das die Anforderungen an die Netzgenauigkeit und die Zuverléssigkeitskriterien optimal erfiillt,
optimiert somit in der Argumentation von GRAFAREND ET AL. (1979) auch den Ertrag. Ein gegenldufiges
Ziel stellt die Kostenminimierung dar. Hierzu sind die Vermessungskosten sinnvoll abzuschétzen. GRAFAREND
ET AL. (1979, S.81) stellen fiir terrestrische Netze eine Kostenfunktion vor, die beispielsweise Fixkosten, Be-
obachtungskosten und Fahrtkosten beinhaltet. Die Aufstellung dieser Funktion hingt vom Vermessungsprojekt
ab und kann nicht in eine einfache Form gebracht werden. Von Seiten der Anwendung, beispielsweise fiir ein
Ingenieurbiiro sind diese Fragestellungen aber wesentlich.

SCHAFFRIN (1985) beschreibt die Kosten in Funktion der Gewichtsmatrix der Messungen. Diese Vorgehens-
weise erlaubt eine sehr einfache direkte Umsetzung. Ob der Ansatz die gesamten Vermessungskosten adiquat
beschreibt, hiingt davon ab, wie die Gewichte bestimmt werden. Geht man von einem {iiblichen Ansatz aus, die
Gewichte direkt aus den Angaben der Instrumentenhersteller zu verwenden, so sind sie mit der Performance der
Instrumente und damit an die Anschaffungskosten oder Leihgebiihren gekoppelt. Eine Reduktion der Kosten
ist somit gleichbedeutend mit der Wahl eines Instrumentariums aus einer geeigneteren Instrumentenklasse. Auf
dieser Ebene greift der Ansatz viel zu kurz, da nur ein sehr geringer Anteil der Vermessungskosten wirklich
beriicksichtigt wird. Die Kosten fiir die Planung und Berechnung eines Netzes oder den konkreten Messaufwand
bleiben auflen vor.

Werden abweichend zum obigen Ansatz die Gewichte von den angewandten Messmethoden oder dem Aufbe-
reitungsprozess der Messung beeinflusst, so spiegeln sie eher den gesamten Aufwand wider, der zur Messung
eines Netzes notig ist. Mit einer gewissen Approximation liefle sich dann ein geringes Gewicht so interpretie-
ren, dass geringere Anspriiche an die Qualitit der Messung gestellt werden und somit ein geringerer Aufwand
notwendig ist. Als Konsequenz kdnnte dann beispielsweise ausgesagt werden, dass die Messung in einer Lage
ausreiche oder keine Temperaturprofile oder Feuchte erfasst werden miissten. Weitere Ansétze zur Optimierung
der Wirtschaftlichkeit werden in SCHMITT (1985a) diskutiert.

Es muss festgehalten werden, dass die Optimierung der Wirtschaftlichkeit, die auf eine Minimierung der Ver-
messungskosten zielt, der Genauigkeits- oder Zuverlissigkeitsmaximierung entgegensteht. In dieser Polaritit
liegt der Schliissel, um von einer reinen Analyse der Reaktion geodétischer Netze auf die Variation der Netzgeo-
metrie, des Datums oder der Gewichtung (erste Aufgabe der geoditischen Netzoptimierung) hin zur konkreten
mathematischen Optimierung realer Netze fiir Ingenieurbiiros zu gelangen. Diese Problemstellung kann durch
Vektoroptimierung geldst werden.

5.2.3 Feste und freie Parameter in der Optimierung

Eine weitere Einteilung der klassischen geodatischen Netzoptimierung kann durch eine Unterscheidung in feste
und freie Parameter bei der Optimierung vorgenommen werden. GRAFAREND (1974) hat dazu vier sogenannte
Designs vorgeschlagen. Er unterteilt dafiir die ,,Grundbausteine“ eines geodétischen Netzes (Topologie, Geome-
trie und Datum des Netzes sowie Gewichtung der Beobachtungen) in freie Parameter, die bei der Optimierung
verindert werden, um ein Optimum der Zielfunktion zu erreichen und in feste Groflen, die nicht verdndert
werden. Als ,Design“ ist somit die Analyse der Reaktion eines geoditischen Netzes auf die Variation gewisser
Parametersiitze zur Optimierung einer gewéhlten Zielfunktion zu verstehen. Sollen die Aussagen der einzel-
nen Designs unabhingig von einander sein, so muss dies auch fiir die einzelnen Parametergruppen gelten. Die
Gewichte der Beobachtungen sind, wenn keine Zusatzparameter im Netz auftreten, am einfachsten zugénglich.
Netzgeometrie und Topologie sind in der Designmatrix enthalten und ihr Nullraum beschreibt die Freiheitsgrade
der Netzlagerung, die durch eine geeignete Datumsgebung ausgefiillt werden miissen.

Design 0. Ordnung: Das Design Nullter Ordnung (Zero Order Design, ZOD) stellt die Frage nach der besten
Datumsgebung fiir ein geodétisches Netz beziiglich der gewihlten Zielfunktion. Da die oben vorgestellten
Kenngroflen der inneren und dufleren Zuverlissigkeit sowie die Redundanzanteile von der Datumsgebung
unabhéngig sind, eignen sich nur Optimalitdtskriterien der Genauigkeit. Wichtigstes Hilfsmittel fiir diese
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Untersuchungen ist die S-Transformation, mit der die Varianz-Kovarianz-Matrix ohne erneute Ausglei-
chung in ein beliebiges Datum transformiert werden kann. Mit der Selektionsmatrix I kénnen Teilmengen
der Netzpunkte zur Datumsgebung verwendet werden, vgl. Abschnitt 4.1.3.

Mit den Eigenschaften der Pseudoinversen lisst sich das ZOD-Problem direkt 16sen. Fiir jede generalisierte
Inverse N~ der Normalgleichungsmatrix, die die Bedingung N~T'G = 0 erfiillt, vgl. (4.13), gilt (JAGER
1988, S.53ff):

spur(NT) < spur(N7), |INT||[r <|IN"||r, und Apnaz(NT) < Apae(N7). (5.36)

Als optimale Datumswahl wird daher das sogenannte innere Datum angesehen, das durch die Pseudoin-
verse Nt als Varianz-Kovarianz-Matrix der ausgeglichenen Koordinaten gekennzeichnet ist.

Design 1. Ordnung: Im Design erster Ordnung (First Order Design, FOD) werden die Netzgeometrie und
Netztopologie variiert, um die Zielfunktionen zu minimieren. Dabei bleibt die Datumsgebung fest. Werden
streckenlangenabhingige Gewichte eingefiihrt, so hingt die Gewichtung ebenfalls von der Netzgeometrie
ab. In diesen Fillen ist eine strikte Trennung in ein FOD und das nachfolgend besprochene Design zweiter
Ordnung nicht moglich.

Die Losung des FOD kann unter verschiedenen Zielsetzungen erfolgen. Zum Einen kann der Beobachtungs-
plan (Topologie) konstant gehalten werden und nur die Lage der Netzpunkte variiert werden. KUANG
(1996, S.288ff) zeigt verschiedene Netzoptimierungen im FOD, wobei die Punktverschiebung 10 — 20%
der Netzausdehnung betragen, um deutliche Verbesserungen der Zielfunktionen zu liefern. Durch einge-
schrinkte Sichtverbindungen und bewegte Topographie ist die Variationsregion fiir Punktpositionen in
Realnetzen im Allgemeinen jedoch stark beschrinkt.

Zum Anderen kann die Netztopologie verdndert werden, d.h. Beobachtungen werden zum Beobachtungs-
plan hinzugenommen oder weggelassen. Diese Problemstellung wird bevorzugt durch Simulation geldst,
indem man entweder von der maximal moglichen Anzahl an Messungen zwischen allen Punkten aus-
geht und dann sukzessive Beobachtungen aus dem Beobachtungsplan streicht (Netzreduktion) oder indem
man mit dem minimalen Design startet, das noétig ist, um das Netz tiberhaupt zu bestimmen und dann
Messungen hinzufiigt (Netzerweiterung).

Design 2. Ordnung: Das Design zweiter Ordnung (Second Order Design, SOD) zielt auf eine Variation der
Gewichtung bei festem Netzdatum sowie fester Netztopologie und -geometrie. Mathematisch gesehen ist es
am einfachsten handhabbar. Da durch eine Skalierung der Gewichte mit einem Faktor p > 0 : P}, := uPy
jede Zielanforderung erfiillt werden kann, muss dieser Fall durch eine geeignete Restriktion ausgeschlossen
werden, beispielsweise Y p; = const. (XU 1993). Fiir das SOD lassen sich zwei Anwendungsaspekte

i=1

unterscheiden:

Viele Autoren fiihren im SOD alle Gewichte als Parameter ein (Individualgewichte). Als , Nebeneffekt“
dieser Parameterwahl werden Ergebnisgewichte erzielt, die sehr klein werden. Dies wird in der Regel
so interpretiert, dass die entsprechende Beobachtung keinen Einfluss auf die Zielfunktion hat und als
Konsequenz aus dem Beobachtungsplan gestrichen werden kann. Das SOD wird somit zur Optimierung
der Netztopologie verwendet. Sekundér ist dabei, wie die Ergebnisgewichte konkret umgesetzt werden
sollen.

Als Losung bietet sich an, nach der Optimierung solche Instrumente zu verwenden, die Gewichte liefern,
die sich den optimalen Vorgaben am ,besten“ anpassen. Alternativ dazu werden Wiederholzahlen ein-
gefiihrt, vgl. SCHMITT (1985b), mit deren Hilfe die optimierten Gewichte so transformiert werden, dass sie
durch Instrumentarien realisiert werden konnen. Dieser Ansatz ist kritisch zu bewerten. Einerseits wurde
das angezeigte Messergebnis bei der Messung mit modernen Tachymetern bereits aus einer Vielzahl von
Einzelmessungen gewonnen, so dass gefragt werden muss, was Wiederholzahlen dann aussagen. Ande-
rerseits wurde in Abschnitt 2.3.6 gezeigt, dass zu optimistische Endergebnisse entstehen kénnen, wenn
nur die Stochastizitéit als Unsicherheitsmafl verwendet wird. Erst bei einer Betrachtung der erweiterten
Unsicherheit (Stochastizitit und Imprézision) konnen Wiederholzahlen als Mittel angesehen werden, die
Stochastizitédt zu reduzieren. Die Imprazision wird durch Wiederholungsmessungen nicht beeinflusst, vgl.
Abschnitt 2.3.6.

Im Hinblick auf die konkrete Umsetzung des optimierten Netzentwurfs wire es vorzuziehen, nur die
Performance-Parameter der Instrumente als freie Parameter bei der Optimierung einzufiihren. Aus diesen
werden mit einem Modell die Gewichte berechnet. Wegen der darin bestehenden Koppelung kénnen die
Gewichte nur bestimmte Werte annehmen und nicht individuell variiert werden. Das SOD liefert dann
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Aussagen zur Gewichtsrelation der einzelnen Messungstypen (Richtungen, Strecken und Zenitdistanzen
im terrestrischen Fall).

Design 3. Ordnung: Im Design dritter Ordnung (Third Order Design, THOD) wird von einem bestehen-
den Netz mit bekanntem festen Datum, Topologie und Geometrie ausgegangen, vgl. SCHMITT (1985¢).
Beziiglich der Zielfunktion wird dann nach der optimalen Bestimmung von ergidnzenden Neupunkten im
bestehenden Netz gefragt. Hierbei steht neben der optimalen Punktlage (FOD-Anteil) auch die optimale
Wahl der Gewichtung der neu einzufiihrenden Messungen (SOD-Anteil) im Interesse. Das THOD ist somit
eine Koppelung aus FOD und SOD Anteilen. Fiir die konkrete Losung vgl. beispielsweise ILLNER (1986).

5.3 Optimierung der Imprizision: direkte Fragestellung

In diesem Abschnitt wird ein erster neuer Aspekt der Netzoptimierung betrachtet, der sich aus der Beriick-
sichtigung der Imprizision ergibt. Unter der direkten Fragestellung soll die Sensitivitit oder Abhingigkeit der
Kenngréfien der Imprézision von den ,,Grundbausteinen® des geoditischen Netzes: der Gewichtung, des Datums,
der Topologie und der Geometrie verstanden werden. In einem ersten Abschnitt werden Zielfunktionen fiir die
Imprézision formuliert, die auf den Kenngrofien der Imprézision aufbauen. In einem weiteren Abschnitt wird
die Reaktion der Kenngroflen der Imprézision auf die Variation der Grundbausteine des Netze gezeigt, wobei
die Einteilung den klassischen Designs der Netzoptimierung folgt. Eine abschlieende Wertung arbeitet einer-
seits Ahnlichkeiten im Reaktionsverhalten fiir Zielfunktionen der Netzgenauigkeit und -imprizision heraus und
verdeutlicht anderseits die wesentlichen Unterschiede dieser beiden Komponenten der erweiterten Unsicherheit.

5.3.1 Zielfunktionen fiir die Imprézision

Erste Ansitze zur Optimierung der Impriizision wurden von SCHON UND KUTTERER (2001b,c) vorgestellt,
wobei die Diskussion auf Basis der Intervallradien gefiihrt wurde. Als Zielfunktionen wurden Matrixnormen der
Matrix K vorgeschlagen:

(I)Q(K) = ||K||2=Smaz(K)a (537)
2r(K) = |K|lr= (5.38)
3 (K) = |Klloo =max{z,;}. (5.39)

Die angegebenen Zielfunktionen sind als globale Zielfunktionen fiir die Imprizision zu verstehen. Auf eine detail-
lierte Interpretation wird im Abschnitt 5.3.3 eingegangen. Es muss festgehalten werden, dass die 2-Norm und
Frobenius-Norm, vgl. Gleichungen (4.90) und (4.91), invariant gegen Translation und Rotation des Netzes sind.
Die co-Norm, die dem maximalen Intervallradius der Koordinaten entspricht, ist allerdings von der Orientierung
des Koordinatensystems abhéingig.

Als lokale Zielfunktionen eignen sich Kenngréflen der Zonotope wie das Volumen Vol(Wk,), der Umfang
Peri(Ws, ), die maximale Breite max{dmaz,Wmaz}, die in Abschnitt 4.3.3 vorgestellt wurden. Der Abstand
gegeniiberliegender Ecken wird mit w; bezeichnet und der Abstand paralleler Kanten bzw. Randflichen mit d;.

Byy = Vol(Ws,), (5.40)
®p = max{dmaz; Wmaz}, (5.41)
@ = |Wmas — Wminl, (5.42)

®peri = Peri(Ws,). (5.43)

Durch die Zielfunktionen (5.40) - (5.43) kann die Form des Zonotops beeinflusst werden. Die Forderung (5.42)
nach Isotropie wird fiir reguliire Zonotope erfiillt, deren Kanten alle gleich lang sind. Dadurch wird gleichzeitig
der Abstand |dmez — dmin| minimiert. Fiir weitere Extremaleigenschaften vergleiche beispielsweise LINHART
(1986, 1988) oder FILLIMAN (1988). Allerdings eignen sich diese Zielfunktionen wenig fiir eine analytische
Behandlung der Optimierungsaufgaben, da die Formeln entweder nicht differenzierbar sind, vgl. Volumen (4.83),
oder von der zyklischen Ordnung der Kantenvektoren in der Matrix K abhéngen wie der Durchmesser und Breite,
vgl. Gleichungen (4.84)-(4.88). Die zyklische Ordnung kann fiir jeden Netzpunkt unterschiedlich sein. Dariiber
hinaus ist fiir eine numerische Optimierung die Berechnung dieser Zielfunktionen zu aufwindig, um effiziente
Algorithmen bereit zu stellen.
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5.3.2 Reaktion globaler Zielfunktionen auf Variationen der Parameter

Im folgenden Abschnitt wird untersucht, wie die Zielfunktionen der Imprizision auf eine Variation des Netz-
datums, der Netzgeometrie oder Gewichtung reagieren. Ziel ist es, anhand einfacher Netzbeispiele einerseits
Kriterien fiir optimale Netzkonfigurationen in Bezug auf Zielfunktionen der Impréizision abzuleiten. Anderer-
seits sollen die Ergebnisse mit entsprechenden Erkenntnissen fiir Zielfunktionen der Stochastizitit verglichen
werden. Lassen sich Ahnlichkeiten im Verhalten erkennen, so fiihrt die Optimierung einer der beiden Kom-
ponenten auch zur Optimierung der Gesamtunsicherheit. Bei den Untersuchungen beschrinken wir uns auf
die Diskussion globaler Zielfunktionen, die aus den spektralen Kenngréflen der Matrix K der Kantenvektoren
abgeleitet werden.

Einfluss des Netzdatums
Die Kenngréflien des Wertebereichs hingen wie die Form und Grofle der Konfidenzellipsen bzw. -ellipsoide in
der klassischen Netzoptimierung von der Datumsgebung ab. Eine spezielle Wahl der Datumspunkte veréindert

die Kenngréflen, was am Beispiel des Linach-Netzes gezeigt wird.

Beispiel 27 Betrachten wir als Beispiel die zweidimensionale Ausgleichung des Linach-Netzes.
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Abbildung 5.1: Vergleich der Intervallbozen und Wertebereiche fiir unterschiedliche Datumsgebungen beim Linach-Netz.
Bestimmung der Intervallradien nach den Faustformeln (3.2), (3.4) und (3.6).

Teilabbildung 5.1(a) zeigt die Zonotope der Punktpositionen fiir das Linach-Netz bei einer Minimierung der
Norm des Vektors der Parameterzuschliige (inneres Datum). Im Gegensatz dazu wird in der Teilabbildung 5.1(b)
die Situation dargestellt, wenn eine Teilnormminimierung iiber die Kontrollpunkte (Nr. 1-5) durchgefiihrt wird.
Die Impréazision der Position der Kontrollpunkte wird dadurch verringert, wohingegen die der Objektpunkte
erh6ht wird. Die Wertebereiche bei Minimierung der Norm des gesamten Vektors der Koordinatenzuschlige
zeigen somit eine homogenere Situation. Dies entspricht dem Verhalten der Konfidenzellipsen, die in der Abbil-
dung 5.2(a,b) als Vergleich gegeniibergestellt werden. Fiir weitere Diskussionen des Einflusses der Datumsgebung
auf die Grofle und Form der Konfidenzellipsen vergleiche beispielsweise WELSCH ET AL. (2000, S.206fF) oder
NIEMEIER (2002, S.230ff).

Die visuelle Interpretation der Abbildungen soll durch Werte der globalen Zielfunktionen belegt werden, die als
Matrixnormen der Matrix der Kantenvektoren darstellbar sind. Zum Vergleich sind Matrixnormen der Varianz-
Kovarianz-Matrix mit angegeben.

Datum IKll2 | IKllr | Koo || lICzzll2 | ICssllr | spurCss
[mm)] [mm] [mm] [mm?] [mm?] [mm?]
minimale Gesamtspur 1.1 1.8 3.1 1.8 2.3 5.8
minimale Teilspur 1.3 2.1 3.7 2.5 3.1 7.4
angeschlossenes Netz 0.8 1.4 2.2 1.2 1.7 3.6

Tabelle 5.1: Vergleich der Werte der Zielfunktionen in Funktion der Datumsgebung fir das Linach-Netz
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Teilabbildung 5.1(c) gibt erginzend die Zonotope der Objektpunkte an, wenn die Kontrollpunkte als bekannt
vorausgesetzt werden. In diesem Fall werden die kleinsten Zonotope fiir die Objektpunkte erhalten. Dies kann
folgendermaflen erkldrt werden: Bei der Intervallauswertung liefern alle Messungen einen Beitrag zur Form der
Zonotope. Diese wird durch die gesamte Netzgeometrie sowie durch die Grofle der Intervallradien der Messungen
(Imprézision) bestimmt. Die Ergebnisse sind nicht direkt mit der Datumsgebung in freien Netzen vergleichbar,
da einerseits weniger Messung zur Bestimmung der Objektpunkte beitragen und andererseits die Netzgeometrie
eine andere ist: Es wiirde eine Betrachtung des Subnetzes aus den Punkten (4-8) ausreichen.
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(a) Inneres Datum (minmale Ge- (b) minimale Teilspur fir die Kon- (¢) angeschlossenes Netz
samtspur) trollpunkte (1-5)

Abbildung 5.2: Vergleich der 95%- Konfidenzellipsen fiir unterschiedliche Datumsgebungen beim Linach-Netz. Fiir die
Beobachtungen wurden folgende Standardabweichungen angenommen: os = 2 mm + 2ppm, or = 0.5 mgon.

In Abschnitt 5.2.3 wurde motiviert, warum die innere Datumsgebung als Losung fiir das ZOD-Problem fiir
Zielfunktionen der Stochastizitit angesehen wird. Im Folgenden wird gezeigt, dass eine innere Datumsgebung
bei freien Netzen auch fiir Zielfunktionen der Impréizision optimal ist. Betrachten wir dazu die 2-Norm der
Matrix der Kantenvektoren.

Jeder Vektornorm ||y|| ist eine durch den folgenden Ausdruck definierte Matrixnorm zugeordnet, vgl. NOBLE
UND DANIEL (1988, S.263ff) oder CASPARY UND WICHMANN (1994, S.60ff):

Byl

I (5:44)

[|B]| := max
#0

Weiter gilt, dass der Vektor der ausgeglichenen Parameter bei freien Netzen und Verwendung der Pseudoinversen
minimale Norm aufweist, vgl. ILLNER (1983) oder KocH (1997, S.203):

|£(NT, 1) || < [|&(N7,1) ||, fiir allel € R™\ {0}, (5.45)

wobei Nt die Pseudoinverse und N~ eine reflexive generalisierte Inverse der Normalgleichungsmatrix (4.5)
bedeutet. Die Schreibweise (N1, 1) soll verdeutlichen, welche generalisierte Inverse und welcher Beobachtungs-
vektor 1 zur Berechnung des Vektors der Schitzwerte der Parameter verwendet wurden.

Es soll gezeigt werden, dass die Matrix-Norm der Matrix der Kantenvektoren bei Verwendung der Pseudoinversen
kleiner ist als bei Berechnung mit jeder anderen reflexiven generalisierten Inversen:

IKNT) || <[ KN) |- (5.46)

Der Vektor 1 in (5.45) ldsst sich mit der positiven Diagonalmatrix der Intervallradien der Messungen L, in
folgender Form ausdriicken:

I':=L,1g, fiirallelx € R"\{0}. (5.47)
Da Gleichung (5.45) fiir alle 1 € R™ \ {0} gilt, ist auch folgende Gleichung erfiillt:

| RN+, 1) || < || R(N—, 1) ||, fiir allel’ € R™\ {0}. (5.48)
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Mit der Definition der Matrix der Kantenvektoren nach (4.73) folgt aus (5.48):

IK(NDIg|| < |[K(NOlg||  fir allelx € R*\ {0}

(5.49)
N (KNOLe|| o KNIk
M || [x )
Das Maximum der linken Seite von (5.49) werde an der Stelle I}, angenommen und habe den Wert:
KN el| | [N (5.50)
L0 ||l [k ||
Da (5.49) fiir alle 1x € R™\ {0} gilt, folgt:
K(N)I% KNI K(N7)
OO N KON 6551)
[Tl [T |] L0 ||k |]

= |[K(NT)|| < |[K(N7)||, womit die Behauptung gezeigt ist.

Einfluss der Netzgeometrie

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie eine Variation der Netzgeometrie (Punktlage) bei Beibehaltung der
Netztopologie die Werte der Zielfunktionen der Imprézision beeinflusst. Im Allgemeinfall héingt dieser Einfluss
vom gewihlten Netzdesign ab und muss somit fiir jedes Netz getrennt untersucht werden. Eine erste Diskussion
des FOD fiir Zielfunktionen der Imprizision wurde von SCHON UND KUTTERER (2001b) fiir das Linach-Netz
durchgefiihrt. Im Folgenden werden synthetischen Netzbeispiele (Diagonalenvierecksketten, flichenhaftes Netz
aus gleichseitigen Dreiecken) betrachtet, die eine regelmiiflige geometrische Struktur aufweisen. Einerseits werden
diese Netzstrukturen verwendet, um allgemeinere Tendenzen der Reaktion von Kenngréflen der Imprézision auf
eine Variation der Punktlage abzuleiten, die zu einer Minimierung der globalen Zielfunktionen ®5, ®r und ®.,
fithren. Wegen der Grofle der Netze wird die Diskussion qualitativ gefiihrt. Andererseits erlaubt die Wahl dieser
Netze Vergleiche zum Verhalten bei der Optimierung klassischer Zielfunktionen. Entsprechende Untersuchungen
fiir diese Zielfunktionen liegen beispielsweise von BILL ET AL. (1984), JAGER (1988) und KALTENBACH (1992)
fiir Diagonalenvierecksketten bzw. ScHMITT (1997) fiir flichenhafte Netze vor.

Beispiel 28 Betrachten wir als erstes Beispiel eine Diagonalenviereckskette von 32 Punkten als reines Strecken-
netz. Es wird ein Gewichtsansatz gew&hlt, der von der Streckenldngen unabhingig ist. Fiir die achsparallelen
Strecken ergibt sich: S = 100.000m, S, = 1.6 mm, og = 2.0 mm. Fiir die diagonal verlaufenden Strecken erhilt
man S = 141.42m, S, = 1.7mm, o5 = 2.0 mm. Es werden maximalen Anderungen der Punktkoordinaten von
+50 m zugelassen.

Abbildung 5.3 ist in zwei Spalten unterteilt. In der linken Spalte werden das Ausgangsdesign und die Punkt-
lageverschiebung gezeigt. Diese ist qualitativ fiir alle drei untersuchten Zielfunktionen gleich. In der rechten
Spalte werden die optimalen Netzkonfigurationen nach einer FOD-Optimierung der globalen Zielfunktionen fiir
die Imprizision. Die Berechnungen wurden mit der MATLAB Optimization-Toolbox durchgefiihrt. Zur Uber-
sichtlichkeit sind nur die Intervallboxen dargestellt.

In der Teilabbildung 5.3(a) wird das Ausgangsdesign gezeigt. Die Intervallboxen zeigen ein ,, Aufschwingen“ in
der Intervallmitte und an den Intervallréindern in Querrichtung. Es ist zu erwarten, dass durch die Optimierung
diesem Verhalten entgegen gewirkt wird.

In der linken Spalte der Abbildung 5.3 sind die optimalen Netzkonfigurationen dargestellt. Diese #hnelt sich fiir
alle drei Zielfunktionen. Die Variation der Punktlage weist zwei Haupteffekte auf: Zum Einen findet in Lings-
richtung eine starke Kontraktion an den Netzréindern statt und eine Ausdehnung in der Netzmitte. Senkrecht
dazu dehnt sich das Netz in der Netzmitte aus. Die maximalen Punktvariationsbereiche von +50 m werden
dabei ausgeschopft. Das Netz hat die Tendenz, eine flichenhaftere Form anzunehmen.

Die Punktbewegung vom Ausgangsdesign zum optimalen Design ist nicht mafst&blich in der Teilabbildung
5.3(c) dargestellt. Die einzelnen Zielfunktionen unterscheiden sich dabei lediglich in der Groflenordnung der
Langskontraktion an den Netzréndern. Fiir dieses Beispiel gilt: Die Kontraktion ist bei Minimierung der Ziel-
funktion ®5 am schwichsten ausgeprigt und bei der Minimierung der Zielfunktion ®., am stirksten.
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Abbildung 5.3: Vergleich der Intervallbozen beim FOD-Design fir globale Zielfunktionen der Imprazision am Beispiel
einer Diagonalenviereckskette (Streckennetz)

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Werte der einzelnen Zielfunktionen und ihrer Reduktion. Zum
Vergleich sind Zielfunktionen fiir Kenngréflen der Genauigkeit und der Zuverléssigkeit mit angegeben.

spurQsz | ||Qzzll2 | ||QazllF K[l | [IKll2 | [K]leo Tmaz | Tmin | Tmaz — Tmin
[m?] [m?] [m?] [mm] | [mm] | [mm] [] [] []
a priori 2909.6 2211.3 2238.4 44.0 38.3 67.3 0.25 0.12 0.13
Optimierung von ®» 889.9 490.1 511.1 24.5 18.1 32.2 0.34 0.04 0.30
Reduktion in [%] 70 78 7 44 52 52 -36 66 -131
Optimierung von & 900.3 517.8 536.4 24.6 18.6 32 0.34 0.05 0.29
Reduktion in [%] 69 76 76 44 51 52 -36 61 -123
Optimierung von ® 956.0 565.4 583.0 25.4 19.4 28.7 0.34 0.01 0.33
Reduktion in [%] 67 74 73 42 49 57 -36 91 -153

Tabelle 5.2: Vergleich der Verdnderung der Werte der Zielfunktionen bei der FOD-Optimierung einer Diagonalenvier-
eckskette (Streckennetz) unter Verwendung dreier unterschiedlicher Zielfunktionen: ®;, ®p und P .

Die erste Spalte zeigt, welche Zielfunktion der Imprézision zur Berechnung des FOD verwendet wurde. In der
zweiten bis vierten Spalte sind die Werte der Zielfunktionen fiir die Netzgenauigkeit angegeben, in der fiinften bis
siebten Spalte die Werte der Zielfunktionen der Imprézision. In den letzten drei Spalten sind der maximale und
minimale Redundanzanteil als Mafle der Zuverlissigkeit aufgelistet sowie die Spannweite zwischen maximalen
und minimalem Redundanzanteil, die als Mafl ihrer Homogenitit angesehen werden kann. Die prozentuale
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Reduktion berechnet sich nach:

. Kenngrofle a posteriori - Kenngrofle a priori
Reduktion[%] := — Kenngrobe a priori 100. (5.52)

Wird ein negativer Wert fiir die Reduktion erzielt, so ist der Wert der Kenngrofie nach der Optimierung gréfler
als beim a priori Design. Es ldsst sich feststellen, dass sich bei einer FOD-Optimierung mit Zielfunktionen
der Imprizision die Werte der Kenngrofien der Netzgenauigkeit um 60 — 75%, die Werte der Kenngroéfien der
Imprézision um 35 — 55% verbessern. Die Netzzuverlissigkeit wird hingegen verschlechtert.

Zum Abschluss dieses Beispiels soll auf die optimalen Netzkonfigurationen kurz eingegangen werden, die man bei
der Optimierung des maximalen Eigenwertes der Kofaktormatrix erhélt. KALTENBACH (1992, S.67{f) untersucht
dazu eine Diagonalenviereckskette mit 26 Netzpunkten, JAGER (1988, S.124) eine Diagonalenviereckskette mit
20 Netzpunkten. Es bleibt festzuhalten, dass die optimalen Netzkonfigurationen im FOD fiir die Zielfunktion der
Impriizision denen dhneln, die mit spektralen Zielfunktionen, vgl. KALTENBACH (1992, S.71), erhalten werden.
Dort lisst sich ebenfalls eine Netzkontraktion in Lingsrichtung an den Netzenden nachweisen und eine Lings-
und Querausdehnung in der Netzmitte.

Beispiel 29 Als zweites Beispiel betrachten wir ein flichenhaftes Netz, das aus gleichseitigen Dreiecken aufge-
baut ist, die eine Seitenléinge von S = 100m haben. Das Design entspricht dem Netz, das von SCHMITT (1997)
beziiglich spektraler Kriterien der klassischen Optimierung untersucht wurde. Die Intervallradien und Stan-
dardabweichungen der Streckenmessung sind im vorherigen Beispiel gegeben. Fiir die Richtungsbeobachtungen
erhilt man: R, = 0.35 mgon und og = 0.5 mgon.

Abbildung 5.4 zeigt die Zonotope und Intervallboxen des A-Priori-Designs. Ihre Grofle nimmt mit wachsen-
dem Abstand von der Netzmitte zu. In der Abbildung 5.5 sind die optimalen Netzkonfigurationen nach einer
FOD-Optimierung der globalen Zielfunktionen fiir die Imprézision dargestellt. Die Berechnungen wurden mit
der MATLAB Optimization-Toolbox durchgefiihrt. Es lassen sich leichte Abweichungen der optimierten Desi-
gns von einer vollstindig symmetrischen Punktlage feststellen, die durch eine Beschrinkung der Anzahl der
Iterationsschritte bei der Optimierung bedingt sind.
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Abbildung 5.4: Intervallbozen und Zonotope des A-Priori-Design eines flichenhaften Netzes

In der oberen Zeile der Abbildung 5.5 sind die Punktlagevariationen qualitativ wiedergegeben. In der unteren
Zeile der Abbildung sind jeweils die optimale Netzkonfiguration und die Zonotope und Intervallboxen angegeben.
Teilabbildung 5.5(d) zeigt diese bei einer Optimierung beziiglich der Zielfunktion ®,, Teilabbildung 5.5(e)
beziiglich ® z und Teilabbildung 5.5(e) beziiglich ®.,. Die Netzgesamtstruktur weist durch ihre hohe Symmetrie
bereits gewisse optimale Eigenschaften auf. Fiir die Optimierung der Zielfunktion ||K||o wird ein &hnliches
optimales Design erreicht, wie SCHMITT (1997, Fig. 8) fiir die gezielte Reduktion um 10% des maximalen
Eigenwertes der Varianz-Kovarianz-Matrix erhalten hat.

Der Ubergang vom A-Priori-Design auf das optimierte Design wird durch zwei Mechanismen erreichen. Als do-
minante Punktbewegung werden die inneren Netzpunkte zur Netzmitte kontraktiert, die selbst konstant bleibt.
Die dufleren Netzpunkte verdndern geringfiigig ihre Lage auf dem Rand des Sechsecks zu einer sternférmigen
Randlage. Da durch diese Variation der Punktlage der Einfluss der Hauptschwachform reduziert wird, wird die
Stabilitidt des Netzes verbessert (SCHMITT 1997). Die Werte der Zielgrofien ||K||r und spurQ;; erhdhen sich
im Vergleich zum Ausgangsdesign, ebenso die Werte der Kenngroflen der Zuverlissigkeit, vgl. Tabelle 5.3.
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Abbildung 5.5: Vergleich der Intervallbozen und Zonotope der optimalen Netzkonfigurationen beim FOD-Design fiir ein
regelmdfiges flichenhaftes Netz

spurQss | [|Qasll2 | 1Qasllr || [ Kllr | [[Kll2 | [[Klloo || Tmaz | Tmin | Tmaz — Tmin

[m?] [m?] [m?] [mm] | [mm] | [mm] [] [] []
a priori 15.1 4.6 5.4 2.9 1.7 5.4 0.91 0.32 0.59
Optimierung von ®» 16.7 3.6 5.0 3.2 1.5 5.3 0.97 0.29 0.68
Reduktion in [%] -10 21 7 -10 11 2 -6 9 -15
Optimierung von @ 10.4 4.4 4.7 2.4 1.6 4.4 0.94 0.27 0.67
Reduktion in [%] 31 4 12 17 5 18 -3 15 -13
Optimierung von ®4, 14.7 4.5 5.3 2.9 1.7 4.7 0.90 0.29 0.61
Reduktion in [%] 2 2 2 0 0 12 1 9 -3

Tabelle 5.3: Verinderung der Werte der Kenngréflen fir Imprdzision, Stochastizitdit und Zuverldssigkeit bei einem
flichenhaften Netz unter Verwendung dreier unterschiedlicher Zielfunktionen: ®3, ®r und P . Berechnung der Re-

duktion nach (5.52).

Die Zielfunktion @y fiihrt zu einer zentrischen Kontraktion des gesamten Netzes. Dieser Mechanismus lisst
sich folgendermaflen erkliren: Da alle Intervallradien direkt von der Streckenlinge abhiingen, ist so eine starke
Reduktion der Werte der Zielfunktionen zu erreichen. Die Netzstruktur wird dabei nicht verindert und weist
sich somit als optimal fiir diese spektrale Zielgrofle aus. Bei dieser Optimierung werden ebenfalls die Werte
der Kenngroflen der Netzgenauigkeit reduziert, wohingegen das Spektrum der Redundanzanteile sich leicht

verbreitert.
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Bei der Optimierung mit der Zielfunktion ®., wurde im Wesentlichen nur eine Minimierung des maximalen
Intervallradius der Koordinaten erreicht. Die Werte aller anderen Zielfunktionen bleiben hingegen fast un-
verdndert. Die Aussagen einer Optimierung mit der Zielfunktion ®., gelten aber immer nur fiir den aktuell
gewidhlten Koordinatenrahmen. In einem gedrehten Koordinatenrahmen sind andere Effekte zu erwarten, da
sich die Groflenverhiltnisse der Intervallradien dndern.

Einfluss der Netztopologie

Im Folgenden wird die Abhingigkeit der Werte der Kenngréfen bzw. Zielfunktionen von der Netztopologie
untersucht. Erste Uberlegungen zu diesem Themenkomplex wurden von SCHON UND KUTTERER (2001c) vor-
gestellt. Die Idee ist, anhand der Strategie der Netzerweiterung zu zeigen, wie das Hinzufiigen redundanter
Messungen die Werte der Kenngréflen der Imprézision, der Netzgenauigkeit und Zuverldssigkeit beeinflusst.

Beispiel 30 Diese Effekte sollen an einem einfachen Netzbeispiel erlautert werden, das sich an das in SCHON
UND KUTTERER (2001c) gezeigte Design anlehnt.
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bestimmbares freies Netz

Abbildung 5.6: Vergleich der 95%-Konfidenzellipsen (gestrichelt) und Zonotope fiir drei Netzkonfigurationen eines Dia-
gonalenvierecks

Abbildung 5.6 zeigt die 95%-Konfidenzellipsen und Zonotope fiir drei Messanordnungen einer Diagonalenvier-
eckskette von sechs Punkten. Die Standardabweichungen der Messungen betragen os = 2 mm + 2 ppm und
or = 0.5mgon. Die Intervallradien wurden nach den Faustformeln (3.2), (3.4) und (3.6) bestimmt und ergeben
1.6 mm bzw. 0.3 mgon fiir kurze und 1.9 mm bzw. 0.7 mgon fiir lange Strecken.

In der Teilabbildung 5.6(a) ist das minimale Design gezeigt, d.h. eine durch neun Streckenmessungen eindeutig
bestimmte, freie Netzkonfiguration. Im ersten Schritt der Netzerweiterung wird das minimale Design um zwei
Streckenmessungen erginzt. Das sich dabei ergebende Netz wird in der Teilabbildung 5.6(b) gezeigt. Im zweiten
Schritt der Netzerweiterung werden Richtungsmessungen hinzugefiigt, vgl. SCHON UND KUTTERER (2001c).
Teilabbildung 5.6(c) stellt die Zonotope und 95%-Konfidenzellipsen dieses dritten Netzdesigns dar.

Ein graphischer Vergleich des ersten und zweiten Designs zeigt, dass sowohl der Werte der Kenngroflen der Im-
prézision als auch der Netzgenauigkeit verbessert werden konnen. Zusétzlich kann die Zuverléssigkeit durch das
Hinzufiigen der zwei redundanten Strecken gesteigert werden, vgl. SCHON UND KUTTERER (2001c). Werden im
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zweiten Schritt der Netzerweiterung noch Richtungsmessungen zum vollstindigen Streckendesign hinzugenom-
men, so kénnen die Konfidenzellipsen weiter verkleinert und die Zuverléssigkeit gesteigert werden. Die Werte
der Kenngrolen der Imprézision der Punktpositionen nehmen hingegen wieder zu, vgl. Teilabbildung 5.6(c).

Allgemein gilt, dass durch die Hinzunahme von Messungen die Zuverlissigkeit gesteigert wird und die Werte der
Kenngroflen der Stochastizitéit verringert werden. Grundlage fiir diese Verringerung ist eine Verbesserung der
Bestimmungsgiite der Punktposition durch Uberbestimmung: Ubergang von Design 1 auf Design 2 bzw. auf De-
sign 3. Fiir die Werte der Kenngroéflen der Imprizision ist hingegen neben diesem ersten, ein zweiter gegenldufiger
Mechanismus zu beriicksichtigen. Bis zu einem gewissen Grad fiihrt die Verbesserung der Bestimmungsgiite der
Punktposition auch zu einem giinstigeren Ubertragungsverhiltnis der Imprizision der Messungen und damit zu
kleineren Werten der Kenngréflen der Imprizision fiir die Punktposition. Andererseits erhéht das Hinzufiigen
jeder Messung die Gesamtimprizision, die auf die Koordinaten fortgepflanzt wird. Je nach Netzausdehnung
bzw. Grofle der Intervallradien der Messungen iiberwiegt der eine oder andere Mechanismus. Als Konsequenz
existiert eine Netzkonfiguration, ab der das weitere Hinzufligen von Messungen die Werte der Kenngréflen der
Imprézision verschlechtert. Diese ,,Grenzkonfiguration® liefert die optimale Topologie bei einer gemeinsamen
Betrachtung der Qualitdtsmerkmale Netzgenauigkeit, Zuverldssigkeit und Imprézision.

Einfluss des Gewichtung

Im Folgenden wird der Einfluss der Gewichtung auf die Werte der Kenngroflien der Imprézision untersucht. Im
Gegensatz zu Kenngréflen der Stochastizitét sind die Zielfunktionen der Imprézision invariant in Bezug auf eine
Skalierung

P;l = uPy, p>0. (553)

Die Matrix der Kantenvektoren K und somit alle daraus abgeleiteten Kenngroflen sind von der Wahl des
Gewichtniveaus unabhingig, was im hier kurz angedeutet werden soll.

e Betrachten wir zuerst angeschlossene Netze. Hier ergibt sich die Matrix der Kantenvektoren zu:
K(Pj) = (ATP;A)"'AP}L,. (5.54)

Die Matrix A = Ax — Az(AZP;Az) " 'AZP Ak ist invariant gegen eine Transformation vom Typ
(5.53) und damit auch das Matrixprodukt (5.54).

e Fiir freie Netzausgleichungen ldsst sich die Kofaktor-Matrix der ausgeglichenen Koordinaten in der fol-
genden Form darstellen (KocH 1997, S.65):

Q;; = (ATPyA +DDT)! — G(GTDDTG)'GT. (5.55)
Da eine Skalierung des Nullraums keinen Einfluss hat, erhilt man mit AG = 0 fiir die Matrix der
Kantenvektoren:

K®P;,) = (ATP,A+DD7T)"'AP)L,

(HATPILA + p,DDT):lA,u,P”Lr (556)
(ATP”A + DDT)flAPllLr = K(P”).

Die Matrix der Kantenvektoren und daraus abgeleitete Gréfen sind somit invariant gegen skalare Transformation
(5.53). Die Beantwortung der Ausgangsfragestellung nach dem Einfluss der Gewichtung zielt also nicht auf die
Festlegung eines optimalen absoluten Wertes fiir jedes Gewicht, sondern vielmehr auf die Bestimmung eines
optimalen Verhiltnisses zwischen Gewichten unterschiedlicher Messungstypen.

FEine erste Losung fiir dieser Frage nach einem optimalen Verhiltnis der Gewichte wurde von SCHON UND KuT-
TERER (2001b) vorgestellt. Die wichtigsten Ergebnisse sollen hier kurz skizziert werden. Zielsetzung der Unter-
suchungen ist, ein optimales Gesichtsverhiltnis zwischen den einzelnen Messungstypen (Richtungen, Strecken,
Zenitdistanzen) zu finden und dieses in einem zweiten Schritt auf konkrete Werte fiir verschiedene Instrumente
zuriickzufiihren.

Da sich die Gewichte fiir Messungen, die mit modernen Instrumenten gemessen wurden, fiir jeden Messungstyp
(Richtung, Strecke oder Zenitdistanz) je einheitlich funktional durch die Sensor-Performance-Parameter a, b, ¢;
und ¢ beschreiben lassen, wurden diese als variable Parameter der Optimierung eingefiihrt. Als Randbedin-
gungen wurden maximale Variationsbereiche der Performance-Parameter vorgegeben, die sich beispielsweise
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aus ihren Werten fiir Instrumente unterschiedlicher Instrumentenklassen angeben lassen. Die Losung des SOD-
Problems ergibt optimale Werte dieser Parameter, vgl. SCHON UND KUTTERER (2001b).

Existiert kein Instrumentarium, dass direkt durch die optimalen Performance-Parameter charakterisiert ist, so
konnen in einem zweiten Schritt durch gemeinsame Skalierung der optimalen Performance-Parameter Werte
bestimmt werden, die mit Instrumentarien umgesetzt werden koénnen. Dies ist moglich, da einerseits die Ziel-
funktionen unabhiingig von einer Skalierung der Gewichte sind, vgl. (5.56) und andererseits die Gewichte (alle)
quadratisch von den Performance-Parametern abhiingen.

5.3.3 Zusammenfassung und Wertung

Die Beispiele in den vorherigen Abschnitten haben die Reaktion der Netze auf Optimalitatsforderungen beziiglich
Zielfunktionen der Imprézision, Netzgenauigkeit und Zuverléssigkeit gezeigt. Hierbei wurden jeweils unterschied-
liche Parameter (Datumsgebung, Netzgeometrie, Netztopologie oder Gewichtung der Messungen) variiert. Dabei
sind zwel wesentliche Eigenschaften besonders aufgefallen. Sie sollen in diesem Abschnitt nidher diskutiert wer-
den: Zum Einen konnte eine Ahnlichkeit festgestellt werden, mit der die Werte der Kenngréfien der Impriizision
und Stochastizitéit auf Variationen der Parameter reagieren. Zum Anderen scheint die Behandlung der Imprézi-
sion im Kontext der klassischen Designs (FOD, SOD) eine grifiere Komplezitit aufzuweisen als die Betrachtung
klassischer Zielfunktionen.

Ahnlichkeit der Reaktion von Imprizision und Stochastizitit bei der Netzoptimierung

Bei der Optimierung der in den vorherigen Abschnitten betrachteten Netzbeispielen haben sich Ahnlichkeiten im
Reduktionsverhalten der Kenngrofien der Imprézision und Stochastizitét der Koordinaten gezeigt. Im Folgenden
soll deshalb untersucht werden, wie diese Ahnlichkeit mathematisch beschrieben und gefasst werden kann.

Ausgangspunkt fiir die Uberlegungen ist ein Vergleich der spektralen Zielfunktionen fiir die Imprizision und
Stochastizitdt. Betrachten wir dazu die Singuldrwertzerlegung des folgenden Matrixproduktes:

ATP; = U*S*V*T, (5.57)

mit einer u x u orthonormierten Matrix U* der Linkseigenvektoren, einer n x n orthonormierten Matrix V* der
Rechtseigenvektoren und einer u x n Matrix S* der Singularwerte. Fiir S* gilt:

$* =(S;,0), S*t:= (s, 0)7, (5.58)

wobei ST die u x u Diagonalmatrix bezeichnet, deren Diagonalelemente die Singulidrwerte sind. Mit (5.58) lasst
sich die Eigenwertzerlegung der Kofaktormatrix der ausgeglichenen Koordinaten bei pseudoinverser Losung in
einer zweiten Darstellung angeben:

wobei M = U* die u x u orthonormale Matrix der Eigenvektoren ist und A = (S*S*T)* die u x u Diagonalmatrix
der Eigenwerte. Die Matrix der Kantenvektoren lisst sich folgendermaflen darstellen:

K — U*(S*S*T)+S*V*T Pl%lLl‘

L (5.60)
U*(S*H)TV*T PZL,.

Ein Schliissel zur Losung der Aufgabenstellung ist ein Vergleich der Gleichungen (5.59) und (5.60).

e Ist das Verhiltnis zwischen der Imprézision, die durch die Intervallradien angegeben ist und der Gewich-
tung fiir alle Beobachtungen gleich grof}, so gilt:

1
PZL, =nI, n>0. (5.61)
Mit (5.61) lasst sich die Matrix der Kantenvektoren direkt in der Basis U* der Kofaktormatrix ausdriicken:
K = yU*(s*H)Tv*T (5.62)

Die Spaltenvektoren der Matrix der Linkseigenwerte U* = M geben an, welche Linearkombinationen des
Koordinatenvektors am schlechtesten bestimmt sind. Da sowohl die Varianz-Kovarianz-Matrix als auch
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die Matrix der Kantenvektoren in dieser Basis U* darstellbar sind, sind diese Linearkombinationen fiir
beide Anteile der Gesamtunsicherheit identisch. Die Spaltenvektoren von U* zeigen somit in die Richtung,
in der das Netz die grofite Gesamtunsicherheit aufweist. Fiir die Interpretation ist zu beachten, dass der
jeweilige Einfluss durch die Grofle der Eigenwerte bzw. Singulirwerte gewichtet wird. Die Ausprigung von
Imprizision und Stochastizitéit unterscheidet sich dabei durch den Faktor n: Die Singulérwerte aus (5.62)
lassen sich mit den Eigenwerten \; der Kofaktormatrix ausdriicken:

5i(K) = nv/\i. (5.63)

Da durch die Monotonie der Wurzelfunktion in (5.63) die Reihenfolge der Eigenwerte erhalten bleibt, lisst
sich eine Proportionalitdt zwischen Zielfunktionen der Imprézision und der Stochastizitit angeben:

IK|lr = /> 87 =nVspurQas, A
i=1 (5.64)
K|l = s1=1V]|Qaszl2s

wobei s; den maximalen Singulirwert bezeichnet. Fiir die Netzoptimierung bedeutet dies, dass eine Mini-
mierung der Eigenwerte von Q;; dquivalent zur Minimierung der Singuldrwerte von K ist, wenn die Relati-
on (5.60) bei der Optimierung durchweg erhalten bleibt. Eine Netzkonfiguration, die optimal beziiglich der
in (5.64) genannten Zielfunktionen der Stochastizitét ist, ist auch optimal beziiglich der entsprechenden
Kriterien der Imprézision.

KUTTERER (1994, S.33ff) hat das Verhéltnis von Kenngrofien der Imprizision und Stochastizitét fiir das
Beispiel eines angeschlossenen Hohennetzes dargestellt. Allerdings beschrénkt er sich auf eine Diskussion
der Intervallradien, fiir die keine funktionale Verbindung zu Kenngréen der Stochastizitét wie in (5.63)
hergestellt werden kann.

e Ist Gleichung (5.61) nicht erfiillt, so kann die Ahnlichkeit dennoch abgeschitzt werden. Dabei soll der
1

Einfluss der Matrix P L, geeignet auf die Rotationsmatrix U* und die Matrix 8* aufzuteilen. Dies kann
erreicht werden, indem die Singulirwertzerlegung der Matrix K = USV7 nach (4.89) auf die Basis U*
transformiert wird. Mit (5.60) bzw. (4.89) ergeben sich die beiden folgenden Darstellung des Produktes
U*TK:

1
*T — (S*+)T *TPlEIL
UK V r 5.65
= UTusv? (5.65)

wobei S die Matrix der Singuldirwerte und V die Matrix der Rechtseigenwerte der Matrix der Kantenvek-
toren sind, vgl. (4.89). Mit der Abkiirzung

U :=U*"U (5.66)
kann die Matrix der Kantenvektoren in der Basis der Kofaktormatrix U* angegeben werden:
K = U*U**SVT, (5.67)

Die orthonormierte u x u Matrix U** beschreibt die Rotation der Basis der Kofaktormatrix U* auf die
Basis der Matrix der Kantenvektoren U. Dadurch kann die Veranderung der Orientierung und Amplituden,
die die spektralen Kenngroflen der Matrix K im allgemeinen Fall im Vergleich zur Basis U* der Varianz-
Kovarianz-Matrix der ausgeglichenen Koordinaten besitzen, abgeleitet werden. Die Singulidrwerte von K
geben die Magnituden in der gedrehten Basis an.

Je starker die Matrix U** zur Einheitsmatrix tendiert, desto dhnlicher verhalten sich alle Hauptrichtungen
von Stochastizitdt und Imprazision. Diese Kriterium fordert allerdings, dass einerseits die Reihenfolge der
Eigenvektoren eingehalten werden muss. Andererseits spielt die Gewichtung der einzelnen Eigenvektoren
(Richtungen) mit den entsprechenden der Grofle nach sortierten Eigenwerten bzw. Singuldrwerten eine
entscheidende Rolle. Existieren Eigenwerte, deren Beitrag zum gesamten Spektrum dieses dominiert, so
kann in Analogie zu Hauptschwachformen die Diskussion auf die ersten, den gréfiten Eigenwerten zuge-
ordneten Eigenvektoren beschrinkt werden. Liegen mehrfache Eigenwerte vor, so hat eine Vertauschung
der entsprechenden Eigenvektoren keinen Einfluss auf die Interpretation.

Soll umgekehrt die Basis der Varianz-Kovarianz-Matrix exakt beibehalten werden, so konnen die Sin-
gulirwerte von K mit der Matrix U** auf diese Hauptrichtungen transformiert (projiziert) werden.
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Beispiel 31 Betrachten wir als erlduterndes Beispiel die um Richtungsmessungen erweiterte Diagonalenvier-
eckskette aus Beispiel 28, die als freies Netz im inneren Datum ausgeglichen wurde.

Die Teilabbildung 5.7(a) zeigt eine Grauwertdarstellung der Rotationsmatrix U**. Je dunkler ein Element
ist, desto niher liegt sein Betrag an der Eins. Die Teilabbildung 5.7(b) stellt die Wurzel der Eigenwerte der
Varianz-Kovarianz-Matrix den Singulirwerten der Matrix der Kantenvektoren gegeniiber. Das Spektrum der
Kofaktormatrix wird von den ersten beiden Eigenwerten dominiert, die 50% bzw. 22% des Spektrums ausmachen.
Fiir das Spektrum der Matrix der Kantenvektoren zeigt sich eine homogenere Situation. Hier trigt der erste
Singuldrwert 16.5% der Information, der zweite 12%.

Die graphische Darstellung 5.7(a) zeigt eine dominante Diagonalstruktur. An diesen Stellen entsprechen sich
die Eigenvektoren der Basis der Kofaktormatrix und die der Matrix der Kantenvektoren. Richtungen maxima-
ler Imprézision fallen mit Richtungen minimaler Netzgenauigkeit zusammen. Diese Eigenvektoren geben somit
Richtungen an, in denen die Gesamtunsicherheit grof} ist. In der Mitte der Matrix U** bilden sich ,,Cluster®
aus, und die Diagonalstruktur wird aufgebrochen. Dies bedeutet, dass der 20. bis 40. Eigenvektor der Basis der
Kofaktormatrix durch eine Linearkombination der entsprechenden Eigenvektoren der Matrix der Kantenvek-
toren darstellbar ist. Prinzipiell ergeben sich dadurch andere Richtungen fiir die Auswirkung der Imprazision
als fiir die Stochastizitéit. Bei dieser Interpretation muss allerdings beachtet werden, dass die entsprechenden
Eigenvektoren mit den Singulirwerten bzw. mit der Wurzel der Eigenwerte skaliert werden. Wenn diese Eigen-
bzw. Singuldrwerte im Vergleich zum ersten Eigen- bzw. Singuldrwert klein sind, spielen diese Variationen eine
untergeordnete Rolle.
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Abbildung 5.7: Darstellung der Ahnlichkeit zwischen spektralen Kenngrofen fiir Imprizision und Stochastizitit am Bei-
spiel einer Diagonalenviereckskette
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Abbildung 5.8: Vergleich der ersten drei Schwachformen fiir die Diagonalenviereckskette

Die Abbildung 5.8 zeigt die ersten drei Schwachformen fiir die Diagonalenviereckskette, die sich aus dem Pro-
dukt der ersten Eigenvektoren mit der Wurzel der entsprechenden Eigenwerten ergeben. In allen drei Fillen
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stimmen die Richtungen fiir die spektralen Kenngréfien der Imprézision mit denen der Stochastizitét iiberein.
Die Teilabbildungen 5.8(a) und (c) zeigen ein ,, Ausschwingen der Netzform an den Netzenden und in der Netz-
mitte senkrecht zur Netzausdehnung. Teilabbildung 5.8(b) stellt die durch den zweiten Eigenvektor generierte
Langsausdehnung dar. Bei der Netzoptimierung im FOD wird versucht, diese Ausprigungen (Schwachformen)
zu homogenisieren, indem beispielsweise der Wert des ersten Eigenwerts minimiert wird. Dadurch soll eine bes-
sere Stabilitdt der Netzform erreicht werden. Es sollen keine ausgepragten Richtungen mehr existieren, in denen
das Netz am schlechtesten bestimmt ist, d.h. die groite Gesamtunsicherheit aufweist, vgl. beispielsweise die
Diskussion in BILL ET AL. (1984) oder JAGER UND KALTENBACH (1990).

Komplexitit der Behandlung der Imprézision

Im folgenden Abschnitt soll erkléirt werden, warum die Behandlung der Imprézision auf den ersten Blick komple-
xer scheinen mag als die Betrachtung klassischer Zielgréfen. Ein kritischer Uberblick der klassischen Designklas-
sen zeigt auf Grenzen dieser Klassifizierung auf und legt Losungskonzepte nahe, die auf eine klare Strukturierung
zielen.

Die Beispiele in Abschnitt 5.3.2 haben gezeigt, dass bei der Betrachtung der Zielfunktionen fiir die Imprazision
vor dem Hintergrund der klassischen Designs scheinbar vielschichtigere Problemstellungen auftreten, als man
dies insbesondere vom Second Order Design gewohnt sein mag. Ein Grund hierfiir liegt in der komplexeren
Struktur der Intervallradien. Im Vergleich zu unabhingigen Gewichten, die beim SOD betrachtet werden, wei-
sen die Intervallradien iiber die Streckenliinge und die Zenitdistanz per Definition eine besonders ausgeprigte
Abhingigkeit von der Netzkonfiguration auf, vgl. die Faustformeln (3.2), (3.4) und (3.6).

Historisch gesehen bieten sich die ,,Grundbausteine“ eines geodiitischen Netzes als freie Parameter in der Net-
zoptimierung an: Netztopologie, Netzgeometrie, Netzdatum und Gewichtung. Sie erweisen sich aber bei einer
strengen Betrachtung als abhingige Parameter. Je nach Ansatz verdindert beispielsweise eine Variation der
Punktpositionen nicht nur die Werte der Messelemente zwischen den Punkten, sondern auch die Gewichtung,
wenn ein Ansatz eingefiihrt wird, der die Abhingigkeit der Gewichte von der Streckenlingen beriicksichtigt.
Ebenso verindern sich die Werte der Matrix G, die den Nullraum der aktuellen Varianz-Kovarianz-Matrix der
Koordinaten beschreibt. Als Folge kénnen direkte und indirekte Effekte entstehen, die die Problemstellung der
Optimierung verkomplizieren. Diese Komplexitit weist auf Grenzen der strikten Einteilung in die verschiedenen
klassischen Designs hin.

Die Vermengung von direkten und indirekten Effekten kann umgangen werden, wenn die Fragestellungen so
formuliert werden, dass sie durch unabhingige Parameter gelost werden kénnen. Die Einfithrung der Imprézi-
sion als neue Zielgrofle legt dieses Vorgehen nahe. Die Imprézision hiingt einerseits explizit vom Netzdesign
(Streckenlingen bzw. Zenitdistanzen) als auch vom verwendeten Instrumentarium und den Mess- und Aus-
wertemethoden ab. Als unabhiingige Parameter bieten sich deshalb einerseits die Koordinaten der Netzpunkte
an. Andererseits miissen die Performance des verwendeten Instrumentariums und die angewandten Mess- und
Auswertemethoden geeignet parametrisiert werden. Die Beobachtungsgewichte lassen sich auf die Performance-
Parameter der Sensoren zuriickfiithren. Sie beschreiben die stochastischen Eigenschaften der mit diesen Sensoren
gemessenen Beobachtungen. Die Intervallradien hiingen ebenfalls von den verwendeten Sensoren ab, vgl. Kapitel
3, aber auch von den Mess- und Auswertemethoden. Als eine gemeinsame Parametrisierung und Quantifizierung
der unterschiedlichen Einfliisse sind die Koeffizienten der Faustformeln fiir die Intervallradien anzusehen, vgl.
(3.7) in Abschnitt 3.3.

Zusammenfassend lésst sich mit diesen Uberlegungen ein Satz unabhingiger Parameter oder , Grundbaustei-
ne“ fiir die geoditische Netzoptimierung angeben: Netztopologie, Punktkoordinaten, Performance-Parameter der
Sensoren und entsprechende Koeffizienten der Foustformeln. Diese Parameterwahl erlaubt eine klare Strukturie-
rung ohne indirekte Effekte. Die Netzkoordinaten wiren dabei einem neuen , Konfigurationsdesign“ zugeordnet,
die Performance-Parameter und entsprechenden Koeffizienten der Faustformeln einem ,, Unsicherheit-Design“.

5.4 Optimierung der Impréazision: indirekte Fragestellung

In diesem Abschnitt soll der indirekten Fragestellung nachgegangen werden: Wie miissen Instrumentarien,
Messmethoden und Auswerteverfahren gewihlt werden, damit Vorgaben an die Kenngréfien der Imprizision
nicht tiberschritten werden?

In Kapitel 2 wurde gezeigt, dass Imprézision durch Intervalle geeignet beschrieben werden kann und somit sy-
stematisch wirkende Effekte mathematisch handhabbar werden. Fiir viele Anwendungen wére es vereinfachend,
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wenn diese Effekte moglichst so klein wiren, dass sie vernachlissigbar sind. Im Folgenden soll beispielhaft
untersucht werden, inwieweit durch geschickte Wahl der Mess- und Auswertemethoden und Instrumentarien
eine solche Reduktion der Imprézision erreicht werden kann. Diese Aufgabenstellung soll als Intervalldesign
bezeichnet werden. Schranken, ab denen die Imprézision vernachléssigbar ist, sollen mit Hilfe der stochastischen
Kenngroéfien der Punktpositionen, beispielsweise durch 95 %-Konfidenzbereiche, ausgedriickt werden.

5.4.1 Idee und Zielsetzung

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist, bei vorgegebenen oberen Schranken fiir die tolerierbare Imprizision
Zri,s01 Mmaximale Werte fiir die Intervallradien E der Messungen zu finden. Ein erster Ansatz zur Losung dieser
Fragestellung ist eine unabhingige Variation der Intervallradien aller Messungen. Dieses Vorgehen ist eher von
theoretischer Bedeutung, da die Grofe der Intervallradien der Messungen funktional von den Einflussparametern
abhingt, vgl. Gleichung (2.71). Wegen dieser Abhiingigkeit ist keine beliebige Variation moglich. Vereinfacht lzsst
sich dieser Zusammenhang durch die Faustformeln, vgl. (3.2), (3.4) oder (3.6) beschreiben. In der vorliegenden
Arbeit wird deshalb exemplarisch fiir die terrestrischen Messungstypen Strecke, Richtung und Zenitdistanz
untersucht, wie diese Koeffizienten geeignet gewidhlt werden kénnen, um die Zielanforderungen zu erfiillen.
Diese Uberlegungen lassen sich auf alle anderen Messungstypen und Aufgabenstellungen iibertragen.

Die Koeffizienten der Faustformeln, vgl. Abschnitt 3.3, sollen als freie Parameter einer Optimierungsaufgabe
angesehen werden. Die Intervallradien der Koordinaten lassen sich in Abhéngigkeit dieser Koeffizienten bei
spaltenregulérer reduzierter Designmatrix A durch folgenden linearen Zusammenhang beschreiben:

% = | (ATPyA)T'ATP, | Lk (5.68)

mit der nicht-negativen n x n, Matrix L und dem n, x 1 Vektor k der Koeffizienten, vgl. Abschnitt 3.3, der in
folgender Reihenfolge (Strecken - Richtungen - Zenitdistanzen) besetzt ist:

K = (as [mm] c¢s[ppm], agr[mgon], br [@gon m], CR [%M], dg [mgon], (5.69)
e a¢ [mgon], b [mgonm], ¢ [m—nTM])T

In (5.69) sind die entsprechenden Einheiten der Koeffizienten angegeben. Eine Zeile der Matrix L lisst sich fiir
den zweidimensionalen Fall darstellen:

. . . . : 2
I = (sin(i, sin¢; Si, 1, S%-’ S; |COSCZ'|, |cosgilSz, |co;C1|’ \cosf;lsi)
bzw. im Dreidimensionalen: (5.70)
li = (17 S’l 17 SL“ Si; |COt Cil) 17 SL1 Sz) .

Durch die (approximative) Beschreibung der Intervallradien der Messungen
I, =Lk (5.71)

ist direkt eine Trennung in einen Geometrieanteil, der durch die Matrix L ausgedriickt wird und in einen Anteil
K, der von den verwendeten Instrumentarien sowie den Mess- und Auswertemethoden abhingt, méglich.

Die Losungsstrategie ist zweistufig: Die erste Stufe besteht aus dem Ldsbarkeitstest des Intervalldesigns, der
im Detail in Abschnitt 5.4.3 beschreiben wird. Schranken fiir die Losbarkeit sind einerseits die obere Gren-
zen fiir die Intervallradien der Koordinaten, die als Zielvorgaben im nichsten Abschnitt entwickelt werden.
Andererseits lassen sich die Koeffizienten der Faustformeln nicht beliebig reduzieren. Aus der Auflosbarkeit
der Sensoren und der Reprisentativitit der verwendeten Korrektionsmodelle ergeben sich minimale Werte &,
die nicht unterschritten werden kénnen. Wie diese Werte abgeschéitzt werden kénnen, wurde in Abschnitt 3.3
gezeigt.

In der zweiten Stufe ergeben sich folgende Optimierungsaufgaben: Ist der Losbarkeitstest erfiillt, so konnen
groflere Koeffizientenwerte als die Minimalwerte k zugelassen werden. Die Wahl dieser Werte soll durch eine
Optimierungsaufgabe gelost werden. Als Ergebnis erhélt man optimale Koeflizienten der Faustformeln «*. Diese
implizieren Empfehlungen fiir die zu verwendenden Instrumente sowie Mess- und Auswertemethoden. Ist der
Losbarkeitstest nicht erfiillt, kann durch eine Variation der Netzgeometrie (FOD) versucht werden, die Netz-
konfiguration so zu verbessern, dass der Losbarkeitstest wenigstens mit den Minimalwerten g erfiillt ist. Ist dies
ebenfalls nicht moglich, so ist die Imprézision nicht vernachléssigbar.
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Losbarkeitstest: | (ATP;A)'ATP; | Lk < Zr s0u1

» Bestimmung von K Imprézision
16sbar » Stufe II: vernachlissigbar bei
optimale Wahl der Koeffizienten x* Realisierung von x*

» FOD: Imprizision
Ziel: ein Design zu finden, 16sbar vernachléssigbar bei
das wenigstens fiir K Realisierung von &

nicht 16sbar den Losbarkeitstest erfiillt Hzisi i
Imprézision nicht

nicht 13sbar vernachléssigbar

Tabelle 5.4: Losungsstrategie des Intervalldesigns

5.4.2 Formulierung von Zielvorgaben

¢

Fiir die Untersuchungen wird gefordert, dass die Imprézision im Vergleich zur Stochastizitdt ,klein“ sein soll,

damit sie vernachlissigbar ist. Fiir die Formulierung bieten sich vier Alternativen an:

Individuelle Anpassung auf Basis der Standardabweichung

~

2 — A I .
Tri S % X2,177(Qii')iz’ ‘= Tr,i,s0ll, fir = 17 U

bzw. im Dreidimensionalen (5.72)

A o 2 —_ A - .
Eri < PX31-4(Qas)ii = Erisou, fiir i=1,...,u,

wobei f das Verhiltnis von Stochastizitit zu Imprézision angibt und 1 —+ die Konfidenzwahrscheinlichkeit. Der
Vergleich wird auf Ebene der Koordinaten bzw. punktweise durchgefiihrt. Dabei wird die Gréfie der Intervallbox
mit der Grofle der Box verglichen, deren Kantenléngen durch 20, 20, im Zweidimensionalen bzw. 20, 20, 20
im Dreidimensionalen gegeben sind, vgl. Abbildung 5.9. Der Faktor sollte beispielsweise zu f = 10 gew#hlt wer-
den. Dadurch wird die Grée der Intervallradien der Koordinaten (Imprizision) auf 10% der entsprechenden
(1 — «)-Standardabweichung der Koordinaten beschrinkt. Fiir eine Wahl von v < 5% scheint es gerechtfertigt,
die Anteile der Imprizision zu vernachlissigen. Abweichend von dieser Empfehlung kann f den Anforderungen
der jeweiligen Anwendungen angepasst werden. Die Forderung (5.72) ist abhingig von der Orientierung des
Koordinatensystems. Diese Abhingigkeit ist dann zu beriicksichtigen, wenn die Orientierung des Koordinaten-
systems frei ist. In diesem Fall bieten sich alternative Zielvorgaben auf Basis der umschliefenden Ellipse an, die
weiter unten besprochen werden.

Individuelle Anpassung auf Basis der Konfidenzellipsen

Alternativ zu einem Kriterium, das auf den Standardabweichungen der Koordinaten beruht, kann die gesamte
Information der 2 x 2 bzw. 3 x 3 Submatrizen der Varianz-Kovarianz-Matrix der Koordinaten verwendet werden.
Fiir die Koordinaten eines beliebigen Punktes P wird gefordert:

N (o
Zr,P,soll = 70 bP, 1—7> (573)

wobei bp 1_, die Achslinge der kleinen Halbachse der (1 — 7)-Konfidenzellipse bzw. des (1 — 7)-
Konfidenzellipsoids angibt.
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Punktweise Anpassung der umschlielenden Ellipse an die Konfidenzellipse

Soll das Kriterium unabhingig von der Orientierung des Koordinatensystems sein, weil diese beispielsweise
in der Planungsphase noch nicht festgelegt werden kann, so eignet sich eine Forderung auf Grundlage der
umschliefenden Ellipsen, vgl. (4.96) Abschnitt 4.3.6:

go

f

wobel $mqz (Kp) der grofite Singuldrwert der Matrix der Kantenvektoren des Zonotops des Punktes P ist und
bp, 1— die Halbachslénge der kleinen Halbachse der Konfidenzellipse bzw. des Konfidenzellipsoids. Im Gegensatz
zu (5.72) und (5.73) stellt das Kriterium (5.74) einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen den Sollvorgaben
und den Intervallradien der Messungen dar.

Smaz (KP) S bP, 1—7> (574)

Integrale Anpassung auf Basis des durchschnittlichen Punktfehlers

Ist eine individuelle Anpassung fiir alle Netzpunkte nicht erforderlich, so kann das folgende Kriterium angewandt
werden, das sich am durchschnittlichen Punktfehler orientiert. Sei npxs. die Anzahl der Punkte, so gilt:

oo [spurQss

‘f:ri >~
’ f* Npkte

. (5.75)
Orientiert man sich an der Konfidenzwahrscheinlichkeit der Punktfehlerellipse von ca 39.4% bzw. des Punktfeh-
lerellipsoids von 17% so kann als Anhaltspunkt fiir den zweidimensionalen Fall f* = 4 und fiir den dreidimensio-
nalen Fall f* = 2 gew#hlt werden. Dieser Ansatz eignet sich insbesondere, wenn homogene Punktfehlerellipsen
im Netz vorliegen.

550 550
500 3 g 500 3 g
450 g 450 | i
400 b 400 b
350} : 350} :
E E
e 1 Tsoof 1
o o
£ £
< 250 1 < 250 1
200 1 200 1
150 1 150 1
100+ — 1 w0 X 0 —----— 1
1 1 T -=-=--=- Imm
10mm
50 ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ 50 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
50 100 150 200 250 300 350 400 450 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Y (Ost) [m] Y (Ost) [m]
(a) Intervallboz und 95%-Konfidenzellipse des A-priori- (b) Zielvorgaben A: individuelle Anpassung auf Basis der
Designs Standardabweichung, B: individuelle Anpassung auf Basis

der Konfidenzellipsen, C: integrale Anpassung auf Basis
des durchschnittlichen Punktfehlers

Abbildung 5.9: Darstellung der verschiedenen Zielvorgaben im Intervalldesign fiir das Beispiel des Vorwdrtsschnittes

In der Teilabbildung 5.9(a) wird der Zustand dokumentiert, wenn die Intervallradien mit Standardmess- und
Auswerteverfahren erhalten werden, vgl. Faustformel (3.4). Ebenso ist die 95% Konfidenzellipse des Neupunktes
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angegeben. Auf ihrer Basis werden die Kriterien zur Anpassung (5.72) - (5.75) berechnet. In Teilabbildung 5.9(b)
sind die Zielvorgaben dargestellt, wobei ein um Faktor 10 kleinerer Mafistab vorliegt.

Das Kriterium der individuellen Anpassung auf Basis der Standardabweichung liefert die Box A, innerhalb de-
rer die Intervallradien der Koordinaten des Neupunktes liegen miissen, um die Imprézision zu vernachlissigen.
Fiir das Kriterium der individuellen Anpassung auf Basis der Konfidenzellipsen wird die Box B als Sollvorgabe
gefordert. Fiir die punktweise Anpassung der umschliefenden Ellipse an die Konfidenzellipse muss die umschlie-
ende Ellipse innerhalb der Box B liegen. Am einfachsten sind die Zielvorgaben der globalen Anpassung auf
Basis des mittleren Punktfehlers (5.75) zu erfiillen (Box C).

Aus Abbildung 5.9(a) und den Beispielen im Kapitel 4 wird deutlich, dass sich bei Anwendung von
Standardmess- und Auswerteverfahren Intervallboxen in der Groe der 95% Konfidenzellipsen ergeben. Es ist
daher zu erwarten, dass eine Reduktion um den Faktor 10 nur fiir wenige Netze moglich seien wird. Je nach
Anwendung konnen sich auch andere Anforderungen als zweckmiiflig erweisen.

5.4.3 Losung des Intervalldesigns

Die Losung des Intervalldesign lisst sich in zwei Stufen unterteilen, vgl. Ubersichtstabelle 5.4. In einer ersten
Stufe ist die Losbarkeit zu untersuchten. Hierzu bieten die Uberlegungen des Abschnitts 3.3 wichtige Anhalts-
punkte, wo minimal erreichbare Koeffizienten k berechnet wurden. Falls die Lésbarkeit gegeben ist, werden
maximale individuelle Werte % fiir die Koeffizienten unter Beriicksichtigung der gew&hlten Zielvorgaben berech-
net. Nach diesen Vorarbeiten werden in einer zweiten Stufe die Koeflizienten bestimmt, mit denen die Kriterien
»bestmdoglich“ erreicht werden kénnen.

Stufe I: Losbarkeitstest und Berechnung maximaler individueller Werte

In der Stufe I wird getestet, ob das Intervalldesign l6sbar ist, d.h. ob es Koeffizienten k gibt, die die An-
forderungen, die in Abschnitt 5.4.1 formuliert wurden, erfiillen. Notwendige und hinreichende Bedingung ist,
dass:

| (ATPyA) 'ATPy | Lk < %501 (5.76)

erfiillt ist, wobei die Ungleichung komponentenweise zu verstehen ist. Aus der Betrachtung von (5.76) ergeben
sich zwei wesentliche Folgerungen:

e Kann (5.76) fiir alle Koeffizienten erfiillt werden, so dass es - zumindest theoretisch - méglich ist, die
Impréazision zu vernachléssigen. Zusétzlich kann fiir jeden Koeffizienten individuell eine obere Schranke %;
berechnet werden, die der Wert nicht iibersteigen darf, um den Anforderungen zu geniigen. Man erhilt
dann mit der unteren Grenze i, vgl. Abschnitt 3.3, eine Intervallbox [k], in der alle zuldssigen Koeflizienten
enthalten sind. In der zweiten Stufe des Intervalldesigns werden Ansitze vorgestellt, die es ermdglichen,
einen ,besten“ Satz an Koeflizienten zu wihlen.

e Kann (5.76) nicht fiir alle Koeffizienten erfiillt werden, so ist die Imprizision in der gegebenen Netz-
konfiguration nicht zu vernachléssigen. Gegebenenfalls kann durch eine Variation der Netzkonfiguration
(FOD) erreicht werden, dass (5.76) erfiillt wird. Ansonsten miissen Imprizision und Stochastizitit und
getrennt behandelt werden. Unsicherheitsmafle fiir die Punktposition sind nur in Form der erweiterten
Konfidenzbereiche, vgl. Abschnitt 4.4, adiquat reprisentiert.

Wir betrachten zunichst den Fall, dass der Losbarkeitstest erfiillt wird. Dann kann fiir jeden Koeflizienten &;
individuell eine obere Schranke durch die Losung des folgenden Optimierungsproblems bestimmt werden:

max kK;
i=1,...,9

- —_ —_ 5.77
| (ATP,A)T'ATPy Lk < Resou,  (a) (570
>

Kj K- (b)
Die Nebenbedingungen (a), (b) bestimmen den zulissigen Bereich @ der Optimierungsaufgabe. Dieser ist
durch ein konvexes Polyeder beschrieben, das im positiven Halbraum liegt, da x; > 0. Da das Matrixpro-

dukt | (ATP,A) APy | L eine nicht-negative Matrix ergibt (alle Elemente > 0),;ird der maximale Wert fiir
einen Parameter x; dann angenommen, wenn alle anderen Parameter gleich dem Wert ihrer unteren Schranke
sind, d.h. (5.77) kann direkt (ohne Optimierung) gelost werden.
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Beispiel 32 Betrachten wir als erlduterndes Beispiel den iiberbestimmten zweidimensionalen Bogenschnitt,
wobei der Neupunkt von drei Festpunkten aus durch Messung jeweils einer Strecke eingeschnitten wird. Folgende
a priori Werte wurden angesetzt: die Standardabweichung betrégt og = 2 mm + 2ppm S. Die Koeffizienten der
Faustformeln ergeben sich fiir das Instrument TPS1101 nach Tabelle (3.3): Kopriori = (1.5[mm], 1[ppm])T. Fiir
das Netz, das in Abbildung 5.10(a) veranschaulicht ist, wurden fiir die drei Strecken folgende Intervallradien
S13, = 1.7mm, Sz 3, = 1.8mm und Sy 3, = 1.7 mm berechnet. Mit & = (0.15[mm)], 0.75[ppm])T liefert der
Losbarkeitstest (5.76) folgende Werte:

Zielvorgaben erreichbare Werte
Koordinate i‘r,i,soll i"r,i,soll i‘r,i (ﬁ) ﬁ'r,i(E) i‘r,i("’ap’riori)
individuelle Anpassung | integrale Anpassung | Minimalwerte | Maximalwerte | a priori Werte
Y3 0.42 0.60 0.30 1.02 1.94
3 0.41 0.60 0.42 1.33 2.36

Tabelle 5.5: Lisbarkeitstest fir das Kriterium der individuellen Anpassung auf Basis der Standardabweichung und der
integralen Anpassung auf Basis des durchschnittlichen Punktfehlers, alle Werte in [mm].

In der zweiten Spalte sind die Zielvorgaben fiir die Intervallradien der Koordinaten bei individueller Anpas-
sung auf Basis der Standardabweichung angegeben, in der dritten Spalte bei integraler Anpassung auf Basis
des durchschnittlichen Punktfehlers. Der Losbarkeitstest liefert minimale Intervallradien, die erreicht werden
kénnen, vgl. vierte Spalte. Fiir die z-Koordinate liegt dieser Wert um 4% iiber den Zielvorgaben der individu-
ellen Anpassung, d.h. der Losbarkeitstest ist nicht erfiillt. Fiir die y-Koordinate konnen die Kriterien jedoch
eingehalten werden. Die Kriterien der integralen Anpassung werden fiir beide Koordinaten erfiillt. In der fiinf-
ten und in der letzten Spalte sind die Intervallradien der Koordinaten angegeben, die sich aus den maximalen
Werten fiir die Koeffizienten K und den a priori Werten berechnen lassen.

Betrachten wir die zwei Koeffizienten der Streckenmessung, so zeigt Abbildung 5.10(b) den zuléssigen Bereich
der Koeffizienten ag und cg. Der Koeffizient ag beschreibt den konstanten Beitrag zum Intervallradius der
Streckenmessung, cs den Beitrag, der linear mit der Streckenlinge zunimmt, vgl. Abschnitt 3.3.2. Da die Matrix
| (ATPyA)~*ATPy | L nicht-negativ ist, sind die Steigungen der Geraden, die die Restriktionen beschreiben,
immer negativ. Die obere Grenze ist gegeben durch & = (0.28]mm], 1.4[ppm])T. Die individuelle Behandlung
der einzelnen Koeffizienten fiihrt allerdings dazu, dass nicht gleichzeitig die Extremwerte angenommen werden
konnen, d.h.

| (ATPyA)"'ATPy |LE > %, s0u- (5.78)

— Restriktionen (5.72a)| il

= = minimale Werte
der Koeffizienten 7
Zulassiger Bereich

X (Nord) [m]

N

=}

S
T

sob 1 0.5 T
10mm
% 00 200 300 200 % 0.1 0.2 0.‘3 0.4 05 0.6
Y (Ost) [m] a_ [mm]
(a) Intervallbox, Wertebereich und 95%-Konfidenzellipse (b) Zuldssiger Bereich fiir eine Optimierung im Intervall-
des Startdesigns design bei Vorgabe integraler Mazimalwerte

Abbildung 5.10: Intervalldesign fir den dberbestimmen zweidimensionalen Bogenschnitt
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Eine Darstellung des Randes der Restriktionsmenge in Abh#ngigkeit der Parameter liefert den funktionalen
Zusammenhang, wie sich eine Variation eines Koeflizienten auf alle anderen auswirkt. Fiir alle neun Koeffizienten
der Faustformeln ist der Zusammenhang durch ein neundimensionales konvexes Polyeder gegeben, so dass eine
explizite Parametrisierung zu aufwandig ist. Fiir den einfachen Fall zweier Koeffizienten bei der Streckenmessung
ergibt sich:

cs(as) =2.1-1072—4-10"%ag, fir as € [0.15, 0.28]. (5.79)
Es lassen sich die folgenden Schlussfolgerungen ziehen:

1. Bei Anwendung des individuellen Kriteriums (5.72) (was zu bevorzugen ist), ist eine Vernachléssigung der
Imprézision im obigen Beispiel knapp nicht moglich, da die Zielvorgaben mit den Minimalwerten k der
Koeffizienten nicht einzuhalten sind.

2. Bei Anwendung des integralen Kriteriums (5.75) lassen sich Spielrdume fiir die Koeffizienten erkennen, die
im Folgenden ausgenutzt werden sollen. Man hat somit eine gewisse Wahl, die Koeffizienten as und cg
optimal zu bestimmen, d.h. ein passendes Instrumentarium zu wéhlen bzw. den Aufwand der Erfassung
der Refraktion zu begrenzen.

Stufe II:

In der Stufe II wird ein Vektor der Koeffizienten bestimmt, der die Anforderungen mit minimalem Aufwand
erfiillt, d.h. ein Vektor, der einerseits moglichst nahe an der oberen Grenze K liegt und andererseits die Soll-
vorgaben fiir die Intervallradien der Koordinaten bestmdoglich (von unten) anndhert. Durch die funktionale
Abhingigkeit der Intervallradien von den Koeffizienten wird man es im Allgemeinen nicht erreichen, dass der
Abstand

Ai’r,z’ = -’ﬁr,i - i’r,z’,soll (580)

fiir alle Koordinaten ¢ gleichzeitig verschwindet. Fiir eine maximal tolerierbare Imprizision sollte der Vektor
Xr.i,s0ll »bestmoglich® angepasst werden.

Ein erstes (automatisches) Verfahren kann durch die Forderung einer quadratischen Anpassung realisiert werden.
Hierbei wird im Sinn der Vektoroptimierung (Normskalarisierung mit identischen Gewichten) versucht, beiden
Zielvorgaben gerecht zu werden. Sei f = (%, k)7 der (u + 9) x 1 Vektor und

_(Mu O . o 1 (1
M = ( 0 M22) mit M;; = dzag(ir,i’sou) und My, = dzag(ﬁ_i) (5.81)
die (u+9) x (u+9) Diagonalmatrix zur Homogenisierung der Einheiten bzw. Groflenordnungen und folgenden
Vektor der Sollwerte

fsoll = (ir,soll; E)Ta (582)

so wird eine bestmogliche Anpassung an die Sollwerte im quadratischen Mittel durch folgende Vektoroptimie-
rungsaufgabe erzielt:

rr}gin(f — fsoll)TMTM(f - fsoll)
— —_ — 5.83
| (ATP”A)_IATP” | Lk ( )

S r,s0ll 5 (a)
K 2

(b)

=

Die Losung k* von (5.83) liefert eine bestmogliche Anpassung der Maximalwerte der Intervallradien der Koor-
dinaten. Die Variation der einzelnen Koeffizienten ist mit unterschiedlichen Kosten bzw. Aufwand verbunden:
Die Verwendung eines Instrumentes einer hoherwertigen Instrumentenklasse verteuert (lediglich) die Messung.
Das Messen in zwei Lagen verdoppelt den Aufwand der Anzielungen fiir die Richtungen und somit die Messzeit.
Der Einfluss der Prismen kann ganz ausgeschaltet werden, wenn eine entsprechende Ausrichtung der Prismen
vorgenommen wird. Die Reduktion des Einflusses der Refraktion ist schliellich mit dem hochsten messtech-
nischen und finanziellen Aufwand verbunden, wobei immer die Problematik der Reprisentativitit der Werte
zu beriicksichtigen ist, vgl. die Diskussion in Abschnitt 3.3. Die quadratische Anpassung beriicksichtigt diese
Randbedingungen nicht, was durch die Fortsetzung des Beispiels 32 verdeutlicht werden soll.
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Beispiel 33 Wir setzen das Beispiel 32 fort. Fiir die quadratische Anpassung nach (5.83) erhilt man den
folgenden Losungsvektor des Intervalldesigns:

K* = (0.22[mm], 1.0[ppm])T. (5.84)
| #rusou [mm] | z(x*) [mm] [ Az, mm] [ Az,[%] ]
0.60 0.43 0.17 28.5
0.60 0.60 0.00 0.0

Tabelle 5.6: Vergleich der Anpassung bei quadratischer Zielfunktion am Beispiel des iberbestimmten Bogenschnittes

Die obige Tabelle zeigt, wie die Maximalanforderungen x, s5o; durch den Losungsvektor x* exakt eingehalten
bzw. unterschritten werden. Mit den Minimalwerten verschiedener Instrumente nach Tabelle 3.3 wiirde dieses
Ergebnis am Besten mit dem Instrument TCA2003 (as,rc 42003 = 0.17 und cs 1c 42003 = 0.9) realisiert werden.
Allerdings ist hier noch ein gewisser Spielraum des Koeffizienten ag, der zugunsten von cg verringert wer-
den konnte, ohne dass ein hoherwertiges und somit teureres Instrument zum Einsatz kommen muss. Dadurch
kann der Koeffizient cg einen gréfieren Wert (,mehr Imprézision“) annehmen. Fiir die Messanordnung heifit
dies, dass der Einfluss der Refraktion mit einem geringeren Aufwand erfasst werden kann, was die Kosten der
Messanordnung reduziert. Das zweite Verfahren, das im Folgenden vorgestellt wird, eignet sich, direkt diese
Rahmenbedingungen zu berticksichtigen.

Als Alternative zum Verfahren der quadratischen Anpassung wird ein iteratives und interaktives Vorgehen vorge-
schlagen, das dem Anwender Spielraum lisst, welcher Koeffizient wie stark von den Maximalwerten K reduziert
werden soll. Die Losung «* des Verfahrens der quadratischen Anpassung kann dabei einen Anhaltspunkt geben,
welche Groflenordnungen der Reduktionen realistisch sind. Der Ansatz basiert auf dem Optimierungsproblem
(5.77), wobei in jedem Iterationsschritt ! eine Restriktion in der Form

bfﬁ, =%;®  oder alternativ: kj = can_k(l) (5.85)
fiir einen weiteren Koeffizienten rj hinzugefiigt wird. Durch den Zeilenvektor bf wird der Wert des k-ten

—(1) .
Kk D afr®, 0<ep <1, by > 1 fixiert.

k

Koeffizienten auf das Niveau

max K;
ie1
| (ATPyA)'ATP; |[Lk < %psou, (a) (5.86)
Kj > Kj (b)
BWgx = n_k(’), (¢)

wobei B() eine [ x 9 Matrix ist. Fiir eine iterative Anwendung von (5.86) sind folgende Schritte nétig:

1. Die Berechnung von (5.77) liefert einen Startvektor der individuellen oberen Schranken &).

2. Durch die Wahl eines Koeffizienten s, und eines Reduktionsniveaus by bzw. ¢ ist durch (5.85) der optimale
Wert k3 fiir diesen Koeffizienten durch den Anwender fixiert.

3. Die Menge Z bezeichne die noch nicht fixierten Koeffizienten. Die Berechnung von (5.86) fiir alle Ko-

effizienten k;, i € Z, liefert fiir diese neue individuelle obere Schranken %;*) und neue Sollvorgaben
S (I41)
rysoll”

0 =2 | (ATPyA)TATP, Lk, KT :=(0,..

r,soll "~ “‘r,soll

50,655,0,...,0). (5.87)

Beispiel 34 Wir setzen das Beispiel 32 fort, um das zweite Verfahren zu erldutern. Um eine gezielte Anpassung
zu erreichen und um somit das gesamte Potential auszuschopfen, d.h. den Aufwand der Messung zu minimieren,
wird der zweite Ansatz verwendet. In der ersten Iterationsstufe wird as = asrca2003 = 0.17 mm auf den
Wert des Instrumentariums TCA2003, vgl. Tabelle 3.3, festgesetzt. Der Reduktionsfaktor hat dabei den Wert
¢; = 0.6, d.h. der optimale Wert fiir den Koeffizienten £7* = as ¢ 42003 entspricht 60% des Maximalwertes %;,
vgl. Beispiel 32, der aufgrund der Zielvorgaben moglich wére. Dadurch wird der maximale Spielraum fiir den
Koeffizienten cg gelassen. Als Ergebnisvektor erhilt man:

K** = (0.17[mm)], 1.3[ppm])T. (5.88)
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Durch den grofleren Wert k5* kann einerseits der eingeschrénkten Reprasentativitdt des Brechungsindex fiir den
gesamten Lichtweg besser Rechnung getragen und andererseits der Aufwand der Erfassung reduziert werden.
Wird das TCA2003 verwendet, so muss der Brechungsindex der Atmosphére auf £0.5ppm bestimmt werden.
Mit diesen Werten werden die Anforderungen nach (5.72) eingehalten bzw. unterschritten, was in der folgenden
Tabelle dargestellt ist.

| #rsou [mm] | @r(x**) [mm] || Az, [mm] [ Az, [%] |
0.60 0.41 0.19 31.9
0.60 0.60 0.00 0.0

Tabelle 5.7: Vergleich der Anpassung beim zweiten Ansatz im Intervalldesign

Es muss an dieser Stelle ausdriicklich angemerkt werden, dass eine weitaus groflere Auswahl an Instrumenten
verschiedenster Hersteller zur Verfiigung steht und ggf. andere Werte ausgewihlt werden kénnen. Die Ergeb-
niswerte der Beispiele 32-34 sind daher rein exemplarisch zu verstehen. Da im Rahmen der vorliegenden Arbeit
keine Instrumentenuntersuchungen, sondern priméir theoretische Uberlegungen durchgefiihrt wurden, kann die
obige Wahl keine Préferenz fiir einen bestimmten Hersteller ausdriicken.

5.4.4 Beispiel und Wertung der L6sung des Intervalldesigns

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass eine individuelle und auch integrale Anpassung nur schwer zu
erreichen ist. Durch die Ahnlichkeit zwischen Stochastizitit und Imprézision, die durch Gleichung (5.61) und
(5.62) ausgedriickt ist, fehlt ein Spielraum, die Anpassung durch Variation der Netzkonfiguration zu verbessern.

Betrachten wir als abschliefendes Beispiel die Anpassung der Koeffizienten beim dreidimensionalen Linach-
Netz. Da bei einem guten Ausgangsdesign die Intervallboxen und Konfidenzellipsen ungefihr in der selben
Groflenordnung liegen, ist eine Verringerung gemifl der Vorgaben in Abschnitt 5.4.2 nicht immer moglich. Im
Folgenden soll deshalb zur Demonstration des Verfahrens ein abgeschwiichtes Kriterium verwendet werden:

dpi < ,/% (5.89)
Npkte

Der Losbarkeitstest (5.76) ist erfiillbar und es wird eine obere Schranke K fiir die Koeffizienten berechnet,
vgl. Tabelle 5.8, vierte Spalte. In der zweiten Phase des Intervalldesign geht es darum, aus dem Intervall [k]
einen Vektor der Koeffizienten auszuwihlen, der einerseits (5.89) erfiillt und andererseits eine Umsetzung mit
moglichst geringem Aufwand ermdoglicht. Fiir einen ersten Anhaltspunkt, wie ein solcher Vektor aussehen kann
und welche Spielrdume fiir die Reduktion der einzelnen Koeflizienten moglich sind, wird die Optimierungsaufgabe
(5.83) gelost. In der fiinften und sechsten Spalte der Tabelle 5.8 ist der Ergebnisvektor k* angegeben und die
prozentualen Reduktionsbetréige, auf die die oberen Grenzen K dabei verringert wurden. In einem zweiten Schritt
ist mit Hilfe der Ergebnisse der in Abschnitt 3.3 gefiihrten Diskussion zu untersuchen, welche Instrumentarien,
Mess- und Auswertemethoden, die exemplarisch in dieser Arbeit betrachtet wurden, verwendet werden miissten,
um diese Koeffizienten zu realisieren.

o Fiir die Wahl der Instrumente folgt: die Forderungen an die Streckenmessung sind nur mit dem Mekometer
5000 einzuhalten, die Anforderungen fiir die Richtungs- bzw. Zenitdistanzmessung mit dem TCA2003.
Dieses Ergebnis ist unbefriedigend, da das Netz mit zwei verschiedenen Instrumenten gemessen werden
muss, was den Aufwand verdoppelt.

e Fiir die Messmethoden folgt, dass die Richtungen und Zenitdistanzen in zwei Lagen gemessen werden
miissen. Eine geriiteinterne Korrektur der Instrumentenfehler nach (3.1) bzw. (3.4) ist fiir diese Anwendung
nicht ausreichend.

e Fiir die Prismenausrichtung liegt ein gewisser Spielraum vor. Daher miissten nicht unbedingt Prismen
verwendet werden, die das Konstruktionskriterium (3.8) erfiillen. Umgekehrt sind bei dieser Staumauer
die Prismen nicht fest installiert, so dass eine individuelle Ausrichtung mdglich ist. Dadurch kénnte der
Spielraum auf andere Koeffizienten umverteilt werden.

e An die Refraktionserfassung werden hochste Anforderungen gestellt, diese erhGhen den Messungsaufwand
erheblich. Hier wire es wiinschenswert, groflere Spielriume zur Verfiigung zu haben.
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Koeffizient Startdesign quadratische Anpassung interaktive Anpassung
Kapriori K ‘ K K* % in [%)] K** ": in [%)]

ag [mm] 1.50 0.15 | 0.22 0.15 65.5 0.17 75.0
cs [ppm] 1.00 0.75 | 0.16 0.8 45.6 0.10 72.0
ap [mgon] 0.10 0.01 | 0.03 0.01 28.0 0.01 26.5
br [mgon m| 8.80 0.0 2.37 1.08 45.9 0.00 0.0
cp Imgonml 0.16 | 0.16 | 0.19 || 0.16 85.2 0.16 85.0
dg [mgon] 0.20 0.1 | 0.37 || 0.12 34.6 0.10 26.9
a¢ [mgon] 0.45 0.1 | 0.24 || 0.13 45.7 0.10 42.0
b¢ [mgon m)] 8.70 0.0 | 12.5 || 9.48 24.1 0.00 0.0

¢ Imgonml 0.16 | 0.16 | 0.31 || 0.16 48.8 0.30 96.8

Tabelle 5.8: Ubersicht tber die optimalen Koeffizienten k* bei der quadratischen Anpassung bzw. k** bei der interaktiven
Anpassung

Als Alternative soll deshalb die interaktive Anpassung verwendet werden, die dem Anwender erlaubt, die Ver-
teilung der Imprézision auf die Koeffizienten zu steuern, vgl. Optimierungsaufgabe (5.86). In den ersten zwei
Iterationsschritten werden die Koeflizienten bg und b¢ auf ihre Minimalwerte fixiert, d.h. es wird davon ausge-
gangen, dass die Prismen exakt ausgerichtet werden kénnen. Dadurch verbleiben fiir alle anderen Koeflizienten
die maximal moglichen Variationsbereiche.

In einem zweiten Schritt soll versucht werden, dass das Netz nur mit einem Messinstrument, dem TCA2003,
gemessen werden soll. Dies kann durch Reduktion der Koeflizienten as, cs bzw. ar, dr, a¢ auf die Werte des
TCA2003 erreicht werden. Der dann noch verbleibende Spielraum soll fiir die Imprézision der Refraktionserfas-
sung verwendet werden. Tabelle 5.8 zeigt in der vorletzten Spalte die so erhaltenen Koeffizienten k**. Die letzte
Spalte gibt an, auf welchen Prozentsatz dabei die maximalen Werte ® reduziert wurden.

Abbildung 5.11 gibt einen Vergleich der Intervallra-
dien der Koordinaten z, y, z pro Punkt vor und nach
der Optimierung im Intervalldesign an. In Schwarz
sind die vorgegeben Sollwerte X, ;o der Intervall-
4 radien pro Koordinate dargestellt, in einem helle-
ren Grau, die Intervallradien x,(k*), die sich bei ei-

35
= = Sollvorgabe

Il a priori
[] quadratische Anpassung
[ interaktive Anpassung

25 |1 ne quadratischen Anpassung ergeben und in einem
dunkleren Grau die Intervallradien xr(n**), die aus
oL | einer quadratischen Anpassung resultieren.

Es wird deutlich, dass fiir viele Koordinaten die Ziel-
ar 1 vorgaben weit unterschritten werden kénnen. Durch
die Koppelungsmechanismen zwischen den Koeffizi-
s I | 1.L] 1 enten der Faustformeln und der Intervallradien der
Messungen einerseits sowie den Intervallradien der
05| 1 Messungen und denen der Koordinaten andererseits
H H WH H H WH H wH H HH konnen nicht alle Anforderungen gleichzeitig exakt
erreicht werden. Um die Abweichungen zu verringern
Punkt 1 Punkt2 Punkt3 Punkt4 Punkt5 Punkt6 Punkt7 Punkt8 und somit eine bessere Anpassung 7u erreichen, kﬁnn—
te eine quadratische Anpassung der Intervallradien
an die Sollvorgaben ohne die Nebenbedingung (a):
Xr (k) < Xy, sou berechnet werden. Die Radien der Er-
gebnisintervalle wiirden in diesem Fall die Sollvorga-
ben auch iiberschreiten diirfen. Dieser Ansatz ist als
Losungsstrategie wenig geeignet, da er der ,,Philoso-
phie“ der Intervallmethode widerspricht. Diese sieht vor, dass die Sollvorgaben feste obere Schranken darstellen,
die auf keinen Fall {iberschritten werden diirfen.

Intervallradien der Koordinaten in [mm]

Abbildung 5.11: Vergleich der Sollvorgaben X, sou der Inter-
vallradien der Koordinaten mit den Intervallradien x.(K™)
bzw. x:(K™"), die sich mit den optimalen Koeffizienten K™
der quadratischen Anpassung bzw. k™™ der interaktiven An-
passung ergeben.

Beide Verfahren liefern somit vergleichbare Losungen, bei denen die Sollwerte der Intervallradien der Koordi-
naten eingehalten oder unterschritten werden. Die interaktive Anpassung weist den groflen Vorteil auf, dass die
Priferenzen des Nutzers beriicksichtigt werden kénnen, wie das Imprizisionsbudget auf die Koeffizienten der
Faustformeln verteilt werden soll. Dadurch werden der Messaufwand und die Kosten stark reduziert.
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In diesem Beispiel wurden abgeschwiichte Zielvorgaben verwendet, um das Prinzip des Intervalldesigns zu de-
monstrieren. Die ,scharfe“ Formulierung der Zielvorgaben nach (5.72) - (5.75) koénnen beispielsweise fiir das
Linach-Netz sowie die Diagonalenviereckskette nicht eingehalten werden. Als Konsequenz heif3t dies, dass in Be-
zug auf die genannten Zielvorgaben und die betrachtete Netzkonfigurationen die Imprdzision nicht vernachldssigt
werden darf. Beide Anteile der erweiterten Unsicherheit miissen fiir eine realistische Unsicherheitsbehandlung
betrachtet werden, wie dies in Abschnitt 2 vorgeschlagen wurde.

Ergénzend soll kurz diskutiert werden, ob durch eine Variation der Netzkonfiguration ein neues Netzdesign
erhalten werden kann, mit dem die Kriterien einzuhalten sind. Die Netzpunkte, die die Staumauer repréisentieren,
konnen nicht variiert werden, sondern lediglich die Kontrollpunkte sind als variabel anzusehen. Die Problematik
der Losung dieser Aufgabenstellung liegt in der Ahnlichkeit des Verhaltens von Stochastizitsit und Imprizision,
die in Abschnitt 5.3.3 gezeigt wurde. Es miisste eine Netzkonfiguration gefunden werden, bei der das Verhiltnis
zwischen den Kenngréflen der Stochastizitit und der Imprizision deutlich vergroflert werden kann.

Ein alternativer Ansatz wire ein gezieltes Einfiihren weiterer Messungen. Dadurch wird die Bestimmungsgeo-
metrie und das Ubertragungsverhiltnis der Imprizision der Messungen auf die ausgeglichenen Koordinaten
verbessert. Gleichzeitig wirkt sich dieser Mechanismus aber auch auf die Varianz-Kovarianz-Matrix aus, so dass
die Sollvorgaben ebenfalls verringert werden. Andererseits wird zusdtzliche Imprizision eingefiihrt, die die Ver-
besserungen teilweise kompensieren kann oder die Imprézision der Koordinaten sogar erhchen kann, vgl. die
Diskussion in Abschnitt 5.3.2. Weitere Untersuchungen dieser Fragestellung wiren wiinschenswert, insbesondere
den Einfluss einzelner Beobachtungen auf die Imprézision der Koordinaten analytisch angeben zu kénnen.

Umgekehrt kann die Anpassung der Imprizision an gewisse Zielvorgaben unter einem zweiten Blickwinkel be-
trachtet werden. Neben der Optimierung im Intervalldesign mit der Zielsetzung der Vernachlissigung der Im-
prizision kann eine zweite Ausrichtung verfolgt werden. Hierbei steht das Einhalten von Maximalvorgaben fiir
die Imprizision im Vordergrund, die beispielsweise in einem Lastenheft fiir eine konkrete Anwendung gefordert
werden, vgl. BRAEMS (2002, S.155ff) oder BRAEMS ET AL. (2003). Es werden analog zu (5.72) - (5.75) obere
Schranken fiir die Imprézision der Koordinaten oder Punkte festgelegt, die nicht iiberschritten werden diirfen.
Somit wird der Worst-Case der Imprizision der Punkte eingeschrinkt. In Verbindung mit einer unteren Schran-
ke fiir die Imprézision, die sich mit den Minimalwerten der Koeffizienten der Faustformeln angeben l4sst, ist eine
innere und dufere EinschlieBung der Imprizision méglich. BRAEMS (2002, S.165ff) zeigt eine Anwendung fiir die
Gesamtunsicherheit verschiedener Thermometer. Durch gekoppelte Minimax-Optimierungsprobleme werden die
innere und duflere Einschliefungen berechnet. Ist die Lésungsmenge leer, so erfiillt das untersuchte Thermometer
nicht die Vorgaben im Lastenheft und ist fiir die Losung der Aufgabenstellung nicht geeignet.

5.5 Gemeinsame Optimierung von Impréizision und klassischen Ziel-
vorgaben

Nachdem einzelne Optimalitdtskriterien beziiglich Genauigkeit, Zuverlédssigkeit und Imprézision in den voran-
gegangenen Abschnitten getrennt fiir verschiedene Netze untersucht wurden, sollen diese Zielgréflen in einer
Vektoroptimierung zusammengefiihrt und kombiniert werden. In einem ersten Schritt soll die erweiterte Unsi-
cherheit (Stochastizitét und Imprizision) minimiert werden. In einem zweiten Schritt wird das Kriterium der
Zuverlidssigkeit zu diesen beiden Zielvorgaben hinzu genommen und die Aufgabenstellung durch Vektoroptimie-
rung gelost.

5.5.1 Optimierung der erweiterten Unsicherheit

Die erweiterte Unsicherheit ergibt sich aus der Uberlagerung der Stochastizitit und Impriizision der Punktko-
ordinaten, vgl. Abschnitt 4.4. Im Folgenden sollen die Ideen, die bereits in Abschnitt 5.3.3 vorgestellt wurden,
aufgegriffen werden. Dabei wird gezeigt, dass eine Reduktion der erweiterten Unsicherheit entweder durch eine
Optimierung spektraler Zielfunktionen fiir die Imprizision oder fiir die Stochastizitét erreicht wird.

In Abschnitt 5.3.3 wurde die Ahnlichkeit der Reaktion von spektralen Zielfunktionen der Stochastizitiit und der
Imprézision bei einer Variation des Netzdatums, der Netzgeometrie oder der Ge;wichtung der Beobachtungen
herausgearbeitet. Der Grad der Ahnlichkeit wird dabei durch das Verhiltnis Pfl L, der Wurzel der Gewichte
zu den Intervallradien der Messungen bestimmt. Fiir kleinrdumige Netze ist diese Relation nahezu fiir alle
Beobachtungen eines Messungstyps konstant, da sich die Variation der Intervallradien mit der Streckenldnge
nach den Faustformeln (3.2), (3.4) und (3.6) nur gering ausprigt. Es werden allerdings fiir unterschiedliche
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Messungstypen verschiedene Werte fiir das Verhéltnis erreicht. Lediglich fiir sehr heterogene Netze, in denen
sowohl geringe (< 100m) als auch grofie Punktabstinde (>> 1000m) vorkommen, kann das Verhéltnis zwischen
Gewichtung und Intervallradien auch fiir Beobachtungen eines Messungstypen stirker variieren.

Fiir den Spezialfall Pl%l L. = nI wird die Ahnlichkeit zur Aquivalenz der Zielfunktionen:

S

(5.90)

k3

Kl = )28 =nvspurQaaz,
1

||K]]2 51 =1V |Qzzll2-

In beiden Fillen (Ahnlichkeit oder Aquivalenz) fiihrt eine Reduktion der Werte einer spektralen Zielfunktion
der Imprizision auch zur Reduktion der Werte der spektralen Zielfunktionen der Stochastizitit und umgekehrt,
vgl. Tabelle 5.2 fiir das Beispiel der Diagonalenviereckskette oder Tabelle 5.3 fiir ein flichenhaftes Netz. Da kein
gegenliufiges Verhalten von Imprizision und Stochastizitét vorliegt, vereinfacht sich die Optimierungsaufgabe
fiir die erweiterte Unsicherheit. Als Zielfunktionen kann direkt auf die spektralen Kenngroflen der Imprézision
oder Stochastizitdt zurlickgegriffen werden. Dadurch wird eine aufwéndige Formulierung von Kenngréflen oder
Zielfunktionen, vgl. Abschnitt 4.4, elegant umgangen.

5.5.2 Gemeinsame Optimierung von Imprézision, Stochastizitit und Zuverlissig-
keit

Abschlieflend soll die gemeinsame Optimierung von Imprizision, Genauigkeit und Zuverlissigkeit vorgestellt
werden. Hierzu werden Methoden der Vektoroptimierung verwendet, wobei jeweils eine der Zielfunktionen fiir
die einzelnen Kriterien, die in Abschnitt 5.2.2 vorgestellt wurden, ausgewihlt werden soll. Es ist zu erwarten,
dass sich die Zielfunktionen ®4 und ®p(K) bzw. &5 und ®5(K) je dhnlich verhalten werden, vgl. Diskus-
sion in Abschnitt 5.3.3. Um alle Eigenschaften abzudecken, kann deshalb beispielsweise ®g als Zielfunktion
fiir die Genauigkeit angesetzt werden und @ #(K) als Zielfunktion fiir die Imprézision. Als Kriterium fiir die
Zuverlidssigkeit wird eine homogene Verteilung der Redundanzanteile im Netz angestrebt, was beispielsweise
durch Minimierung des maximalen Redundanzanteils als Zielfunktion erreicht werden kann. Der Vektor der
Zielfunktionen habe folgende Gestalt:

& = (||Qssll2, ||Kl|r, [[vecd(QsoPu)lloo ) (5.91)

wobei vecd(Q43Py) den Vektor darstellt, der die Diagonalelemente des Matrixproduktes Qg3 Py enthilt. Das
Vektoroptimierungsproblem fiir das First Order Design 1asst sich folgendermaflen darstellen:

min ¢
{ x (5.92)

x < x <X,

wobei x bzw. X die untere bzw. obere Grenze des Variationsbereichs der Koordinaten angeben. Im Folgenden
soll (5.92) durch die Wahl einer Zielfunktion geldst werden, wobei die Werte der anderen Zielfunktionen unter
gewissen Schranken liegen sollen. Als alternativer Ansatz wird eine Losung mit Normskalarisierung vorgestellt.

Losung der Vektoroptimierung durch Wahl einer Zielfunktion

Betrachten wir als ersten Ansatz zur Losung der Vektoroptimierung die Wahl einer Zielfunktion. Die Werte
der anderen Zielfunktionen werden als Nebenbedingungen eingefiihrt, so dass garantiert werden kann, dass
diese gewisse Schranken nicht iibersteigen. Fiir das folgende Beispiel soll als Zielfunktion der maximale Redun-
danzanteil minimiert werden, wodurch eine Homogenisierung der Werte erreicht werden kann. Die Werte der
Zielfunktionen der Unsicherheit sollen die Startwerte nicht iiberschreiten, vgl. Abbildungen 5.13. Als zusétzliche
Restriktion wird gefordert, dass der minimale Redundanzanteil nach der Optimierung nicht kleiner sein darf als
beim Startdesign.

min max veed(QqsPy)
K3 K2

x <x <X, (a)
IK|[r < [[K[F, () (5.93)
1Qazll2 < [1Q351]2, (c)
{vecd(Q%P”)t’} < min{vecd(Q@@P”)}. (d)
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Verschiedene Untersuchungen haben gezeigt, dass synthetische Netzformen wie Diagonalenvierecksketten bereits
eine fast optimale Situation beziiglich der Homogenitét der Redundanzanteile aufweisen, so dass nur eine geringe
Reduktion von 7pae — Tmin, (< 4%) moglich ist. Deshalb wird im Folgenden das Linach-Netz als Beispiel
betrachtet. Fiir die Untersuchungen steht die didaktische Komponente der Netzoptimierung im Vordergrund. Die
Ergebnisse sollen eher sekundér als ein Vorschlag fiir ein optimales Design eines Uberwachungsnetzes verstanden
werden.
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Abbildung 5.12: Darstellung der Punktunsicherheitsbereiche fiir das Linach-Netz im Ausgangsdesign

Abbildung 5.12 zeigt die Punktunsicherheitsbereiche fiir das A-Priori-Design des Linach-Netzes bei einer zwei-
dimensionalen Auswertung.

Beispiel 35 Betrachten wir die Optimierung des Linach-Netzes mit der Zielfunktion (5.93). Die Punktpositio-
nen der Objektpunkte an der Staumauer (Nr.6-8) wurden festgehalten und eine Variation von £50 m fiir die
Koordinaten der Kontrollpunkte (Nr.1-5) zugelassen.
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Abbildung 5.13: Vektoroptimierung des Linach-Netzes bei Wahl einer Zielfunktion
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Teilabbildung 5.13(a) zeigt die Wertebereiche und Intervallboxen, Teilabbildung 5.13(b) die 95%-
Konfidenzellipsen fiir das optimierte Design. Es lassen sich zwei Effekte feststellen: zum Einen findet eine Bewe-
gung der Kontrollpunkte zur Position des Punktes 3 statt (Kontraktionsanteil). Zum Anderen bewegen sich die
Kontrollpunkte (4,5) senkrecht dazu nach auflen (Dilatationsanteil). Beide Mechanismen fiithren dazu, dass fiir
das optimierte Netzdesign die Form und Grofle der Zonotope und Konfidenzellipsen homogener werden. Durch
die Dilationsbewegung werden giinstigere Schnittbedingungen fiir die Objektpunkte erzielt, vgl. beispielsweise
die Abnahme der Elliptizitit der Konfidenzellipsen und die Reduktion der Kenngréflen in der Tabelle 5.9. Die
Kontraktionsbewegung verbessert die Kenngroflen der Impriizision, deren Grofle von der Streckenléinge abhiingt,
vgl. Tabelle 5.9, fiinfte bis siebte Spalte. Die Spannweite der Redundanzanteile kann um 15% reduziert werden,
so dass das optimierte Design eine homogenere Verteilung der Redundanzanteile aufweist.

spurQas | [[Qagllz | [1Qaallr || [ Kllr | K2 | [[Klloo || Tmaz | Tmin | Tmaz = Tmin
[m?] [m?] [m?] [mm] | [mm] | [mm] [ [] []
a priori 5.83 1.80 2.32 188 | 112 | 3.11 0.92 | 0.09 0.83
aposteriori 5.76 1.31 2.01 1.88 | 096 | 2.42 0.79 | 0.09 0.70
Reduktion in [%] 1 27 13 0 14 22 14 0 15

Tabelle 5.9: Verinderung der Werte der Zielfunktionen bei der Vektoroptimierung des Linach-Netzes mit Wahl einer
Zielfunktion

Lésung mit Normskalarisierung

Als zweiter Ansatz sollen zwei Losungsvarianten mittels Normskalarisierung vorgestellt werden. Die gewichtete
Norm des Vektors der Zielfunktionen liefert dabei ein skalares Ersatzproblem fiir das Vektoroptimierungspro-
blem (5.92). Zusétzlich gilt, dass jede Losung des Ersatzproblems auch Losung des Ausgangsproblems ist, d.h.
paretominimal ist, vgl. GOPFERT UND NEHSE (1990, S.100ff) bzw. die Diskussion in Abschnitt 5.1.2.

s [Qeella K| [vecd(QsoPu)]|c
{min WITQe,Ile T W2TRe [T T W3 uecd(QooPu)® [luc (5.94)

x <x <X.

Die Gewichte wy, ws, w3 sollen den Einfluss der einzelnen Zielfunktionen steuern. Daher ist es wichtig, die
Einheiten bzw. Groflenordnungen zu vereinheitlichen, da diese Differenzen sonst implizit in den Gewichten
enthalten sind, vgl. XU (1993). Praktisch kann diese Harmonisierung beispielsweise durch Division mit den
Werten der Zielfunktionen im Startdesign erhalten werden, vgl. (5.94). Gleichung (5.94) stellt eine ganze Familie
an Optimierungsproblemen dar. KUANG (1996, S.250fF) sieht deshalb in Ansétzen der Vektoroptimierung wie
(5.94) das allgemeine Modell, aus dem alle anderen Optimierungsprobleme abgeleitet werden konnen.

Beispiel 36 Betrachten wir die Optimierung des Linach-Netzes mit der Zielfunktion (5.94). Die Punktposi-
tionen der Objektpunkte an der Staumauer (Nr.6-8) werden festgehalten, eine Variation von £50 m fiir die
Koordinaten der Kontrollpunkte (Nr.1-5) wird jedoch zugelassen. Die Gewichte wurden zu wy = 3, wy = 1 und
ws = 4 gewshlt.

Teilabbildung 5.14(a) zeigt die Wertebereiche und Intervallboxen, Teilabbildung 5.13(b) die 95%-
Konfidenzellipsen fiir das optimierte Design. Es lassen sich zwei Effekte feststellen: zum Einen findet eine Bewe-
gung aller Kontrollpunkte in y-Richtung hin zur Staumauer statt (Gesamtkontraktion). Zum Anderen bewegen
sich die Kontrollpunkte (4,5) in senkrechter Richtung dazu nach auen. Die Grundtendenz dieser Mechanismen
wurde bereits im vorherigen Abschnitt beobachtet, allerdings unterscheiden sich die exakten Punktbewegungen.
Der erste Effekt ist hauptsichlich durch die Zielfunktionen, die die Unsicherheit (Stochastizitiit und Imprézi-
sion) der Punktpositionen beschreibt, bedingt. Da die Intervallradien streckenléingenabhingig sind, fijhrt eine
Reduktion der Punktabstéinde zu einer Verbesserung dieser Zielfunktionen, vgl. Tabelle 5.10, zweite bis siebte
Spalte. Durch die Aulenbewegung der Kontrollpunkte kann die Spannweite der Redundanzanteile verringert
werden, vgl. die letzten drei Spalten der Tabelle 5.10. Da bei diesem Optimierungsansatz keine Restriktion fiir
den minimalen Redundanzanteil eingefiihrt wurde, sinkt dieser ebenfalls.
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Abbildung 5.14: Vektoroptimierung mittels Normskalarisierung fir das Linach-Netz

spurQas | Qa2 | Qaallr || [Kllr | K2 | [[Klloo || Tmaz | Tmin | Tmaz — Tmin
[m?] [m?] [m?] [mm] | [mm] | [mm] [] [] []
a priori 5.83 1.80 2.32 188 | 1.12 | 3.11 0.92 | 0.09 0.83
a posteriori 4.61 1.35 1.75 1.66 | 097 | 297 0.83 | 0.04 0.79
Reduktion in [%] 21 25 24 12 14 5 10 56 5

Tabelle 5.10: Verinderung der Zielfunktionen bei der Vektoroptimierung des Linach-Netzes mit Normskalarisierung

Aus dem Vergleich der Werte der Zielfunktionen a priori und aposteriori wird deutlich, dass eine Verbesserung
aller Zielfunktionen erreicht werden kann. Bei der getroffenen Wahl der Gewichte werden die Zielfunktionen, die
die Gesamtunsicherheit beschreiben, favorisiert. Die Homogenitét der Redundanzanteile kann zwar leicht gestei-
gert werden, allerdings auf Kosten der Kontrollierbarkeit einiger Beobachtungen, die ebenfalls reduziert wird.
Es wire deshalb sinnvoll, eine Restriktion einzufiihren, die ein Mindestniveau der Redundanzanteile garantiert.

Die Diskussion im obigen Beispiel 36 verdeutlicht die Komplexitit der Vektoroptimierung. KUANG (1996,
S.250fF) schligt im Gegensatz zum Ansatz der freien Minimierung (5.94) eine ,beste“ Anpassung an gegebene
Idealwerte vor, vgl. hierzu auch die Diskussion in XU (1993). Dadurch wird die Problemstellung vereinfacht und
iibersichtlicher. Fiir die folgenden Untersuchungen soll die Zielfunktion

(|| Qaell2—|Qpall2)? (K p— K [|r)? (|[vecd(QosPu)lloo —l|vecd(QaoPur)* |[oo)?
5 w w 2
Q2,112 Tw et Ws Toecd(QaoPi)° 12,

X <x <X. (a) (5.95)
min{vecd(Q%P”)"} < min{vecd(QM,Pu)} (b)

min wq
X

betrachtet werden, wobei die Nebenbedingung (b) eingefiihrt wurde, um ein Mindestniveau der Redundanzantei-
le zu garantieren. Die Idealwerte werden mit || Q% ||2, ||K*||F bzw. |[vecd(Qs5Pu)* || bezeichnet. Das folgende
Beispiel stellt diesen Ansatz vor.

Beispiel 37 Betrachten wir die Optimierung des Linach-Netzes mit der Zielfunktion (5.95). Die Punktpositio-
nen der Objektpunkte an der Staumauer (Nr.6-8) werden wieder festgehalten und eine Variation von +50 m
fiir die Koordinaten der Kontrollpunkte (Nr.1-5) ist zugelassen. Die Gewichte wurden zu w; = 1, wy = 1
und w3 = 1 gewdhlt, d.h. alle Zielfunktionen sollen gleichberechtigt sein. Als Idealwerte ||Q%;||2, ||/ K*||r bzw.
[lvecd(Qs5Pu)*||oo wird 75% der Werte der Zielfunktionen im Ausgangsdesign angesetzt.

Teilabbildung 5.15(a) zeigt die Wertebereiche fiir das Startdesign, Teilabbildung 5.15(b) die entsprechenden
95%-Konfidenzellipsen. Die Punktbewegungen lassen sich wieder in zwei Effekte unterteilen. Im Gegensatz zur
gemeinsamen Bewegung aller Kontrollpunkte (1-5) zur Staumauer in y-Richtung, vgl. Beispiel 36, findet nur eine
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Konktraktion der Netzes der Kontrollpunkte statt. Die Werte der y-Koordinaten der Punkte 4, 5 und damit der
Abstand zur Staumauer bleiben konstant. Durch die Konktraktion werden die Punktabstinde verringert, was zu
einer Reduktion der Impréizision fiihrt. Als zweiter Effekt l4sst sich eine Dilatationsbewegung der Kontrollpunkte
4,5 in z-Richtung feststellen. Dadurch kann die Bestimmungsgiite der Objektpunkte verbessert, die Imprizision
reduziert und die Punktgenauigkeit gesteigert werden. Tabelle 5.11 stellt die Ergebnisse gegeniiber.
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Abbildung 5.15: Vektoroptimierung mittels Normskalarisierung fir das Linach-Netz (Anpassung an Idealwerte)

spurQaz | [Qazll2 | [1Qaallr || [Kllr | K2 | [Klleo || Tmaz | Tmin | Tmaz — Tmin
[m?] [m?] [m?] [mm] | [mm] | [mm] [] [] []
a priori 5.83 1.80 2.32 188 | 1.12 3.11 0.92 | 0.09 0.83
aposteriori 5.13 1.38 1.92 1.76 | 0.98 2.48 0.85 | 0.09 0.76
Reduktion in [%) 2 23 18 6 12 20 8 0 8

Tabelle 5.11: Verdnderung der Werte der Zielfunktionen bei der Vektoroptimierung des Linach-Netzes (Anpassung an
Idealwerte)

Durch die Restriktion (b) wird garantiert, dass der Wert des minimalen Redundanzanteils im A-Priori-Design
nicht unterschritten werden kann. Es lassen sich alle Werte der Zielfunktionen reduzieren. Ein Vergleich der
Reduktionsbetrige, die in den letzten beiden Zeilen der Tabelle 5.11 angegeben sind, zeigt, dass bei einer
Gleichgewichtung aller Zielfunktionen der Beitrag des maximalen Eigenwertes der Varianz-Kovarianz-Matrix
tiberwiegt. Hier ist eine Reduktion von iiber 20% moglich. Die Anteile von ||K||r und spurQ;; kdnnen hingegen
nur wenig verbessert werden. Erstaunlich ist, dass der maximale Intervallradius der Koordinaten ||K||s auch
um 20% reduziert werden kann, obwohl er explizit weder durch eine Zielfunktion noch durch Nebenbedingungen
in (5.92) berticksichtigt wird.

In diesem Abschnitt wurden erste Ansitze einer gemeinsamen Optimierung von Zielfunktionen der Netzgenauig-
keit, Zuverlissigkeit und Impriizision mit Verfahren der Vektoroptimierung vorgestellt. Die Beispiele 35-37 sind
primar zur Veranschaulichung der verschiedenen, teils gegenldufigen Mechanismen der einzelnen Zielfunktionen
zu verstehen. Weitere Untersuchungen wiren von Interesse, um das Zusammenspiel der einzelnen Zielfunk-
tionen besser zu verstehen und Empfehlungen fiir die Wahl des einen oder anderen Optimierungsverfahrens
auszusprechen.
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6. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde das Konzept der Beschreibung von Imprézision durch Intervalle, das einen
Spezialfall der Beschreibung durch Fuzzy-Sets darstellt, als ein ,Baustein fiir eine neue Fehlertheorie“ (KUTTE-
RER 2002b) vertieft und konkretisiert. Ansatzpunkt ist dabei, dass sich die Unsicherheit geodétischer Messungen
aus zwei Hauptbeitrigen, der Stochastizitit und der Imprizision, zusammensetzt. Stochastizitit beschreibt die
zufiillige Variabilitit der Messwerte. Imprizision wird durch unbekannte systematische Abweichungen zwischen
Modell und Daten hervorgerufen. Das Konzept erweitert das klassische der rein stochastischen Beschreibung
und liefert durch eine getrennte Betrachtung beider Komponenten realistischere Unsicherheitsmafle. Diese bilden
das Fundament fiir eine aussagekriftige Interpretation von Ergebnissen der geodiitischen Datenanalyse. Das in-
haltliche Vorgehen lisst sich in drei grofle Themenkomplexe gliedern, die die Bereiche ,Messung®, ,, Auswertung
und Analyse geodiitischer Netze“ und ,,Optimierung geoditischer Messanordnungen“ umfassen und die logische
Abfolge der Kapitel der vorliegenden Arbeit vorgeben.

Zunichst wurden im Bereich ,Messung® alle Unsicherheitsbeitréige zur Gesamtunsicherheit geoditischer Mes-
sungen gemif den Vorschligen des Guide to the Expression of Uncertainty in Measurements (GMU), vgl.
DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG (1995), analysiert. Es wurde dabei motiviert, warum nicht fiir alle Bei-
trage eine stochastische Modellierung geeignet ist und dass in diesen Fillen die Unsicherheit besser durch
Intervalle beschrieben werden kann. Dies gilt insbesondere fiir Beitréige, deren stochastische Eigenschaften nicht
oder nur wenig bekannt sind, wenn z.B. Rundungsfehler betrachtet werden sollen oder man sich fiir maxi-
male Effekte (worst case) interessiert. Ein weiterer Ansatzpunkt fiir die Verwendung von Intervallen ist die
oft mangelnde Représentativitit einzelner Messwerte, beispielsweise ,zusétzlicher Messungen, die zur Erfas-
sung meteorologischer Rahmendaten dienen und fiir die Korrektion von Refraktionseffekten auf die Messungen
benotigt werden. Einerseits kann dabei durch einen Messwert am Instrumentenstandpunkt der Gesamteffekt
entlang des Messstrahls nur unvollstindig erfasst werden. Andererseits liegen oftmals nur wenige Ablesungen
fiir eine Messung vor, so dass statistische Kenngrolen wie Mittelwerte oder Varianzen nicht aussagekriftig sind.
Nach der Bestimmung der Imprézision der einzelnen Beitrage und ihrer Beschreibung durch Intervalle wird diese
auf die korrigierten Messungen iibertragen, die sich nach Anwendung von Mess- und Auswertemethoden und
Anbringen verschiedener Korrektionen aus den origindren Messwerten ergeben. Man erhilt so Ergebnisintervalle
fir die korrigierte Messung, die deren Imprézision addquat ausdriicken.

An verschiedenen Beispielen wurde fiir terrestrische Messungen wie Richtungen, Strecken und Zenitdistanzen
gezeigt, wie konkrete Werte fiir die Intervalle dieser Messungstypen in einem ersten Schritt aus Fachartikeln iiber
Geréteuntersuchungen oder den Angaben der Geriitehandbiicher abgeleitet werden konnen. Die detaillierten
Ergebnisse wurden vereinfachend durch Faustformeln dargestellt. Diese sind fiir das konkrete Arbeiten mit
Intervallen als Impriizisionsmafie von zentraler Bedeutung, da sie die Abhiingigkeiten der Intervallradien von der
Geometrie im Netz (Punktabstinde, Zenitdistanzen), von den angewandten Mess- und Auswertemethoden oder
Korrektionsmodellen sowie vom verwendeten Instrumentarium einfach in einen klar iiberschaubaren formalen
Zusammenhang bringen.

Dariiber hinaus wurden die Unterschiede von Stochastizitit und Imprézision herausgearbeitet. Beide Kompo-
nenten erfassen je einen charakteristischen Aspekt der Unsicherheit. Erst durch eine getrennte Modellierung ist
es moglich, diese wesentlichen, aber unterschiedlichen Eigenschaften angemessen zu behandeln. Dies lisst sich
besonders gut fiir das unterschiedliche Verhalten der Unsicherheitsfortpflanzung zeigen. Die Verwendung von
Intervallen impliziert ein alternatives lineares Fortpflanzungsgesetz der Unsicherheit. So kann Imprézision durch
Differenzbildung reduziert werden, wohingegen Mehrfachmessungen keine Reduktion zulassen. Beim bekannten
Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetz wird die Unsicherheit hingegen quadratisch fortgepflanzt, wodurch zu
optimistische Unsicherheitsmafe fiir die Ergebnisse erzielt werden kdnnen, insbesondere bei Mehrfachmessungen.
Durch eine Uberlagerung beider Komponenten der Unsicherheit wurde das MaB der erweiterten Unsicherheit
abgeleitet. Es reprisentiert die Gesamtunsicherheit adiquat, da die unterschiedlichen Charakteristika beider
Komponenten erhalten bleiben und liefert somit den Ausgangspunkt fiir eine realitiitsnahe Interpretation der
Ergebnisse.

Ein zweiter Themenkomplex hat sich mit der Ubertragung der Impriizision auf die nach der Methode der klein-
sten Quadrate geschiitzten Punktkoordinaten geoditischer Netze und einer Beschreibung der Impriizision der
Punktpositionen befasst. Hierbei wurde das Konzept der Intervallboxen als Impréizisionsmafle fiir Punktposi-
tionen durch die Beschreibung des Wertebereichs der Intervallauswertung als Zonotop erweitert und verallge-
meinert. Wichtige Eigenschaften der Zonotope als spezielle Klasse konvexer Polyeder wurden eingefiihrt und an
anschaulichen Beispielen erliutert. Das Konzept der Zonotope bietet drei wesentliche Vorteile. Erstens wird der
Wertebereich direkt durch Zonotope angegeben, wohingegen Intervallboxen eine engstmogliche Einschliefung
des Wertebereichs liefern. Zweitens sind Zonotope von der Orientierung des Koordinatenrahmens, der fiir die
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Netzausgleichung verwendet wird, unabhzngig. Schlieflich beschreiben Zonotope die Punktimprizisionsbereiche
detaillierter als Intervallboxen.

Die Unabhingigkeit von der Orientierung der Koordinatensysteme ist fiir Kenngréoflen der Unsicherheit
wiinschenswert, falls, wie oftmals bei Anwendungen in der Ingenieurgeodisie, die Orientierung des Koordi-
natensystems frei wihlbar ist. Anhand verschiedener zwei- und dreidimensionaler Beispielnetze wurde veran-
schaulicht, dass durch Zonotope Detailfragen zur Form und Grofle der Punktimpriizisionsbereiche beantwortet
werden konnen. So kénnen beispielsweise Richtungen angegeben werden, in denen die Punktposition die gréfite
oder die geringste Imprazision aufweist.

Abschlieflend wurden die Unsicherheitsmafle, die getrennt von den Messungen auf die Punktkoordinaten iiber-
tragen wurden, zu einem Mafl kombiniert. Fiir Punktpositionen wurden so mit Methoden der Fuzzy-Theorie
oder durch einfache Uberlagerung von Konfidenzellipsen mit Zonotopen erweiterte Punkt- Unsicherheitsbereiche
abgeleitet. Alternativ zur Verwendung von Zonotopen wurde ein Konzept von Ellipsoiden als Ersatzformen ent-
wickelt. Dieses basiert auf Lowner-Ellipsoiden oder umschlieffenden Ellipsoiden und ist besonders dann geeignet,
wenn die Zonotope aufwindig zu berechnen sind, d.h. wenn im Netz viele Beobachtungen vorkommen.

Ein dritter und letzter Themenbereich hat sich der Optimierung geoditischer Messanordnungen befasst. Hierbei
wurden zwei neue Aspekte aufgezeigt. Zum Einen wurden anhand verschiedener Netzbeispiele Fragestellungen
der klassischen Netzoptimierung nach optimaler Netzkonfiguration, Gewichtung und Datumswahl fiir die Kenn-
groflen der Imprizision beantwortet. Es ist festzuhalten, dass sich die spektralen Kenngréflen der Imprizision
in Bezug auf eine Variation der Netzgeometrie (First Order Design) fiir verschiedene Netze &hnlich verhalten
wie globale Kenngrofien der Stochastizitit. Der Grad diese Ahnlichkeit lisst sich aus der Struktur einer Rota-
tionsmatrix ablesen, die die Transformation der Basis der Varianz-Kovarianz-Matrix auf die Basis der Matrix
der Kantenvektoren mathematisch beschreibt. Eine optimale Datumsgebung in Bezug auf die Kenngréflen der
Imprézision wird bei freien Netzen ebenfalls fiir die innere Datumsgebung erreicht.

Zum Anderen wurden Losungsansitze fiir das Intervalldesign vorgestellt. Im Intervalldesign wird untersucht, wie
durch eine geschickte Wahl der Mess- und Auswertemethoden, der Sensoren und Korrektionsmodelle erreicht
wird, Werte fiir die Impriizision der geschiitzten Koordinaten zu erhalten, die kleiner als Maximalvorgaben sind.
Hierfiir wurde ein zweistufiges Losungskonzept vorgestellt und exemplarisch fiir verschiedene Konfigurationen
getestet. Neben der Kontrolle oder Garantie oberer Schranken fiir die Imprazision kann versucht werden, die
Imprézision so zu reduzieren, dass ihr Wert vernachléssigbar klein wird. Fiir die meisten Netzbeispiele wurde
gezeigt, dass die Imprézision jedoch nicht vernachléssigbar ist und somit beide Komponenten der Unsicherheit
betrachtet werden miissen. Abschlieflend wurden erste Ansiitze zur gemeinsamen Optimierung klassischer Ziel-
groflen wie Netzgenauigkeit und Zuverldssigkeit mit den neuen Zielgréflen der Imprézision mittels Verfahren der
Vektoroptimierung vorgestellt. Hier sind weitere Untersuchungen wichtig, um die Reaktionsmuster der einzelnen
Komponenten und ihr Zusammenspiel besser zu verstehen. Dariiber hinaus kann der Vektor der Zielfunktionen
um zusitzliche Kenngroflen ergiéinzt werden wie beispielsweise die Sensitivitit geodétischer Uberwachungsnetze.

Ein wichtiges Ergebnis des dritten Themenbereichs ist der Vorschlag zu einer neuen Einteilung der freien
Parameter der geodétischen Netzoptimierung in unabhingige Parametergruppen. Hierfiir wurde ein Konfi-
gurationsdesign und ein Unsicherheitsdesign vorgestellt. Ersteres umfasst die Variation der Netztopologie und
der Lage der Netzpunkte. Das Unsicherheitsdesign beschreibt den Einfluss der Stochastizitit und Imprizision
der Beobachtungen auf die Werte der Zielfunktionen. Stochastizitdt und Imprazision werden dabei durch die
Performance-Parameter der Instrumente bzw. durch die Koeflizienten der Faustformeln parametrisiert. Durch
diese Trennung treten indirekte Effekte nicht mehr auf, die beispielsweise durch die Abhingigkeit der Gewichte
der Beobachtungen vom Netzdesign entstehen.

Fiir Anwendungen im Bereich der Deformationsanalyse sollte das vorgestellte Konzept der erweiterten Unsicher-
heit um statistische Tests ergédnzt werden. Dadurch kénnen beispielsweise Punktverschiebungen auf Signifikanz
in Bezug auf die Gesamtunsicherheit getestet werden. Fiir eindimensionale Tests lassen sich beispielsweise die
fiir fuzzy-erweiterte Grofien formulierten statistischen Tests (KUTTERER 2003) auf (intervall-) erweiterte Unsi-
cherheitsmafle iibertragen. Fiir mehrdimensionale Tests, die z.B. fiir das Aufdecken von Punktverschiebungen
notwendig sind, miissen entsprechende Testverfahren entwickelt werden. Dadurch kénnen Fragestellungen der
geodatischen Deformationsanalyse aus einer neuen Perspektive betrachtet werden.

Eine prinzipielle Verbesserung der Qualitdtsangaben ist fiir alle geodatischen Raumverfahren zu erwarten, ins-
besondere auch fiir GPS, das kein direkter Gegenstand der Arbeit war. Die Varianz-Kovarianz-Matrix der
geschiitzten Parameter, die bei einer klassischen Ausgleichung berechnet wird, weist fiir die genannten Beobach-
tungsverfahren eher formalen Charakter auf. Dies liegt beispielsweise darin begriindet, dass zum FEinen in der
Regel sehr viele Beobachtungen an der Schitzung beteiligt sind und Korrelationen zwischen den Beobachtungen
vernachldssigt werden. Zum Anderen wird oftmals keine durchgingige und konsequente Trennung in systema-
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tisch wirkende Effekte und solche mit zufélligem Charakter durchgefiithrt. Das vorgestellte Vorgehen wird sich
deshalb fiir diese Anwendungen besonders eignen. Zusitzlich kénnen die Reprisentativitit der verwendeten
Korrektionsmodelle beriicksichtigt und der Einfluss unterschiedlicher Auswertetechniken quantifiziert werden.

Weitere Anwendungsgebiete sind im Bereich der Kalibrierung geoditischer Messmittel und bei der Qualitits-
sicherung zu sehen. Hier liefert das vorgestellte Verfahren neue Moglichkeiten zur Angabe der Unsicherheit
und kann als ein Impuls fiir die aktuellen Diskussionen gesehen werden, wie sie beispielsweise in HEISTER UND
STAIGER (2001) gefiihrt werden. Einerseits werden die Empfehlungen des Leitfadens fiir die Qualifizierung und
Identifizierung von Unsicherheit verwendet. Andererseits geht das Verfahren iiber eine einheitliche stochasti-
sche Betrachtung aller Beitrige zur Gesamtunsicherheit hinaus: Durch eine konsequent getrennte Behandlung
der identifizierten und qualitativ unterschiedlichen Effekte (Stochastizitéit und Imprizision) wird eine klare
Struktur der Fortpflanzung der Unsicherheit gegeben. Damit wird die Unsicherheit und Reprisentativitét der
Ergebnisgrofien nachvollziehbar und einschitzbar. Erste Ansitze hierzu sind in den Faustformeln verwirklicht.
Die vorliegende Arbeit hat somit ein Gesamtkonzept fiir die erweiterte Unsicherheit vorgestellt und exempla-
risch gezeigt, dass dieses geeignet ist, die Gesamtunsicherheit geoditischer Beobachtungen und Schitzwerte
addquat zu beschreiben. Dies ist eine wesentliche Voraussetzung, um die Ergebnisse geoditischer Messungen
und Datenanalyse realistisch einschétzen und interpretieren zu kénnen.



134

Literatur

ALEFELD, G. und J. HERZBERGER (1974):
Einfiihrung in die Intervallrechnung, Reihe
Informatik, Bd. 12, Bibliographisches Institut,
Mannheim Wien Ziirich.

ALEFELD, G. und J. HERZBERGER (1983): Introduc-
tion to Interval Computations, Computer Science
and Applied Mathematics, Academic Press, Bo-
ston San Diego New York.

BaArRDA, W. (1968): A Testing Pocedure for Use
in Geodetic Networks, Publications on Geodesy
- New Series - 2(5), Netherlands Geodetic Com-
mission, Delft.

BAARDA, W. (1973): S-Transformations and Crite-
rion Matrices, Publications on Geodesy - New
Series - 5(1), Netherlands Geodetic Commission,
Delft.

BANDEMER, H. (1997): Ratschlige zum mathema-
tischen Umgang mit Unwissenheit - Reasonable
Computing, B. G. Teubner, Stuttgart Leipzig.

BANDEMER, H. und S. GorrwaLD (1993):
Einfiihrung in  Fuzzy-Methoden -  Theorie
und Anwendungen unscharfer Mengen, 4. Aufl.,
Akademie Verlag, Berlin.

BEHREND, F. (1938): Uber die kleinste umbeschrie-
bene und die grifite einbeschriebene Ellipse ei-
nes konvezen Bereichs, Mathematische Annalen,
115(3): 379-411.

BiLL, R. (1985): Kriteriummatrizen ebener geoddti-
scher Netze, DGK Reihe A 102, Deutsche
Geodétische Kommission, Miinchen.

BiLL, R., R. JAGER und G. ScumITT (1984): Ef-
fekte in langgestreckten Netzen und ihre stati-
schen Analogien, Zeitschrift fiir Vermessungswe-
sen, 109(10): 526-540.

BJORNER, A., M. L. VERGNAS, B. STURMFELS,
N. WHITE und G. M. ZIEGLER (1999): Oriented
Matroids, 2. Aufl., Encyclopedia of mathematics
and ist applications, Bd. 46, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge New York Port Chester.

BOckeEwMm, B., P. FLacH, A. WEIsS und M. HENNES
(2000): Refraction Influence Analysis and Inve-
stigations on Automated Elimination of Refrac-
tion Effects on Geodetic Measurements, In: Pro-
ceedings of the XVI*" IMEKO World Congress
2000, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

BoNNESEN, T. und W. FENCHEL (1934): Theorie
der konvezen Koérper, Ergebnisse der Mathema-
tik und ihrer Grenzgebiete, Bd. 3(1), J. Springer,
Berlin.

BRrAEMS, 1. (2002): Méthodes ensemblistes garanties
pour l’estimation de grandeurs physiques, Disser-
tation - Laboratoire des Signaux et Systémes,
Universitdt Paris-Siid.

BrAEMS, I., M. KIEFFER und E. WALTER (2003):
Prior characterization of the performance of
software sensors, In: Proceedings of the 13"
IFAG Symposium on System Indentification, Sy-
sI1d2003.

Brocks, K. (1939): Vertikaler Temperaturgradient
und terrestrische Refraktion, insbesondere im
Hochgebirge, Verdffentlichungen des Meteorologi-
schen Instituts der Universitit Berlin, Bd. 3(4),
Reimer, Andrews & Steiner, Berlin.

BRUNNER, F. K. und H. WoscHiTZ (2001): Kali-
brierung von Messsystemen: Grundlagen und Bei-
spiele, In: HEISTER, H. und R. STAIGER (Hrsg.),
Qualitdtsmanagement in der geoddtischen Mess-
technik, 70-90, Schriftenreihe des Deutschen Ver-
eins fiir Vermessungswesen, Bd. 42, Verlag Kon-
rad Wittwer, Stuttgart.

CAsPARY, W. und K. WICHMANN (1994): Lineare
Modelle - Algebraische Grundlagen und statisti-
sche Anwendungen, Lehr- und Handbiicher der
Statistik, R. Oldenbourg Verlag, Miinchen Wien.

CIDDOR, P. E. (1996): Refractive index of air: new
equations for the visible and near infrared, App-
lied Optics, 35(9): 1566-1573.

CIDDOR, P. E. und R. J. HILL (1999): Refractive in-
dex of air, 2. Group index, Applied Optics, 38(9):
1663-1667.

CoLpiTz, S. (1997): Untersuchung zur Flezibiltitit
und Parameterunsicherheit bei verfahrenstechni-
schen Prozessen, Fortschrittsberichte VDI Reihe
3 Verfahrenstechnik Nr.474, VDI-Verlag, Diissel-
dorf.

CowMBA, J. L. D. und J. StoLF1 (1993): Affine Arith-
metic and its Applications to Computer Graphics,
In: Anais do VI Simpdsio Brasileiro de Compu-
tagdo Grdfica e Processamento de Imagens (SIB-
GRAPI’93), 9-18.

COOPER, M. A. (1987): Modern Theodolites and Le-
vels, 2. Aufl.,, Oxford BSP Professional Books,
Oxford London Edinburgh.

COXETER, H. (1973): Regular Polytopes, 3. Aufl., Do-
ver Publications Inc., New York.

DANZER, L., D. Lavewirz und H. LENZ (1957): Uber
das Léwnersche Ellipsoid und sein Analogon un-
ter den einem Eikorper einbeschriebenen Ellipsoi-
den, Archiv der Mathematik, 8: 214-219.

DEIcHL, K. (1984): Der Brechungsindez fir Licht
und Mikrowellen, Allgemeine Vermessungsnach-
richten, 91(3): 85-100.

DEeUMLICH, F. und R. STAIGER (2002): Instrumen-
tenkunde der Vermessungstechnik, 9. Aufl., Her-
bert Wichmann Verlag, Heidelberg.

DEUSSEN, D. (2000): Mefuverfahren zur Erfassung
der Vertikalrefraktion unter Nutzung der atmo-
sphéarischen Turbulenz, Geoddsie, Bd.4, Shaker,
Aachen.

DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG (Hrsg.) (1995):
Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Mes-
sen, Beuth Verlag, Berlin Wien Ziirich.

DEUTSCHES INSTITUT FUR NORMUNG (1998): DIN
1819-8 Auswertung von Messungen einer einzel-
nen Mefigrofle, In: DEUTSCHES INSTITUT FUR



135

NORMUNG (Hrsg.), DIN-Taschenbuch 111 - Ver-
messungswesen, 79-102, Beuth Verlag, Berlin Wi-
en Ziirich.

DINTER, G. (2002): Generalisierte Orthogonalzerle-
gungen in der Ausgleichungsrechnung, DGK Rei-
he C 559, Deutsche Geoditische Kommission,
Miinchen.

DRIXLER, E. (1993): Analyse der Form und Lage von
Objekten im Raum, DGK Reihe C 409, Deutsche
Geoditische Kommission, Miinchen.

Dusois, D. und H. PRADE (1980): Fuzzy Sets and
Systems, Plenium Press, New York London.
DuprAZ, H. und W. NIEMEIER (1979): Un critére
pour l’analyse des réseaur géodésiques de con-
tréle, Vermessung, Photogrammetrie, Kultur-

technik, 77(4): 70-76.

EPPSTEIN, D. (1995): Zonohedra and Zonotopes,
Tech. Report 95-53, http://www.ics.uci.edu/ epp-
stein.

FANJOR, S. (1985): Das geoditische Modell und die
Theorie der Messung, Allgemeine Vermessungs-
nachrichten, 92(8-9): 323-329.

FAVRE, C. und M. HENNES (2000): Zum FEinfluss der
geometrischen Ausrichtung von 360°-Reflektoren
bet Messungen mit automatischer Zielerfassung,
Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik,
98(2): 72-78.

DE FIGUIEREDO, L. H. und J. SToLFI (1997):
Métodos numéricos auto-validados e aplicagoes -
Self-Validated Numerical Methods and Applicati-
ons, Instituto de mathemdtica pura e aplicada,
Rio de Janeiro.

DE FiGuiEerepo, L. H.,; J. SToLFI und L. VELHO
(2003): Approzimating Parametric Curves with
Strip Trees using Affine Arithmetic, Computer
Graphics Forum, 22(2): 171-179.

FILLIMAN, P. (1988): Eztremum problems for zono-
topes, Geometriae Dedicata, 27: 251-262.

FracH, P. und D. NATEROP (1999): Neue Analy-
setechniken fir Deformationsmessungen in per-
manenten Robotertachymeter—Netzen, Allgemei-
ne Vermessungsnachrichten, 106(8-9): 284-291.

FUNCKE, G. (1982): Verfahren zur Parameterelimi-
nation im Gauf-Markoff-Modell und deren Ein-
flup auf ausgeglichene Beobachtungen, Allgemei-
ne Vermessungsnachrichten, 89(3): 112-122.

GOODMAN, J. E. und J. O’ROURKE (Hrsg.) (1997):
Handbook of Descrete and Computional Geome-
try, Discrete Mathematics and its Applications,
CRC Press, Boca Raton New York London.

GOPFERT, A. und R. NEHSE (1990): Vektoropti-
mierung - Theorie, Verfahren und Anwendun-
gen, Mathematisch-Naturwissenschaftliche Bi-
bliothek, Bd.74, B. G. Teubner, Leipzig.

GOTTWALD, R. (1985): Zur Genauigkeitssteigerung
und Erstellung eines automatisierten Datenflus-
ses beim trigonometrischen Nivellement mit kur-
zen Zielweiten, Verdffentlichungen des Geoditi-
schen Instituts der Rheinisch-Westfalischen Tech-
nischen Hochschule Aachen, Bd. 37.

GRAFAREND, E. W. (1972): Genauigkeitsmafe
geodditischer Netze, DGK, Reihe A 73, Deutsche
Geoditische Kommission, Miinchen.

GRAFAREND, E. W. (1974): Optimisation of Geodetic
Networks, Bollettino di Geodesia e Scienze Affini,
33(4): 352-406.

GRAFAREND, E. W. H. HEISTER, R. KELM,
H. KROPFF und B. SCHAFFRIN (1979): Optimie-
rung geoddtischer Messoperationen, Serie Wich-
mann - Neue Folge, Bd. 11, H. Wichmann Verlag,
Karlsruhe.

GRAFAREND, E. W. und F. SANsO (Hrsg.) (1985):
Optimization and Design of Geodetic Networks,
Springer, Berlin Heidelberg New York.

GRAFAREND, E. W. und B. SCHAFFRIN (1993): Aus-
gleichungsrechnung in linearen Modellen, Biblio-
graphisches Institut, Mannheim Wien Ziirich.

GRIMHARDT, H. (1984): Berechnung minimaler Wer-
tebereiche fir die Parameterfunktionen eines La-
genetzes aus den vorgegebenen Toleranzen der
Beobachtungen, DGK Reihe C 300, Deutsche
Geodatische Kommission, Miinchen.

GROTEN, E. (2000): Parameters of Common Rele-
vance of Astronomy, Geodesy, and Geodynamics,
Journal of Geodesy, 74(1): 134-140.

GROTSCHEL, M., L. LovAsz und A. SCHRIJVER
(1988): Geometric Algorithms and Combinatorial
Optimization, 2. Aufl., Springer, Berlin Heidel-
berg New York.

GRUBER, P. M. und J. M. WiLLis (Hrsg.) (1993):
Handbook of Conver Geometry - 2 Bde, Elsevier,
Amsterdam, Lausanne, New York.

GRUNBAUM, B. (1967): Convex Polytopes, Pure and
Applied Mathematics, Bd. 16, Interscience Pu-
blisher, London New York Sydney.

HADWIGER, H. (1957): Vorlesungen dber Inhalt,
Oberfliche und Isoperimetrie, Die Grundleh-
ren der Mathematischen Wissenschaften in Ein-
zeldarstellungen mit besonderer Beriicksichtigung
der Anwendungsgebiete, Bd. XCIII, Springer,
Berlin Gottingen Heidelberg,.

HampeL, F., E. R. RONCHETTI, P. ROUSSEEUW
und W. STAHEL (1986): Robust Statistics: the ap-
proach based on influence functions, John Wiley
& Sons.

HANSEN, E. R. (1975): A generalized interval arith-
metic, In: NICKEL, K. (Hrsg.), Interval Mathema-
tics, 7-18, Lecture Notes in Computer Sciences,
Bd. 29, Springer, Berlin Heidelberg New York.

HECK, B. (1981): Der Einflufl einzelner Beobachtun-
gen auf das Ergebnis einer Ausgleichung und die
Suche grober Fehler, Allgemeine Vermessungs-
nachrichten, 88(1): 17-34.

HECK, B. (1995): Rechenverfahren und Auswertemo-
delle in der Landesvermessung, 2. Aufl., H. Wich-
mann Verlag, Karlsruhe.

Heck, B. und R. JAGER (1986): Zur Sensitivitit
von Strecken- und Streckenverhdiltnismessungen
in Deformationsnetzen, Zeitschrift fiir Vermes-
sungswesen, 111(10): 459-468.

Heck, B., H. KurTeErRer, K. LINDNER und
M. MAYER (1996): Application of the Spectral
Analysis and Sensitivity Analysis for the Design
and Analysis of GPS Networks, In: DIETRICH, R.
(Hrsg.), The Geodetic Antarctic Project GAP95



136

- German Contributions to the SCAR 95 Epoch
Approach, 53-72, DGK Reihe B 304, Deutsche
Geoditische Kommission, Miinchen.

HeINDL, G. und E. REINHART (1976a): Ausglei-
chung im Sinne minimaler Mazimalfehler, DGK
Reihe A 84, Deutsche Geoditische Kommission,
Miinchen.

HeINDL, G. und E. REINHART (1976b): Fine allge-
meine Methode zur Berechnung von MINIMAX-
Fehlern, Teil 1: Bei vorliegenden Messungen,
Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 101(4): 126-
132.

HEINDL, G. und E. REINHART (1976¢): FEine allge-
meine Methode zur Berechnung von MINIMAX-
Fehlern, Teil 2: Vor der Durchfihrung von Mes-
sungen, Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 101(6):
238-241.

HEINDL, G. und E. REINHART (1978): Eine allge-
meine Methode zur Berechnung von MINIMAX-
Fehlern, Teil 3: Bei teils vorliegenden, teils pro-
jektierten Messungen, Zeitschrift fiir Vermes-
sungswesen, 103(4): 150-155.

HEINE, K. (1999): Beschreibung von Deformations-
prozessen durch Volterra- und Fuzzy-Modelle so-
wie Neuronale Netze, DGK Reihe C 516, Deut-
sche Geoditische Kommission, Miinchen.

HEISTER, H. und R. STAIGER (Hrsg.) (2001): Qua-
litatsmanagement in der geoddtischen Messtech-
nik, Schriftenreihe des Deutschen Vereins fiir Ver-
messungswesen, Bd. 42, Verlag Konrad Wittwer,
Stuttgart.

Henk, M., J. RICHTER-GEBERT und G. M. ZIEG-
LER (1997): Basic Properties of conver Polytopes,
In: GOODMAN, J. E. und J. O’ROURKE (Hrsg.),
Handbook of Descrete and Computional Geome-
try, 243-270, Discrete Mathematics and its App-
lications, CRC Press, Boca Raton New York Lon-
don.

HENNES, M. (1999): Grundlegende Aspekte zur Be-
stimmung der Leistungsfihigkeit von Robotta-
chymetern, Allgemeine Vermessungsnachrichten,
106(11/12): 374-385.

HENNES, M., R. DONICKE und H.-P. CHRIST (1999):
Zur Bestimmung der temperaturgradientenindu-
zierten Richtungsverschwenkung beim Tunnelvor-
trieb, Vermessung, Photogrammetrie, Kultur-
technik, 97(8): 418-426.

HENNES, M. und H. INGENSAND (2000): Kompo-
nentenkalibrierung versus Systemkalibrierung, In:
SCHNADELBACH, K. und M. SCHILCHER (Hrsg.),
Ingenieurvermessung 2000: Betrige zum XIII.
Kurs fir Ingenieurvermessung, 166-177, Vermes-
sungswesen bei Konrad Wittwer Bd. 33, Verlag
Konrad Wittwer, Stuttgart.

HENNES, M., M. JURETZKO und B. WITTE (1994):
Die priifstreckenabhingige Modellierung von Ad-
ditionskonstanten eletrooptischer Distanzmesser,
Allgemeine  Vermessungsnachrichten, 101(4):
121-132.

HENNES, M. und B. KRICKEL (2000): Zur Ent-
wicklung von Untersuchungsverfahren zur Be-
stimmung der Leistungsfdhigkeit wvon Robot-

Tachymetern, Flichenmanagement und Boden-
ordnung, 1(1): 26-33.

HorMANN-WELLENHOF, B.; H. LICHTENEGGER und
J. CoLLINS (2001): Global Positioning System -
Theory and Practice, 5. Aufl., Springer, Wien
New York.

HUBER, P. (1981): Robust Statistics, John Wiley &

Sons.
ILLNER, I. (1983): Freie Netze und S-
Transformation, Allgemeine  Vermessungs-

nachrichten, 90(5): 157-170.

ILLNER, M. (1986): Anlage und Optimierung von Ver-
dichtungsnetzen, DGK Reihe C 317, Deutsche
Geodatische Kommission, Miinchen.

INGENSAND, H. (2001): Systematische Einflisse auf
praktische Messungen mit dem Tachymeter und
Digitalnivellier, In: HEISTER, H. und R. STAI-
GER (Hrsg.), Qualitdtsmanagement in der geoddti-
schen Messtechnik, 120-137, Schriftenreihe des
Deutschen Vereins fiir Vermessungswesen, Bd. 42,
Verlag Konrad Wittwer, Stuttgart.

JAGER, R. (1985): Zur Anwendung von Strecken-
verhdltnisbeobachtungen in Uberwachungsnetzen
und auf Eichstrecken, Allgemeine Vermessungs-
nachrichten, 92(2): 53-65.

JAGER, R. (1988): Analyse und Optimierung geoddti-
scher Netze nach spektralen Kriterien und mecha-
nischen Analogien, DGK Reihe C 342, Deutsche
Geodatische Kommission, Miinchen.

JAGER, R. und R. BILL (1985): Genauigkeits- und
Zuverlissigkeitsmafle in Verdichtungsnetzen, In:
Beurteilung geoddtischer Netze, T70-98, Sonder-
heft der Mitttelungen des Deutscher Verein fiir
Vermessungswesen- Landesverein Baden-Wiirt-
temberg, 33. Jg.

JAGER, R. und H. KALTENBACH (1990): Spectral
Analysis and Optimization of Geodetic Networks
based on Eigenvalues and Eigenfunctions, Manus-
cripta Geodaetica, 15: 302-311.

JAULIN, L., M. KIEFFER, O. DIDRIT und E. WAL-
TER (2001): Applied Interval Analysis, Springer,
London Berlin Heidelberg.

JOECKEL, R. und M. STOBER (1999): Elektronische
Entfernungs- uwnd Richtungsmessung, 4. Aufl.
Vermessungswesen bei Konrad Wittwer, Bd. 18,
Verlag Konrad Wittwer, Stuttgart.

JOHN, F. (1948): Extremum problems with inegalities
as subsidiary conditions, In: Studies and essays
- Courant anniversary volume, 187-204, Inters-
cience Publisher, London New York Sydney, vgl.:
J. Moser (1985): Fritz John - Collected Papers,
Bd. 2, 543-560, Birkh#user, Boston.

JUHNKE, F. (1990): Volumenminimale Ellipsoidiiber-
deckungen, Algebra und Geometrie, 30: 143-153.

KAHMEN, H. (1993): Vermessungskunde, 18. Aufl.,
Walter de Gruyter, Berlin New York.

KALTENBACH, H. (1992): Optimierung geoddtischer
Netze mit spektralen Zielfunktionen, DGK Rei-
he C 393, Deutsche Geoditische Kommission,
Miinchen.

KALTENBACH, H. und G. ScHMITT (1988): A New
Approach for criterion matrices based on graph
theory, Manuscripta Geodaetica, 13: 296-305.



137

KERN AG (1986): Bedienungsanleitung Prdzisions-
distanzmesser Mekometer ME 5000.

KIEFFER, M., L. JAULIN, E. WALTER und D. MEI-
ZEL (2000): Robust Autonomous Robot Localizati-
on Using Interval Analysis, Reliable Computing,
6: 337-362.

KLATTE, R. (1993): C-XSC: a C++ class library
for extended scientific computing, Springer, New
York Berlin Heidelberg.

KratTE, R., U. KuLiscH, M. NEAGA, D. RaTz
und C. ULLRICH (1991): PASCAL-XSC- Sprach-
beschreibung mit Beispielen, Springer, New York
Berlin Heidelberg.

KLOBUCHAR, J. (1996): Ionospheric effects on GPS,
In: PARKINSON, B. W. und J. J. SPILKER (Hrsg.),
Global Positioning System: Theory and Applicati-
ons, 485-515, Progress in Astronautics and Aero-
nautics, Bd.163, American Society of Aeronautics
and Astronautics.

KocH, K. R. (1997): Parameterschitzung und Hy-
pothesentests, 3. Aufl., Ferd. Diimmler Verlag,
Bonn.

KocH, K.-R. (2000): Einfihrung in die Bayes-
Statistik, Springer, Berlin Heidelberg New York.

KREINOVICH, V. (1995): Data Processing Beyond
Traditional Statistics: Applications of Interval
Computations. A Brief Introduction, Supplement
to the international journal of Reliable Compu-
ting, 13-21.

KREYSZIG, E. (1979): Statistische Methoden und ihre
Anwendungen, 7. Aufl., Vanderhoek & Ruprecht,
Gottingen.

KUANG, S. (1993): Quality Control of GPS for Tun-
nelling: Precision and Reliability Aspects, Zeit-
schrift fiir Vermessungswesen, 118(7): 329-345.

KUANG, S. (1996): Geodetic Network Analysis and
Optimal Design, Ann Arbor Press, Inc., Chelsea,
Michigan.

KUHN, W. (1998): Zonotope Dynamics in Numerical
Quality Control, In: HEGE, H.-C. und K. PoL-
THIER (Hrsg.), Mathematical Visualization, Al-
gorithms, Applications and Numerics, 125-134,
Springer, Berlin Heidelberg New York.

KuriscH, U. (1976): Grundlagen des numerischen
Rechnens: mathematische Begrindung der Rech-
nerarithmetik, Reihe Informatik, Bd. 19, Biblio-
graphisches Institut, Mannheim Wien Ziirich.

KuriscH, U. (Hrsg.) (1989): Wissenschaftli-
ches Rechnen mit Ergebnisverifikation - eine
Einfiihrung -, Ferd. Vieweg & Sohn, Braun-
schweig Wiesbaden.

KuuiscH, U. und W. MIRKANKER (1983): A New
Approach to Scientific Computations, Academic
Press, Boston San Diego New York.

KurzuaNskl, A. und I. VALyr (1997): Ellipsoidal
Calculus for Estimation and Control, Birkhduser
Verlag, Boston Basel Berlin.

KUTTERER, H. (1994): Intervallmathematische Be-
handlung endlicher Unschirfen linearer Ausglei-
chungsmodelle, DGK Reihe C 423, Deutsche
Geoditische Kommission, Miinchen.

KUTTERER, H. (1998): Quality aspects of a GPS refe-
rence network in Antarctica - a simulation study,
Journal of Geodesy, 72(2): 51-63.

KUTTERER, H. (2002a): Joint treatment of random
variability and tmprecision in GPS data analysis,
Journal of Global Positioning Systems, 1(2): 96—
105.

KUTTERER, H. (2002b): Zum Umgang mit Unge-
wissheit in der Geodisie - Bausteine fir eine
neue Fehlertheorie, DGK Reihe C 553, Deutsche
Geodétische Kommission, Miinchen.

KUTTERER, H. (2003): Statistical hypothesis tests in
case of imprecise data, In: SANSO, F. (Hrsg.),
Proceedings of the 5. Hotine-Marussi-Symposium,
International Association of Geodesy Symposia,
in press, Springer, Berlin Heidelberg New York.

LeEicA GEOSYSTEMS (1998): TPS1100 Professional
Series- Gebrauchsanweisung, Version 1.2.

LeicA GEOSYSTEMS (2000): Gebrauchsanweisung
TPS System - Version 2.2.

LEICHTWEISS, K. (1959): Uber die affine Exzentri-
zitdt konvezer Korper, Archiv der Mathematik,
10: 187-199.

LINHART, J. (1986): Extremaleigenschaften der re-
guldren 3-Zonotope, Studia Scientiarum Mathe-
maticarum, Hungarica, 21: 181-188.

LINHART, J. (1988): Uber die Varianz der Breite von
Zonotopen, Beitrdge zur Algebra und Geometrie,
27: 55-62.

LOHNER, R. (1989): Einschliefungen bei Anfangs-
und Randwertaufgaben gewdhnlicher Differential-
gleichungen, In: KuLiscH, U. (Hrsg.), Wissen-
schaftliches Rechnen mit Ergebnisverifikation - ei-
ne Einfihrung-, 183-208, Ferd. Vieweg & Sohn,
Braunschweig Wiesbaden.

Lutes, J. (2001): Automated dam displacement mo-
nitoring using a robotic total station, Technical
Report, Department of Geodesy and Geomatics
Engineering, University of New Brunswick, Bd.
214.

MATTHIAS, H. (1961): Umfassende Behandlung der
Theodolitachsenfehler auf vektorieller Grundlage
unter spezieller Beriicksichtigung der Taumelfeh-
ler der Kippachse, Berichte des IGP, Bd.10, Ver-
lag Leemann, Ziirich.

MAYER, G. (1989): Grundbegriffe der Intervallrech-
nung, In: KuriscH, U. (Hrsg.), Wissenschaft-
liches Rechnen mit Ergebnisverifikation - eine
Einfihrung-, 101-117, Ferd. Vieweg & Sohn,
Braunschweig Wiesbaden.

MEIER-HIRMER, B. und R. MEIER-HIRMER (1997):
Untersuchungen zur intrinsischen Genauigkeit
der Digitalnivelliere NA2000 / NA3003 und Di-
Ni20 / DiNi10, Vermessungswesen und Raum-
ordnung, 59(5+6): 286-295.

v. MIERLO, J. (1981): Second order design: precision
and reliability aspects, Allgemeine Vermessungs-
nachrichten, 88(3): 95-101.

v. MIERLO, J. (1982): Difficulties in Defining the
Quality of Geodetic Networks, In: BORRE, K. und
W. WELSCH (Hrsg.), Proceedings Survey Control
Networks, 259-274, Schriftenreihe der Hochschule
der Bundeswehr Miinchen, Bd.7.



138

MILANESE, M., J. NORTON, H. PIET-LAHANIER und
E. WALTER (Hrsg.) (1996): Bounding Approaches
to System Identification, Plenium Press, New
York London.

MOORE, R. E. (1969): Intervallanalyse, R. Olden-
bourg Verlag, Miinchen Wien.

MoriITz, H. (1961): Zur Reduktion elektronisch ge-
messener Strecken und beobachteter Winkel we-
gen Refraktion, Zeitschrift fiir Vermessungswesen,
86(7): 246-252.

MoriTz, H. (1962): Zur Geometrie der Refraktion,
Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen,
50(1): 3-13.

MOSER, M. (2000): Grundlagen, 3. Aufl., Handbuch
der Ingenieurgeodisie, Bd. 1, Herbert Wichmann
Verlag, Heidelberg.

NEUMAIER, A. (1990): Interval Methods for Systems
of Equations, Cambridge University Press, Cam-
bridge New York Port Chester.

NEUMAIER, A. (2002): Taylor forms, use and limits,
Reliable Computing, 9: 43-79.

NIEMEIER, W. (2002): Ausgleichungsrechnung, Wal-
ter de Gruyter, Berlin New York.

NOBLE, B. und J. DANIEL (1988): Applied Linear Al-
gebra, 3. Aufl., Prentice-Hall, London.

NuDING, E. R. (1975): Intervallrechnung und Wirk-
lichkeit, In: NICKEL, K. (Hrsg.), Interval Ma-
thematics, 263-267, Lecture Notes in Computer
Sciences, Bd. 29, Springer, Berlin Heidelberg New
York.

PapouLis, A. (1991): Probability, Random Varia-
bles, and Stochastic Processes, 3. Aufl., McGraw—
Hill Book Company, New York San Fransisco St.
Louis.

PARKINSON, B. W. (1996): GPS-Error analysis, In:
PARKINSON, B. W. und J. J. SPILKER (Hrsg.),
Global Positioning System: Theory and Applicati-
ons, 469483, Progress in Astronautics and Aero-
nautics, Bd.163, American Society of Aeronautics
and Astronautics.

PELZER, H. (1980): Fehlerlehre und Statistik, In:
PeLzer, H. (Hrsg.), Geoditische Netze in
Landes- und Ingenieurvermessung, 25-78, Ver-
messungswesen bei Konrad Wittwer, Bd. 5, Ver-
lag Konrad Wittwer, Stuttgart.

REINHART, E. (1975): Ezakte Abschitzung von Mawi-
malfehlern aus vorgegebenen Toleranzen der Be-
obachtungsgrofien, DGK Reihe C 211, Deutsche
Geoditische Kommission, Miinchen.

REMBE, C., E. P. HOFER und B. TIBKEN (1999):
Model based Identification as a new tool to extract
physical parameters of microactuators from mea-
surements with error bounds, In: Technical Pro-
ceedings of the 1999 International Conference on
Modeling and Simulation of Microsystems, 276—
279.

RIESMEIER, K. (1983): Test von Ungleichungshypo-
thesen in linearen Modellen mit Bayes- Verfahren,
DGK Reihe C 292, Deutsche Geoditische Kom-
mission, Miinchen.

ROTHACHER, M., W. GURTNER, S. SCHAER, R. WE-
BER und H. HasE (1996): Azimuth- and

Elevation-Dependent Phase Center Corrections
for Geodetic GPS Antennas Estimated from GPS
Calibration Campaigns, In: BEUTLER, G. (Hrsg.),
GPS trends in precise terrestrial, airborne and
spaceborne applications, 335-339, International
Association of Geodesy Symposia, Bd. 115, Sprin-
ger, Berlin Heidelberg New York.

ROTHACHER, M. und S. ScHAR (1995): GPS-
Auswertetechnik, In: HECk, B. und M. ILLNER
(Hrsg.), GPS-Leistungsbilanz 94, 107-121, Schrif-
tenreihe des Deutschen Vereins fiir Vermessungs-
wesen, Bd. 18, Verlag Konrad Wittwer, Stuttgart.

RUEGER, J.-M. (1996): Electronic Distance Measure-
ment - An Introduction, 4. Aufl., Springer, New
York Berlin Heidelberg.

RUEGER, J.-M. (1999): Report of the Ad-Hoc Wor-
king Party on Refractive Indices of Light, Infrared
and Radio Waves in the Atmosphere, Internatio-
nal Association of Geodesy, IAG Special Commis-
sion SC3 - Fundamental Constants, presented at
the 22nd General Assembly of IUGG, 18-30 July
1999, Birmingham.

RUEGER, J.-M. und F. K. BRUNNER (2000): On
System Clalibration and Type Testing of Digital
Level, Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 125(4):
120-130.

Rump, S. (1999): INTLAB- INTerval LABoratory,
In: CsENDES, T. (Hrsg.), Developments in Relia-
ble Computing, 77 —104, Kluwer Academic Pu-
blishers, Dordrecht.

Rump, S. (2002): INTLAB- INTerval LABo-
ratory, a Matlab toolbox for werified com-
putations  Version 3.1, http://www.ti3.tu-
harburg.de/ rump/intlab/index.html.

Rusping, E. H., P. P. BONISSONE und W. REDRYCZ
(Hrsg.) (1998): Handbook of Fuzzy Computation,
Institute of Physics Publishing, Bristol.

SAASTAMOINEN, J. (1973): Contribution to the Theo-
ry of Atmospheric Refraction - Part II Refrac-
tion Corrections in Satellite Geodesy, Bulletin
Géodésique, 107: 13-34.

SAWARAGI, Y., H. NAKAYAMA und T. TANINO
(1985): Theory of Multiobjective Optimization,
Mathematics in Sciences and Engineering, Bd.
176, Academic Press, Boston San Diego New
York.

SCHAFFRIN, B. (1985): Aspects of Network Design,
In: GRAFAREND, E. W. und F. SaNsO (Hrsg.),
Optimization and Design of Geodetic Networks,
548-597, Springer, Berlin Heidelberg New York.

SCHLEMMER, H. (1996): Grundlagen der Sensorik
- eine Instrumentenkunde fiir Vermessungsinge-
nieure, Herbert Wichmann Verlag, Heidelberg.

SCHMIDBAUER, H.-O. (1989): Berechnung minima-
ler Wertebereiche von Punktlagen in rdumlichen
Netzen aus vorgegebenen Toleranzen der Beob-
achtungsgréfen, DGK Reihe C 355, Deutsche
Geoditische Kommission, Miinchen.

ScHMITT, G. (1973): Speichertechnische und numeri-
sche Probleme bei der Auflésung grofier geoddti-
scher Normalgleichungssysteme, DGK Reihe
C 195, Deutsche Geodédtische Kommission,
Miinchen.



139

ScamITT, G. (1977): Some Considerations Using In-
terval Analysis in Adjustment Computations, In:
Weitere Beitrige aus der BRD zur Vorlage bei
der XVI Generalversammlung der IUGG, Gre-
noble 1975, 8797, DGK Reihe B 221, Deutsche
Geodatische Kommission, Miinchen.

ScuMITT, G. (1982): Optimization of Geodetic Net-
works, Reviews of Geophysics and Space Physics,
30(4): 877-884.

ScHMITT, G. (1985a): Review of Network Designs:
Criteria, Risk Function, Design Order, In: GRA-
FAREND, E. W. und F. SANsO (Hrsg.), Optimi-
zation and Design of Geodetic Networks, 6-10,
Springer, Berlin Heidelberg New York.

ScuMITT, G. (1985b): Second Order Design, In:
GRAFAREND, E. W. und F. SansO (Hrsg.), Op-
timization and Design of Geodetic Networks, 74—
121, Springer, Berlin Heidelberg New York.

ScHMITT, G. (1985c): Third Order Design, In: GRA-
FAREND, E. W. und F. SaANsO (Hrsg.), Optimiza-
tion and Design of Geodetic Networks, 122-131,
Springer, Berlin Heidelberg New York.

ScuMITT, G. (1997): Spectral Analysis and Optimi-
zation of two-dimensional Networks, Geomatics
Research Australasia, 67: 47-64.

ScHON, S. und H. KUTTERER (2001a): Intervall-
mathematische Behandlung von Unsicherheiten
in geoddtischen Messungen, Vermessung, Photo-
grammetrie, Kulturtechnik, 99(3): 132-135.

ScHON, S. und H. KUTTERER (2001b): Network Op-
timization with respect to Systematic Errors, In:
ApaM, J. und K.-P. ScHWARZ (Hrsg.), Vistas for
Geodesy in the New Millenium, 329-334, Interna-
tional Association of Geodesy Symposia, Bd. 125,
Springer, New York Berlin Heidelberg.

ScHON, S. und H. KUTTERER (2001c): Optimal De-
sign of Geodetic Monitoring Networks by means
of Interval Mathematics, In: WHITACKER, C.
(Hrsg.), 10" FIG International Symposium on
Deformation Measurements, Orange California,
41-46.

ScHON, S., H. KUTTERER, M. MAYER und B. HECK
(2001): Study on the Transfer of the ITRF Da-
tum to a GPS Network in Antarctica, In: SIDERIS,
M. G. (Hrsg.), Gravity, Geoid and Geodynamics
2000, 29-34, International Association of Geode-
sy Symposia, Bd. 123, Springer, New York Berlin
Heidelberg.

ScHwWARzZ, K.-P. (2000): Presidential address, Inter-
national Association of Geodesy XII IUGG Ge-
neral Assembly, Birmingham, UK, July 18-31,
1999, Journal of Geodesy, 74(1): 41-68.

ScawARrz, W. (Hrsg.) (1993): Vermessungsverfahren
im Maschinen- und Anlagenbau, Schriftenreihe
des Deutschen Vereins fiir Vermessungswesen, Bd.
13, Verlag Konrad Wittwer, Stuttgart.

SCHWIEGER, V. (1999): Ein Elementarfehlermodell
fiir GPS-Uberwachungsmessungen, Konstrukti-
on und Bedeutung interepochaler Korrelationen,
Wissenschaftliche Arbeiten der Fachrichtung Ver-
messungswesen der Universitit Hannover, Nr.
231.

SHEPHARD, G. C. (1974): Combinatorial Properties
of Associated Zonotopes, Canadian journal of ma-
thematics, 26(2): 302-321.

SiLLARD, P. und C. BOUCHER (2001): A Review
of Algebraic Constraints in Terrestrial Reference
Frame Datum Definition, Journal of Geodesy, 75:
63-73.

STAIGER, R. (1998): Zur Uberpriifung moderner Ver-
messungsinstrumente, Allgemeine Vermessungs-
nachrichten, 105(11-12): 365-372.

STRAHLBERG, C. (1997): Fine vektorielle Darstellung
des FEinflusses von Ziel- und Kippachsfehler auf
die Winkelmessung, Zeitschrift fiir Vermessungs-
wesen, 122(5): 225-234.

TIPLER, P. A. (1994): Physik, Spektrum Akademi-
scher Verlag, Heidelberg Berlin Oxford.

TORGE, W. (2001): Geodesy, 3. Aufl., Walter de
Gruyter, Berlin New York.

VIERTL, R. (1996): Statistical Methods for Non-
Precise Data, CRC Press, Boca Raton New York
London.

WANG, J. und Y. CHEN (1999): Outlier Detection
and Reliability Measures for Singular Adjustment
Models, Geomatics Research Australasia, 71: 57—
72.

WELscH, W., O. HEUNECKE und H. KUHLMANN
(2000): Auswertung geoditischer Uberwachungs-
messungen, 3. Aufl., Handbuch der Ingenieur-
geodisie, Bd. 3, Herbert Wichmann Verlag, Hei-
delberg.

Wicki, F. (1998): Robuste Schdtzverfahren fiir
die Parameterschitzung in geoddtischen Netzen,
IGP-Mitteilungen, Bd. 67, Eidgenossische Tech-
nische Hochschule, Ziirich.

WILHELM, W. (1994): Die Seitenrefraktion - Ein un-
beliebtes Thema? Oder ein Thema nur fir Insi-
der, Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtech-
nik, 92(2): 75-82.

WITTE, B. (1990): Mdéglichkeiten und Grenzen des
trigonometrischen Nivellements, Vermessungswe-
sen und Raumordnung, 52: 86-96.

Xu, P. (1993): Multi-objective second order optimi-
zation and criterion matriz design, Bollettino di
Geodesia e Scienze Affini, 52(4): 305-323.

Xu, P. und E. GRAFAREND (1995): A multi-objective
second-order optimal design for deforming net-
works, Geophysical Journal International, 120:
577-589.

YonG-Q1, C. und J.-L. WANG (1996): Reliability
measures for correlated observations, Zeitschrift
fiir Vermessungswesen, 121(4): 211-218.

ZEeISKE, K. (1999): TPS 1100 Professional Series -
Eine neue Tachymetergeneration von Leica, Ver-
messungswesen und Raumordnung, 61(2): 82-90.

Z1EGLER, G. M. (1995): Lectures on Polytopes, Gra-
duate Texts in Mathematics, Bd. 152, Springer,
New York Berlin Heidelberg.



140

Lebenslauf
6. Mai 1974 geboren in Karlsruhe
1980 - 1984 Grundschule Hochstetten
1984 - 1993 Gymnasium Neureut, Kalsruhe—Neureut
13. Mai 1993 Abitur
1993 - 1994 Zivildienst
1994 - 1999 Studium des Vermessungswesens an der Universitit Karlsruhe (TH) und

an der Ecole Nationale des Sciences Géographiques (ENSG/IGN) in
Marne-la-Vallée (Frankreich)

22. Dezember 1999 Zeugnis iiber die Diplomhauptpriifung

Februar 2000 — Juni 2002  wissenschaftlicher Angestellter am Geodétischen Institut der Universitiit
Karlsruhe (TH)

seit Juli 2002 wissenschaftlicher Angestellter am Deutschen Geodiitischen Forschungs-
institut (DGFI), Miinchen

Dank

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr.-Ing. E.h. G. Schmitt fiir die Ubernahme des Hauptreferats, die damit
verbundene Unterstiitzung und die gewdhrten Freiheiten. Bei Herrn Prof. Dr. rer. nat. G. Alefeld bedanke ich
mich fiir die Ubernahme des Korreferats und hilfreiche Anmerkungen zur Thematik der Intervallmathematik.
Mein herzlicher Dank gilt Herrn Priv.-Doz. Dr.-Ing. H. Kutterer fiir seine engagierte Betreuung und wichtigen
Impulse bei der Bearbeitung einzelner Themenbereiche sowie fiir seine Bereitschaft, die Arbeit zu begutachten.

Herrn Prof. Dr.-Ing. B. Heck mdchte ich fiir die wertvolle Unterstiitzung wihrend meiner Karlsruher Zeit danken
sowie Herrn Hon.-Prof. Dr.-Ing. H. Drewes fiir die Moglichkeit, dass ich in der zweiten Projekthélfte ans DGFI
wechseln konnte. Weiterhin danke ich den Kollegen am Deutschen Geoditischen Forschungsinstitut (DGFI),
den ehemaligen Kollegen am Geodétischen Institut der Universitdt Karlsruhe und alle Anderen, die mit vielen
Diskussionen das Entstehen der Arbeit begleitet haben.

Mein ganz besonderer Dank gilt meiner Frau Gaél fiir ihre Ermunterung, ihr Verstéindnis und ihre Riicksicht-
nahme wihrend der Fertigstellung der Arbeit.

Die vorliegende Arbeit prisentiert Ergebnisse des Forschungsvorhabens ,,Optimaler Entwurf geoditischer Uber-
wachungsnetze unter Beriicksichtigung strenger Toleranzen“, das im Rahmen des Biindelprojektes , Aufbau
eines Informationssystems zur geoditischen Deformationsanalyse unter Einbeziehung heterogener Daten“ von
der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) gefordert wurde.





