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1 Einleitung

Durch die rasche technologische Entwicklung bei der Erfassung von Geoinformationen wiéchst
gleichzeitig die Notwendigkeit, den dadurch immer grofer werdenden Umfang der Daten, die
u. a. in digitalen Gelindemodellen (DGM) gespeichert werden, rationell zu verarbeiten und zu
verwalten. Als wirkungsvolles Werkzeug fiir einige dieser Aufgaben hat sich die Wavelettrans-
formation herausgestellt. Die Wavelettransformation (WT) ist eine Integraltransformation, die
als eine Verallgemeinerung der Fouriertransformation angesehen werden kann. Sie erweitert ei-
nerseits die bekannten Signalanalyseeigenschaften der Fouriertransformation vor allem um die
bisher fehlende Lokalisierungseigenschaft und ermoglicht andererseits eine sehr effektive Daten-
kompression, wie entsprechende Ergebnisse in der Bildverarbeitung eindrucksvoll belegen (vgl.
z.B. KIEFNER und HAHN (2000)). Fiir die Beherrschung der Datenflut ist insbesondere die Da-
tenkompression wichtig.

Diese Eigenschaften der Wavelettransformation machen sie auch fiir die Geowissenschaften, ins-
besondere fiir die Geoinformatik interessant, wie die Zunahme an Publikationen zu diesem The-
ma zeigt. Dabei sind die konkret bearbeiteten Fragestellungen sehr verschieden. BARTHELMES
et al. (1994) stellen Anwendungen der Wavelettransformation in der Geodésie vor, wie z.B. zur
Losung grofler linearer Gleichungssysteme, die bei geodétischen Fragestellungen oft vorkommen.
Mit Hilfe der Wavelettransformation gelingt GROSS et al. (1996) eine adaptive Fldchentriangula-
tion auf der Basis lokaler Spektralschitzungen. Von BAYER et al. (1998) wird die Wavelettrans-
formation z.B. im Bereich der Physikalischen Geodisie angewendet.

Die Wavelettransformation ermoglicht unter anderem die Geldndeanalyse auf der Basis der
(eventuell komprimiert) in Form von Waveletkoeffizienten gespeicherten Daten, da die Wave-
letkoeffizienten wesentliche Signaleigenschaften des Geldndes repréasentieren. Um diese M6glich-
keiten effektiv zu nutzen, ist es erforderlich, die bestehenden Zusammenhénge zwischen Appro-
ximationseigenschaft, Lokalisierungseigenschaft und Kompressionseigenschaft herauszuarbeiten.

Wesentliche Teile der vorliegenden Arbeit entstanden im Rahmen des DFG-Forschungsprojekts
»Analyse, Approximation und Kompression von Reliefdaten, speziell digitaler Gelindemodel-
le, mit Hilfe der Wavelettransformation“. Dabei wurde der Schwerpunkt der Untersuchungen
auf hybride Geldndemodelle gelegt, die auf einem digitalen Hohenmodell (DHM) aufsetzen. Das
hybride Modell wird hier als Mehrschichtenmodell verstanden, bei dem in den grundlegenden er-
sten beiden Schichten die reinen Hoheninformationen (DHM, Rasterdaten, erste Schicht) und die
reliefbezogenen Raumkurven (Vektordaten, zweite Schicht) gespeichert sind. Weitere Schichten
sind zur Aufnahme weiterer raumbezogener Geo-Informationen gedacht.

Von der Vielzahl der daraus unmittelbar resultierenden Teilprobleme wurden die folgenden, die
sich insbesondere auf die Wechselwirkung zwischen Gelédndefliche und Geldndekurven beziehen,
schwerpunktméfig untersucht:

e Beschreibungsmoglichkeiten explizit gegebener Raumkurven fiir eine effektive Wavelettrans-
formation.

e WT-gerechte Beschreibung von Raumkurven in hybriden DGM.

e Probleme der Kompressionverfahren in Mehrschichtenmodellen.

Zusétzlich ergaben sich mehrere Probleme zum theoretischen Hintergrund der diskreten Wave-
lettransformation. Es erschien lohnenswert, einige Effekte der allgemein verbreiteten Program-
me, fiir die bisher in der Literatur keine deutlichen Erkldrungen zu finden waren, genauer zu
untersuchen. Dazu gehorte vor allem die Quantifizierung der Lokalisierungseigenschaft bei der
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diskreten Wavelettransformation, die sonst nur fiir den Grenziibergang a — 0 des Frequenzpara-
meters bei der kontinuierlichen Wavelettransformation erklart ist. Es zeigte sich, dafl vor allem
die sachlich richtige Interpretation der Waveletkoeffizienten als Output der Verfahren die auftre-
tenden Effekte zu erklédren hilft. Diese Interpretation ist besonders auch fiir die Fragestellungen
der Signalanalyse von Bedeutung. Weitere wichtige Problemkreise waren daher:

e Die Aufbereitung der algorithmischen Zusammenhénge der iiblichen Verfahren aus der
Sicht der Indexbeziehungen, die sich aus der iterativen Konstruktion der Wavelets ergeben.

e Die Ubertragung der Lokalisierungs- und Approximationseigenschaft auf die diskrete Wa-
velettransformation, ohne den Grenziibergang a — 0 voraussetzen zu miissen.

e Untersuchung der Anwendbarkeit der diskreten Wavelettransformation fiir die Analyse von
DGM im Waveletbereich, dem Bildbereich der WT.

Die Arbeit verfolgt damit die Zielstellung, die oben genannten urspriinglichen Aufgaben des
DFG-Projektes in einem um diese Fragestellungen erweiterten Gesamtrahmen darzustellen.

Bei den Untersuchungen zu den theoretischen Grundlagen konnten einige interessante Ergebnisse
erzielt werden, die in dieser konkreten Form in der Wavelet-Literatur nicht zu finden sind.
Die Darstellung dieser Ergebnisse, bei der auf eine didaktische Aufbereitung besonderer Wert
gelegt wurde, ist einer der Schwerpunkte der vorliegenden Arbeit. Gleichzeitig werden bereits
verdffentlichte Einzelergebnisse in diesen Zusammenhang eingeordnet.

Im ersten Teil der Arbeit werden nach einer kurzen Einfiihrung in die kontinuierliche Wave-
lettransformation (Kapitel 2) die wesentlichen Grundlagen der diskreten Wavelettransformation
zusammengestellt und so aufbereitet, dafl sie eine zweckmiflige formale Basis fiir die durch-
zufithrenden Untersuchungen darstellen (Kap. 3). Die Verfahren der diskreten Wavelettransfor-
mation werden im unmittelbaren Zusammenhang mit der iterativen Konstruktion der diskreten
Wavelets gesehen. Als mathematische Basis fungiert im wesentlichen der Matrizenkalkiil.

Danach werden zunéchst Raumkurven als ein Hauptbestandteil hybrider Gelandemodelle unter
dem Gesichtspunkt der Wavelettransformation betrachtet (Kapitel 4). Raumkurven als eindi-
mensionale Mannigfaltigkeiten im dreidimensionalen Raum lassen sich nicht durch nur eine
Gleichung und damit auch nicht als eine Funktion beschreiben. Folglich kénnen die Ansétze, die
es fiir ebene Kurven gibt, z.B. WERSCHLEIN (1996), nicht einfach iibernommen werden, sondern
die Anséitze miissen entsprechend verallgemeinert werden. In Abschnitt 4.3.1 werden derartige
Beschreibungsmoglichkeiten diskutiert, vgl. auch BEYER (1999).

In hybriden Modellen mit im allgemeinen grundsétzlich unterschiedlicher Datenstruktur von
Fléchen- und Kurvendaten (Rasterdaten, Vektordaten), erscheint es im Interesse konsistenter
Datensétze im Waveletbereich (WB) sinvoll, die Datenstrukturen bereits vor der Wavelettrans-
formation im Ortsbereich anzupassen. Dazu dient eine implizite Beschreibung der reliefbezoge-
nen Kurven, die in Abschnitt 4.3.2 vorgestellt wird, vgl. auch BEYER (2000a), BEYER (2000b).
Probleme der Rekonstruierbarkeit der so transformierten Daten werden im Anhang D behandelt.

Fiir die Analyse der Gelindemodelle im Waveletbereich ist die Approximationseigenschaft im
unmittelbaren Zusammenhang mit der Lokalisierungseigenschaft von Bedeutung. Die Wavelet-
koeffizienten sind bei einem Wavelet n-ter Ordnung proportional zur n-ten Ableitung der trans-
formierten Funktion. Neben der Bestimmung des Proportionalitdtsfaktors ist auch die genaue
Lokalisierung fiir die Analyse wichtig. Es zeigt sich, dafi durch den endlichen Support bei den
meist asymmetrischen Wavelets die Indizierung der Waveletkoeffizienten nicht unmittelbar als
Maf fiir die Lokalisierung geeignet ist. In den Abschnitten 7.1 und 7.2 werden diese Probleme
ausfiihrlich behandelt, vgl. auch BEYER und MEIER (2001), BEYER (2002).



11

Durch die Approximationseigenschaft ergeben sich spezielle Analysemoglichkeiten und die Ablei-
tung von Folgeprodukten im Waveletbereich. Zum einen kénnen Gelédndeneigung und -kriitmmung
bei entsprechender Ordnung der benutzten Wavelets unmittelbar aus den Waveletkoeffizienten
bestimmt werden (Abschnitt 4.2). Zum anderen ist es darauf aufbauend méglich, Hohen- und
Gefillelinien aus den Waveletkoeffizienten zu generieren (Abschnitt 7.3). Von RICHTER (2001)
wurden diesbeziigliche Algorithmen entwickelt.

Bei der Anwendung der Kompressionsverfahren, die in Abschnitt 6.2 beschrieben werden, treten
bei der oben genannten konsistenten Beschreibung hybrider Modelle Anpassungsprobleme im
Zuge der Rekonstruktion des Geldndemodells durch die inverse Wavelettransformation auf. Diese
Anpassungsprobleme ergeben sich durch die unterschiedlichen Gliattungseffekte bei Flichen und
Kurven. Diese Probleme wurden von WEICHSEL (2001) untersucht. Die Ergebnisse werden in
Abschnitt 6.5 kurz zusammengefaft.
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2 Wavelet-Transformation zur Analyse, Approxima-
tion und Kompression

2.1 Integraltransformationen

Transformationen spielen bei der Untersuchung und Bearbeitung mathematisch beschreibbarer
Sachverhalte schon lange eine wichtige Rolle. In der Analysis hat man das Problem der Darstel-
lung beliebiger Funktionen durch spezielle Funktionen mit bestimmten Eigenschaften, d.h. der
Approximation durch Funktionen aus einem geeigneten Unterraum. In der Signalverarbeitung
sind fiir die Signalanalyse vor allem Integraltransformationen von Bedeutung. In der Geometrie
dienen Koordinatentransformationen u. a. zur Klassifizierung von geometrischen Objekten, z.
B. die Klassifizierung der Kurven zweiter Ordnung mittels Hauptachsentransformation.

Allgemein kann man sagen, daf} ein Element eines Vektorraumes, das beziiglich einer Basis dieses
Vektorraumes dargestellt ist, in die Darstellung beziiglich einer anderen Basis transformiert wird.
Es handelt sich also um eine Transformation der Darstellung. Von der neuen Basis hingt ab,
ob es sich nur um eine Approximation oder um eine Transformation ohne Informationsverlust
handelt.

Eine Integraltransformation einer Funktion f(t¢) ist gegeben durch

_ /bK(s,t) F(t)de | (2.1-1)

Der sogenannte Kern K (s,t) der Integraltransformation stellt gewissermaflen die neue Basis fiir
die Beschreibung der Funktion dar.
ei st

Die Fouriertransformation hat als Kern die Funktion K(s,t) = und ist mit einem Skalie-

rungsfaktor gegeben durch
s) et st 2.1-2
o) = o= [ s (21-2)
Der Kern ¢!t = cos(st) +isin(st) besteht aus den harmonischen Schwingungen aller Frequenzen
s. Damit liegt eine Zerlegung des Signals in Schwingungsanteile vor.

Die Fouriertransformation bildet eine Funktion im Orts- bzw. Zeitbereich in eine Funktion im
Frequenzbereich! ab. Die transformierte Funktion enthilt ausschlieflich Frequenzinformationen.
Es erfolgt eine vollstdndige Trennung zwischen Orts- und Frequenzbereich.

Bei der Wavelettransformation ist der Kern zweidimensional, er enthélt einen Orts- und einen
Frequenzparameter. Damit ist eine Lokalisierung im Bildbereich (Waveletbereich) mdoglich. Die
Wavelettransformation ist gegeben durch

Lyflab): \/7/ (1) )dt (2.1-3)

Dabei ist a der Frequenzparameter und b ist der Ortsparameter. Die Analysefunktionen 1 werden
durch den Parameter a in Richtung der ¢-Achse skaliert und durch den Parameter b auf der t-
Achse verschoben. Die transformierte Funktion enthilt damit sowohl Frequenzinformationen als
auch Ortsinformationen.

! Bei einer Transformation aus dem Ortsbereich nennt man den Bildbereich auch Wellenzahlbereich.
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2.2 Kontinuierliche Wavelettransformation

Durch eine fast beliebig wihlbare Funktion ¢ (Wavelet) als Analysefunktion wird mit der Wa-
velettransformation eine gegeniiber der Fouriertransformation wesentlich hohere Flexibilitat er-
reicht. Den Namen erhilt das Wavelet (,, Wellchen®) durch seine Form, eine weitgehend nur auf
einen begrenzten Definitionsbereich ausgedehnte Schwingung. Durch Stauchung (Dilatation, Pa-
rameter a) und Verschiebung (Translation, Parameter b) des sogenannten Prototyps 1) entsteht
die Funktionsbasis 1, des Bildraumes, die damit als Analysefunktionen sowohl Frequenzen als
auch Orte analysieren. Die Wavelttransformierte L, f einer Funktion f ergibt sich {iber das
L2-Skalarprodukt (f,v) zu

Lyflab) = \/%/::f(tw (t - b> dt (2.2-1)

als Funktion der beiden Parameter a und b. Der Faktor /1/cy|a| dient der Erzielung gewisser
zweckmifliger Eigenschaften. ¢y, ist definiert durch

Cyp 1= 2m /oo de (2.2-2)

—oo W]

und muf} die Zuléssigkeitsbedingung
0<cy <0 (2.2-3)

erfiillen.

Bei richtiger Wahl von ¢, vermittelt die Wavelettransformation eine Isometrie zwischen gewich-
teten L2-Riumen. Daraus ergibt sich die Inversionsformel

£t) = E HZ HZ Luf(a. b)\/%w (=)=, (2.2:4)

Nach Louis et al. (1994) 148t sich die Wavelettransformierte Ly, f interpretieren als

e Phasenraumdarstellung von f,
e Approximation einer Ableitung von f,

e Aufspalten von f in Anteile zu verschiedenen Frequenzbindern.

Die Lokalisierungseigenschaft, die mit der ersten Interpretation korrespondiert, wird im Ab-
schnitt 7.2 ndher untersucht, da sich zeigt, dafl die Lokalisierung nur fiir a — 0 exakt ist und
einer momentabhéngigen Korrektur bedarf. Eine Verbesserung der Lokalisierung ist dennoch nur
soweit moglich, wie es die Heisenbergsche Unschérferelation zuldfit. Die ,,exakte” Lokalisierung
ist u. a. dann erforderlich, wenn die Wavelettransformation zur Datenanalyse genutzt wird, z. B.
zur Bestimmung der Ableitungen mittels ihrer Approximationseigenschaft. Diese Problematik
wird insgesamt im Kap. 7 behandelt.

Fiir weitergehende Aussagen zur kontinuierlichen Wavelettransformation wird auf die Literatur
(DAUBECHIES (1992), Louis et al. (1994), BLATTER (1998)) verwiesen, da das Gewicht dieser
Arbeit auf Verfahren der diskreten Wavelettransformation liegt.

Wiéhrend die kontinuierliche Theorie fiir das Verstdndnis der inneren Zusammenhénge der Trans-
formation von Bedeutung ist, ist fiir die praktische Nutzung der Wavelettransformation mit Hilfe
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der Computertechnik eine effiziente diskrete Version erforderlich. Die Multiskalenanalyse (MSA,
engl. multi resolution analysis: MRA) leistet das hervorragend. Im Gegensatz zur Fouriertrans-
formation, bei der die Fourierreihe nur die Teilmenge der 27-periodischen Funktionen repréasen-
tieren kann, lassen sich mit der MSA alle f € L?(IR) darstellen, nur begrenzt durch die Auflésung
des diskret gegebenen Signals. Im folgenden Kapitel werden die Grundlagen der Multiskalen-
analyse im Hinblick auf die zu lésenden Fragestellungen der vorliegenden Arbeit dargestellt. Ein
wesentlicher Schwerpunkt liegt dabei auf der Interpretation der Indizierung der durch Vektoren
bzw. Matrizen repréasentierten 1D- bzw. 2D-Signale. Die Indizes der Vektoren bzw. Matrizen sind
die Repriisentation der Lokalisierung des Ortes bzw. der Zeit der zu transformierenden Signale.
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3 Diskrete Wavelettransformation

3.1 Matrizenbeziehungen diskreter Funktionen

Die praktische Realisierung der diskreten Wavelettransformation durch die in 3.2 beschriebene
Multiskalenanalyse nach MALLAT (1989) basiert in den Programmtools zur Wavelettransforma-
tion i. allg. auf dem Matrizenkalkiil, da er eine sehr zweckméfiige Beschreibung der mathemati-
schen Zusammenhénge in Hinblick auf die realisierbaren Datenstrukturen zuléft.

Eine Funktion f : Z — IR {iber endlich vielen diskreten Argumenten kann als endlichdimensio-
naler Vektor

i
f2
=1 (3.1-1)
In
aufgefalt werden. Dieser 148t sich beziiglich einer endlichen Basis {b;, by, ..., b, } mit den Koef-
fizienten b1, bo, ..., b, darstellen:
n
f=> bi-b. (3.1-2)
i=1
In Matrizenschreibweise hat man
by
A .
. | '
br,

Sind die Basisfunktionen orthogonal, so ist B eine orthogonale Matrix (B~! = BT). Die Koef-
fizienten b; ergeben sich demnach zu

fo=B"'f=B"-f, (3.1-4)

d.h., die Koeffizienten b; sind die Skalarprodukte der Funktion f mit den Basisfunktionen b;:

b; = @,D . (3.1-5)

Ist die Matrix B der Basisvektoren b; die Einheitsmatrix £ mit
ey - e, | (3.1-6)

so sind die Koeffizienten b; der Linearkombination (3.1-2) gleich den Elementen f; des Funk-
tionswertevektors f. Man nennt deshalb die Basis {e;,es,...,¢e,} auch kanonische Basis. Die
kanonische Basis der diskreten Funktionen entspricht der §-Basis der kontinuierlichen Funktio-
nen. Diese Analogie ist in Tab. 3.1-1 veranschaulicht.

Damit liegt, wenn die b; Waveletvektoren in der Terminologie von Abschnitt 3.2, (3.2-15) sind,
die Matrizenform der Wavelettransformation mit den Waveletkoeffizienten b; vor.



16 Kapitel 3. Diskrete Wavelettransformation

Tabelle 3.1-1: Analogien zwischen stetigen und diskreten Funktionen

y = f(x) y=I[un w ys]"
1 0 0
0 1
Funktionsbasis: d-Funktion kanonische Basis ], ,
0 0 1
f@) = 2 f(u)d(x — u)du y=vyi-ety2-et - +ys-eg =Ly

3.2 Konzept der Multiskalenanalyse

Die diskrete Wavelettransformation verdankt ihren Erfolg dem Konzept der Multiskalenanalyse.
Nachfolgend wird die Multiskalenanalyse in Anlehnung an LoUIs et al. (1994) eingefiihrt.

Definition 1 (Multiskalenanalyse) Die Multiskalenanalyse (MSA) des L*(IR) ist eine auf-
steigende Folge abgeschlossener Unterrdume Vy, C L?(IR),

{0}c...cVhcWVicVyCcV. i CcV,yC...C L*(R),

so dafs gilt
= IL*R), (3.2-1)
V = {0}, (3.2-2)
f() v = f@")eVy, meZ. (3.2-3)

Es gibt eine Funktion ¢ C L*(IR), deren ganzzahlige Translate eine Riesz-Basis von Vy erzeugen,
d.h.

Vo = span{ (- —k)|}

und

AZCk

keZ

Z ekl —k)

keZ

<B> q (3.2-4)

L2 keZ

fiir alle {cx ez € 1*(Z). Es bezeichnen A und B positive Konstanten.
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Die Réume V,,, sind folglich skalierte Versionen des Grundraumes Vj, der durch Translation
einer Funktion p(x) € Vp, der Skalierungsfunktion, aufgespannt wird. Die Skalierungsfunktion
wird auch ,,Prototyp“ der Basisfunktionen genannt. Es ist dann {pg,} eine Basis von V{ mit
von(z) = @(x —n), n € Z. Eine Funktion f € Vj hat demzufolge eine Darstellung

f=>an- oo - (3.2-5)

Das gilt auch fiir die Basisfunktionen, insbesondere fiir den Prototyp ¢(x). Wegen

o) e vy ¢ W

o) e i B o) e v
folgt
X
w(3) = > en-p(z—n). (3.2-6)

Die Substitution § — x fiihrt auf die Skalierungsgleichung
o(x) = Z en - o(2x —n) . (3.2-7)

Um eine eindeutige Losung der Skalierungsgleichung zu erhalten, betrachtet man die Normierung
J o(x)dx = 1. Wegen

2=2 /Rgo(:c)dx =2 /JRZ enp(2x —n)dr =2 Z Cn /]Rgo(Qac —n)dz (3.2-8)

folgt mit der Substitution y := 2x —n

2=2ch/ms0(y)d—2y

> en /IR o(y)dy (3.2-9)
" =1

und damit als notwendige Bedingung fiir die ¢,

den=2. (3.2-10)

Die verbleibenden Freiheitsgrade fiir die Koeffizienten fithren auf eine Vielzahl verschiedener
Folgen von Unterrdumen mit jeweils speziellen Eigenschaften fiir die Wavelettransformierten.

Die ¢; werden auch Skalierungskoeffizienten genannt und in der Literatur teilweise mit h; be-
zeichnet.

Die diskrete Wavelettransformation ist dann im Grunde eine fortlaufende Zerlegung des Signals
f aus einem Unterraum Vg des L?(IR) in einen ,glatten“ und einen ,rauhen® Anteil. Es handelt
sich dabei um eine Projektion P;f des Signals f € V4 in einen Unterraum Vi C Vj und eine
Projektion Q1 f in das mit W7 bezeichnete orthogonale Komplement von V; in V. Wird jeweils
die Projektion P;f in den Unterraum V; C V;_; weiter in die Unterrdume V;;1 und W
projiziert, entsteht eine Folge von Projektionen {Q1f, Qa2f, ..., Qnf, Pnf}, aus denen sich das
Signal f rekonstruieren l&8t:

f=Qif+Qaf +...+Qunf+ Puf. (3.2-11)

Diese Zerlegung des Signals durch einen Baumalgorithmus illustriert Abb. 3.2-1. Die Projektio-
nen Q;f enthalten die Anteile von f zu bestimmten Frequenzbéndern, die auch Skalen genannt
werden (Louis et al. (1994), S. 104).
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Abbildung 3.2-1: Schematische Darstellung der schrittweisen Zerlegung des Signals in ,,glatte“ und
,rauhe® Anteile.

Praktisch werden diese Projektionen durch die Waveletkoeffizienten ausgedriickt, die als Ska-
larprodukte des Signalvektors mit den Basisvektoren der Unterrdume V; (i = 1,...,n) und W,
berechnet werden.

Die Basisfunktionen der orthogonalen Komplemente W; sind die Wavelets (sog. Mutterfunktio-
nen). Aus gegebenen Koeffizienten ¢;, die die Skalierungsgleichung befriedigen, lassen sich die
Wavelets fiir die verschiedenen Skalen iterativ bestimmen; siehe STRANG and NGUYEN (1997).

Man startet im kontinuierlichen Fall mit der Basis {@g,} des Funktionenraumes Vj mit

1 fir nAz<z<(n+1) Az

0 sonst

Pon(T) = {

Dieser Funktionenraum entspricht einer Diskretisierung mit der Tastweite Az. In den untersuch-

ten Algorithmen der diskreten Wavelettransformation iibernimmt die kanonische Basis! {£0n}
mit

n-te Stelle
A~

-
€ = |00 100 ], nez
mit dem sogenannten Prototyp ¢, die Rolle der oben erwéhnten Basis {@on}. Die Prototypen

der Vaterfunktion ¢,  und der Mutterfunktion ¢, (Wavelet) der k-ten Skale ergeben sich dann
iterativ zu

1
Pro = 5\/520"'91%1,71’
n
(3.2-12)

1
Yo = §ﬁz(_1)n01*"'£k71,n'
n

Der Faktor 1/2v/2 sichert ||opn|| = |[¢&n|| = 1. Die vollstéindige Basis der k-ten Skale ergibt sich
durch fortlaufende Verschiebung des Prototyps um 2F.

! Die kanonische Basis (Standardbasis) einer diskreten Funktion in der gegebenen Signalauflosung entspricht
der §-Basis einer kontinuierlichen Funktion.
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Um nicht durch zu viele Indizes den Blick fiir das Wesentliche zu verlieren, werden an dieser
Stelle einige vereinfachende Schreibweisen eingefiihrt, die verwendet werden, wenn durch den
Kontext Verwechslungen ausgeschlossen sind.

Das diskret gegebene endliche Signal (die Signalfolge)

{ £, @), Fa) } (3.2-13)

werde durch den Funktionswertevektor (Signalvektor)

+
f=1h B f] (3.2-14)
und das verwendete Wavelet durch den Waveletvektor
+
Y= [ vl vV - U } (3.2-15)

beschrieben. Dabei sind n die Lénge des Signals und s die Lénge (Support) des Wavelets in
der betrachteten Skale?. Unter dem Support des Wavelets versteht man den Bereich vom ersten
bis zum letzten von Null verschiedenen Element des diskreten Wavelets bzw. auch die Linge
dieses Bereiches. Die oben konstruierten Wavelets sind eigentlich unendlich lange Folgen, die
auf diese Weise auf ihren Support beschrinkt als endliche Vektoren beschrieben werden®. Die
Wavelettransformation, die durch das Skalarprodukt? w; = <@, f > realisiert wird (vgl. 3.1),
liefert einen Vektor von Waveletkoeffizienten

w=[w wy - wn]T. (3.2-16)

Dieser kann wiederum als diskretes Signal aufgefafit werden und erlaubt unter Umstédnden eine
lokale Zuordnung der Waveletkoeffizienten zu den Argumenten x1, x2, . .., T, des Signals. In 3.4.1
wird die Struktur des Vektors w fiir die zwel in dieser Arbeit untersuchten Vefahren im Detail
beschrieben.

Analog zum eindimensionalen Fall werde das diskret gegebene endliche Signal z;; = f(x4,y;)
durch die Funktionswertematrix (Signalmatrix)

211 Z12 Tt Zln
221 2922 Tt Z22n

Z = . . . (3.2—17)
Znl  Zn2 " Znn

beschrieben. Fiir die Konstruktion der zweidimensionalen Wavelets werden sowohl das eindi-
mensionale Wavelet 1) (Hochpaf}) als auch die eindimensionale Skalierungsfunktion ¢ (Tiefpaf})
bendtigt. Sie sollen hier kurz als Hochpafivektor

@::wz[vgl vb UQ]T (3.2-18)

und Tiefpafivektor
+
t:=p= [v’i vh ol } (3.2-19)

2 Im Interesse einer einfachen Indizierung ist in (3.2-15) der Skalenindex weggelassen worden.
3 In der Praxis hat man es ohnehin mit endlichen Signalvektoren bzw. Signalmatrizen zu tun.

4 Dem Skalarprodukt (i, f) = f ¥ - f de im kontinuierlichen Fall entspricht im diskreten Fall das Skalarprodukt
(Vi f) =0 .
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bezeichnet werden. Dabei sind (n,n) das Format der Signalmatrix und s analog zum eindi-
mensionalen Fall der Support des Wavelets bzw. der Skalierungsfunktion in der betrachteten
Skale.

Beispiel 1 Daubechies4-Wavelet

Die Koeffizienten des Daubechiesd-Wavelet sind co = $(14+v/3), c1 = 2(3+V/3), 2 = $(3—/3),
c3 = %(1 —+/3). Man erhilt fiir den HochpaBivektor h und den Tiefpavektor [ in der ersten
Skale gemaf (7.1-2)

_
b= [ ~0.1294 —0.2241 0.8365 —0.4830}

_
z::[o.4830 0.8365 0.2241 —0.1294} ,

vgl. WICKERHAUSER (1994).

In den iiblichen Verfahren der diskreten Wavelettransformation, vgl. z.B. BUCKHEIT et al. (1995),
wird die Signalmatrix Z bei der sogenannten schnellen Wavelettransformation in die Matrix

w11 w12 T Win
w21 w22 T Wan

W = . . . (3.2—20)
Wp1 Wp2 - Wpn

der Waveletkoeflizienten {iberfiihrt. Diese ist aus Teilmatrizen zusammengesetzt, die aus den
Skalarprodukten (HH, Z), (HT,Z), (IH,Z) und (1T, Z) entstehen (vgl. Abb. 3.4-4).

Bei der sogenannten stationdren Wavelettransformation werden die Wavelets zur Berechnung
der Waveletkoeffizienten in jeder Richtung um jeweils Eins iiber die Signalmatrix geschoben.
Damit enstehen in jeder Skale vier Matrizen W, Wi, Wy, Wrr von Waveletkoeffizienten
im Format der Signalmatrix Z, die die partiellen Ableitungen approximieren.

3.3 Konstruktion der diskreten Wavelets

3.3.1 Konstruktion der eindimensionalen Wavelets

Die Momente des Wavelets, die, wie in 7.2 gezeigt wird, die Lokalisierung der Approximation
beeinflussen, sind von der Verschiebung des Wavelets, d.h. seiner Indizierung, abhéngig. Es
ist deshalb notwendig, die verfahrensbedingten Indexbeziehungen korrekt zu beriicksichtigen.
In den Abbildungen 3.3-1 und 3.3-2 wird zur Verdeutlichung der Indexbeziehungen bei der
rekursiven Konstruktion der diskreten Wavelets die Konstruktion einer Wavelet-Basis mit vier
Filterkoeffizienten aus der kanonischen Basis grafisch dargestellt®. Insbesondere wird der Einflufl
auf die zyklische Verschiebung der Wavelets und der Skalierungsfunktionen sichtbar.

Der Support aller Vaterfunktionen ¢y beginnt geméf (3.2-12) immer an der 0-ten Stelle beziiglich
der vereinbarten Z#hlung. Der Support der Wavelets ;o beginnt jedoch versetzt um d; =
—2k=1(n,. — 2), wobei k die Nummer der Skale und n,. die Anzahl der Filterkoeffizienten ¢; des
betrachteten Wavelets ist.

5 Da nur die Indexbeziehungen veranschaulicht werden sollen, ist bei der Beschriftung der Skizzen der Skalie-
rungsfaktor %\/5 weggelassen worden.
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Abbildung 3.3-1: Schematische Darstellung der rekursiven Berechnung der Skalierungsfunktio-
nen fiir ein Wavelet mit vier Filterkoeffizienten cg, ¢1, 2, ¢3 (z.B. Daubechies4-
Wavelet) in den ersten drei Skalen k = 1,2, 3.

Fiir die Untersuchungen zur Approximationseigenschaft werden nicht die oben hergeleiteten
Waveletbasisfunktionen ¢ und % der schnellen Wavelettransformation, sondern die Wavelet-
basisfunktionen ¢ und ¢ der stationiren Wavelettransformation (vgl. 3.4.1) betrachtet. Diese
entstehen durch die Zuordnung ngzk = 0 bzw. ’lz;kgk = k.0

Durch fortlaufende Verschiebung um Eins in beide Richtungen werden diese Basisfunktionen
zur Waveletmenge {whl,wk@, ... ﬂﬁk,n} (HochpaBl) und zur Menge der Skalierungsfunktionen

{&k‘,lv &M, e ,&kn} (TiefpaB) vervollstindigt. Die Beschréinkung auf je n Basisfunktionen gilt
fiir Signale mit der endlichen Signallénge n.

Die jeweils erste Funktion 95/6,1 bzw. 1;;9,1 ist dann um dy = — (2% — 1) gegeniiber ¢ o bzw. 1y o
verschoben. Insgesamt ergibt sich damit eine Verschiebung des i-ten Wavelets 1, ; um d" +i mit

d"=dy +dy—1=-2"Yn.—2)—(2"-1)-1,

also

dh = —2k1p, . (3.3-1)

und der i-ten Skalierungsfunktion qg;“ um d' + i mit
d=dy—1=—(2"-1)-1,

also
dt = -2k, (3.3-2)
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Abbildung 3.3-2: Schematische Darstellung der rekursiven Berechnung der Wavelets mit vier Fil-
terkoeffizienten ¢y, c1, 2, c3 (z.B. Daubechies4-Wavelet) in den ersten drei Skalen
k=1,2,3.

3.3.2 Konstruktion der zweidimensionalen Wavelets

Der Tensorproduktansatz ist eine Moglichkeit, aus einer eindimensionalen Waveletbasis eine
zweidimensionale Waveletbasis zu konstruieren. Diese Konstruktion wird in den iiblichen Ver-
fahren der diskreten Wavelettransformation, vgl. z.B. BUCKHEIT et al. (1995) angewendet. Ist
die eindimensionale Basis durch das Paar Hochpafl (Wavelet, Mutterfunktion)

-
hzzwz[v? o ”H (3.3-3)
und Tiefpa (Skalierungs-, Vaterfunktion)

zzqu:[vﬁ vh e vgf, (3.3-4)

gegeben, ergibt sich eine zweidimensionale Waveletbasis als Quadrupel HH, HIT', TH, TT durch
die Matrizenprodukte

HH =hh', HI'=ht', TH=th', TT =tt'. (3.3-5)

Diese Konstruktion der zweidimensionalen Waveletbasis fiihrt damit gewissermaflen auf eine
Hintereinanderausfithrung zweier eindimensionaler Wavelettransformationen (siehe 3.5).

Beispiel 2 Haar-Wavelet

Fiir das Haar-Wavelet ergeben sich aus den eindimensionalen Hoch- und Tiefpavektoren

ﬁzlx/il 1], iz}ﬁlll (3.3-6)
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die Tensorproduktwavelets

HH = hh' =1 L 1 HT =ht' =1 L 1
nn D) 1 1 ) L D) )
(3.3-7)

1 -1 11
TH =th' =} ,  ITT=tt' =3 :
1 -1 11

3.4 Verfahren der diskreten Wavelettransformation

3.4.1 Verfahren der 1D-Wavelettransformation

Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei wesentliche Verfahren der diskreten Wavelettransforma-
tion behandelt, die hier als die {ibliche Schnelle Wavelettransformation (engl. fast wavelet trans-
formation, FWT) und in Anlehnung an die Prozedurbezeichnung FWT_Stat des Wavelet-Tools
WaveLab der Universitit Stanford als Stationdre Wavelettransformation bezeichnet werden (sie-
he BUCKHEIT et al. (1995)).

Die Extraktion lokaler Eigenschaften des Signals aus den Waveletkoeffizienten mittels der Appro-
ximationseigenschaften setzt eine Lokalisierung der Waveletkoeffizienten beziiglich des Signals
voraus. Es muf} also zunéchst gekldrt werden, fiir welchen Signalbereich ein Waveletkoeffizient
eine Aussage liefert. Da fiir den Support der Wavelets s > 1 gilt, ist eine scharfe Lokalisierung
nicht méglich.

Die in 3.2 eingefithrten Wavelets ergeben 2™ Waveletkoeffizienten fiir ein Signal der endlichen
Lénge n = 2™. Bei der sogenannten Schnellen Wavelettransformation wird der Signalvektor

T T
f= [ fi fo o fa } in den Vektor w = [ wy we -+ w, | der Waveletkoeffizienten
mit
. (3.4-1)
wai-iyy = (¥ ) J=L20k i=12,0,277

iiberfiithrt. In Abb. 3.4-1 ist das Prinzip des Verfahrens fiir ein Wavelet mit zwei Koeffizienten
schematisch dargestellt. Dieses Verfahren entspricht dem Baumalgorithmus geméf (3.2-11). Nach
dem Baumalgorithmus wird das Signal schrittweise mit dem Wavelet der ersten Skale

T : net+l—i .
g: [ V1 VUV o Up, } mit Ui:(—l) ¢ Cre—i (121,---,716)

und der Skalierungsfunktion

-
Q: [ ¢ €1 - Cp.—2 Cp.—1 }

zerlegt, wobei die ¢; die n. Koeffizienten der Skalierungsgleichung (3.2-7) sind. In der ersten

Skale gilt fiir den Support s der Wavelets s = n.. Fiir vier Koeflizienten ¢; hat man gerade

T T
Y=1|c —c2 c1 —Co} und Q:{co c1 C 63}

In Abb. 3.4-2 ist diese schrittweise Berechnung schematisch dargestellt. Die temporar mit den
Skalierungsfunktionen berechneten Waveletkoeffizienten w) und w! sind dunkel hervorgehoben.
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Abbildung 3.4-1: Schematische Darstellung der schnellen WT fiir ein Wavelet mit zwei Koeffizien-
ten (z.B. Haar-Wavelet). Die Waveletkoeffizienten w; werden als Skalarprodukt
eines Wavelets ¢ ; mit dem Signalvektor f berechnet. Hervorgehoben ist die
Berechnung von wg.
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Abbildung 3.4-2: Schematische Darstellung der Berechnung der Waveletkoeffizienten mit dem Bau-
malgorithmus fiir ein Wavelet mit zwei Koeffizienten (z.B. Haar-Wavelet). Die
Waveletkoeffizienten w] und w} (dunkel hervorgehoben), die als Skalarprodukt
der Skalierungsfunktion ¢y ; mit dem Signalvektor f berechnet wurden, werden
jeweils weiter zerlegt.

Die Berechnung der Waveletkoeffizienten durch die schrittweise Zerlegung in Hochpafl und Tief-
paB nach dem Baumalgorithmus und die direkte Berechnung iiber die Wavelets der einzelnen
Skalen sind dquivalent.

Die schnelle Wavelettransformation eignet sich vorwiegend zur Datenkompression, da nur die
minimale Anzahl an Waveletkoeflizienten berechnet wird, die zur Rekonstruktion erforderlich
sind. Es ist ersichtlich, dafl eine Signalanalyse im Sinne der in der Einleitung genannten Ziel-
stellung nicht zufriedenstellend moglich ist. Man erhélt in der ersten Skale nur in der Hilfte
der Positionen (vier im Beispiel Abb. 3.4-1), d.h. nur in der doppelten Tastweite, eine Informa-
tion iiber die Ableitung des Signals, in der zweiten Skale sogar nur noch in einem Viertel der
Positionen usw.

Fiir die Extraktion von lokalen Eigenschaften eignet sich ein Verfahren, bei dem die Wavelets
zur Berechnung der Koeffizienten in alle Skalen mit der Schrittweite Az = Ay = 1 iiber das
Signal geschoben werden. Diese Wavelets 1; entstehen aus der Basis {¢} durch die Zuordnung
’l;kgk = 110 (vgl. Abb. 3.3-2). Durch fortlaufende Verschiebung um Eins werden diese Wavelets

zur Waveletmenge {Q;k,lv 1;;972, ... ,I;kvgm} vervollsténdigt. Bei diesem Verfahren werden fiir jede
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Skale k die n = 2™ Waveletkoeflizienten
Wk =< f,0p,; > i1=1,...,n (3.4-2)

berechnet. Es wird auch als stationdre Wavelettransformation bezeichnet (BUCKHEIT et al.
(1995)). Die Zuordnung der Waveletkoeffizienten zu den Signalbereichen wird fiir ein Wavelet
mit vier Skalierungskoeffizienten ¢; in Abb. 3.4-3 beispielsweise illustriert®. Der Waveletkoeffi-

K LS T fs Jo 1o g
[O0 000000

A
Vi [O] w
v, 000O0 ol w,
EII,S Ol w,
‘i’1,4 Ol w,
Vis O ws
Yie O] wg
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Abbildung 3.4-3: Schematische Darstellung der stationdren WT fiir ein Wavelet mit vier Koeffi-
zienten (z.B. Daubechies4-Wavelet) in der 1. Skale. Die Berechnung von ws ist
hervorgehoben.

zient ws z.B. liefert damit bei einem Wavelet mit vier Koeffizienten eine aus den Signalwer-
ten { fa, f3, f1, f5} ,gemittelte* lokale Information, die bei einer unmittelbaren Zuordnung nach
dieser Indizierung auf den Signalwert f5 lokalisiert wird. In der zweiten Skale (hier nicht illu-
striert) liefert z.B. der Waveletkoeffizient wg eine Information, die sich aus den Signalwerten
{f2, f3,..., fu1} ergibt und auf den Signalwert fy lokalisiert wird. Es ist anzunehmen, daf es
dabei zu einer Verschiebung der lokalen Information kommt, die bei der Auswertung unbedingt
berticksichtigt werden mufl. Diese Verschiebung wird im Abschnitt 7.2 untersucht.

3.4.2 Verfahren der 2D-Wavelettransformation

Bei der zweidimensionalen Wavelettransformation mittels Tensorproduktwavelets ist meist nur
die schnelle Wavelettransformation implementiert, die die Signalmatrix auf eine Matrix von Wa-
veletkoeffizienten (WK) der gleichen Dimension abbildet. Analog zur Anordnung der Waveletko-
effizienten geméf (3.4-1) im Vektor w (vgl. Abb. 3.4-1) ist die WK-Matrix aus den Teilmatrizen
WHHE WHT WIH (j=1,... k) und WIT zusammengesetzt (Abb. 3.4-4).

)

Die zweidimensionale stationire Wavelettransformation liefert bei m Skalen m + 1 Matrizen,
was zu einer enormen Vergroferung des Datenumfanges fithrt. Fiir die Signalanalyse bestehen
aber bei der schnellen Wavelettransformation die gleichen Probleme, die bereits bei der eindi-
mensionale Wavelettransformation erwidhnt wurden. Anhand des in der Literatur oft erwidhnten
Beispiels eines Quadrates mit seinen beiden Diagonalen (z. B. Datensatz 'BoxWithCross’ im
Tool Wavelab) kann dies leicht illustriert werden (siche Anhang A).

Bei der schnellen Wavelettransformation wird die (2¥,2%)-Matrix der Hohen in eine (2%, 2)-
Matrix von Waveletkoeffizienten transformiert. Die schrittweise Zerlegung in Hochpafl und Tief-
pafl erfolgt analog zum Baumalgorithmus (Abb. 3.2-1).

5 Im weiteren Text werden auch die Wavelets fiir die stationire WT zur Vereinfachung ohne Tilde geschrieben.
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HT

Abbildung 3.4-4: Datenstruktur der WK bei der zweidimensionalen schnellen WT

Zur Berechnung der Waveletkoeffizienten der 1. Skale wird das Wavelet der 1. Skale mit der
Schrittweite Az = 2! in beiden Koordinatenrichtungen iiber die Signalmatrix geschoben. Das
wird in Abb. 3.4-5 am Beispiel des Haarwavelets illustriert. Da der Support s des Haarwavelets
der 1. Skale gleich der Schrittweite Az der Wavelet-Translation ist (Az = s = 2), wird die
Signalmatrix durch die verschobenen Wavelets exakt iiberdeckt. Ist der Support grofler als die

Abbildung 3.4-5: Teilgitterquadrate, die von den Haarwavelets der ersten Skale iiberdeckt werden.

Schrittweite (z. B. s = 4 beim Daubechies4-Wavelet), wird die Signalmatrix i. allg. durch zykli-
sche Fortsetzung modifiziert. Die zyklische Fortsetzung wird realisiert, indem die Signalmatrix
S in alle Richtungen, in denen die Wavelets iiber die Signalmatrix hinausragen, als Sz zyklisch
wiederholt wird (Abb. 3.4-6).

Jedes Skalarprodukt der vier Tensorproduktwavelets (vgl. Abschnitt 2) mit der Signalmatrix
erfat damit s?> Hohenwerte (beim Haar-Wavelet 2 - 2 = 4, Abb. 3.4-5). Man erhilt fiir je-
de Waveletposition vier Waveletkoeffizienten: wf#, wH” wTH ™", die in vier Matrizen der
Dimension (2571, 2F=1) abgebildet werden. Im Interesse einer praktisch handhabbaren Daten-
struktur werden die Matrizen WHH WHT und WTH als Teilmatrizen einer (2%, 2%)-Matrix in
der in Abb. 5.1-1 dargestellten Weise angeordnet.
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Abbildung 3.4-6: Notwendige zyklische Fortsetzung der Signalmatrix wegen des Uberragens der
Wavelets. Die Indizierung der beispielhaft eingezeichneten Daubechies4-Wavelets
entspricht der stationdren WT.

Die Matrix W7 wird erneut der Wavelettransformation mit den Wavelets der 1. Skale unterwor-
fen und liefert wiederum vier Matrizen, diesmal der Dimension (2¢~2 2%=2). Auf die Original-
matrix angewendet ist das gleichbedeutend mit einer Wavelettransformation mit den Wavelets
der 2. Skale, die mit der Schrittweite Az = 22 = 4 {iber die Signalmatrix geschoben werden (Die
Schrittweite in der k-ten Skale ist Az = 2F). Im Beispiel des Haar-Wavelets (Support s = 4
in der 2. Skale) werden dann beim Skalarprodukt jeweils 4 - 4 = 16 Hohenwerte erfafit, und
es ergeben sich nur noch 16 Waveletkoeffizienten, die in je eine (2¢72,2%=2)-Matrix abgebildet
werden.

Diese sukzessive Wavelettransformation wird so lange fortgesetzt, bis die vier Matrizen die Di-
mension (1,1) haben. Letztendlich erhélt man eine Matrix der Struktur, wie sie in Abb. 5.1-1
zu sehen ist.

3.5 Wavelettransformation einer zweidimensionalen Polynom-
funktion

3.5.1 Wavelettransformation einer Funktion z = xy

Nach 3.3.2 erhélt man aus der eindimensinalen Waveletbasis h (Hochpafl) und t (Tiefpa8}) die
zweidimensionalen Tensorprodukt-Wavelets HH, HT', TH und TT .

Mit den diskreten Argumentvektoren

[
|

[ml o e xn] ,

y = [y v2 o Yl

ergibt sich aus der Funktion z = xy die Signalmatrix

Z = QQT. (3.5-1)
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Die Waveletkoeffizienten werden als Skalarprodukt” der translatierten Tensorprodukt-Wavelets
HH, HT, TH und TT mit der Signalmatrix berechnet. In den folgenden Betrachtungen (bei-
spielsweise fiir das Wavelet HH) beziehen sich die Indizes der Argumentvektoren auf den vom
Wavelet HH},; iiberdeckten Ausschnitt Z;; der Signalmatrix (vgl. Abb. 3.5-1). Man erhalt fiir

Y
—N—
N )]0 O O Oy,
x| [zuzp-rO 0000
7 25125+ O O O O O
ol |: :ofloooolo
P ____._HHkJ
. o| |00 0loooolo
=Y lo| |oooloo o o|o
0] [ooo0lo 0000
i l[ooooocooo0
X, 00000000

Abbildung 3.5-1: Schematische Darstellung des Skalarprodukts (HH}, i, Z.1)-

das Skalarprodukt von HH mit der Signalmatrix

wiy = (HHpy, Zyy)
S S S S
= Z hz‘hj . xiyj = Z hixi . hjyj = Z hixi . Z hjyj (3.5—2)
4,j=1 i,5=1 =1 7j=1

- <ﬁ7 §k> ’ <h7 yl> :
Damit ist die zweidimensionale Wavelettransformation auf das Produkt der Wavelettransforma-
tionen der eindimensionalen Signale z und y zuriickgefiihrt.

Analog gilt:

(HIgp, Zkg) = (hozy) (L y,)
(THy 1, Z ) (h,y,) (3.5-3)
(ITTwy, Zry) = |

I
—~

3.5.2 Wavelettransformation einer Polynomfunktion z = P(z,y)

Die oben beschriebene Zerlegung einer zweidimensionalen Wavelettransformation in das Produkt
zweier eindimensionaler Wavelettransformation kann auch fiir eine allgemeine Polynomfunktion
formuliert werden.

Sei z = f(x,y) eine zweidimensionale Polynomfunktion

2= aj;-x'y (3.5-4)
1,J

7 Das hier verwendete Skalarprodukt zweier quadratischer Matrizen vom Format (n,n) ist definiert als (A, B) =

n
Do @igbi
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mit den diskreten Argumentvektoren

2 o= ;1 om o ow),

T

y = w1 y2 - Ynl

und den daraus abgeleiteten diskreten Potenzfunktionen®
g = ey o2y ]l

A s S

y'o= v ove o

Dann erhélt man die Matrix des zweidimensionalen diskreten Signals zu

Z=>Y aj-z'y’ (3.5-5)
i3
und analog zu 3.5.1
<HHk,laZ> = Zaz]ﬁi y >a
(HTy 1, Z) = Za” (h, z}) iy,
(3.5-6)

<ml€,l)Z> = ZCLZ] t xk h yl > )

<TTk,l7Z> = Za2]£§ y >

Durch diesen Zusammenhang zwischen ein- und zweidimensionaler Wavelettransformation wer-
den fiir die in 7.1 und 7.2 durchgefiihrten Herleitungen nur die Momente der eindimensionalen
Waveletbasis benétigt, die im Abschnitt 3.6 zusammengestellt werden.

3.6 Momente

Die Approximationseigenschaften der Wavelets stehen in einem unmittelbaren Zusammenhang
mit ihren Momenten. Mit Hilfe der Momente der Wavelets und Skalierungsfunktionen (Hoch-
und Tiefpafifilter) lassen sich die in Kapitel 7 angegebenen Approximationsformeln iibersichtlich
und waveletunabhéingig herleiten. Deshalb werden nachfolgend die benétigten Momente bereit-
gestellt.

Nach der allgemeinen Definition der Momente my, := (z*,1)) berechnen sich die Momente der
translatierten diskreten Wavelets der stationdren Wavelettransformation mit dem Translations-
parameter i (i =1,2,...,2F) zu

S

my (i) = Z(] 41+ d)k’l)j (3.6-1)
j=1

8 Die Schreibweise der Vektoren z' bzw. gi ist symbolisch und nicht als Potenz im Sinne des Matrizenkalkiils
zu verstehen.
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mit 1 = { vy vy e U }T, wobei i durch w(i) = (¢, f) definiert ist. Der Parameter d legt
den Beginn der zyklischen Verschiebung fest und ist fiir Wavelet und Skalierungsfunktion ver-
schieden. Zur Unterscheidung der Wavelets (Hochpafl) und der Skalierungsfunktionen (Tiefpaf),
die im zweidimensionalen Fall erforderlich ist, werden die oberen Indizes h und ¢ verwendet (sie-
he (3.3-1), (3.3-2)). Im einzelnen sind fiir die Untersuchung der Approximationseigenschaft der
diskreten Wavelettransformation die folgenden Momente der Wavelets wichtig.

0. Moment (Mittelwert):

hyo h .. h (unabhéngig i
mg (i) = Zv] =:myg von i und d") (3.6-2)

Fiir ein Wavelet ist eine notwendige Voraussetzung mg = 0. Das ist bei den folgenden Momenten
bereits berticksichtigt.
1. Moment:

S

mh@) = Z(j—i—i—i—dh)vjl

j=1
= (i+d")- Z v; + Z] v
:mgzo
S . .
. . unabhéngig
mh(i) = Z] : v? = mh E/'OD i und d") (3.6-3)
j=1

Je nach Ordnung des Wavelets ergibt sich fiir das

2. Moment?:
S
my(i) = Y (j+i+d")’)
j=1
= z+dh Zv +22—|—dh Z] v
H/—/ H/—/
:mg:O :m}f
S
+> 057
——
i
mb (i) = 2(i + d")m} + mh (3.6-4)

Ist die Ordnung des Wavelets > 1, so ist auch m’f = 0 und es gilt fiir das 2. Moment speziell

2 (unabhéngig
— i2 b = mb .
— Z] U] : m2 von ’L und dh) (36 5)

% Der ,,Basis“-Term des i-ten Moments wird hier im Interesse einer kurzen Schreibweise mit /m; bezeichnet. Er
ist gleich dem Moment m;, falls alle Momente m; fiir j < ¢ verschwinden.
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Fiir die nachfolgenden Betrachtungen bendtigen wir fiir ein Wavelet 2. Ordnung (d.h. m#? = 0,
mb # 0) noch das

3. Moment:

S

mh(i) = > (j+i+d")P]

j=1
S S
= (i+d")? D vl 43 +d")>?Y G-l
j=1 j=1
Z— —
:m{;:O :mib:O

S S
+3(i+d") Y 5ol
j=1 j=1

—oh —.5h
=m, =mg

mb (i) = 3(i + d"ymh +m} (3.6-6)

Fiir den zweidimensionalen Fall werden zusétzlich noch die Momente der Tiefpaflfilter benotigt.
Diese werden analog bestimmt.

Fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen sind das 0. und das 1. Moment der Tief-
pafifilter wichtig, wobei das 0. Moment nicht wie beim Wavelet nach Voraussetzung verschwindet.

0. Moment:

(unabhéngig

von 4 und d*) (3.6-7)

S
mb(i) =Y vh =:mf
j=1

1. Moment:

S

mi(i) = > (j+i+dNW

j=1
S S
= (i+d)- > vh+> G0l
j=1 j=1
N——
=y =

mi (@) = (i +d") - mb +mt (3.6-8)
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4 Digitale Geldandemodelle

4.1 Modelle fiir Kurven und Flichen

Digitale Gelindemodelle (DGM) stellen die geometrische Basis fiir raumbezogene Geoinfor-
mationssysteme (GIS) dar. Der Begriff kann weiter gefafit werden. Analog zu Héhenmodellen
konnen auch Modelle mit nichttopographischen Informationen, z. B. Temperaturverteilungen,
Geoidhohen, die Bebauungsdichte usw. betrachtet werden; BARTELME (2000). In dieser Arbeit
geht es ausschliellich um die Geldndeform. Die Ergebnisse lassen sich jedoch bei Vorliegen der
getroffenen Voraussetzungen, die abstrakt-mathematischer Natur sind, ohne daf} in dieser Ar-
beit an jeder Stelle explizit darauf hingewiesen wird, auf allgemeinere Modelle im Sinne von
BARTELME (2000) iibertragen.

Digitale Gelindemodelle entstehen aus Primédrdaten: 3D-Koordinaten von ausgewéhlten Geldnde-
punkten, die durch terrestrische Gelédndeaufnahme, photogrammetrische Auswertung oder La-
serscanning gewonnen werden. Das konnen Punkte von Hoéhenlinien, Bruchkanten und Formli-
nien, charakteristische Einzelpunkte oder, wie beim Laserscanning, mehr oder weniger zufillige
Punkte der Geldndeoberflache sein. Zu Daten in einer verniinftigen, handhabbaren Datenstruk-
tur (Sekundirdaten) gelangt man durch ein geeignetes Approximationsverfahren, wie es z. B.
im Programmsystem SCOP, IPF (1991) enthalten ist.

Im engeren Sinne ist das Geldnde eine Flache, die sich umkehrbar eindeutig durch Projektion in
die Ebene abbilden 148t. Felsiiberhéinge, Bauten mit senkrechten Wénden und weitere derartige
Geldndeformen, die sich einer eineindeutigen Abbildung verschlielen, sind dabei ausgeschlossen.
Mit diesen, fiir die meisten praktischen Anwendungen zuléssigen, Einschriankungen [48t sich
die Lokalisierung der Geldndepunkte in Lage (z,y- Koordinaten) und Hoéhe (z- Koordinate)
trennen. Man spricht dann von einer sogenannten 2%D— Modellierung. Das hier untersuchte
digitale Héhenmodell (DHM) ist ein solches 23D- Modell.

Die Zielstellung der vorliegenden Arbeit ist, Anwendungsmoglichkeiten der Wavelettransforma-
tion in der Geoinformatik zu untersuchen. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Beschreibung
hybrider Gelindemodelle.

FEin regulédres Rechteckgitter erlaubt die Verwendung einer Matrixstruktur, die zu sehr effizienten
Algorithmen fiir die Verwaltung und Bearbeitung des Geldndemodells fiihrt. In einem reguléren
Gitter lassen sich charakteristische Gelédndelinien zunéchst nicht unterbringen. Sie kénnen mit-
tels einer zusétzlichen Datenstruktur fiir 3D-Einzelpunkte und 3D-Punktfolgen explizit in das
Modell aufgenommen werden (vgl. z. B. Programmsystem SCOP, IPF (1991)). Darunter leidet
jedoch im Hinblick auf die beabsichtigte Wavelettransformation die Effektivitit des Modells, die
durch die Matrixstruktur gegeben war.

Mit irreguléiren Gittern (engl. triangulated irregular network, TIN) 148t sich eine hohere Qualitt
der Geldndebeschreibung erreichen, wenn charakteristische Gelédndelinien (insbesondere Bruch-
kanten) als Gitterlinien und charakteristische Einzelpunkte als Gitterpunkte erhalten bleiben.
Diese fiihren jedoch auf komplexere Datenstrukturen mit wesentlich hoherem Aufwand in der
Datenorganisation.

Hier wird ein anderer Weg zur Beschreibung hybrider Gelindemodelle, ndmlich auf der Basis
eines reguldren Gitters beschritten. Die Geldndelinien sollen ebenfalls in einer Matrixstruktur
beschrieben werden. Die Losung dieses Problems ist dem Hauptziel der Arbeit, hybride Gelénde-
modelle einer diskreten Wavelettransformation zugénglich zu machen, untergeordnet.
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Geoinformationssysteme befinden sich zur Zeit in einer Phase stiirmischer Entwicklung. In einer
solchen Zeit bleibt es nicht aus, dafl die Begriffsbildung sehr uneinheitlich vonstatten geht. Das
liegt einerseits daran, daf in verschiedensten Forschungszentren an &hnlichen Themen gearbei-
tet wird und nicht immer die Moglichkeit zu einer Abstimmung oder gar Normung besteht.
Zum anderen werden Begriffe, oftmals entlehnt aus allgemeinverstdndlichen Begriffen, fiir neue
Sachverhalte benutzt und bekommen ihre spezielle Bedeutung im Zusammenhang mit dem je-
weiligen Forschungsgegenstand. Solange es keine Uberschneidungen der Forschungsrichtungen
gibt, ergeben sich keine Widerspriiche. Diese Uberschneidungen sind aber bei interdisziplinérer
Forschung kaum zu vermeiden. Es ist deshalb erforderlich, an dieser Stelle die in dieser Arbeit
verwendeten Begriffe zu kldren, um Miflverstédndnissen vorzubeugen. Insbesondere geht es dabei
um Begriffe im Zusammenhang mit hybriden Modellen.

In der Literatur wird der Begriff hybrid im Zusammenhang mit DGM in zwei verschiedenen Be-
deutungen verwendet. Einmal im Zusammenspiel zwischen Vektor- und Rasterdaten (BARTELME
(2000), S.121ff) und zum anderen zwischen Flachen- und Liniendaten. In der vorliegenden Ar-
beit steht die zweite Version im Vordergrund (KrAUs (2000), S.181). Es soll deshalb fiir die hier
betrachtete regelméfiige Datenstruktur nicht die auch oft verwendete Bezeichnung Raster son-
dern konsequent die Bezeichnung Gitter verwendet werden. Nachfolgend werden auf der Basis
dieser grundsétzlichen Entscheidung die Detailbegriffe definiert.

Digitale Hohenmodelle basieren meist (im Interesse einer einfachen Datenstruktur) auf einem
rechteckigen Gitter in einem ebenen Koordinatensystem. Werden die Gitterlinien gleichabsténdig
gewahlt, konnen die Hohenwerte in einer Matrix abgelegt werden, und es geniigt fiir die Lage-
definition die Angabe der x,y-Koordinaten eines Punktes und der beiden Gitterweiten in x-
und y-Richtung. Im Falle eines quadratischen Gitters hat man sogar nur eine Gitterweite zu
speichern (Abb. 4.1-1).

Fﬁchm) Netz
NN

(Koordinaten-) Gitter

Abbildung 4.1-1: Darstellung einer Geléndefliche als regulires Netz iiber einem regulidren Gitter.

Der Bereich, der durch zwei zueinander senkrechte Paare jeweils benachbarter Gitterlinien be-
grenzt wird, wird als (Gitter-) Zelle bezeichnet. Begrifflich soll zwischen den reinen Lagebezie-
hungen beziiglich eines (Koordinaten-) Gitters in der x,y-Ebene und der rdumlichen Lage der
Fléche durch Einbeziehung der Hohe als (Flichen-) Netz unterschieden werden. Die sich daraus
ergebenden Bezeichnungen sind in Abb. 4.1-2 zu sehen.

Fiir die spédter zu untersuchende Transformation der Beschreibung von Gelédndelinien in eine
Matrixstruktur sollen noch die folgenden Bezeichnungen eingefiithrt werden. Der der Gitterzelle
entsprechende Bereich im Fliachennetz heifit Netzmasche. Die Grenzlinie zwischen zwei benach-
barten Zellen wird Zellenseite genannt. Analog heiflen die Grenzlinie zwischen zwei benachbarten
Maschen Maschenseite und die der Gitterlinie entsprechende Linie im Flachennetz Netzlinie. Die
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Kreuzungspunkte der Gitterlinien, denen die Hoheninformation der Fliche zugeordnet wird, hei-
Ben Gitterpunkte und die entsprechenden Punkte im Flichennetz Netzpunkte. Die Gitterpunkte
sind in lokalen Betrachtungen gleichzeitig Eckpunkte der Zellen bzw. Endpunkte der Zellensei-
ten.

Maschenseite
N

Netzlinie
_—

(Netz-)

Netzpunkt
Masche —

(Gitter-) Zelle

p Gitterpunkt

o Zellenseite
Gitterlinie

Abbildung 4.1-2: Begriffe in einem DGM.

Die Hohenwerte der Geldndefliche werden den Gitterpunkten (den Schnittpunkten der Gitter-
linien) zugeordnet. Die Hohen in den Gitterpunkten enstehen zumeist durch geeignete Interpo-
lation aus gemessen Hohen in Punkten, die i.allg. nicht mit den Gitterpunkten zusammenfallen.
Dabei gehen jedoch die speziellen Informationen iiber Geldndekanten und markannte Hohen-
punkte, falls sie in den urspriinglich erfafliten Daten enthalten waren, verloren. Die Aufnahme
dieser Zusatzinformationen fiihrt auf eine Erweiterung des Modells um eine Datenebene mit
einer anderen Struktur und damit auf ein hybrides Modell (Abb. 4.1-3).

N

X

Abbildung 4.1-3: Hybrides digitales Gelédndemodell.

Dieses Modell besteht aus der oben genannten Matrixstruktur fiir die Beschreibung der Fléache
und eine Listenstruktur (Folge von 3D-Koordinaten) fiir die Beschreibung der Linien als Poly-
gonziige (Abb. 4.1-4).
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Abbildung 4.1-4: Darstellung einer Gelédndelinie {iber einem reguldren Gitter. Die x, y-Koordinaten
der Punkte der Polygonlinie liegen (i. allg.) nicht auf den Gitterpunkten. Die
Matrixstruktur der Geldndeflache ist deshalb zur Speicherung nicht geeignet.

Um ein solches hybrides Modell der Wavelettransformation zugénglich zu machen, kann ein Mo-
dell benutzt werden, das qualitativ eine Zwischenstufe zwischen dem reinen Gittermodell mit
einfacher Matrixstruktur und einem hybriden Modell mit Matrixstruktur der Flichenbeschrei-
bung und zusiétzlicher Listenstruktur der Kantenbeschreibung darstellt.

Die Linien des hybriden Modells, die als Folge von 3D-Koordinaten in einer Listenstruktur vor-
liegen, kénnen auch durch eine Folge von Schnittpunkten mit den Gitterebenen (Gitterschnitte,
Abb. 4.1-5) beschrieben werden. In der Projektion sind das die Schnittpunkte mit den Gitterli-
nien. Fiir die spétere Visualisierung des hybriden Modells (Abb. 4.1-3) werden oft ohnehin diese
Gitterschnitte benutzt. Damit hat man nur noch Punkte, die auf Gitterlinien liegen, aber noch
zwischen den Gitterpunkten. Werden diese Gitterschnitte auf die benachbarten Gitterpunkte
extrapoliert, liegen auch die Linien des hybriden Modells in einer Matrixstruktur vor.

Gitterebene

N

Gitterschnitt

Abbildung 4.1-5: Die Gitterschnitte enstehen als Schnittpunkte des Kantenpolygons mit den Git-
terebenen.

Die Beschreibung dieser Transformation der Listenstruktur einer Geldndelinie in eine Matrix-
struktur ist Gegenstand des Kapitels 4.3.2.
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4.2 Neigung und Krimmung

Fiir viele Anwendungen im Geo-Bereich ist die Gelédndeneigung eine wichtige Grofie (z.B. Ab-
fluBgebiete, Hochwasservorhersage, erosions- oder lawinengefihrdete Hiénge usf.); mitunter wird
auch die Kriimmung benétigt (BETHGE (1994)). Ist nun ein digitales Geldndemodell (DGM)
in Form von Waveletkoeffizienten abgespeichert, so kénnten unter Ausnutzung der Approxi-
mationseigenschaft der Wavelettransformation der Gradient, bei Bedarf auch Wdélbungs- und
Kriimmungsgroflen direkt aus den Waveletkoeffizienten bestimmt werden, ohne in den Original-
bereich zuriicktransformieren und dort numerisch differenzieren zu miissen.

Ist die Geldndefliche F' (Relief) durch eine Funktion z = f(x,y) gegeben, so lassen sich aus den
partiellen Ableitungen nach z und y differentialgeometrische Eigenschaften des Gelandes, wie
Neigung und Kriimmung bestimmen. Aus den ersten partiellen Ableitungen z, und z, ergeben
sich unmittelbar (vgl. Abb. 4.2-1) die Tangenteneinheitsvektoren in z- und y-Richtung zu

1
1 1
t,=—F——=1 0 , t,=—=1| 1 . (4.2-1)
1+ 22 Y / 2
T 2 1+ 2y 2y
Der Flachennormaleneinheitsvektor ergibt sich zu
1 e
Np = —————=| —2y | . (4.2-2)

np
1/1%—,'479204—25 1

Daraus 148t sich schliefllich der Tangenteneinheitsvektor an die Gefillelinie g bestimmen:

1 T
v = —z, . (4.2-3)

-9
V422 4+ 22)(22 + 22) 2

Im weiteren sollen die wesentlichen Flachenkriimmungen als Kriimmungen ausgezeichneter Fla-
chenkurven bestimmt werden. Die Kriimmung einer ebenen Kurve, die als Funktion y = f(x)
gegeben ist, wird bekanntlich nach

y//
14+19y'#)2

berechnet. Damit sind die Kriimmungen der senkrechten Schnitte in z- und y- Richtung gegeben
durch . .

Ky = ————5 Ky = ————5 . (4.2-5)

(14 22) (1+ zg)

Njw
Njw

BETHGE (1994) analysiert die Kriimmungseigenschaften der ebenen Kurven in der Kartenpro-
jektion. In Anlehnung an die dort dargestellten Zusammenhénge sollen hier einige weitere Be-
ziehungen im Raum angegeben werden. Der Bezug auf den Neigungswinkel ¢ des Gradienten
im ebenen Koordinatensystem der Projektion ist im Gegensatz zur Zielstellung von BETHGE an
dieser Stelle im dreidimensionalen Raum nicht zweckméfig. BETHGE gibt u. a. eine Beziehung
fiir die Kriimmung kj, der Hohenlinie i in einem Punkt P(x,y, z) des Geldndes in Abhéngigkeit
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Abbildung 4.2-1: Differentialgeometrische Eigenschaften der Geldndefliche F'. Die Tangentenvek-
toren t; und t, an die senkrechten Schnitte ergeben sich unmittelbar aus den
partiellen Ableitungen z, und z,. Uber den Tangentenvektor v, erhilt man die
Neigung des Gelédndes.

von den partiellen Ableitungen der zweidimensionalen Flichenfunktion an. Mit den dortigen
Bezeichnungen und der Vorgabe Ay = /2 ergibt sich

_Ej—gE 2y~ 2%ty + A £2:6
Kh= 5 32 = 2 ,2)\3/2 (4.2-6)
(@2 +9°) (23 + z3)
wegen
T =2y y="% (4.2-7)
I = Zzyi + Zyyy 1y = —(Z:mi + Zmyy) .

Nach dem Satz von MEUSNIER gilt fiir die Kriimmung der Schnittkurven der Geldndeflache F'
mit Ebenen ¢;, die alle die gleiche Tangente an F' enthalten,

K= —m (4.2-8)
COS ;

wobei g, die Normalschnittebene, «, die Normalschnittkriimmung und ~; der Winkel zwischen
en und g; sind. Speziell fiir die Kriimmung ks des senkrechten Schnitts und die Kriimmung xp,
der Hohenlinie (waagerechter Schnitt) gilt

Kn
Kp = )
COSYp,
(4.2-9)
Kn
Ks = ——.
COS Vs
Mit dem Einheitsvektor z in z-Richtung gilt fiir den Winkel ~;
1
(4.2-10)

cosYs = (2,1p) = ———
1+ 22+ 22

und mit vy, + vs = 7/2 fiir den Zusammenhang zwischen ks und kp,

Ks = Kpy/22 + 22 (4.2-11)
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' 22 + 22
cosyp = sinys = /1 — cos? v, = ﬁ ) (4.2-12)
T2y

Zur Bestimmung der Normalschnittkriimmung in Richtung der Gefillelinie wird zweckméBiger-
weise die Fldchengleichung z = f(z,y) im Koordinatensystem (O; ey, e2, e3) in das in den Punkt
P = O verschobene und um die z-Achse gedrehte Koordinatensystem (O;él,ég,ég) mit der
Richtung des Gradienten in P mit 1_9T = [p1 p2 p3] als neue x-Richtung transformiert (Abb.
4.2-2).

wegen

Mit der Basistransformation &€ = A - e ! erhiilt man die Koordinatentransformation

z = A'i+ P,
(4.2-13)
& = Alz-p),
die innerhalb der Normalschnittebene in Richtung der Gefillelinie auf die Kurve
2(t) = f(z(t),y(t)) —ps , (4.2-14)
mit
(4.2-15)
2y
y(t) = —t+p2.
w

fithrt. Die Geféllelinienkriimmung, genauer die Kriitmmung des Normalschnitts in Richtung der

Abbildung 4.2-2: Transformation des Koordinatensystems in den senkrechten Schnitt in Richtung
der Tangente an die Gefillelinie.

Gefillelinie, 148t sich dann bekanntlich nach (4.2-4) berechnen und man erhélt

2 2
ZowZa t 2200202y + ZyyZ
pg = ——— Y WY (4.2-16)

3
(2 + )1+ 2+ 253

! Es sind & := [&1,&2,83)]" und e := [e1,e2,e3]" die als Matrix zusammengefaiten Basisvektoren der beiden
Koordinatensysteme
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4.3 Raumkurven in Gelindemodellen

Kurven kommen in digitalen Gelandemodellen in verschiedensten Ausprigungen vor. Einerseits
konnen Kurven unmittelbar flichenbezogen sein, das soll heiflen, sie lassen sich aus der Geome-
trie der Geléndeflache ableiten. Das sind z. B. Hohenlinien, Gerippelinien, Bruchkanten usw. —
Im allgemeinen sind flichenbezogene Kurven lediglich eindimensionale Teilmengen der Geldnde-
fldche, z. B. Grenzen, Straffen usw. — Andererseits gibt es auch Kurven, die mehr oder weniger
unabhéngig von der Geldndeflache existieren: Hochstraflen, Briicken, Seilbahnen usw. Es sind
damit sowohl flichenbezogene als auch eigensténdige Kurvenreprisentationen von Interesse. Fiir
die erforderliche Qualitéit der Kurvenbeschreibung ist der Zweck entscheidend. Es kénnen aus-
schlieflich topologische Informationen interessant sein, wie bei Liniennetzpldnen, bei denen die
Vernetzung und die Umsteigemoglichkeiten wesentlich sind. In diesem Fall wird keine geome-
trische Genauigkeit benotigt. Werden jedoch geometrische Informationen wie die Lénge einer
Strafle oder der Inhalt einer durch eine Kurve begrenzten Fliche benétigt, ist die erreichbare
geometrische Genauigkeit durch eine gewéhlte Beschreibung zu beriicksichtigen. Das fiihrt zu
der Frage, ob bereits die topologische Struktur mehrerer in Wechselbeziehung stehender Kur-
ven in Form eines Graphen, ein Polygonzug in Form einer Folge von Punkten mit geometrisch
exakten Koordinaten oder erst eine funktionale Beschreibung (u. U. stiickweise) die Genauig-
keitsanforderungen erfiillt. Diese Fragen werden z. B. in BARTELME (2000) diskutiert.

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliellich flichenbezogene Raumkurven als Polygonziige
betrachtet. Diese Einschrinkung ergibt sich aus dem gewihlten Anwendungsfall. Im folgenden
Unterabschnitt, der sich zunéchst mit der expliziten Kurvenbeschreibung befafit, wire die Ein-
schrinkung auf den Flichenbezug nicht notwendig.

Die Beschreibung von Raumkurven als Polygonzug ist die diskrete Version der Parameterdar-
stellung. Damit lassen sich Beziehungen zur funktionalen Beschreibung herstellen, die u. a. die
Nutzung differentialgeometrischer Aussagen unter gewissen Voraussetzungen ermdoglichen.

4.3.1 Explizite Beschreibung

Die geometrischen Gebilde Kurve und Fliche lassen sich unter gewissen Voraussetzungen als
Funktion y = f(x) bzw. z = f(x,y) beschreiben. Das gilt insbesondere fiir Geldndeflichen als
Objekte des dreidimensionalen Raumes, die auf Grund ihrer Natur normalerweise eine 2%-D—Be—
schreibung zulassen. Ausnahmen stellen z.B. Geléndeiiberhéinge oder Hohlen dar.

Die diskrete Realisierung einer Funktion z = f(x,y) sind in einer Matrix gespeicherte Hohen-
werte, die zu Punkten eines gegebenen regulidren Gitters gehoren (DHM). Bei einer Ausdehnung
von n X m Gitterpunkten sind das n - m skalare Daten. Die Topologie ist durch das Gitter und
die Geometrie durch die Funktionswerte festgelegt. Das DHM kann damit unmittelbar einer
zweidimensionalen Wavelettransformation unterworfen werden.

Ebene Kurven, die auf Grund ihrer Form (z.B. Hohenprofile) eine Funktionsbeschreibung y =
f(z) zulassen, kénnen gitterbasiert mit Hilfe eines Gitters auf der x-Achse diskretisiert und die
Funktionswerte in einem Vektor gespeichert werden. Bei einer Ausdehnung von n Gitterpunkten
sind das n skalare Daten. Die Topologie ist wie bei den 2%—D—Fléchen durch das Gitter und die
Geometrie durch die Funktionswerte festgelegt.

Bei ebenen Kurven, die sich nicht in der Form y = f(z) beschreiben lassen (z.B. Hohenlinien),
ist die Topologie nicht durch ein (achsenparalleles) Gitter festgelegt, und die Geometrie ist damit
auch nicht durch einen Funktionswertvektor iiber einem Gitter beschreibbar. Die Topologie muf3
iiber die Punktreihenfolge und die Geometrie durch die x- und y-Koordinaten festgelegt werden
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(stetiges Analogon: Parameterdarstellung z(t), y(t)). Es handelt sich dabei um eine zweidimen-
sionale vektorwertige Funktion von einer Verénderlichen. Fiir die eindimensionale Kurve werden
damit zwei skalare Funktionen bend&tigt.

Um dieses Dilemma zu umgehen, werden in der Literatur fiir ebene Kurven verschiedene spezi-
elle Beschreibungen (Reprisentationen) mit einer skalaren Funktion vorgeschlagen. Im wesentli-
chen handelt es sich dabei um Modifikationen einer Anstiegsfunktion (Tangentenwinkelfunktion
STOYAN und STOYAN (1992), Psi-s-Plot O’NEILL und MARK (1996), t-alpha-Représentation
WERSCHLEIN (1996)). Um die Originalkoordinaten zu erhalten, ist eine Riickrechnung aus einer
solchen speziellen Représentation erforderlich. Voraussetzung fiir eine solche Beschreibung ist
eine dquidistante Punktfolge (stetiges Analogon: Parameterdarstellung bez. der Bogenlinge s,
also x(s),y(s)). Weiterhin werden fiir eine eindeutige Riickrechnung zusétzlich Informationen
iiber den Anfangspunkt bendotigt.

Eine Raumkurve ist wie eine ebene Kurve eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. Es gibt jedoch
keine analoge Beschreibung durch nur eine skalare Funktion.

Bei den oben genannten Représentationen handelt es sich genaugenommen um die Beschreibung
der Kurve als Sehnenzug, bei der neben dem Anfangspunkt von jeder Sehne die Richtung und
ihre Lénge bekannt sein muf}; um die Kurve rekonstruieren zu kénnen. Damit hat man ebenso wie
bei den 2n Informationen der Koordinatenfunktionen 2 Koordinaten des Anfangspunktes, n —1
Sehnenrichtungen und n — 1 Sehnenlidngen. Die Beschrinkung auf nur eine Funktion wird durch
die einheitliche Sehnenlédnge bei dquidistanten Punkten erreicht. Bei ebenen Kurven 148t sich die
Sehnenrichtung durch einen Winkel beschreiben (die Richtungen in der Ebene sind isomorph
zum Einheitskreis, also eindimensional). Soll dieses Prinzip auf Raumkurven iibertragen werden,
so ist klar, dal mindestens zwei skalare Funktionen benéttigt werden, da die Sehnenrichtung im
Raum zwei Freiheitsgrade besitzt (die Richtungen im Raum sind isomorph zur Einheitskugel,
also zweidimensional).

Da bei Raumkurven eine Reduktion der Beschreibung auf eine skalare Funktion ohnehin nicht
moglich ist, werden die drei Koordinatenfunktionen als eine mogliche Représentation in die
folgende vergleichende Untersuchung einbezogen. Als unmittelbare Verallgemeinerung der Tan-
gentenwinkelfunktion bei ebenen Kurven ergibt sich die Beschreibung der Sehnenrichtung durch
zwei Winkel. Eine weitere Beschreibung durch zwei Funktionen sind die aus der Differential-
geometrie als natiirliche Gleichungen bekannten Funktionen Kriimmung und Torsion, die die
innere Geometrie der Kurve vollstiandig festlegen, KREYSZIG (1957). Diese Funktionen werden
im folgenden auch allgemein als Signalfunktionen bezeichnet.

Koordinatenfunktionen

Gespeicherte Raumkurven liegen meist als Punktfolge (geordnete 3D-Daten, z.B. SCOP-Da-
tensatz, IPF (1991)) vor. Fiir eine Analyse der Geometrie der Raumkurve durch eine Wave-
lettransformation fehlt noch eine geeignete Parametrisierung, wobei sich wegen der weiter oben
dargelegten Griinde der natiirliche Parameter Bogenlénge anbietet. Als einfachste Approximati-
on der Bogenlénge der diskret gegebenen Kurve kann die Bogenlédnge des Sehnenzuges genommen
werden. Da die Punkte i.allg. nicht gleichabstidndig vorgegeben sind, ist mittels einer geigneten
Kurvenapproximation (z.B. Walking Divider Algorithmus, GOODCHILD und MARK (1987)) eine
gleichabsténdige Punktfolge auf der Kurve zu ermitteln. Diese dient als diskrete Parameter-
darstellung der Kurve mit dquidistanten Parameterwerten. Damit liegen drei Koordinatenfunk-
tionen x(s), y(s) und z(s) mit dquidistanten Stiitzstellen vor. Jede der Koordinatenfunktionen
kann einer Wavelettransformation unterworfen werden.
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Tangentenwinkelfunktionen

In Analogie zur Tangentenwinkelfunktion bei ebenen Kurven kann fiir jeden Punkt der Kurve
die Tangentenrichtung durch zwei Winkel angegeben werden. Naheliegend sind die Winkel A
und ¢ der Kugelkoordinaten, d.h. die Neigung der Projektion der Tangente in die x,y-Ebene
gegen die z-Achse und die Neigung der Tangente gegen die z,y-Ebene (Abb. 4.3-1).

Abbildung 4.3-1: Richtungswinkel der Tangente

Eine einfache Approximation des Tangentenvektors im Punkt P; ist der Vektor P;P;;1. Werden
die Punkte P; durch die Ortsvektoren p, beschrieben und die Richtungseinheitsvektoren der
Koordinatenachsen mit e, e,, €, bezeichnet, gilt fiir die Tangentenwinkel

A
AN = arctanA—y , — g <\ < g
v (4.3-1)
¢4 — arctan& _ E < ¢ < E
o Ad 2 "7 T2
mit
Ar = (]—)z 1 _I_)Z"Qm) ’ Ay = (Bz 1 _Bi’g )
! " (4.3-2)
Az=(p,_, —ppe) » Ad=,/(Az)2+ (Ay)?

Dabei bedeutet (a,b) das Skalarprodukt von g und b.

Im stetigen Fall kann die Kurve durch Integration nach der Bogenlénge zuriickgewonnen werden.
Im hier vorliegenden diskreten Fall erhélt man die Kurve durch Summieren der Tangentenvekto-
ren. Voraussetzung ist die bekannte konstante Tastweite, die die Lénge der Tangentenvektoren
festlegt, denn in den Tangentenwinkelfunktionen ist nur die Richtung gespeichert. Die Stetig-
keit der Tangentenwinkelfunktionen (4.3-1) ist wegen der Periodizitéit bei beliebigen Kurven
nicht unmittelbar gewihrleistet. Auch die Auslegung in speziellen Programmierbefehlen, die
den Wertebereich der arctan-Funktion auf den Wertebereich [—m, 7| ausdehnen, dndert nichts
daran. Das Problem kann jedoch unkompliziert umgangen werden, wenn die Tangentenwinkel
relativ zum vorhergehenden berechnet und sukzessive aufsummiert werden. Bei den Funktionen
zur Riickrechnung darf nur der Definitionsbereich nicht auf eine Periode eingeschriankt sein.
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Kriimmungs- und Torsionsfunktion

Zur Ermittlung differentialgeometrischer Eigenschaften in einem Punkt werden Nachbarpunkte
benotigt, deren gegenseitiger Abstand gegen Null geht. Werden bei einer punktweise gegebe-
nen Kurve die nachfolgenden Punkte benutzt, ohne den Grenziibergang zu vollziehen, was im
vorliegenden Fall einer punktweise gegebenen Kurve unmittelbar auch nicht moglich ist, erhélt
man jedoch nur eine sehr grobe und zusétzlich asymmetrische Ndherung. Fiir die Beschreibung
der Kurve zum Zwecke der Wavelettransformation mit dem Ziel einer Datenkompression ist das
zunichst kein Hindernis. Erst wenn mit dieser Transformation auch eine Analyse der Kurvenform
moglich sein soll, stehen Fragen der Approximationsgiite an.

Fiir das begleitende Dreibein, die Kriimmungs- und die Torsionsfunktion im Punkt P, werden
als nachfolgende Punkte benstigt (Abb. 4.3-2):

Tangente: Py
Hauptnormale: P11, Pito
Binormale: Pii1, Piyo
Kriimmung: Py, Piio
Torsion: P11, Piyo, Piy3
Eine konsistente Beschreibung ist folglich bei n gegebenen Punkten nur fiir die Punkte P, ..., P,_3

moglich. Anderenfalls sind die n Punkte um drei weitere zu ergénzen.

by
ty ,
- \/\ -PZ ///" Z+3
b B \/ P
21 Y £2
Ng / :
Ty
Abbildung 4.3-2: Nachbarpunkte
Bei einer konstanten Tastweite s mit
s HBi—l—l_Biu =const,i=1,...,n—1 (4.3-3)

lassen sich schrittweise die begleitenden Dreibeine, die Kriimmung und die Torsion in den Punk-
ten Pp,..., P,_3 bestimmen (Abb. 4.3-3).

Begleitendes Dreibein (t, n,b):
1

t;,t;
b, = Mo tia] i=1,...,n—2 (4.3-4)
I[[Es, L]l

n;, = [b,1] 1=1,...,n—2
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(Diskrete) Kritmmung &:

1 t. .
k; = — arctan (i1, 1) i=1,
(tiv1:Ls)
(Diskrete) Torsion 7:
b1, th
T, = —aurctanM i=1,...
8 (biv1,bi)

mit Li_l = [b;, ti1]

Dabei bedeutet [a,b] das Kreuzprodukt von g und b.

Abbildung 4.3-3: Diskrete Kriimmung und Torsion

(4.3-5)

(4.3-6)

Die Riickrechnung der Koordinaten aus den Funktionen fiir Kriimmung und Torsion bei ge-
gebenen Koordinaten und begleitendem Dreibein im Anfangspunkt Py der Kurve ist ebenfalls
schrittweise (im Sinne einer Integration nach der Bogenlidnge) méglich.

Koordinaten des Folgepunktes:

Piyp = Pts ki
Begleitendes Dreibein im Folgepunkt:
tiyr = cos(k;-s)-t; +sin(k;-s)-ny
bi.1 = cos(r-s)-b; —sin(r; - s) 'Eil—f—l

mit iz‘l_u = [b;, t; 1]

N1 = [biy1,tisa]

(4.3-7)

(4.3-8)
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4.3.2 Implizite Beschreibung

In Abschnitt 4.1 wurde u. a. die Zielstellung genannt, flichenbezogene Gelédndelinien in einer
Matrixstruktur zu beschreiben. Wihrend bei der expliziten Beschreibung die Raumkurven los-
gelost von der Geldndefliche beschrieben werden und damit der Raumbezug zwischen Fliache und
Kurve verlorengeht, wird in diesem Abschnitt eine flichenbezogene, implizite Beschreibung der
Kurven vorgenommen. Als Motivation fiir diese Beschreibung dient der geometrische Zusammen-
hang zwischen Flache und Kurve bei Bruchkanten. Bruchkanten sind insofern flichenbezogene
Kurven, indem sie als Schnittkurven von Fliachenstiicken entstehen. Sie lassen sich also aus den
Fldchen ableiten, wenn es entsprechende Beschreibungen fiir die einzelnen Fliachenstiicke gibt.

Hier soll im Rahmen dieses geometrischen Zusammenhangs der umgekehrte Weg gegangen wer-
den. Bei einer Beschreibung der Geléndeflédche in einer Matrixstruktur, die nur die Héhen in den
Punkten eines reguléren Gitters enthilt, ist eine Ableitung von Schnittkurven (Bruchkanten)
nicht sicher moglich. Es gibt zwar Algorithmen, die mégliche Schnittkanten extrahieren, sie sind
aber nicht relevant, wenn bei der Gelindeaufnahme die Bruchlinien direkt erfait wurden und in
einer weiteren Datenstruktur zusétzlich zur Flachenbeschreibung vorliegen.

c)

Abbildung 4.3-4: Gerastertes Profil mit zuséitzlichen Knickinformationen

Im eindimensionalen Fall, d. h. bei Knicken in Profillinien sollen diese Uberlegungen illustriert
werden. Man betrachte im Hinblick auf die Zielstellung Wavelettransformation das Profil als
eine nicht glatte Funktion (Abb. 4.3-4, a), die diskret durch dquidistante Abtastung gegeben ist
(Gitterstruktur). Die Knickpunkte der Kurve, die Nichtdiffenzierbarkeitsstellen, liegen i. allg.
nicht auf den Gitterpunkten und sind in dem diskreten Hohenvektor (dieser entspricht der
Hohenmatrix des DHM im eigentlich zu untersuchenden zweidimensionalen Fall) nicht enthalten.
Es soll aber davon ausgegangen werden, dafl die Knickpunkte (Bruchkanten) explizit erfafit
wurden und als zusétzliche Information vorliegen (Abb. 4.3-4, b). Bei der Weiterverarbeitung
des DGM, z.B. der Darstellung des Profils bzw. der Flache, kénnen die hybriden Informationen
wieder aufgabenspezifisch zusammengefiihrt werden (Abb. 4.3-4, ¢).
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Um konsistente Datensétze mit Raumbezug bei der Wavelettransformation eines hybriden DGM
zu erhalten, sollen die Punkte der zusétzlich zu den Gitterdaten der Geldndehthen (DHM)
aufgenomenen Geléndekanten, die i.a. nicht auf dem Gitter liegen, in ein deckungsgleiches Gitter
ohne Informationsverlust abgebildet werden. Damit entsteht ein zweites ,, DHM* als Ersatzmodell
fiir die Kanten. Im eindimensionalen Fall eines Geldndeprofils sind jeweils die beiden Koordinaten
des Knicks (zwei skalare Informationen: Lage und Hohe) in zwei entsprechende Informationen
des zweiten ,,DHM* abzubilden.

Abbildung 4.3-5: Profil

Finen Knick in einem Profil kann man als Schnittpunkt zweier glatter Kurvenstiicke ansehen
(Abb. 4.3-5, a).

Wird jedes der beiden Kurvenstiicke iiber den Knick fortgesetzt, so erhélt man fiir den jeweils
nachfolgenden Gitterpunkt nach dem Knick Hohenwerte, die von den tatséchlichen Hohen des
Profils abweichen (Abb. 4.3-5, b). Werden diese beiden Differenzen durch lineare Extrapolation
ermittelt und als Gitterwerte (Kantensignal) eines zweiten Gittermodells (Ersatzmodell) gespei-
chert, so lassen sich aus diesen Werten gemeinsam mit den Hohenwerten des Originalprofils
(Profilsignal) die Koordinaten des Knicks rekonstruieren.

Auflerdem kann im Ersatzmodell der Knick lokalisiert werden, und es ist damit im Waveletbe-
reich ein Raumbezug zum Profilsignal mdoglich.

Diese Uberlegungen lassen sich unmittelbar auf den zweidimensionalen Fall iibertragen, wenn
die allgemeine Kurvenbeschreibung als Polygonzug geeignet modifiziert wird. Man kann den Po-
lygonzug mit 3D-Punkten in allgemeiner Lage in vertretbaren Genauigkeitsgrenzen durch einen

Polygonzug ersetzen, der aus den Schnittpunkten des Ausgangspolygons mit den Gitterebenen
besteht (Abb. 4.3-6).

Aus dem Polygonzug {Q} der Original-Kantenpunkte ensteht ein Polygonzug {R;} aus Gitter-
schnittpunkten. Im Programmsystem SCOP, IPF (1991) werden die {Q} Kantenstitzpunkte
und die {R;} Kantenknoten genannt (vgl. auch Kraus (2000), S. 193). Es handelt sich dabei
bereits um eine weitere Approximation der Bruchlinie. Die Abbildung {Qy} — {R;} ist deshalb
in die Fehlerbetrachtungen einzuschlieflen.

Aus der Zugehorigkeit zweier aufeinanderfolgender Kantenpunkte Q, Qr11 zu den Gitterzel-
len des DHM ergeben sich die horizontalen und vertikalen Gitterschnitte R; als Schnitt des
Kantensegments (Qx, Qr+1) mit den Gitterebenen zwischen diesen beiden Zellen. Neben den
x,v, z-Koordinaten ist fiir jeden Gitterschnittpunkt die Zugehorigkeit zur jeweiligen Zellenseite
zu speichern, um die Zuordnung der extrapolierten Differenzen zu den Gitterpunkten zu ermogli-
chen. Diese Datenstruktur, die nur integer-Daten enthilt, kann gleichzeitig die notwendigen
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Abbildung 4.3-6: Berechnung der Gitterschnitte

Topologie-Informationen der Gelindekante aufnehmen, die in der zu erzeugenden Matrixstruk-
tur der extrapolierten Hohen nicht mehr unmittelbar vorhanden ist. Im Anhang D wird ein
Algorithmus vorgestellt, der die Kantentopologie aus der Matrixstruktur rekonstruiert.

N

PZ’LJ'Q
. R, ~ P .
. 1,J2
PZlJ < J
Pihjl N
12,J2
12,J2
327]'1
PiQ,jl
a) b)

Abbildung 4.3-7: Extrapolation

Durch die Verbindungsstrecke der Gitterschnitte wird die Geldndefliche in dieser Gitterzelle
(bzw. Netzmasche) in zwei Teilflichen zerlegt. Dabei konnen zwei topologisch unterschiedliche
Félle eintreten, die Einfluff auf die Eindeutigkeit der berechneten Differenzen haben (Abb. 4.3-
7). Im ersten Fall liegen die Gitterschnitte auf gegeniiberliegenden und im zweiten Fall auf
benachbarten Maschenseiten.

Entsprechend erfolgt die Berechnung der extrapolierten Héhen nach BEYER (2000b) im ersten
Fall gemaf
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~ Yk — Yi1,52
Yivgi = — (Tir i — Tingo) + Wirgo — Yir,gn)
T (4.3-9)
~ Yk — Yi1,51 .
Yir,go = — (Tiy o — Tiy jr) + Wir s — Yir o)
Tk — Liy 5
und
- Y — Yis,ja
Yig,j1 = — (Tigjs = Tigja) + Wisjo — Yinjr)
kT (4.3-10)
~ Yk — Yiz, 51 .
Yig,jo = — (Tigjo = Tigjr) + Wisjs — Yia,jo)
Tk — Lig,ji
und im zweiten Fall gemaf
- Yk — Yiy1 52
Yirg1 = - (xi1,j1 - xilij) + (yilij - yh,jl)
kT g (4.3-11)
~ Y — Yii 51
Yiijo — : (:Ch,jz - xil,]&) + (yil,h - yi1,j2)
2 Tk — Liy 5
und
~1 o Y — yiz,jz
Yirga = T — e (:CZ'L]'Q - xiz,jz) + (yiz,jz - yi1,j2)
kT (4.3-12)
- Yk — Yii,jo '
Yig,jo = : (:Ciz,jQ - xh,jz) + (yh,jz - yi27j2) .
T — xil,jg

Auf diese Weise entsteht aus der Folge von 3D-Koordinaten eine i. allg. schwach besetzte Ma-
trix extrapolierter relativer Hohen. Die Bruchlinie in Abb. 4.3-8 ist durch eine Folge von 3D-
Koordinaten gegeben. Sie stellt damit ein Polygon dar, dessen Eckpunkte i. allg. nicht auf den
Gitterpunkten liegen (Abb. 4.3-9, links). Nachdem die urspriingliche Geléndelinie in ein Polygon
aus ihren Gitterschnittpunkten transformiert wurde (Abb. 4.3-9, Mitte oben), kénnen die Hohen
der Gitterschnitte nach den oben angegebenen Beziehungen auf die Gitterpunkte extrapoliert
werden (Abb. 4.3-9, Mitte unten). Es ensteht eine schwach besetzte Matrix aus extrapolierten
Hohen, die die Kantengeometrie ,,unscharf* wiedergibt (Abb. 4.3-9, rechts). Der Raumbezug ist
in dieser Matrixstruktur nur explizit ,,unscharf* erhalten. Wegen der Rekonstruierbarkeit, die
durch Interpolation (zu (4.3-9), (4.3-10), (4.3-11), (4.3-12) inverse Formeln) lokal fiir jeden Git-
terschnitt moglich ist, ist der Raumbezug implizit sogar exakt erhalten. Diese zur Hohenmatrix
konsistente Matrix kann in gleicher Weise der Wavelettransformation unterworfen werden.

Die Rekonstruktion der Kante setzt die Kenntnis iiber die Kantentopologie voraus, die aus der
Matrix der extrapolierten Hohen mittels eines Verfolgungsalgorithmus gewonnen werden kann
(vgl. Anhang D). Die Riicktransformation aus den in der Matrix gespeicherten extrapolierten
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3000

Abbildung 4.3-8: Bruchlinie im Testdatensatz Schneealpe.
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Abbildung 4.3-9: Polygon der Raumkurve (links). Transformation in das Gitterschnittpolygon
(Ausschnitt Mitte, oben). Transformation in die extrapolierten Hohen (Aus-
schnitt Mitte, unten). Matrix der extrapolierten Héhen (rechts).

Hohen liefert nur die Gitterschnittpunkte. Die urspriinglichen Polygonpunkte sind verloren.
Diesen ,,Verlust* kann man jedoch durch kleine Gitterweiten in tolerierbaren Grenzen halten.

Das hier vorgestellte Verfahren zur Abbildung der Kanteninformationen leistet das Erforderliche
fiir die genannte Zielstellung bei ,,gutartiger Verteilung der Kanten im Gelédnde, die im natiirli-
chem Gelénde in der Regel angenommen werden kann. Probleme bestehen bei im Verhéltnis zur
Rasterweite des DHM zu dicht liegenden Kanten (vorwiegend im verbauten Gelidnde, z.B. an
terrassierten Héngen) und Knoten von Kantennetzen (vorwiegend im Hochgebirge). Diese lassen
sich jedoch z.B. durch eine geeignete Aufteilung in mehrere Schichten beheben (vgl. 8.1).
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5 Wavelettransformation digitaler GGeldindemodelle

5.1 Wavelettransformation der Gelindeflache

Besteht das digitale Geldndemodell ausschlieflich aus den Hohen iiber einem regulidren Gitter,
so bereitet die Wavelettransformation keine Probleme. Es konnen unmittelbar die bekannten
Verfahren der zweidimensionalen Wavelettransformation angewendet werden. Die Daten sind
iiblicherweise in einer Matrix gespeichert und stellen damit eine diskrete Funktion von zwei
Verénderlichen dar. Unabhéingig davon, ob die schnelle Wavelettransformation (FWT) oder die
stationdre Wavelettransformation angewendet wird, ist ohne Datenkompression im Waveletbe-
reich eine exakte Rekonstruktion der Gelandefliche moglich.

Nach Abschnitt 3.4.2 wird die (2%, 2¥)-Matrix der Hohen bei der schnellen Wavelettransformation
in eine (2%, 2¥)-Matrix von Waveletkoeffizienten (WK) der Struktur in Abb. 5.1-1 transformiert.
Diese Struktur ist bei der Interpretation der WK zu beriicksichtigen. Wegen der Approxima-
tionseigenschaft kann man die WK als i-te Ableitung interpretieren, wenn ¢ die Ordnung des
Wavelets ist. Bei dieser Approximation ist jedoch noch ein Skalierungsfaktor zu beriicksichti-
gen, der fiir die stationdre Wavelettransformation in 7.1 fiir Wavelets verschiedener Ordnungen
in Abhéngigkeit von den Momenten der Wavelets bestimmt wird. Fiir die Wavelets der 2D-
Wavelettransformation approximieren die Tensorproduktwavelets HT, TH die partiellen Ab-

leitungen %;é und %;é . Das Tensorproduktwavelet HH approximiert die partielle Ableitung
%v und das Tensorproduktwavelet TT liefert den reinen Tiefpaf}, d.h. einen ,Mittelwert®.

Jede Teilmatrix ist bei der Abbildung des Signals in den Waveletkoeffizienten ein Bild des ge-
samten Signals. In den einzelnen Skalen stehen die WK damit wegen des (bedingt durch den

W4TT 1

Abbildung 5.1-1: Datenstruktur der WK bei der zweidimensionalen schnellen WT

wachsenden Support) immer grofier werdenden Einflu8bereiches fiir mehr oder weniger ,,mittlere
Ableitungen in einem Bereich der Geldndefliche. In Abb. 5.1-2 sind die Teilmatrizen der Wa-
veletkoeffizienten dreidimensional dargestellt, um die Approximation der partiellen Ableitungen
zu veranschaulichen. Links ist jeweils die Geldndefliche zu sehen. Rechts sind die Waveletkoeffi-
zienten fiir drei Skalen als zweidimensionale diskrete Funktion abgebildet. Man kann erkennen,
daf} in allen Skalen die erste partielle Ableitung approximiert wird, jedoch von Skale zu Skale
immer grober.



50 Kapitel 5. Wavelettransformation digitaler Geldndemodelle
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HT TH
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Abbildung 5.1-2: Veranschaulichung der Approximation der partiellen Ableitungen nach x und y.
Jeder Netzpunkt entspricht einem Matrixelement.

Fiir jede Skale sind jeweils im linken Bild diejenigen Hohenwerte hervorgehoben, die zur Berech-
nung des rechts markierten Waveletkoeffizienten herangezogen werden. Die Gitterpunkte ent-
sprechen jeweils den Matrixelementen. In dieser Weise konnen die WK bestimmten Signalberei-
chen als ,,mittlere* Ableitungen durch einfache Indexumrechnung zugeordnet werden. Diese bei
der schnellen Wavelettransformation offensichtlich notwendige Indexumrechnung stellt jedoch
nur eine erste Ndherung fiir die Lokalisierung der in den WK gespeicherten Ableitungswerte auf
bestimmte Signalwerte dar. Bei der stationéiren Wavelettransformation, bei der diese Indexum-
rechnung nicht erforderlich ist, da jede Bildmatrix die gleiche Dimension wie die Signalmatrix
hat, zeigt sich jedoch, daf§ durch den Support der Wavelets die indexbezogene Lokalisierung
nicht ausreichend ist. Es ist eine Korrektur erforderlich, die ebenso wie der Skalierungsfaktor
wesentlich von den Momenten der Wavelets abhéngt. Die Bestimmung dieser notwendigen La-
gekorrektur ist Gegenstand des Abschnittes 7.2.
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5.2 Wavelettransformation von Kurven in expliziter Darstel-
lung

In Abschnitt 4.3.1 wurde diskutiert, wie Kurven, die in einem digitalen Geléindemodell explizit
als 3D-Punktfolge vorliegen, so beschrieben werden kénnen, daf} sie einer Wavelettransformati-
on zuganglich werden. Dazu wurden die 3D-Punktfolgen, die eine diskrete 3D-Vektorfunktion
darstellen, durch zwei oder drei skalare Funktionen beschrieben. Diese Funktionen kénnen mit
den iiblichen Verfahren der diskreten Wavelettransformation in drei oder zwei Sédtze von Wave-
letkoeffizienten transformiert werden (siche BEYER (1999)).

2500 1400
2000 1200

Abbildung 5.2-1: Geldndekurve aus dem Datensatz Schneealpe.

Es zeigte sich, dafl die Beschreibung mittels Kriimmungs- und Torsionsfunktion zu empfindlich
gegeniiber Fehlern, die durch die verlustbehaftete Datenkompression entstehen, ist. Es werden
deshalb in diesem Abschnitt nur die Reprisentationen Koordinatenfunktionen und Tangenten-
winkelfunktionen vorgestellt. Eine Geldndekurve (Abb. 5.2-1), hier als Beispiel eine Tallinie aus
dem DGM Schneealpe, 148t sich explizit durch ihre Koordinatenfunktionen (Abb. 5.2-2; links)
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Abbildung 5.2-2: Die drei Koordinatenfunktionen (links) und die beiden Tangentenwinkelfunktio-
nen (rechts) der Geliandekurve.

oder ihre Tangentenwinkelfunktionen (Abb. 5.2-2; rechts) beschreiben. Jede dieser Funktionen
kann als Signalvektor der Wavelettransformation unterworfen werden. Bei der schnellen Wa-
velettransformation entsteht fiir jeden Signalvektor ein gemifi (3.4-1) gegliederter Vektor von
Waveletkoeffizienten. Um den lokalen Zusammenhang zwischen Signalvektor und Waveletvektor
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(Signal und approximierter Ableitung) zu veranschaulichen, wird in Abb 5.2-3 jeweils nur die
zweite Halfte der WK-Vektoren, die die Waveletkoeffizienten der ersten Skale enthalten, grafisch
dargestellt. Bei einer Kompression nach dem Schwellwertverfahren werden je nach Schwellwert
betragsméfig kleine Waveletkoeffizienten zu Null gesetzt. Die dadurch bei der Synthese der
Funktionen fehlenden Basisfunktionen, die zwar nur gering in die Synthese eingehen, fiihren zu
Abweichungen der rekonstruierten Koordinaten- und Tangentenwinkelfunktionen (Abb. 5.2-4)
gegeniiber den Originalfunktionen.
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Abbildung 5.2-3: Die Waveletkoeffizienten der drei Koordinatenfunktionen und der zwei Tangen-
tenwinkelfunktionen in der ersten Skale.
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Abbildung 5.2-4: Die riicktransformierten Koordinaten- und Tangentenwinkelfunktionen.

Folglich sind die aus den fehlerhaften Beschreibungsfunktionen rekonstruierten Raumkurven
ebenfalls fehlerbehaftet. Wahrend jedoch die Fehler der Kurve bei der Beschreibung durch die
Koordinatenfunktionen iiber die Bogenlénge stationéres Verhalten zeigen, sind die Fehler bei der
Beschreibung durch die Tangentenwinkelfunktionen wegen der rekursiven Berechnung bei der
Rekonstruktion abhéngig vom vorhergehenden Fehler. Es ist ein Ansteigen des Fehlers iiber die
Bogenlidnge zu verzeichnen. Dieser Effekt ist in Abb. 5.2-5, in der die Abweichungen orthogonal
zum Kurvenverlauf dargestellt sind, zu sehen.
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Abbildung 5.2-5: Die orthogonalen Abweichungen der rekonstruierten von der Original-Kurve.

5.3 Wavelettransformation von Kurven in impliziter Darstel-
lung

Die in Abschnitt 4.3.2 diskutierte Moglichkeit, eine Raumkurve eines DGM in eine Matrixstruk-
tur abzubilden, die der Matrixstruktur des Hohenmodells auf einem reguldren Gitter entspricht,
fiihrt auf eine schwach besetzte Matrix. Diese &8t sich in der gleichen Weise wie die Hohenmatrix
der Geldndefliche der Wavelettransformation unterwerfen und liefert eine zur WK-Matrix der
Gelandefliche konsistente Matrix von Waveletkoeffizienten. Durch die Lokalisierungseigenschaft
der Wavelettransformation besteht im Waveletbereich ein Raumbezug zwischen der Gelédnde-
flaiche und den Geldndekanten.

Die schnelle zweidimensionale Wavelettransformation bildet die Matrix der extrapolierten Héhen
(Abb. 4.3-9, rechts, Abb. 5.3-1, links) in die Matrix der Waveletkoeffizienten (Abb. 5.3-1, rechts)
ab. Es ist zu sehen, dafl der Raumbezug durch die Lokalisierungseigenschaft der Wavelettrans-
formation erhalten bleibt.
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Abbildung 5.3-1: Matrix der extrapolierten Hohen (links). Wavelettransformierte der extrapolier-
ten Hohen (rechts).

Die die Kurven beschreibenden Matrizen sind auf Grund ihrer Entstehung schwachbesetzte
Matrizen' und in Folge davon auch die Matrizen der Waveletkoeffizienten. Die Notwendigkeit
einer Datenkompression ist deshalb nicht unbedingt gegeben. Es treten hingegen sogar durch eine
verlustbehaftete Datenkompression erhebliche Probleme bei der Riicktransformation auf. Bei der

! Schwachbesetzte Matrizen lassen sich mit geeigneten Methoden der Informatik effektiv speichern. Diese Me-
thoden sind nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.



54 Kapitel 5. Wavelettransformation digitaler Geldndemodelle

Datenkompression im Waveletbereich werden i. allg. typische Eigenschaften glatter Funktionen
durch die Wahl geigneter Wavelets ausgenutzt. Diese typischen Eigenschaften liegen aber bei
schwach besetzten Matrizen nicht vor. Bei der verlustbehafteten Datenkompression, um die es in
dieser Arbeit gehen soll, entstehen bei der inversen Wavelettransformation Matrizen, die je nach
Kompressionsgrad nicht mehr schwach besetzt sein miissen. Damit geht die zur Rekonstruktion
der Kanten notwendige Topologieinformation, die in der urspriinglichen Matrix noch indirekt
enthalten ist (vgl. Anhang D), weitgehend verloren. Um das zu veranschaulichen, betrachten
wir die Wavelettransformierte nach Datenkompression mit der Kompressionsrate 2. Es bleiben
die Waveletkoeffizienten in Abb. 5.3-2, links.
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Abbildung 5.3-2: Wavelettransformierte der extrapolierten Hohen nach Datenkompression mit
Kompressionsrate 2 (links). Matrix der extrapolierten Hohen nach Anwendung
eines Schwellwertfilters (rechts).

Die inverse Wavelettransformation, angewendet auf die ausgediinnte Matrix der Waveletkoeffi-
zienten, durch die die extrapolierten Hohen zuriickgewonnen werden, liefert in diesem Falle eine
vollbesetzte Matrix. Die Begriindung liegt auf der Hand. Die Originalmatrix entsteht bei der
inversen Wavelettransformation als Linearkombination der Wavelets mit den WK als Koeffizien-
ten. Die Wavelets der hohen Skalen belegen wegen ihres breiten Supports die Matrix vollstandig.
Ohne Kompression kompensieren die Wavelets der niederen Skalen diese Belegung an den Stel-
len, an denen urspriinglich Nullen standen. Diese Kompensation kann nicht vollsténdig erfolgen,
wenn wegen der gestrichenen Waveletkoeffizienten Wavelets in der Linearkombination der in-
versen Wavelettransformation fehlen. Die fehlbelegten Matrixelemente sind jedoch i. allg. klein.
Filtert man die Matrixelemente heraus, die betragsméfig unterhalb eines Schwellwertes liegen,
bleiben z.B. die relativen Hohen {ibrig, die in Abb. 5.3-2, rechts, markiert durch ,,** zu sehen
sind. Die urspriinglichen Matrixelemente sind zum Vergleich durch ,0“ markiert. Es ist zwar
noch grob die Lokalisierung erkennbar, aber eine Rekonstruktion der Kante aus diesen durch
die Kompression verfélschten relativen Hohen nach den zu (4.3-9) bis (4.3-12) inversen For-
meln ist nicht moglich. Die Wavelettransformation der implizit in einer Matrixstruktur geméf
4.3.2 gespeicherten Kante ist moglich, und der Raumbezug im Waveletbereich ist gegeben, eine
verlustbehaftete Datenkompression erweist sich jedoch nicht als zweckméBig.
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6 Kompression von Gelidndedaten

6.1 Vorbemerkungen

Durch die rasche Entwicklung der Erfassungsmethoden fiir Geldndedaten, insbesondere durch
die Moglichkeiten der Fernerkundung, werden Geo-Informationssysteme immer leistungsféhiger,
da Daten in immer vielfiltigerer Art und immer héherer Auflésung zur Verfiigung stehen. Auf
der anderen Seite miissen die GIS aber auch in der Lage sein, diese Datenflut zu bewéltigen.
Eine geeignete Datenkompression wird zur dringenden Notwendigkeit. Die steigenden Hardwa-
rekapazitdten werden dieses Problem allein nicht 16sen konnen, wie die bisherige Entwicklung
gezeigt hat. Fine gewisse Vorreiterrolle in der Datenkompression hat die digitale Bildverarbei-
tung tibernommen.

Grundsétzlich sind zwei Kompressionsverfahren zu unterscheiden:

e Verlustfreie Verfahren (lossless compression)
Sie erlauben eine exakte Rekonstruktion der Daten nach der Dekodierung. Sie wurden
z.B. seit den 60er Jahren in Raumfahrtmissionen eingesetzt. Damit lassen sich jedoch nur
geringe Kompressionsraten (1,1:1 - 2,5:1, maximal 3,5:1, TRIEBFURST (1999)) erzielen.

e Verlustbehaftete Verfahren (lossy compression)
Diese bringen nach der Dekodierung einen gewissen Datenverlust mit sich. Es miissen
deshalb fiir eine praktisch sinnvolle Kompression gewisse Redundanzen in den Daten vor-
handen sein. Je nach Redundanz lassen sich damit wesenlich héhere Kompressionsraten
erzielen.

Die urspriingliche Anwendung der Kompression zur Einsparung von Speicherplatz bei der Archi-
vierung von Bildern wurde bald um die temporéire Kompression zur Bildiibertragung im Internet
erweitert. Wahrend die Datenstrukturen von digitalen Rasterbildern und von digitalen Héhen-
modellen dhnlich sind, ist der Informationsgehalt durchaus unterschiedlicher Natur. Das wird
dann von Interesse sein, wenn bei der Anwendung verlustbehafteter Kompressionsverfahren die
Frage nach den verzichtbaren redundanten Informationen steht.

Von TRIEBFURST (1999) werden Kompressionsverfahren fiir Fernerkundungsdaten umfangreich
diskutiert. Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf Probleme der Wavelettransformation
hybrider Gelindemodelle (vgl. Kapitel 4), wobei die verlustbehaftete Kompression im Wave-
letbereich ein Teilproblem darstellt. In diesem Sinne wird zur allgemeinen Fragestellung der
Datenkompression auf die o.g. Arbeit verwiesen.

6.2 Kompressionsverfahren

Bei den verlustbehafteten Kompressionsverfahren mittels Schwellwertbildung im Waveletbereich
kann man prinzipiell nach BETHGE et al. (1997) zwei Verfahren unterscheiden:

e Schwellwertbildung auf der Abszisse:
Es werden die Koeffizienten der hochfrequenten Skalen zu Null gesetzt. Damit wird gewis-
sermaflen ein Sperrfilter realisiert.
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e Schwellwertbildung auf der Ordinate:
In allen Skalen werden diejenigen Koeffizienten zu Null gesetzt, die einen gegebenen Schwell-
wert, der skalenabhéngig sein kann, nicht iibersteigen.

Dabei ist zu beriicksichtigen, welche Effekte durch den Datenverlust akzeptiert werden bzw.
sogar erwiinscht sind. Steht die Filterung zum Zwecke der Generalisierung im Vordergrund, sollen
hochfrequente Informationen herausgefiltert werden. Handelt es sich um eine Datenkompression
im eigenlichen Sinne zur Verringerung des Speicherplatzes, sollen die wesentlichen Informationen
erhalten bleiben.

Die hier angegebene Einteilung kann man weiter prézisieren. Geht man allgemein von einer
Funktion aus (in unserem Falle sind das z. B. die Geldndehshen als Funktion ihrer Lage: h =
f(z,y)), so erfolgt bereits bei der Datenerfassung eine gewisse Datenkompression. Die praktisch
in allen drei Dimensionen kontinuierlich vorliegenden Daten des zu erfassenden Bereichs werden
ndmlich durch die technisch notwendige Abtastung in eine endliche Datenmenge abgebildet.
Es handelt sich dabei nicht nur um eine Abtastung im Argumentbereich (Lagekoordinaten,
»Abszisse“!) sondern wegen der Speicherung der Funktionswerte mit einer endlichen Stellenzahl
auch um eine Abtastung im Funktionswertebereich (Hohe, ,,Ordinate”).

Unter Kompression im engeren Sinne versteht man jedoch die weitere Kompression der nach
der Datenerfassung vorliegenden Daten. Kompression heifit Veringerung des bendtigten Spei-
cherplatzes. Diese kann einerseits durch effektivere Kodierung, d.h. Verringrung der Coding-
Redundanz (TRIEBFURST (1999)) und andererseits durch Verzicht auf Informationen geringer
Relevanz erreicht werden. Hier soll der zweite Aspekt behandelt werden.

Der Datenumfang einer diskreten Funktion kann durch Verringerung der Informationsdichte
(Verringerung der Auflésung) sowohl im Argumentbereich als auch im Funktionswertebereich
reduziert werden. Wie bereits im Zusammenhang mit der Datenerfassung erwéhnt, ist das durch
eine Abtastung mit groflerer Tastweite moglich. Der dabei entstehende Informationsverlust ist
iiber das Abtasttheorem beschreibbar.
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Abbildung 6.2-1: Unterschiedliche Abszissenabtastung durch Variation der Tastweite bei konstan-
ter Speichertiefe von 8 bit.

! Die Bezeichnungen Abszisse und Ordinate stehen fiir die z- und die y-Achse im zweidimensionalen Koordina-
tensystem. Im dreidimensionalen Koordinatensystem heiflen die Achsen Abszissen-, Ordinaten- und Applika-
tenachse. Hier werden die Bezeichnungen Abszisse und Ordinate, aus dem zweidimensionalen Koordinatensy-
stem entlehnt, mit Argument und Funktionswert gleichgesetzt.
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In Abb. 6.2-1 sind die Variation der Tastweite auf der Argumentachse und der damit verbun-
dene Informationsverlust veranschaulicht. In Abb. 6.2-2 ist der zusétzliche Informationsverlust
gegeniiber der Abtastung in Abb. 6.2-1 durch Verringerung der Speichertiefe von 8 bit auf 5 bit
dargestellt.
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Abbildung 6.2-2: Unterschiedliche Ordinatenabtastung durch Variation der Speichertiefe (5 bit im
Vergleich zu 8 bit in Abb. 6.2-1).

Bei diesen Varianten der Datenreduktion handelt es sich gewissermafien um eine Kompression im
Ortsbereich. Die gleichen Betrachtungen kann man im Waveletbereich anstellen, wobei jedoch
Argumente und Funktionswerte der Wavelettransformierten anders zu interpretieren sind. Die
gegebene Funktion wird nach der Transformation beziiglich einer anderen Funktionsbasis (vgl.
Kap. 2) beschrieben. Die Argumente der Wavelettransformierten sind die in der Funktionsbasis
enthaltenen Wavelets und die Funktionswerte die Waveletkoeffizienten, d. h. die Gewichte, mit
denen die Wavelets in die Linearkombination, die die Ausgangsfunktion beschreibt, eingehen.
Diese andere Interpretation von Argument und Funktionswert erméglicht andere Kriterien fiir
das Weglassen von Informationen. Ein wesenliches Grundprinzip ist das Nullsetzen eines Teils
der Waveletkoeffizienten und in Folge eine Datenreduktion durch eine effektivere Speicherung
schwach besetzter Matrizen. Die Kriterien, nach denen Waveletkoeffizienten zu Null gesetzt
werden, fiithren zu obiger Unterscheidung der Kompressionsverfahren nach BETHGE et al. (1997).

6.2.1 Sperrfilter

Die Wavelettransformation bildet Signalanteile unterschiedlicher Frequenz auf unterschiedliche
Skalen ab. Jedoch muf} diese Aussage durch den Zusatz ,,vorwiegend* prézisiert werden, denn es
findet im Gegensatz zur Fouriertransformation keine reine Frequenzanalyse statt. Die Wavelets
haben keine Frequenz im Sinne harmonischer Schwingungen. Durch die Dilatation liegt aber
eine der Frequenzvariation vergleichbare Variation der Analysefunktionen vor.

Von BETHGE et al. (1997) wurden diese Effekte bei der stetigen Wavelettransformation unter-
sucht und an einem Beispiel illustriert. Fiir das Beispiel dienten das Signal f(t) = A - sin(wot)
und das Wavelet i(z) = — 8/7rxe*x2, proportional zur ersten Ableitung der Gaufifunktion.
Fiir die Wavelettransformierte erhielt man

Lyf(a,b) = \/% /O:o E/,\f(a,w)ejwdw =: AL f(wob + (7/2)) (6.2-1)
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mit der skalenabhéngigen Amplitude

Ap(a: A wp) = % rlal v(awo/2) A (6.2-2)

Diese skalenabhéngige Amplitude ist fiir zwei Signale unterschiedlicher Frequenz und Amplitude
in Abb. 6.2-3 zu sehen.
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Abbildung 6.2-3: Skalenabhéingige Amplituden Aj zweier Sinusschwingungen im WB: 4; = 1,
wo1 = 1, ag1 = V/3 auf niederen Skalen a konzentriert; Ay = 2, wpo = 1/2,
a2 = 2v/3 auf Hoheren Skalen a konzentriert (nach BETHGE et al. (1997)).

Es zeigt sich, daf sin-Schwingungen je nach Frequenz auf unterschiedlichen Skalen dominant
wiedergegeben werden. Da in den Koeffizienten der niederen Skalen die hohen Frequenzen domi-
nieren, wird durch Nullsetzen der Koeffizienten der ersten n Skalen gewissermaflen ein Sperrfilter
realisiert.

Bei der diskreten Wavelettransformation lassen sich diese Beziehungen nicht unmittelbar analy-
tisch herleiten, es ergeben sich nur diskrete Amplituden auf den einzelnen Skalen. In Abb. 6.2-4
sind die diskreten Amplituden, die sich auf den einzelnen Skalen der diskreten Wavelettransfor-
mation ergeben, abgebildet. Verwendet wurde fiir dieses Beispiel das Haar-Wavelet.

Es ist zu sehen, daf sich in gleicher Weise die Amplituden der niedrigeren Frequenz auf hoheren
Skalen? konzentrieren.

Fiir die Datenkompression mittels Sperrfilter, das durch Nullsetzen der Waveletkoeffizienten auf
den ersten n Skalen realisiert werden kann, wéren die den Skalen zuzuordnenden Frequenzen
interessant. Wie schon gesagt wurde, ist das nur in gewisser Analogie zur Fouriertransformation
moglich. Man kann z.B. den Skalen diejenigen Frequenzen zuordnen, die in der jeweiligen Skale
die maximale Amplitude aufweisen.

Fiir die diskrete Wavelettransformation wurden empirische Untersuchungen zu einer Frequenzzu-
ordnung zu den Skalen von WEICHSEL (2001) durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden in Abschnitt
6.5.2 im Zusammenhang mit der Ableitung von Glattungsmaflen diskutiert.

Da die Wavelets im Gegensatz zu den sin-Funktionen als Analysefunktionen bei der Fourier-
transformation keine harmonischen Schwingungen beschreiben, werden durch das Nullsetzen
von Waveletkoeffizienten ganzer Skalen nicht reine Frequenzen abgeschnitten, sondern Form-
bestandteile der Funktion, die durch die weggelassenen Wavelets bei der Synthese des Signals

2 Die Numerierung der Skalen erfolgt hier aufsteigend beginnend mit Eins auf der feinsten Skale.
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Abbildung 6.2-4: Skalenabhiingige Amplituden Ay zweier Sinusschwingungen mit den Frequenzen
wo,1 = 1, wo.2 = 1/2 und den hier gleichen Amplituden A; = Ay = 1.

beschrieben werden. Die Dilatation der Wavelets von Skale zu Skale ist mit einer Frequenzhal-
bierung vergleichbar. Dadurch erzielt man bei der Datenkompression nach diesem Verfahren zu
einem Sperrfilter analoge Effekte.

6.2.2 Schwellwertverfahren

Schwellwertverfahren im engeren Sinne sind eine Schwellwertbildung auf der Ordinate (BETHGE
et al. (1997)). Werden die Waveletkoeffizienten, die eine vorgegebene Schranke nicht iiberstei-
gen, zu Null gesetzt und die anderen beibehalten, spricht man von hard thresholding. Werden
zusétzlich die beibehaltenen Koeffizienten betragsméflig um den Schwellwert verringert, spricht
man von soft thresholding. Fiir diese Filtervorschrift 148t sich leider keine signalunabhéngige
Filtercharakteristik angeben.

Da bei einer Kompression Informationen verlorengehen, findet im weiteren Sinne ebenfalls eine
Generalisierung statt. Die quantitative Analyse im Fourierbereich, wie sie beim Sperrfilter durch-
gefithrt wurde, ist bei dieser Generalisierung jedoch nicht moglich. Hier flieit die Geometrie der
Basisfunktionen, der Wavelets, ein.

Das Nullsetzen eines Waveletkoeffizienten w; bedeutet das Streichen einer Synthesefunktion (des
zu dem Waveletkoeffizienten gehérenden Wavelets ;). Damit gilt fiir die rekonstruierte Funktion

frek
frek = f — W - 7;[)1 . (62_3)

Dieser Effekt ist in Abb. 6.2-5 fiir eine mit dem Haarwavelet transformierte sin-Funktion darge-
stellt.

Der Absolutfehler A f der rekonstruierten Funktion ist demnach
Af = wi-i, (6.2-4)
i€l
wobei I die Indexmenge der zu Null gesetzten Waveletkoeflizienten ist.

Die Synthesefunktionen ;, deren Waveletkoeffizienten betragsméflig eine vorgegebene Schran-
ke nicht iibersteigen, tragen folglich wenig zur Synthese bei und kénnen deshalb ohne grofien
Informationsverlust weggelassen, d.h. ihre Waveletkoeffizienten zu Null gesetzt werden.
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Abbildung 6.2-5: Fehler der rekonstruierten Funktion durch Nullsetzen eines WK der zweiten Skale
(links) und eines WK der dritten Skale (rechts).

6.3 Kompression von Gelindeflichen

Bei der Kompression von Geldndeflichen kommen bei den hier betrachteten digitalen Héhenmo-
dellen iiber einem regulédren Gitter wegen der gleichartigen Datenstruktur die Verfahren der Bild-
datenkommpression in Betracht. Wihrend bei der Kompression von Bilddaten wegen der hohen
Pixelauflosung im Verhéltnis zu den verarbeitbaren Daten eine ausreichende Redundanz vor-
liegt, ist das bei digitalen Héhenmodellen, deren Rasterweite i. allg. bereits dem spéteren Zweck
mit vorgegebenen Genauigkeitsanforderungen angepafit ist, nicht der Fall. Eine Abschétzung
der moglichen, eher niedrigen Kompressionsraten in Abhéngigkeit von den vertretbaren Fehlern
im Rahmen der ohnehin vorliegenden Erfassungsfehler wird von MEIER (2002) aus statistischer
Sicht vorgenommen.

Tests an Ausschnitten eines realen Geldndemodells zeigen die Groéflenordnung der mdoglichen
Kompressionsrate bei auf Grund der ohnehin begrenzten Hohengenauigkeit des Modells tole-
rierbaren Hohenfehlern. Als Testdatensatz dient ein digitales Hohenmodell der Schneealpe (ca.
75 km siidwestlich von Wien gelegen), das vom Institut fiir Photogrammetrie der TU Wien zur
Verfiigung gestellt wurde. Es handelt sich um ein DGM mit Quadratgitter der Gitterweite 25 m.
In dem Modell sind auf einer Fliche von ca. 100km? ca. 171 000 Hohenwerte, 200 Bruchkanten
und 538 Formlinien erfafit.

Die Erfassungsfehler sind von der Neigungszone abhéngig und fiir dieses Modell in Tab. 6.3-1
angegeben.

Tabelle 6.3-1: Testgebiete innerhalb der Neigungsbereiche mit unterschiedlichen Erfassungsfehlern

Neigungs-Zone (in %) 0-20 20-40 40 - 60 60 - 80 80 - 100 {iber 100
Erfassungsfehler (in m) 1.30 2.18 2.85 3.12 3.98 6.56
Testgebiete Gebiet 3 Gebiet 2 Gebiet 1

mittlere Neigung (in %) 27 52 67

Standardabweichung (in %) 21 21 19

Anteil des Testgebiets (in %) 40 52 61
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Fiir die vergleichenden Tests wurden drei Gebiete gewihlt, die deutlich unterschiedliche mittlere
Neigungen mit relativ kleiner Standardabweichung aufweisen (Abb. 6.3-1). Um den Zusammen-
hang zu den Neigungszonen sichtbar zu machen, sind die Parameter der gewédhlten Gebiete in
die Tabelle der Neigungszonen integriert worden. Die Daten ergeben sich aus den berechneten
Neigungen in den Gitterpunkten. Anteil des Testgebietes bedeutet dabei die relative Hiufigkeit
der berechneten Neigungen in den Gitterpunkten, die in den Grenzen der Neigungszone liegen.
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Abbildung 6.3-1: Testgebiet Schneealpe. Geldndeausschnitte unterschiedlicher mittlerer Neigung.

Fiir die Wavelettransformation wurden die sechs in Tab 6.3-2 mit ihrer Ordnung aufgefiihrten
Wavelets des Tools WaveLab (BUCKHEIT et al. (1995)) herangezogen.

Tabelle 6.3-2: Wavelets fiir den Test der Kompresionsraten

Wavelet Ordnung
Haar 1
Daubechies4
Daubechies6
Daubechies8
Coiflet3
Symmlet4

= O e W

Als Fehlermaf} dient die Standardabweichung der Hohendifferenzen zwischen dem Originalhdhen-
modell und dem nach Datenkompression im Waveletbereich rekonstruierten Hohenmodell. Fiir
die sechs Wavelets in Abb. 6.3-2 ist die Standardabweichung der Hohendifferenzen jeweils fiir
die drei Teilgebiete des Testdatensatzes iiber der variierten Kompressionsrate aufgetragen. Die
obere Grenze der tolerierbaren Fehler in Abhéngigkeit von der Neigungszone ist auf der jewei-
ligen Kurve markiert. Dadurch ist maximale Kompressionsrate fiir die drei betrachteten Nei-
gungszonen ablesbar. Mit Ausnahme des Haar-Wavelets ist der Zusammenhang zwischen der
Kompressionsrate und dem mittleren Abweichung vom Ausgangsmodell fiir alle Wavelets etwa
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Abbildung 6.3-2: Mittlere Abweichungen der Hohen vom Originalmodell fiir die drei Geldndeaus-
schnitte in Abb. 6.3-1 in Abhéngigkeit von der Kompressionsrate. Gebiet 1 (—),
Gebiet 2 (- -), Gebiet 3 (---)

gleich. Lafit man eine mittlere Abweichung in der Gréflenordnung der Erfassungsfehler zu, so
liegt die mogliche Kompressionsrate bei den Daubechies-Wavelets etwa bei 7, bei Coiflet3 und
Symmlet4 bei etwa 8 und beim Haar-Wavelet bei nur etwa 2 bis 3. Bei allen Wavelets ist eine
deutliche Abh#ngikeit von der mittleren Neigung sichtbar: Die Fehler durch die Datenkompressi-
on nehmen etwa in der gleichen Weise wie die Erfassungsfehler mit wachsender Gelédndeneigung
zu. Eine signifikante Abhéngigkeit von der Ordnung des Wavelets ist in diesem Beispiel nicht
erkennbar.

Es zeigt sich, daf} eine Datenkompression fiir derartig effektive Geldndemodelle nicht sinnvoll
ist, es sei denn, die Datenkompression erfolgt im Zusammenhang mit einer gewiinschten Gene-
ralisierung.

6.4 Kompression von Gelindekurven

Im Gegensatz zur Wavelettransformation und Kompression von Geldndeflichen ist Kompressi-
on von Raumkurven mit Hilfe der Wavelettransformation offensichtlich noch nicht von Interes-
se gewesen. Das ist moglicherweise darauf zuriickzufiihren, dafl sich Raumkurven nicht durch
eine skalare Funktion beschreiben lassen. Hier werden deshalb auf der Basis der Raumkur-
venbeschreibungen in 4.3.1 Untersuchungen zur Datenkompression vorgestellt (vgl. auch BEY-
ER (1999)). In 4.3.1 wurde bereits gesagt, dafl fiir die Transformation der Raumkurven eine
Parameterdarstellung nach der Bogenlédnge bzw. im vorliegenden diskreten Fall eine dquidi-
stante Punktfolge zweckméBig ist. In einem ersten Schritt ist deshalb die punktweise gegebene
Raumkurve neu zu sampeln. Dazu kann z.B. der Walking-Divider-Algorithmus (GOODCHILD
und MARK (1987)) benutzt werden. Die Folge {(x;,vi,2),7 = 1,...,n} aus 3D-Koordinaten
wird iiberfiihrt in Folgen von Werten der in Abschnitt 4.3.1 beschriebenen Signalfunktionen,
also {z;,i = 1,...,n}, {y;,i = 1,...,n}, {z;,i = 1,...,n} fiir die Koordinatenfunktionen,
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{Niyi=1,...,n}, {¢i,i = 1,...,n} fir die Tangentenwinkelfunktionen und {k;,7 = 1,...,n},
{7ri,i=1,...,n} fiir die Kriimmungs- und Torsionsfunktion.

Diese diskreten Signalfunktionen werden wavelettransformiert. Fiir die nachfolgend beschriebe-
nen Tests wurden vier im Tool WaveLab verfiighare Wavelets unterschiedlicher Eigenschaften
benutzt.

Mit einem Schwellwertfilter werden die Waveletkoffizienten komprimiert. Um den Informations-
verlust zu quantifizieren, wird nach inverser Wavelettransformation die Originalkurve aus den
Signalfunktionen rekonstruiert und der Transformationsfehler ermittelt. Eine Ubersicht gibt das
Schema in Abb. 6.4-1.

Originaldaten
3D-Koordinaten (Vektorfunktion)

Abtastung

J

Aquidistante Punktfolge

| T

Représentation Rekonstruktion

Signalfunktionen
zwei bzw. drei skalare Funktionen

| |

Wavelet- inverse
Transformation Wavelet-Transformation
Waveletkoeffizienten Waveletkoeffizienten
zwei bzw. drei Satze (komprimiert)
Datenkompression
(Schwellwert)

Abbildung 6.4-1: Ablaufschema der Datenkompression bei Raumkurven.

Aus diesen Transformationsschritten ergeben sich unterschiedliche Fehlerquellen, die in ihrer
Gesamtheit die Qualitéit der Riicktransformation beeinflussen.

Abtastfehler entstehen bei der Berechnung der dquidistanten Punktfolge. Die tatséchlichen Abstinde
weichen von der vorgegebenen konstanten Tastweite ab. Bei der Riickrechnung (Rekonstruktion
der Kurve aus den Signalfunktionen) wird jedoch die konstante Tastweite benutzt. Der daraus
resultierende Fehler der riicktransformierten Kurve existiert unabhéngig von der Datenkompres-
sion und kann als Grundfehler des Parametrisierungsverfahrens angesehen werden.

Weiterhin treten Fehler durch Datenkompression auf. Der Fehler, der sich aus der Kompressi-
onsrate ergibt, wirkt sich zunéchst auf die riicktransformierte Signalfunktion aus.
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Testkurve 2 (Bézierkurve)

2500

500 500

Testkurve 3 (Schraubenlinie) Testkurve 4 (Gebirgsstrafe)

Abbildung 6.4-2: Beispielkurven

Diese Fehler iiberlagern sich bei der Rekonstruktion der Kurve mit den Abtastfehlern. Die Eig-
nung des verwendeten Wavelets hidngt von der Gestalt der Signalfunktion ab. Die Gestalt der
Signalfunktion folgt aus der Gestalt der Originalkurve und aus dem Parametrisierungsverfah-
ren; z.B. besitzt eine Gerade als Raumkurve konstante Tangentenwinkelfunktionen und eine
Schraubenlinie eine konstante Kriimmungs- und eine konstante Torsionsfunktion. Das Fehler-
verhalten beziiglich der Datenkompression ist damit bei einer Geraden, parametrisiert mittels
Tangentenwinkelfunktionen, und bei einer Schraubenlinie, parametrisiert mittels Kriimmungs-
und Torsionsfunktion, gleich. Wegen der gegenseitigen Abhéingigkeiten der Einflugrofien ist eine
theoretische Analyse der Fehlereffekte sehr schwierig.

Um dennoch Aussagen iiber die Fehlerentwicklung zu bekommen, wurden Tests an unterschied-
lichen Raumkurven vorgenommen. Als Testkurven wurden eine rationale Bézierkurve hoherer
Ordnung als Beispiel einer beliebig gekriimmten und gewundenen Kurve in zwei Varianten, eine
Schraubenlinie mit konstanter Kriimmung und Torsion und eine reale Gebirgsstrafie (GroBglock-
nerstrafle von Hochmaifl bis Fuscher Térl, Hohe Tauern, Osterreich) verwendet.

Aus den Parameterdarstellungen bzw. aus den realen diskreten Koordinaten des Straflenzuges
wurden beziiglich der Bogenlidnge dquidistante Punktfolgen konstruiert. In den hier dargestellten
Beispielen sind es 2° + 3 = 35, 27 + 3 = 131 bzw. 2!9 + 3 = 1027 Punkte. Die drei zusitzlichen
Punkte werden fiir die diskrete Kriimmung und Torsion benétigt (vgl. 4.3.1). Die wesentlichen
Charakteristiken der gewéhlten Beispielkurven sind in Tabelle 6.4-1 gegeniibergestellt. Im einzel-
nen wurden die Varianten Koordinatenfunktionen (KOF), Tangentenwinkelfunktionen (TWF),
Kriimmungs- und Torsionsfunktion (KTF) untersucht.
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Tabelle 6.4-1: Eigenschaften der Beispielkurven

Bézierkurve Schraubenlinie Gebirgsstrafle
Original- Parameter- Parameter- digitalisierte
beschreibung darstellung darstellung Punktfolge
z=2z(t) z = z2(1),
t~s
Parametrisierung iterativ durch Umrechnung iiber | Walking Divider
nach Bogenlédnge Parametervariation | Proportionalitéits- Algorithmus
faktor
geometrische variierbare Kurven- | konstante reale Geldndedaten
Eigenschaften form Kriimmung, (zufilliger Verlauf)
(durch Anderung konstante Torsion
der Steuerpunkte)
Abtastfehler grof3 klein klein
beste TWF KTF TWF
Repréasentation

Die dargestellten Testreihen in Abb. 6.4-3 zeigen den durchschnittlichen Fehler der Kurven-
punkte nach der Rekonstruktion in Abhéngigkeit von der Kompressionsrate. Der Fehler wurde
zusétzlich nach der Tastweite normiert. Dieser Fehler ist nur bei den Koordinatenfunktionen
stationdr beziiglich der Bogenléinge s. In den Abbildungen sind fiir die drei Verfahren (KOF:
ausgezogen, TWEF: gerissen, KTF: punktiert) die Fehler in Abh#ngigkeit von der Kompressions-
rate dargestellt. Nach Louis et al. (1994) gibt die Kompressionsrate das Verhiltnis des Spei-
cherplatzbedarfs der Originaldaten (S,riq) zum Speicherplatzbedarf der komprimierten Daten
(Skomp) an: k = Sorig/Skomp In den Grafiken ist im Unterschied zu dieser Definition die Kom-
pression als Verhdltnis © = Siomp/Sorig in Prozent angegeben. Es wurden jeweils die Wavelets
Haar, Daubechies 8, Coiflet 3 und Symmlet 4 untersucht.

Die Tests zeigen, dafl die jeweils erkennbare Rangordnung zwischen den drei Verfahren nicht zu
verallgemeinern ist. Die Tangentenwinkelfunktionen liefert jedoch in allen Beispielen die klein-
sten Fehler nach der Datenkompression. Mit Ausnahme des Haar-Wavelets sind die Unterschiede
zwischen den Test-Wavelets gering. Die Kurvenform ist die Hauptursache fiir die Fehler. Die sehr
unterschiedlich gekriimmte und gewundene Test-Kurve 1 148t ohne nennenswerte Fehler Kom-
pressionen auf 40% des Datenumfangs zu. Bei der schwach gekriimmten Test-Kurve 2 sind es
15%. Bei der sehr speziellen Schraubenlinie mit konstanter Kriimmung und Windung (Test-
Kurve 3), die in der Praxis niherungsweise z.B. bei Gebirgsbahnen vorkommt, ist die mogliche
Kompression bei der Repréasentation KTF noch wesentlich héher.

Um reliefbezogene Raumkurven in den Waveletbereich zu transformieren, eignen sich prinzipiell
alle drei untersuchten Parametrisierungen. Die untersuchten Kurventypen sind mit Ausnahme
der Testkurve 2 Extrembeispiele. Derartig stark strukturierte Kurven kommen an natiirlichen
und verbauten Reliefs eher selten vor. Sie stellen selbst in den Alpenldandern nicht den hiufigsten
Fall dar. Sie sind jedoch fiir ,,robuste” Tests geeignet. Insgesamt kann festgestellt werden, daf3 die
Tangentenwinkelfunktion in ihrer rdumlichen Verallgemeinerung meist die grofite Kompressions-
rate bei vorgegebener Fehlerschranke erméglicht. Bei speziellen Kurven, z. B. der Schraubenlinie,
ist die Parametrisierung nach Kriimmung und Torsion die beste Kurvenreprasentation fiir eine
Datenkompression mittels Wavelettransformation. Die Abhéngigkeit der untersuchten Verfah-
ren von den vielféltigen speziellen Kurvenformen und den daraus abgeleiteten Signalfunktionen
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Abbildung 6.4-3: Fehler der Beispielkurven

erschwert eine iibersichtliche Quantifizierung der auftretenden Effekte. Besonders deutlich ist
das an den Testkurven 1 und 2 zu sehen. Detaillierte quantitative Aussagen zu den unterein-
ander abhéingigen Merkmalen Kurvenform, Kurvenrepriasentation, Kompressionsrate, Wavelet
und Fehler sind nur {iber eine Klassifizierung der Originalkurven nach ihren Signalfunktionen
moglich und kénnten Gegenstand weiterer Untersuchungen sein.
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6.5 Probleme bei hybriden Daten

6.5.1 Gemeinsame Kompression von Vektor- und Rasterdaten

Wie bereits in Kapitel 4 gesagt, werden hier hybride Geldndemodelle betrachtet, die auf einer
Fliachenbeschreibung durch ein DHM auf reguléirem Gitter (Rasterdaten) und einer Beschreibung
von Geléndelinien (insbesondere Bruchkanten) in Form von Polygonziigen (Vektordaten) beru-
hen. Zur Datenkompression im Waveletbereich ist das Gelindemodell zunéchst in den WB zu
transformieren. Die Standardalgorithmen der Wavelettransformation setzen eine Matrixstruktur
der zu transformierenden Funktion voraus. Diese ist fiir ein DHM iiber einem regulidren Gitter
in Form der Hohenmatrix unmittelbar gegeben. Die im hybriden Modell i.allg. als Polygone
vorliegenden Kanten erfiillen diese Voraussetzung nicht unmittelbar. In Abschnitt 4.3 wurden
verschiedene Mdoglichkeiten der Kurvenbeschreibung diskutiert. Aus der Sicht der diskreten Wa-
velettransformation ist die Beschreibung in einer Matrixstruktur (vgl. 4.3.2) die zweckméBig-
ste. Die Wavelettransformation kann dann vollkommen homogen auf Fldche und Kanten ange-
wendet werden. Die inhaltliche Interpretation der Waveletkoeffizienten bleibt indes wegen des
unterschiedlichen geometrischen Gehalts verschieden. Das hat natiirlich Auswirkungen auf die
Datenkompression im Waveletbereich. In 6.1 wurde darauf hingewiesen, dafl das Vorhandensein
redundanter Daten Voraussetzung fiir eine erfolgreiche verlustbehaftete Kompression ist. Bei ei-
ner Kompression mittels Schwellwertbildung auf der Abszisse findet eine Tiefpafifilterung statt,
deren Filtercharakteristik angegeben werden kann. Fiir die Kompression der Flichenfunktion
bedeutet das, daB im Sinne einer eventuell sogar gewiinschten Generalisierung die herausgefil-
terten Feinstrukturen ohnehin als redundant anzusehen sind. Bei den in eine Matrixstruktur
transformierten Kantendaten kann man jedoch nicht von einer Generalisierung sprechen, da die
Geometrie der Kantenfunktion keinen unmittelbaren Bezug zur Kantengeometrie hat. Es ist da-
mit zwar einerseits eine getrennte Kompression mit unabhéngig wahlbaren Kompressionsraten
moglich, andererseits aber kein mefbarer Zusammenhang ausnutzbar.

6.5.2 Glattungsmafle
Frequenzzuordnung zu den Skalen

Bei der Wavelettransformation eines Signals erfolgt analog zur Fouriertransformation eine Zer-
legung in Frequenzanteile, die wegen der Lokalisierungseigenschaft der Wavelettransformation
als transformiertes Signal auf verschiedene Skalen abgebildet werden. Um die vom gewéhlten
Wavelet abhingige Frequenzzuordnung zu den einzelnen Skalen zu bestimmen, kann man die
Amplituden wavelettransformierter sin-Funktionen mit variierender Frequenz untersuchen. In
Abb. 6.5-1 sind die Amplituden iiber den Skalen fiir fiinf verschiedene Frequenzen dargestellt.
Der Skale mit maximaler Amplitude ist dann die Frequenz der zur Wavelettransformation ver-
wendeten sin-Funktion zuzuordnen.

Das Maximum einer nur diskret gegebenen Funktion kann man mit Hilfe einer approximierenden
stetigen Funktion bestimmen. Auf Grund ihrer Form kénnte sich die Funktion

fla,b,c;x) =a- zb - e mit c<0, b>1 (6.5-1)

eignen.
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Abbildung 6.5-1: Skalenabhéingige Amplituden Ay, einer Sinusschwingung mit den Frequenzen w =
27/10 bis w = 27/50 (links) und Modellapproximation fiir w = 27/10 (rechts).

mo N MO N A~O = NO
L Z L L

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0 - \ /

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

4 T T T T T T T T T
o
T~

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 6.5-2: Amplituden Ay, in den einzelnen Skalen in Abhéngigkeit von der Frequenz (links).
Die Maximumstellen entsprechen der auf der jeweiligen Skale dominierenden Fre-
quenz. Diese Frequenzen sind im rechten Bild iiber den Skalen aufgetragen.

In der ersten Skale liefert die Modellapproximation z. B. fiir die Frequenz w = % mit den

Startvorgaben x4 = 3, ya = 2; xp = 1 nach zweifacher Iteration die Maximumstelle x4 = 2.7315
(Abb. 6.5-1).

Die gewihlte approximierende Funktion fiir die Modellapproximation fiihrt in den héheren Ska-
len, d.h. fiir niedrigere Frequenzen zu Instabilitdten, die moglicherweise auf die unzuléssig star-
ke Vereinfachung des Modells durch die notwendige Linearisierung zuriickzufiihren sind. Durch
einen anderen Zugang wird pro Skale durch Variation der Frequenz der Maximalwert der Am-
plitude gesucht, der damit die Frequenz liefert, die dem Maximum der Modellapproximation auf
der jeweiligen Skale entspricht (Abb. 6.5-2).

Von WEICHSEL (2001) wurden diese Analysen detailliert durchgefiihrt. Fiir die dort untersuchten
Wavelets ergaben sich die in Tab. 6.5-1 angegebenen dominierenden Frequenzen fiir die ersten
neun Skalen.
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Tabelle 6.5-1: Dominierende Kreisfrequenzen in den einzelnen Skalen (aus WEICHSEL (2001))

Skale | Haar | Daubechies4 | Daubechies8 | Coiflet3 | Symmlet4
1 3,14 3,14 3,25 3,16 3,09
2 1,23 1,14 1,097 1,079 1,097
3 0,590 0,566 0,548 0,540 0,548
4 0,292 0,282 0,274 0,270 0,274
5 0,146 0,141 0,137 0,135 0,137
6 0,0729 0,0707 0,0685 0,0685
7 0,0364 0,0354
8 0,0182
9 0,0091
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Abbildung 6.5-3: Fouriertransformierte der Funktion sin(wst) + sin(wst) + sin(wyt) (links) und der
rekonstruierten Funktion mit dem Wavelet Coiflet3 (rechts).

Mit Hilfe einer Funktion, die aus sin-Funktionen der auf den Skalen dominierenden Frequenzen
additiv zusammengesetzt ist, soll nachfolgend die Wirkung des Streichens der hochfrequenten
Skalen demonstriert werden. Benutzt wird die Funktion

f(t) = sin(wat) + sin(wst) + sin(wat) , (6.5-2)

wobei wo, w3, wy die in Tab. 6.5-1 angegebenen Kreisfrequenzen der 2., 3. und 4. Skale des jeweils
betrachteten Wavelets sind. In Abb. 6.5-3 ist die diskrete Fouriertransformierte bei Verwendung
des Wavelets Coiflet3 zu sehen. Um die Anderung der Frequenzanteile besser sichtbar zu ma-
chen, werden in den nachfolgenden Beispielen nur noch die Peaks dargestellt. Zunéichst ist diese
»,schematische“ Darstellung der Fouriertransformierten in Abb. 6.5-4 zum Vergleich noch einmal
fiir das Beispiel in Abb. 6.5-3 zu sehen.

Es wurden im Waveletbereich die 1. und die 2. Skale gestrichen. Es ist zu erkennen, daf} die
Frequenz wy deutlich gegeniiber den Frequenzen ws und w,s abgeschwécht wurde. Ein reines
Sperrfilter kann die Wavelettransformation jedoch nicht realisieren.

Fiir das Daubechies4- und das Haar-Wavelet ergeben sich ganz anloge Ergebnisse, die in Abb.
6.5-5 und 6.5-6 zu sehen sind.
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Abbildung 6.5-4: Schematische Darstellung der Fouriertransformierten aus Abb. 6.5-3.
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Abbildung 6.5-5: Fouriertransformierte der Funktion sin(wst) + sin(wst) + sin(wst) (links) und
der rekonstruierten Funktion nach Kompression mit dem Daubechies4-Wavelet

(rechts).
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Abbildung 6.5-6: Fouriertransformierte der Funktion sin(wat) + sin(wst) 4 sin(wat) (links) und der
rekonstruierten Funktion nach Kompression mit dem Haar-Wavelet(rechts).
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Frequenzen und Kriimmungen

In diesem Abschnitt wird der Frage nachgegangen, ob man einen Zusammenhang zwischen den
vorkommenden Geldndekriimungen und den auf den einzelnen Skalen dominierenden Frequenzen
finden kann. Ein Geldndeprofil in Form einer sin-Funktion bestimmter Frequenz hat in den
einzelnen Punkten eine Kriimmung, die von der Lage innerhalb der Periode abhéngig ist. Die
Frage ist nun, in welcher Weise sich die Kriimmung bei Frequenzénderung in jedem dieser Punkte
dndert. Betrachtet man den Kriimmungskreis in einem Punkt der sin-Funktion der Frequenz fj,

Abbildung 6.5-7: Der Kriimmungskreis (links) in einem Punkt der sin-Kurve wird durch Stauchung
der sin-Funktion in z-Richtung durch die gleiche Stauchung in die Schmiegellipse
(rechts) transformiert.

so wird sich dieser bei einer Frequenzinderung in eine Ellipse verformen, wobei nur die Achse
parallel zur x-Achse gestreckt bzw. gestaucht wird, da die Frequenzénderung einer Streckung
bzw. Stauchung der sin-Funktion in x-Richtung entspricht. Gilt fiir den Kriimmungskreis (die
Ellipse in der Ausgangssituation) ap = b = r, so dndern sich die Parameter der Ellipse bei einer
Frequenzénderung mit f =« - fo in a = é - ag, wobei b konstant bleibt.
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Abbildung 6.5-8: Anderung des Kriimmungsradius in Abhéngigkeit von der Lage des Punktes zwi-
schen Maximum und Wendepunkt. Die Kurve, die rechts von (1,1) am steilsten
ist, beschreibt die quadratische Abhéngigkeit im Maximum der sin-Kurve.
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Eine Ellipse, die durch Stauchung oder Streckung in z-Richtung aus einem Kreis mit dem Radius
r entsteht, hat die Halbachsen a = é -7 und b = r. Polarkoordinaten (7, ¢) hat, berechnet sich
zZu

o (@sin’o + Peosg)s (6.5-3)
ab
Speziell im Scheitel der Ellipse (¢s = 5) gilt mit sin ¢s = 1 und cos pg =0
3
(a®)z o
0= 2 (6.5-4)

D.h., die Kriimmung im Maximum der sin-Kurve (Scheitelpunkt der Schmiegellipse) ist umge-
kehrt proportional zum Quadrat der Frequenz. In einem allgemeinen Punkt der Ellipse liegt keine
Proportionalitdt zur Frequenz vor. Der allgemeine Zusammenhang ist in Abb. 6.5-8 dargestellt.

6.5.3 Kantenanpassung

Wahrend bei einer Kompression der Gelindefliche im Waveletbereich, insbesondere mittels
Sperrfilter (6.2.1), mit einer Gliattung des Reliefs zu rechnen ist, kann man bei einer Kompres-
sion der Geldndekanten nach Transformation der Kantenmatrix in den Waveletbereich keine
gleichartigen Gléattungseffekte erwarten. In 5.3 wurde aulerdem bereits eingeschétzt, daf eine
verlustbehaftete Datenkompression der Kantenmatrix nicht zweckméfig ist. Man kann deshalb
davon ausgehen, dafl nach Riicktransformation und Zusammenfiihrung der Flédchen- und Kanten-
informationen die ungeglitteten Kanten auf die gegliattete Fliche aufgesetzt werden. In BEYER
(2000b) wurde bereits auf dieses Problem hingewiesen. Da der Kantenpunkt (Gitterschnitt-
punkt) nach der inversen Transformation durch Riickwértsschnitt aus den extrapolierten Hohen

rekonstruiert wird, bleibt die in den extrapolierten Hohen gespeicherte Uberhohung erhalten
(Abb. 6.5-9).

Abbildung 6.5-9: Notwendigkeit einer Kantenanpassung nach Datenkompression im WB. Original-
profil mit Gitterschnittpunkt und schematischer Darstellung der Extrapolation
(links). Geglittetes Profil (Mitte). Profil mit aufgesetztem Gitterschnittpunkt
durch Riickwértsschnitt aus den extrapolierten Hohen (rechts).

Im linken Bild ist ein Originalprofil in einer Gitterebene mit einem Gitterschnittpunkt abgebil-
det. Die Operation ,Extrapolation® ist dabei graphisch veranschaulicht. Der Glattungseffekt bei
der Geldndefliche durch Datenkompression im Waveletbereich ist nach der Riicktransformation
im mittleren Bild zu sehen. Wird nun der Gitterschnittpunkt mittels der extrapolierten Hohen
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auf das Profil aufgesetzt, bleibt die Uberhhung erhalten, und im Gitterschnittpunkt hat man
einen zu kleinen, nicht zum Geldndeverlauf passenden Schnittwinkel.

In der Diplomarbeit WEICHSEL (2001) wurden deshalb Untersuchungen zur Kantenanpassung
durchgefiihrt, die an dieser Stelle kurz vorgestellt werden sollen. Es wurden die folgenden Stra-
tegien unterschieden:

1. Globale Anpassung

Die bei einer Datenkompression durch Sperrfilter zu erwartende allgemeine Glattung des
Reliefs konnte durch eine globale Gliattung der Kanten zu einer geeigneten Anpassung der
Kanten an das geglittete Relief fithren. Es wire dann eine allgemeine (globale) Vorschrift
zur Korrektur der extrapolierten Héhen méglich.

(a) Kriimmungsanpassung aus dem Verhéltnis der Frequenzen
Aus dem Zusammenhang zwischen Frequenz und Kriimmung und der in Tab. 6.5-
1 aufgefiihrten dominierenden Frequenzen kann man ein Kriimmungsverhéltnis der
Maximalkriimmungen vor und nach der Kompression je nach Anzahl der gestrichenen
Skalen bei Kompression mittels Sperrfilter bestimmen. Dieses Kriimmungsverhéltnis
soll zur Kantenanpassung genutzt werden.

Es wird dabei der Kreis durch die Gitterpunkte des Reliefs und den Gitterschnitt-
punkt geméfl dem oben genannten Kriimmungsverhiltnis im Radius gedndert und
der Gitterschnittpunkt auf den neuen Kreis projiziert.

(b) Verhéltnis der Dreieckshohen aus Tangentenschnittpunkt der maximalen Frequenz
Zwei sin-Schwingungen mit der dominierenden Frequenz der feinsten Skale und der
dominierenden Frequenz der ersten nicht gestrichenen Skale werden als jeweilige Pro-
filapproximation vor und nach der Datenkompression betrachtet. Das Hohenverh#lt-
nis des Tangentendreiecks wird dann zur Reduzierung der Uberhshung des rekonstru-
ierten Gitterschnitts benutzt.

2. Lokale Anpassung

Ohne Ausnutzung der in 6.5.2 untersuchten Glattungseffekte beim Sperrfilter ist nach der
Riicktransformation eine lokale Anpassung iiber eine Analyse des ,geglitteten Reliefs
denkbar. Diese Strategien nutzen zusétzlich das Originalrelief, das in der praktischen An-
wendung nach der Datenkompression nicht mehr vorhanden ist. Sie haben deshalb bei den
Untersuchungen nur vergleichenden Charakter.

(a) Verhiltnis aus Dreieckshohe zu Kantenhohe
Der Generalisierungsfehler des Reliefs wird auf den Kantenpunkt iibertragen, indem
die Hohe des riicktransformierten Gitterschnitts im Hohenverhéltnis des Reliefs kor-
rigiert wird.

(b) Verhéltnis der Dreieckshohe aus Geradenschnitt
Die ,Kriimmungs“&nderung des Geldndes, die iiber die Schnittwinkel der angrenzen-
den Maschenseiten in der betrachteten Gitterebene ermittelt wird, dient zur Korrek-
tur der Hohe des riicktransformierten Gitterschnitts.

Im Resume der Diplomarbeit wird zusammenfassend festgestellt, dal die globalen Anpassungs-
verfahren bei Kompression mittels Sperrfilter die notwendige Abschwéchung liefern, die jedoch
zu stark ausgeprigt ist. Bei der Kompression mittels Schwellwertbildung zeigte sich in den Tests,
daBl eine Kantenanpassung wegen einer relativ geringen Gléttung als nicht notwendig erscheint.
Die umfangreichen Tests wurden am Testdatensatz Schneealpe des IPF der TU Wien durch-
gefiihrt.
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7 Analyse von Gelindemodellen mittels Wavelet-
transformation (Folgeprodukte)

7.1 Approximationseigenschaften

7.1.1 Theoretischer Hintergrund

Die Wavelettransformierte eines Signals, multipliziert mit einem skalenabhéngigen Faktor, ap-
proximiert die n-te Ableitung des Signals durch Grenziibergang des Skalenparameters a — 0,
sofern das benutzte Wavelet von n-ter Ordnung ist. Darunter versteht man solche, deren Mit-
telwert und die ersten n — 1 Momente verschwinden, wihrend das n-te Moment endlich und
ungleich Null ist. Die Ordnung des Wavelets bestimmt das Verhalten der Wavelettransformier-
ten fiir kleine a. In der Monographie LoOUIS et al. (1994) ist dieses sog. Hochfrequenzverhalten mit
funktionalanalytischen Methoden, einschliefllich distributiver Ableitungen, behandelt. Letztere
konnen von Interesse sein, wenn man an hybride DGM mit Kanteninformation denkt.

Sei
Lyf(a,b) 1/ | / f(z > dx (7.1-1)
a
die Wavelettransformierte des Signals f(x) (hier ein Hohenproﬁl) zum Wavelet v, mit dem
Skalenparameter a, dem Ortsparameter b und dem Normierungsfaktor
- i
Cyp = 271/ |¢(w)|dw , (7.1-2)
—oo |w]|

wobei 1 := F{y} die Fouriertransformierte (FT) von 1 ist. Dann wird die 1. Ableitung f'(b)
im Punkt b durch den Grenzwert

VLT
') = lim 55 ~-Lyof(@b)  (a>0) (7.1-3)
mit dem nicht verschwindenden 1. Moment des Wavelets
my = / xp(z)dz # 0 (7.1-4)

approximiert. Die Voraussetzung mq # 0 schrinkt die zur Approximation zugelassenen Wavelets
auf wenige Kandidaten ein. Das bekannteste ist das Haar-Wavelet

1 fir 0§x<%

Ylx)=4 -1 fir i<z<1 (7.1-5)
0 sonst
mit m; = —%. Setzt man (7.1-5) in die Wavelettransformierte (7.1-1) ein, so ergibt sich aus

(7.1-3)
, s 4 b+a/2 b+a
7'(b) = limy {—g l |t | o f(w)dw] }

und fiir kleine a mit Hilfe der Trapezregel

o) = tm{-S 0o - o+l

a—0 a?
o f0ra = fO)

a—0 a
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Allgemein 148t sich (7.1-3) im Fourier-Bereich begriinden. Die Wavelettransformation (7.1-1)
ist vom Faltungstyp, entspricht daher einem linearen transversalen Filter mit dem Kern 1 als
Gewichtsfunktion und seiner FT ¢ als Filtercharakteristik; vgl. dazu auch BETHGE et al. (1997).
Wegen 1&(0) =0, limy,_ @Z;(w) — 0 ist ¢ vom Typ BandpaB: Fiir jedes feste a > 0 liefert die
Wavelettransformation (7.1-1) eine bandgefilterte Version des Signals f(x). Darauf beruht die
Zerlegung in Signalanteile unterschiedlicher ,,Breite“. Im Grenzfall @ — 0 geht der Bandpafl in
einen Hochpaf iiber, der genau dem Differentiationsfilter entspricht (vgl. BEYER und MEIER
(2001), Anhang A.1).

Die 2. Ableitung f”(b) im Punkt b wird durch den Grenzwert

F0) = lim =YL ab) (a>0) (7.1-6)

mit dem nicht verschwindenden 2. Moment

moy := /oo z2)(z)dx # 0 (7.1-7)

—0o0
approximiert. Setzt man beispielsweise das Wavelet!
4 fir 1<|z/<1
Ylx) =4 —4 fir |z|<3 (7.1-8)
0 sonst

mit mg = 2 in (7.1-1) ein, so folgt aus (7.1-6)

b—2 b
F(b) = lim {—i Vb f(:c)d:c—/b_gf(:c)d:c

a—0 a? —a
b+35 b+a
- [ t@da s [ @)
b bt g
und daraus wieder mit der Trapezregel

1) =ty {1 [0S0 0= 0=}

a a

oS- =2f()+ fb+a)

a—0 a?

Fiir jedes Wavelet mit mg # 0 realisiert (7.1-6) ein zweimaliges Differentiationsfilter (vgl. BEYER
und MEIER (2001), Anhang A.2). Schlieflich gilt fiir die n-te Ableitung

£ (b) = lim MLw f(a,b)  (a>0) (7.1-9)

a—0 a”+1/2mn

mit dem n-ten Moment

my, == /OO x"Y(x)dx # 0, (7.1-10)

—00

woraus speziell (7.1-3), (7.1-6) fiir n = 1,2 folgen.

Bei der zweidimensionalen Wavelettransformation gilt entsprechendes fiir die partiellen Ablei-
tungen. Die Wavelets HI' bzw. TH n-ter Ordnung approximieren die n-te partielle Ableitung nach
x bzw. y. Das Wavelet HH approximiert die 2n-te gemischte partielle Ableitung nach x und y.
Das Wavelet TT entspricht der Skalierungsfunktion im 1D-Fall. Es liefert einen , Mittelwert*.

! Das Wavelet (7.1-8) entspricht dem Vierfachen der Differenz zweier Haar-Wavelets, wobei das erste auf der
2-Achse um Eins nach links verschoben ist.
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7.1.2 Approximationseigenschaften bei der diskreten Wavelettransformation

Die fiir die kontinuierliche Wavelettransformation nachgewiesene Approximationseigenschaft
168t sich auch fiir die diskrete Wavelettransformation zeigen.

Es sei v ein diskretes Wavelet (Waveletvektor nach den Vereinbarungen in 3.2) mit Support
n+ 1:
v = [UO V1 . Un] .

Weiterhin werde ein (ganzzahliger) Argumentvektor mit der Schrittweite Ax = 1, eingeschrénkt
auf den Support des Wavelets betrachtet:

x = [ro wo+1 x0+2 -+ mo+n]
= Xo0'nyt+mn
mit
ny = [ 11 1 |
m o= 012 - al,
n, = [0 1 4 n?]

Dabei ist zy das erste Argument, das vom Wavelet v mit dem Translationsparameter b iiberdeckt
wird. Fiir die Berechnung der Momente m; = @i,y) des Wavelets werden die Potenzen z'
benétigt, z.B. gilt speziell fiir 22

22 = |af (zo+1)? (20+2? - (w0 +n)?

2
= x4 -ng+2x0-n; +ny.

Die Momente der Wavelets bis mq ergeben sich dann unter Beriicksichtigung des endlichen Sup-
ports wie folgt (vgl. 3.6):

0. Moment
mo = <ﬂ0)y> - O)

1. Moment

n

my = (z,v) = o (ng,v) + (n1,0) = > _i-v;,
N—— 0
=0 ¢

2. Moment

n
mo = <£2,Q> = (ng,v) +220 (1n,0) + (N9, v) = 2momy + » i - v;.
N—— N—— i=0
=0 =mi
Da im diskreten Fall der Grenziibergang a — 0 beim Skalenparameter a nicht moglich ist, kann
umgekehrt eine Signalfunktion zur Untersuchung der Approximationseigenschaft herangezogen
werden, die im Bereich des Supports des Wavelets eine konstante Ableitung besitzt. Es kann

damit sogar die Approximationseigenschaft skalenunabhéngig gezeigt werden.

Eine Funktion mit konstanter 1. Ableitung d ist z.B.

de-gzdmo-ﬂo—i—d-ﬂl.
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Die Wavelettransformation mit einem Wavelet 1. Ordnung (m; # 0) ergibt fiir den Waveletko-
effizienten in der betrachteten Position b (Translationsparameter)

w = <f 7Q> == d.’IJ()'<ﬂ0,U> +d<ﬂ1,ﬂ>
41 -

= =m1
= d-m ~d.

Das 1. Moment des Wavelets ist ersichtlich unabhéngig vom Translationsparameter b. Der Wa-
veletkoeffizient w ist folglich proportional zur 1. Ableitung d der Signalfunktion.

Eine Funktion mit konstanter 2. Ableitung d ist z.B.

d o, d, d
Sy =5 & = 5wy ng+dvo -y + o onp.
Die Wavelettransformation mit einem Wavelet 2. Ordnung (m; = 0,mg # 0) ergibt fiir den
Waveletkoeffizienten in der betrachteten Position b (Translationsparameter)

d d
W= <i27y> = S5 <ﬂ079> +dxg - <21,Q> +5 <ﬂ27g>
= =mi1= =m2
d
= 5 M2 d.

Das 2. Moment eines Wavelets 2. Ordnung ist wegen m; = 0 ersichtlich unabhéngig vom Trans-
lationsparameter b. Der Waveletkoeffizient w ist folglich proportional zur 2. Ableitung d der
Signalfunktion.

7.1.3 Skalierung der Waveletkoeffizienten
Eindimensional

Die erforderliche Amplitudenkorrektur 148t sich mittels einer Testfunktion mit bekannter kon-
stanter Ableitung bestimmen. Fiir die Funktion fi(z) = z gilt fiir die 1. Ableitung fi(z) = 1
und fiir die Funktion fo(z) = 122 gilt fiir die 2. Ableitung f(z) = 1. Nach den bekannten
Approximationseigenschaften gilt fiir ein Wavelet 1. Ordnung und eine Funktion f mit einem
angenommenen Korrekturfaktor oy fiir die Amplitude und eine angenommene Verschiebung x4
der Wavelettransformierten gegeniiber der 1. Ableitung (Abb. 7.1-1)

flai—ag) = o1 - w(f;;), (7.1-11)

wobei w(f; z;) der i-te Waveletkoeffizient w; =< f,1; > der stationdren Wavelettransformation
gemiB (3.4-2) ist?, der bei einer Lokalisierung iiber den Index dem Argument z; zugeordnet
wird. Die gewéhlte Symbolik soll diese Zuordnung unterstreichen. Fiir die spezielle Funktion
fi(z) =z mit f{(z) =1 gilt dann mit der Tastweite Ax

1 = fil@) = filwi —x) = a1 - w(fr; 2:)

= oq-(fi,¥) = a1 (x,¢) =0 -mq - Az

(7.1-12)

und damit wegen a1 = analog zu (7.1-3)

miAx

2 Die nachfolgenden Herleitungen sind skalenunbhingig. Der Skalenindex k ist deshalb im Interesse der Uber-
sichtlichkeit weggelassen worden.
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/
/

Abbildung 7.1-1: Zusammenhang zwischen den tatséchlichen Ableitungswerten (z.B. der 1. Ablei-
tung f’(x)) einer Funktion f(x) und den Waveletkoeffizienten w(f) der diskreti-
sierten Funktion f(z;). Der auf z; lokalisierte WK w(f, ;) approximiert bis auf
einen Faktor oy eine Ableitung der Funktion an der Stelle z; — x4.

1
mi1Ax

fl(i —xg) = -w(f;mi). (7.1-13)

Fiir ein Wavelet 2. Ordnung und eine Funktion f gilt in gleicher Weise
[ (@i — 2g) = a2 - w(f;25) (7.1-14)
und dementsprechend fiir die spezielle Funktion fo(x) = 122 mit fJ(z) =1

-2

1 = f3(z) = f3(zi — zy) = az - w(fo; ;)

= - {fo,t) = 0o - {52, 0) (7.1-15)
= %ag “my - (Az)2.

SchlieBlich folgt wegen ag = mz(ix)g analog zu (7.1-6)

2 w(f). (7.1-16)

f”(xi — $¢) = W

Weiterhin 148t sich analog zu (7.1-9) fiir ein Wavelet n-ter Ordnung

n!

F0e —20) = e

~w(f;x;). (7.1-17)

zeigen.
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Zweidimensional

Ein Wavelet HT' erster Ordnung approximiert die erste partielle Ableitung nach x. Zur Er-
mittlung der erforderlichen Amplitudenkorrektur eignet sich eine Testfunktion z = f(z,y) mit
konstanter Ableitung, speziell mit z, =1 :

flz,y) =2+ go(y) . (7.1-18)

Uber den Ansatz 1 = 2z, = f.(z,%) mit dem angenommenen Skalierungsfaktor a ergibt sich

1= folr,y) = a-wp(f) =a((f,h),t)
= a<<x+90(y)’h>’t>

= a< (z,h) +g0(y) (1, h) ,t>
—— ——
:mib-Aac :mg:O

= amlAz(1,t)

¢

:mo

und damit fiir den Skalierungsfaktor av der Amplitudenkorrektur f,(z,y) = a - wre(f)

1

oa=—F""7.
h t
miAx - my

(7.1-19)

Ein Wavelet HT' zweiter Ordnung approximiert die zweite partielle Ableitung nach x. Zur Er-
mittlung der erforderlichen Amplitudenkorrektur eignet sich folglich analog eine Testfunktion
mit 2z = fox(z,y) =1:

Fay) = 57+ 01(0) + 90(y) (7.1-20)

Mit dem angenommenen Skalierungsfaktor o hat man

1Efm(x,y) = Oé'wht(f):a<<f7h>vt>
= o (gt o0 +o0ly). Bt

= 04<1 (@®,h) +o1(y) (x,h) +go(y) (1,h>,t>

2 ~—— N—— N ad
=mh-(Az)? =ml-Az=0 =m{=0
Q& h 2
= Emz(Ax) (1,t)
=m},

und der Skalierungsfaktor « ergibt sich zu

2
_ S 7.1-21
@ mh(Az)? . mf ( )

Die Skalierungsfaktoren berechnen sich also analog zum 1D-Fall, wobei lediglich zusétzlich das
nullte Moment m{, des Tiefpasses in die Formel eingeht. Fiir die Ableitungen nach y erhélt man
die gleichen Ergebnisse, wobei der Term Ax durch Ay zu ersetzen ist.
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7.2 Lokalisierungseigenschaften

Bei der diskreten Approximation ist der Grenziibergang ¢ — 0 nicht mdoglich. Die Wavelets
besitzen auf der feinsten Skale noch einen Support > 1. Die durch einen Waveletkoeftizienten re-
préasentierte Approximation der Ableitung ist damit ein ,, Mittelwert“ aus mehreren benachbarten
diskreten Signalwerten. Es stellt sich daher die Frage, ob bei der diskreten Wavelettransforma-
tion ebenfalls von der Lokalisierungseigenschaft gesprochen werden kann.

7.2.1 Eindimensionale Wavelettransformation

Die Verschiebung der Wavelettransformierten gegeniiber der n-ten Ableitung des Signals 18t sich
mit Hilfe einer Testfunktion ermitteln, deren n-te Ableitung linear ist, insbesondere f(™(z) = x.
Die Ortsverschiebung x4 ist dann gleich der Funktionswertdifferenz in jedem Argument.

o

oy w(fiwi)

s
7/
7
s

//0/041 ~w(f; ;)

Lo

| |
T T
7/
‘ Ti—1” T Tyt
//o/oq cw(fai-1)
7/

| | o
T -

Abbildung 7.2-1: Zusammenhang zwischen den tatsichlichen Ableitungswerten und den Wavelet-
koeffizienten nach Amplitudenkorrektur bei einer Funktion mit f4(z) = z. Der
korrigierte WK o -w(z; ) approximiert die Ableitung der Funktion f> an der Stel-
le © — x4. Die Ortsverschiebung x4 ist gleich der Differenz zwischen f5(x;) = x;
und a1 - w(z;).

Fiir den Zusammenhang zwischen der 1. Ableitung und der Wavelettransformierten gilt

f(@i — ) = a1 - w(f;24). (7.2-1)

Mit der Testfunktion fo(z) = 322 mit f5(z) = x gilt mit der Tastweite Ax

€Tr; — 1‘(;5 = fé(.%'l — 1‘¢) = Q1 ’w(fg;.%'i)
1

= a1 (fa ) = 5 - (@) (7.2-2)
- %-mg(i)-(AaE)Q.
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Wenn my # 0 , dann ist das zweite Moment nicht mehr unabhéngig von der Verschiebung des
Wavelets. Es gilt jedoch ma(i) = 2(i + d) - my + mg. Daraus folgt mit oy =

mi Az
. 2(’i+d)-m1+7~fl2 2
— i A — (A
e ! v 2- mq - Ax ( :C)
= — — A -2_
(Z 2-m1 2-m1) v (7 3)
ma - :
= (—d - ) Az (unabhéngig von 7).
2. ma
Damit ergibt sich mit d = —n, - 2*~! fiir die Verschiebung
Ty = (nc okl %) Az . (7.2-4)
Fiir die 2. Ableitung gilt mit der Testfunktion f3(z) = 2% mit f§(z) ==
xi — 1y = f3(2i —29) = az - w(fz;3:)
a
= on (fa, i) = & (2 9) (7.2-5)
(6% .
- FQ -mga(i) - (Ax)3.
Damit ergibt sich fiir die Verschiebung mit as = W, ms(i) = 3(i + d) - ma + mg und
d=—n, 21

Ty = (nc okl 3m_n;;) Ax . (7.2-6)

7.2.2 Zweidimensionale Wavelettransformation

Bei der zweidimensionalen Wavelettransformation mit den in 3.3.2 konstruierten Tensorprodukt-
wavelets werden die Wavelets als zweidimensionale Matrizen geméf der zyklischen Translation
von Hochpafl h und Tiefpa8 ¢ (vgl. 3.2) bei der Berechnung der Skalarprodukte in zwei Rich-
tungen zyklisch iiber die Signalmatrix Z geschoben?®.

Die Zuordnung der Waveletkoeffizienten w; ; zu den Indizes der Signalmatrix bei der zweidi-
mensionalen Wavelettransformation ist fiir ein Wavelet mit vier Filterkoeffizienten in Abb. 7.2-2
dargestellt.

Bei einer Lokalisierung der Waveletkoeffizienten nach den Indizes wird die approximierte Ab-
leitung z,, (das zweidimensionale Wavelet HT' approximiert die zweite Ableitung der Funktion
z = f(z,y) nach z) als z.B. w; ; dem Argument (z;,y;) zugeordnet®.

3 Um die Skalarprodukte auch bilden zu kénnen, wenn die Waveletmatrix iiber die Signalmatrix hinausragt,
wird bei den iiblichen Verfahren die Signalmatrix periodisch fortgesetzt.

4 In der Matrizenschreibweise bezeichnet der erste Index die Zeile und der zweite Index die Spalte. In der
Funktionsschreibweise bezeichnet der erste Index das Argument x und der zweite Index das Argument y.
Deshalb zeigt in der Matrizendarstellung die z-Achse nach unten und die y-Achse nach rechts.
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Abbildung 7.2-2: Schematische Darstellung der zweidimensionalen stationéiren WT fiir ein Wavelet
mit vier Koeffizienten (z.B. Daubechies4-Wavelet) in der 1. Skale. Die Wavelets
HTy 7 und HIg s und ihre nach Index lokalisierten WK w;; und we 5 sind her-
vorgehoben.

Es ist zu sehen, daf} diese Zuordnung im Ortsbereich offensichtlich nicht représentativ fiir die
approximierte Ableitung ist. Es ist eher zu erwarten, dafl der Waveletkoeffizient die Ableitung
der Funktion im mittleren Bereich des Supports des Wavelets représentiert. D.h., die Lokalisie-
rung ist gegeniiber der Indexzuordnung zu verschieben. Die Bestimmung dieser erforderlichen
Verschiebung wird nachfolgend untersucht.

Die durch die speziellen Filterkoeffizienten bedingte Translation in x- und y-Richtung wird wie-
derum exemplarisch fiir die partiellen Ableitungen nach x untersucht, da die Herleitungen fiir die
Ableitungen nach y analog verlaufen. Dabei kann die Translation der approximierten Ableitun-
gen in x- bzw. y- Richtung zweckméfig mit einer Testfunktion bestimmt werden, deren Ableitung
linear von z bzw. y abhingt. Wihlt man speziell die Funktion z = f(z,y) mit f™(z,y) = z,
dann ist die Ortsverschiebung x4 gleich der Funktionswertdifferenz in jedem Argument (vgl.
BEYER und MEIER (2001)).

Wavelet 1. Ordnung

Translation in z-Richtung FEine geeigete Testfunktion fiir die erste partielle Ableitung ist
eine Funktion z = f(x,y) mit z, = x :

flx,y) = %wQ + g0(y) - (7.2-7)

Mit der angenommenen Verschiebung x4 und der Skalierung o kann man xz; — x4 = fu(z; —
Tg,y) = a - whe(f) ansetzen und man erhélt

i —Typ = fm(xl —x¢,y) = 'wht(f) = Oé<<f,h>,t>

= a((5e + b))

= 1 <x2’h> +90(y)<1’h>’t>
N ——

2
=mh (i)-(Az)? =0
(] .
(i) (A (L)
——

—t
_mo
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. | h(\ _ ofi 1 ahy . o h 1~k
Daraus folgt mit @ = ——~—7 7 mg (1) = 2(i + d") - my} +mj

— (z’—(z’+dh)— m2h>A:c

2’m1

(b . .
= d - | Ax (unabhéngig von 1)
2 * ml

und insgesamt mit d* = —n2F!

)
Ty = <nc okl %) Ax. (7.2-8)
1

Das Ergebnis ist identisch mit der Formel im 1D-Fall.

Translation in y-Richtung Die Translation in y-Richtung kann mit einer Testfunktion be-
stimmt werden, deren Ableitung linear von y abhéngt.

Eine geeignete Testfunktion z = f(z,y) mit z, = y ist
flz,y) =z -y+g0y) - (7.2-9)
Mit einem zu oben analogen Ansatz erhilt man
Yi—yo = fol@,yi —yp) = a-wn(f) =a({f h),1)
= a{{z-y+g0(y) h),1t)

S~—— SN—~—
:m’f-Az =0

= am{Az (y,t)
~———

=mj{ (i))Ay
Daraus folgt mit o = m, mt (i) = (i +d) - mb+m}
v = yi—amiAz-mi(i)Ay
_ Ay mh Az ((i + d')ym§ +mt) Ay
mh Az - m
oy
- <¢— (i+d) — m—t1> Ay
g
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und insgesamt mit dt = —2*

mt
Yo = (2"3 - ﬁ) Ay. (7.2-10)

Die Verschiebung senkrecht zur Ableitungsrichtung 148t sich nicht mit dem 1D-Fall vergleichen,
da diese im 1D-Fall gegenstandslos ist. Die Formel unterscheidet sich jedoch deutlich von der
Verschiebung in Ableitungsrichtung, was auf die unterschiedliche Form von Wavelet und Skalie-
rungsfunktion zuriickzufiihren ist.

Wavelet 2. Ordnung

Translation in z-Richtung Mit der Testfunktion z = f(z,y) mit z,, = =
1
f(z,y) = gx?’ + - g1(y) + go0(y) (7.2-11)

erhélt man fiir die Translation in z-Richtung

$i_x¢:fzx($i_x¢’y) = a'wht(f):a<<fah>’t>

1
— o (g + 2 0l) + @) h).1)
1
- of @ e ) )
—— N—— N——
—mf (i)-(A)? =0 =0
(0% .
= al(i)(A)® (1,1)
——
=m,
Daraus folgt mit o = m, mh(i) = 3(i + d") - mb +mh

(6% .
vy = ai— Smb(i)(Ae)® b

. 3(i + d") - mb +mb 5
= i-A A

e 3-mb - (Az)2 - m (Aa)”-mo

~h

= |i—(i+d)-—2]A

<2 (¢ ) 7 m?) x

mh
= | —d" 3 - | Az (unabhéngig von 1)
3-mg
und insgesamt mit d* = —n, - 271
k—1 mg A

Translation in y-Richtung Die Translation in y-Richtung kann wiederum mit einer Test-
funktion bestimmt werden, deren Ableitung linear von y abhéngt.

Eine geeignete Testfunktion ist die Funktion z = f(x,y) mit z,, =y

fay) = 5%+ 0u) + 90(y) (7.2-13)
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Mit dem analogen Ansatz mit der angenommenen Verschiebung y4 ergibt sich

yi_qu:f:m(-Tayi_qu) = a'wht(f):a<<fah>’t>
= o (e +o ) + 90(0). b))

= oL @) 40 @) +o) <1,h>,t>
’ o hnry

=m!(i)Ay

Daraus fOlgt mit o = m, mtl(z) = (Z =+ dt) . m6 + ’I’?Ltl

Q )
Yo = Yi— §m3(Ax)2 . mfi(z)Ay
_ Ay mh(Ax)? ((i +d)ymb +m}) Ay

mh(Ax)? - m

und insgesamt mit df = —2F

mt
Yo = (2’“ - m—§> Ay. (7.2-14)

Im Vergleich der Ergebnisse fiir Wavelets erster und zweiter Ordnung sind wie im 1D-Fall einfache
Verallgemeinerungen fiir Wavelets n-ter Ordnung zu erwarten, die fiir die gestellte praktische
Aufgabenstellung jedoch nicht von Belang sind. Fiir die gemischten Ableitungen lassen sich die
Untersuchungen analog durchfiihren.

7.3 Hohen- und Gefillelinien

In den Abschnitten 7.1 und 7.2 wurde gezeigt, wie aus der Wavelettransformierten der Hohen-
matrix eines Gelandemodells die partiellen Ableitungen gewonnen werden kénnen, und im Ab-
schnitt 4.2 wurden die Beziehungen angegeben, mit denen aus den partiellen Ableitungen einer
Flachenfunktion Neigungen und Kriimmungen eines Geldndemodells bestimmt werden kénnen.
Es ist daher naheliegend, der folgenden Frage nachzugehen: Kénnen aus dieser Wavelettransfor-
mierten, die unter bestimmten Voraussetzungen als Vektorfeld der Gradienten aufgefafit werden
kann, auch Hohen- und Gefillelinien abgeleitet werden?

Im Rahmen einer Diplomarbeit (RICHTER (2001)) wurde dieses Problem erfolgreich bearbeitet.
In dieser Diplomarbeit werden Algorithmen entwickelt, die die Hohen- und Geféllelinien eines
Geldandemodells mit hoher Qualitdt generieren. An dieser Stelle sollen diese Ergebnisse kurz
vorgestellt werden.
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Aus 4.2-2 und 4.2-3 erhilt man einen Tangenteneinheitsvektor an die Hohenlinie zu

1 T

ty, = [Qg,ﬂF} = \/TTZ; Z(;):

Ausgehend von einem Startpunkt z,,, dessen Lage und Hohe bekannt sein muf}, kann die Héhen-
linie mit Hilfe der Richtungsvektoren t;, sukzessive jeweils in Tangentenrichtung verfolgt werden.
Dabei sind notwendige Zwischenwerte, die zu Punkten gehoren, die keine Gitterknoten sind, zu
interpolieren. Die Punktfolge, die iterativ nach

(7.3-1)

Lpy1 =X, 5t (7.3-2)

berechnet werden kann, wird erwartungsgeméf, insbesondere bei gleichbleibender Orientierung
der Kriimmung, von der tatséichlichen Hohenlinie abdriften. Dieser Effekt ist in Abb. 7.3-1, in
der eine Hohenlinie eines halbkugelférmigen Geldndes wiedergegeben ist, deutlich zu sehen.
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Abbildung 7.3-1: Halbkugel als Testdatensatz.

Um dieses Abdriften zu kompensieren, wurde der Algorithmus geeignet modifiziert. Dazu wird
nach einem einfachen Prinzip indirekt die Kriimmung der Héhenlinie berticksichtigt. Der Grund-
gedanke geht von den folgenden Voraussetzungen aus:

e Die Kriimmung der Hohenlinien zwischen den Polygonpunkten ist konstant.
e Die Niveaulinien sind in der Umgebung der Polygonpunkte parallel.
e Die Tangentenrichtungen in P und Q" unterscheiden sich um weniger als 7.
Und zwar kann der berechnete Hohenlinienpunkt @’ zur Korrektur radial in Richtung der Hohen-

linie verschoben werden. Die Kriimmung bzw. der Kriimmungsradius ergeben sich mit den oben

angegebenen Voraussetzungen indirekt aus der Tangentenrichtung an die Hohenlinie im Punkt
Q' (Abb. 7.3-2).

Der Radius der kreisférmig angenommenen Hohenlinie ergibt sich zu

_swoo ]
_tan’y mi an’y—i(ip’ig,) .

(7.3-3)
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SW

Abbildung 7.3-2: Geometrische Beziehungen, die zur Verbesserung der Iteration unter den getrof-
fenen Voraussetzungen ausgenutzt werden.

Daraus folgt wegen

50 g th 1
PQ=2-R-sin— und  rpo = TpT T (7.3-4)
2 FANY
fiir den gegeniiber (7.3-2) verbesserten Iterationsschritt
- r
2o =ap+PQ- 9 (7.3-5)
7Pl

Eine weitere Verbesserung ist zu erwarten, wenn die Voraussetzung der Parallelitdt der Hohen-
linien aufgegeben wird. Da sich diese Erwartungen in den Tests nicht signifikant erfiillen, soll
diese Modifikation hier nicht weiter ausgefiihrt werden.

y(Spalte) y(Spalte)
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 00 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64
T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T

\ g

Abbildung 7.3-3: Hohenlinien ohne und mit Modifikation in einem realen Hohenmodell. Die be-
rechneten Hohenlinien sind rot und die Referenzhthenlinien der Matlab-Funktion
contour schwarz dargestellt. Die numerierten Punkte (e) sind die Startpunkte
fiir die jeweilige Hohenlinie.

Zum Test der Algorithmen an realen Geldndemodellen wurde ein Referenzverfahren herange-
zogen: Die contour-Funktion von Matlab. Da keine ,, wahren“ Hohenlinien existieren, die zum
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Qualitétsvergleich herangezogen werden konnen, ist der Vergleich mit einem solchen Verfahren
ausreichend aussagekréftig. Es konnte so gezeigt werden, dafl die von RICHTER (2001) entwickel-
ten Algorithmen einem Vergleich mit den klassischen Algorithmen eines renommierten Pro-
grammsystems standhalten. Der Test an einem realen Hohenmodell zeigt die gute Qualitiat des
entwickelten Algorithmus. In Abb. 7.3-3, links, sind die Hohenlinien, die mit dem unmodifizier-
ten Algorithmus berechnet wurden, im Vergleich zu den Hoéhenlinien, die die Matlab-Funktion
contour erzeugt, zu sehen. Im rechten Teil der Abbildung ist das Ergebnis des modifizierten
Algorithmus gegeniibergestellt.
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Abbildung 7.3-4: Talmulde als Testdatensatz.
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Abbildung 7.3-5: Gefillelinien ohne und mit Modifikation.

Die Berechnung der Geféllelinien erfolgt nach einem analogen Verfolgungsalgorithmus. Im Prin-
zip ist im o. g. Algorithmus nur die Tangentenrichtung an die Hohenlinie durch die Richtung
der Gefillelinie zu ersetzen:

Tpy1 =T +SW -2, (7.3-6)



7.3. Hohen- und Geféllelinien 89

Zum Test des Algorithmus wurde der Testdatensatz in Abb. 7.3-4 generiert. Das Abdriften
der berechneten Punkte von der tatsédchlichen Geféllelinie ist wesentlich geringer als bei den
Hohenlinien. Jedoch ist hier ein Pendeln festzustellen (Abb. 7.3-5, links). Durch geeignete Mo-
difikationen des Algorithmus 148t sich dieses Pendeln weitgehend einschrinken. Das Ergebnis ist
bei dem gleichen Testdatensatz deutlich sichtbar (Abb. 7.3-5, rechts).
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8 Ausblick

8.1 Wavelettransformation raumbezogener Geoinformationen

Die bisherige Beschreibung hybrider Geldndemodelle in einer einheitlichen Matrixstruktur stellt
zunéchst ein Zwei-Schicht-Modell aus Flachendaten und Kantendaten dar. Bei der Beschreibung
der Kantenextrapolation (4.3.2) wurde bereits das Problem zu dicht liegender Kanten angespro-
chen. Dabei wurde auch die Hinzunahme einer weiteren Schicht als moglicher Ausweg ange-
deutet. Auch fiir markante Einzelpunkte, z.B. relative Extrema und Sattelpunkte des Reliefs,
fiir die eine mogliche gitterbasierte Beschreibung in BEYER (2000b) vorgestellt wird, kann eine
eigene Schicht vorgesehen werden. Ist man einmal dabei, das Zwei-Schicht-Modell aufzustocken,
so kann man auch an weitere Schichten fiir raumbezogene (nicht topographische) Geoinforma-
tionen denken. Damit wire der Weg zu einem allgemeinen Mehrschichtmodell auf der Basis des
urspriinglichen hybriden Gelandemodells frei. Raumbezogene Geoinformationen kénnen schicht-

weitere
Schichten

} 2. Schicht

} 1. Schicht

Abbildung 8.1-1: Projektiertes Mehrschichtenmodell fiir raumbezogene Geoinformationen. Auf der
1. Schicht liegen die diskreten Hohenwerte des DHM, auf der 2. Schicht die gitter-
basierten Kanteninformationen. In den dariiber liegenden Schichten (gestrichelt)
finden die nicht-topographischen Informationen Platz.

weise so iiber das topographische Grundraster gelegt werden, dafl der Raumbezug auch nach
Transformation in den Waveletbereich erhalten bleibt (Abb. 8.1-1). Dazu miissen die Informa-
tionen, gleich welcher Art und Struktur, auf deckungsgleiche Raster bezogen werden, wobei die
Gleichheit der Rasterweiten Ag = Arp nicht notwenig gelten mufl. Es muf} lediglich A7 ein
ganzzahliges Vielfaches von A (ausgediinnte Information) oder A ein ganzzahliges Vielfaches
von Ar (verdichtete Information) sein, damit jeweils eine Teilmenge von Rasterpunkten iiber-
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einanderliegt und den Lagebezug sichert. Ein wesentliches Problem bei der Zusammenfiihrung
hybrider Geoinformationen besteht in ihrer Herkunft (Datenquellen): Man hat mit unterschiedli-
chen Datenformaten, mit Daten unterschiedlicher Auflésung (Raster- oder Vektordaten, Gebiets-
und /oder Zeitmittelwerte usw.) und unterschiedlicher Erfassungsgenauigkeit zu tun.

Um geeignete Losungswege zu konzipieren und zu testen, sind real verfiighare Daten erforderlich.
In einer Studienarbeit (STEINIGER (2001)) wurde eine umfangreiche Recherche durchgefiihrt.
Es handelt sich dabei um Vorarbeiten fiir die oben genannte Aufgabenstellung, die jedoch nicht
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist.

8.2 Weitere Fragestellungen

Der grofie Erfolg der Wavelettransformation bei der Datenkompression in der digitalen Bild-
verarbeitung gab Anlaf}; die Anwendbarkeit der Wavelettransformation auf digitale Geldnde-
modelle zu untersuchen. Die im weiteren Sinne gleichartige Datenstruktur lief§ auf vergleichbar
gute Resultate hoffen. Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zeigen jedoch, dafl die Haupt-
anwendung der Wavelettransformation bei digitalen Geléindemodellen sicherlich nicht die reine
Datenkompression sein wird. Die eher geringen Kompressionsraten ergeben sich aus der Tat-
sache, dafl digitale Geldindemodelle bereits gegeniiber den Originaldaten (Laser-Scanner-Daten,
digitale Luftbilder), dem Anwendungszweck angepaft, stark ausgediinnt sind.

Dagegen erscheint es sinnvoll, die Breite der Eigenschaften der Wavelettransformation zu nut-
zen, um in einem Zuge mehrere Probleme zu ldsen, auch wenn das jeweilige Einzelproblem
mit anderen Werkzeugen der Mathematik oder Signalverarbeitung evtl. besser zu losen wére.
Die Kombination aus Kompressions-, Approximations- und Lokalisierungseigenschaft kann der
Schliissel fiir eine effektive Anwendung der Wavelettransformation in der Geoinformatik sein.
Die vorhandenen, sehr effektiven Algorithmen der diskreten Wavelettransformation bieten dafiir
eine solide Grundlage.

Aufbauend auf den in dieser Arbeit gewonnenen vertieften Aussagen zur Approximation und
Lokalisierung und der daraus abgeleiteten Analyse der Gelindemodelle beziiglich ihrer diffe-
rentialgeometrischen Eigenschaften ergeben sich eine Reihe weiterer interessanter Probleme. Es
erscheint z.B. sinnvoll, die Wavelettransformation anstatt fiir eine globale Datenkompression
besser fiir eine Lokalisierung und Klassifizierung kompressionwiirdiger Teilgebiete zu nutzen.

Eine Aufgabenstellung im Rahmen der Geldndeanalyse, die sich aus Diskussionen im Rahmen
der vorliegenden Arbeit ergab, ist die Lokalisierung von Geléndekanten im reguléiren Gittermo-
dell. Es gibt viele Ansitze, Kanten aus Punktwolken (eine reguldre oder irregulére Menge von
Flachenpunkten) zu extrahieren. Die Wavelettransformation kann durch ihre Approximations-
eigenschaft im Zusammenhang mit der Lokalisierungseigenschaft Losungen bieten, wobei die
in (7.2) dargestellten Korrekturen unbedingt zu beriicksichtigen sind. Wenn dann gleichzeitig
noch eine, wenn auch geringe Kompression moglich ist, hat man, falls diese gewiinscht ist, einen
doppelten Effekt erzielt.

In 7.3 wurden unter Ausnutzung der Approximationseigenschaft aus den Waveletkoeffizienten
Hohen- und Gefillelinien abgeleitet. Die allgemeinen Zusammenhinge zwischen der Approxi-
mation der Ableitungen und den differentialgeometrischen Beziehungen (4.2) ermdglichen die
Losung weiterer Aufgabenstellungen; z.B. kénnte man durch die unterschiedliche Auflésung in
den einzelnen Skalen, die mehr oder weniger grobe Mittelwerte der Ableitungen liefern, die
Probleme des Rauschens bei der Berechnung der Geldndekriimmung und anderer differential-
geometrischer Groflen in den Griff bekommen.
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Die Extrapolation der Gitterschnittpunkte auf die Gitterknoten (Matrixelemente) nach 4.3.2
nutzt den Schnitt zweier die Gelédndefliche approximierenden Ebenen. Es scheint iiberlegens-
wert, ob die beiden an die Gelandekante angrenzenden Flachen durch hyperbolische Paraboloide
approximiert werden kénnen, um auch gekriimmte Gelandekanten zu beschreiben. Ein Ansatz
dazu wird im Anhang C skizziert.
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Anhang A

Probleme bei der Signalanalyse mit der schnellen
2D-Wavelettransformation

Die zweidimensionale stationire Wavelettransformation liefert bei n Skalen n + 1 Matrizen, was
zu einer Vergroflerung des Datenumfanges durch eine Vielzahl redundanter Daten fiihrt. Fiir
die Signalanalyse bestehen aber bei der schnellen Wavelettransformation die gleichen Probleme,
die bereits bei der eindimensionale Wavelettransformation erwdhnt wurden. Anhand des in der
Literatur oft erwéhnten Beispiels eines Quadrates mit seinen beiden Diagonalen (z. B. Datensatz
"BoxWithCross’ im Tool Wavelab) kann dies leicht illustriert werden.

r-

R
-

SIN
<

Abbildung A-1: Schnelle 2D-Wavelettransformation des Datensatzes '"BoxWithCross’.

In Abb. A-1, links, ist die Matrix des Originalsignals zu sehen. Die schwarzen Pixel entsprechen
dem Wert Eins und die weiflen Pixel dem Wert Null. Im rechten Teil des Bildes ist die visualisierte
Matrix der Waveletkoeflizienten bei der schnellen Wavelettransformation mit dem Haar-Wavelet
dargestellt. Die schwarzen Pixel entsprechen Waveletkoeffizienten w;; # 0 und die weiflen Pixel
Waveletkoeffizienten w;, = 0. Es ist zu sehen, dafl dabei eine Diagonale nicht detektiert wird.
Die Ursache ist in den zu groflen Schrittweiten Az, Ay beim Verschieben des Wavelets zu suchen.
Wird andererseits das zyklisch um ein Pixel nach rechts verschobene Signal wavelettransformiert,
erhélt man das Ergebnis in Abb. A-2. Diesmal wird die andere Diagonale nicht detektiert.

Betrachtet man einen Ausschnitt des Signals z. B. in der Umgebung des Kreuzungspunktes
(Abb. A-3), wird der Sachverhalt sofort klar. Die Uberdeckung des Signals mit den Wavelets
der ersten Skale, die mit der Schrittweite Az = Ay = 2 iiber das Signal geschoben werden,
sind durch Trennlinien hervorgehoben. Links ist ein Ausschnitt des Originalsignals zu sehen.
Die (2,2)-Teilmatrizen Zy, die die Elemente der ,Hauptdiagonale“ enthalten, sind dunkel und
die (2,2)-Teilmatrizen Zy, die die Elemente der ,Nebendiagonale* enthalten, hell hinterlegt.
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Abbildung A-2: Schnelle 2D-Wavelettransformation des um ein Pixel nach rechts verschobenen

Datensatzes 'BoxWithCross’.

1 0|0 0|0 Of1 O 0O 1(0 O0]0 OO0 1
0O 1(0 OO0 1[0 O 0O 0|1 OO0 O]1 O
0 o1 Of1 O0]O0 O 0 0|J0 1[0 1]0 O
0 0J0 1[0 O0)]0 O 0 ofO0O O 1 O[O0 O
0 0|1 Of1 O]O0 O 0 0J0 1[0 1]0 O
0 110 OfO0O 1]0 O 0o o1 O[O O]1 O

Abbildung A-3: Ausschnitt aus den beiden Signalmatrizen mit markierten Bereichen der

deckenden Wavelets.

iber-

Fiir die von den Wavelets iiberdeckten Signalbereiche treten bei den Diagonalen folgende Fille

auf:

10 00 10
Zy = . I, = . In, = .

Das Skalarprodukt mit den drei Wavelets

11 -1 111 11 -1
wHH—2 1 1 ’wHT—2 B ’wTH—2

ergibt dann
(wgHa,Zg) =1, (wpr,Zg) =0, (wre, Zg) =0,

(Waw,Zn,) =%, (wur, Zn,) = -3, (wra, Zn) = —3 ,

<wHH’ZN2> = % ) <wHT’ZN2> = % ) <wTHaZN2> = % '

(1.0-1)

(1.0-2)

(1.0-3)
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Die Hauptdiagonale wird von den Wavelets wyr und wrg nicht erkannt, da die entsprechende
Waveletposition durch die Schrittweite Az = Ay = 2 {ibersprungen wird.

In Abb. A-3, rechts ist ein Ausschnitt des verschobenen Signals zu sehen. Die (2,2)-Teilmatrizen
Zn, die die Elemente der ,Nebendiagonale“ enthalten, sind diesmal dunkel und die (2,2)-
Teilmatrizen Zg, die die Elemente der ,,Hauptdiagonale* enthalten, hell hinterlegt.

Fiir die von den Wavelets iiberdeckten Signalbereiche des verschobenen Signals treten jetzt
folgende Fille auf:

0 1 0 0 0 1
Z — , Z — , Z = . ].0—4

Das Skalarprodukt mit den drei Wavelets wr, wgr, wry ergibt dann

(waw, Zp) =—%, (wur.Zg) =%, (wrg,Zm)=-1%,
(waw, Zm,) = %, (wur. Zm) =—3%, (wrg,Zm,) =73, (1.0-5)
(wgm,Zn)=-1, (wgr,Zn) =0, (wrw,ZNn) =0.

Abbildung A-4: Stationére 2D-Wavelettransformation des Datensatzes 'BoxWithCross’.
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Analog zu oben wird hier die Nebendiagonale nicht erkannt. Die stationére Wavelettransforma-
tion liefert in der ersten Skale die WK-Matrizen, die in Abb. A-4 visualisiert sind. Entprechend
der Approximationseigenschaft des Haar-Wavelets werden mit wgr die senkrechten, mit wrg
die waagerechten und mit wgyy die senkrechten und waagerechten Linien nicht detektiert. In
den hoheren Skalen werden die Linien in gleicher Weise detektiert, jedoch wegen des breiter wer-
denden Supports immer unschérfer. In Abb. A-5 sind die drei Matrizen der Waveletkoeffizienten
in der 3. Skale dargestellt.

Abbildung A-5: Stationdre 2D-Wavelettransformation des Datensatzes 'BoxWithCross’ in der 3.
Skale.
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Anhang B

Filtereigenschaften des Daub4-Wavelets

In den in 7.1 und 7.2 hergeleiteten Skalierungs- und Translationsformeln blieb die Frequenz-
abhéngigkeit unberiicksichtigt. Es handelt sich damit um N&herungsformeln, deren Giite von der
jeweiligen Frequenz des Signals abhéngt. Da sich eine geschlossene Darstellung der Fehleranalyse
allgemein sehr schwierig gestaltet, wird eine Fehlerbetrachtung am Beispiel des Daub4-Wavelets
durchgefiihrt.

B.1 Filtercharakteristik

Die Durchlafcharakteristik eines digitalen Filters berechnet sich nach

G = nge_jwt’“
k
= ng(cos wty — jsinwty)
k
= ngcosk wAt—ngk.sink WAL .
k k

Fiir eine gerade Filterfunktion (gr = g_) gilt speziell

N
G = go +ZngcoskwAt
k=1
und fiir eine ungerade Filterfunktion (gr = —g_x) gilt speziell
N
G = —2j> gesinkwAt.
k=1

B.1.1 Filtercharakteristik in Originallage

Die Filterkoeffizienten des Daub4-Wavelets sind

g=h = é\@[ 1-v3 —3+v3 3+V3 -1-V3 |.

Die Indizierung der Filterkoeffizienten entsprechend der Indizierung bei der stationdren Wave-
lettransformation ist wie folgt vorzunehmen:
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-3 -2 -1 0

| | | |
[ 1-v3 —-3++v3 3+v3 —1-+3].

Fiir die Filtercharakteristik ergibt sich mit a := w% , cos —0 = cos 6§ und sin —0 = —sin 6

Gpaubs = l\/5{(1 —V/3) cos 6 + (—3 + V/3) cos dar + (3 + V3) cos 2o + (—1 — V/3)

8
+5{(1 = V3)sin6a + (=3 + V3)sinda + (3+v3)sin2a | .

Fiir die sin- und cos-Funktionen des Vielfachen eines Winkels gilt

sin2a¢ = 2sinacosa

sinda = 8sinacos®a — 4sinacosa

sinba = 32sinacos® a — 32sin a cos® a + 6sin a cos o
cos2a = 2cos’a—1

cosda = 8costa—8cos?a+1

cosba = 32cos®a —48cos* v+ 18cos?a — 1.

Damit ergibt sich fiir die Filtercharakteristik schliefSlich

1
Re(Gpaups) = g\/§ {32 cos® o — 24 cos* o + 48 cos® o« — 8
+V3 {—32 cos® o + 56 cos* a — 24 cos? a}} ,
1
Im(Gpaups) = g\/i {sina {32 cos® a — 56 cos® o + 24 cos a}

+\/§sina{—32cos5a +40cos® o — 9005&}} .

Die Ortskurve der Filtercharakteristik ist in Abb. B-1 zu sehen.

Das Verhiltnis zwischen Phasenwinkel und Zeit ist die Kreisfrequenz w. Das bedeutet fiir den
Zusammenhang zwischen Phasenverschiebung ¢ und Ortsverschiebung x4

xqg:f—iAt.

w  2a

w

Aus der Filtercharakteristik kann damit die Ortsverschiebung in Abhéngigkeit von « bzw. o

bestimmt werden.

Die frequenzabhingige Ortsverschiebung x4 ist in Abb. B-2 dargestellt.
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051

Abbildung B-1: Ortskurve der Filtercharakteristik des Daub4-Wavelets

Ortsverschiebung

0-5 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung B-2: Ortsverschiebung des Daub4-Wayvelets bei der stationdren WT als Vielfaches der
Tastweite

B.1.2 Filtercharakteristik in Symmetrielage

Zur iibersichtlichen Berechnung der Filtercharakteristik des Daub4-Wavelets werden die Filter-
koeffizienten zweckméflig in einen geraden und einen ungeraden Anteil zerlegt.

g=h = %\/5{[ 1 -3 3 —1 ]J+v3[ -1 1 1 -1 ]}.

Die Filterkoeffizienten sind dann wie folgt zu indizieren
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Mit der dadurch zu beriicksichtigenden Tastweite % und mit a := w% = %w% ergibt sich fiir

die Filtercharakteristik

GDaubs = ngcoskza—ngksinka
k k

1

= g\/i {—2j(3sina — sin3a) + 2v/3(cos a — cos 3a)}
1

= g\/i{—Qj-4sin3a+2\/§cosa-sin2a)}

= ﬂ{—jsing’a—l—\/gcosasinza}

= V2sin?a (—jsina + V3 cosa)

und in Exponentialschreibweise

Gpaws = V2sin? a\/sin2a—|—3cos2 ) - e
_S' 3

mit tang= SO _ V3. o
V3 cos 3

Damit erhilt man die Ortskurve in Abb. B-3.

0.5 / N

-1.51

Abbildung B-3: Ortskurve der Filtercharakteristik des Daub4-Wavelets
Fiir das auf das Zentrum des Supports bezogene Filter mit den Koeffizienten des Daub4-Wavelets
ist die frequenzabhéngige Ortsverschiebung x4 in Abb. B-4 zu sehen.

Betragsbildung und Ausklammern der Filtercharakteristik des zweifachen Differenzenfilters
|Gpiffe| = 4sin? o fithrt auf

2
|GDaups| = 4sin? o - é\/sin2 a+3cos? ) .

Der in 7.1.3 hergeleitete Skalierungsfaktor zur Korrektur der Amplitude war fiir das Daubechies4-
Wavelet
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Ortsverschiebung

Abbildung B-4: Ortsverschiebung bei der stationiren WT als Vielfaches der Tastweite

2
Askal = W

Bei den hier betrachteten harmonischen Schwingungen variabler Kreisfrequenz w gilt fiir die
Tastweite A¢p des Arguments ¢ bei einer festen Tastweite At im Zeitbereich
Ap = wAt,

d.h. A¢ ist frequenzabhéingig und damit auch der Skalierungsfaktor agiq. Insgesamt 148t sich

damit der Skalierungsfaktor agry in Abhéngigkeit von « := w% darstellen:

, Dbt ) A=z > =Fi
Qskal = ma(Ag)? - maw?(At)? - mow?m2 - mom24a?
1
 2mea?

Unter Beriicksichtigung des Skalierungsfaktors agrq; ergibt sich frequenzabhéngig fiir die korri-
gierte Amplitude des Filterergebnisses

1

o V2
‘Gkorr’ = ‘GDaubéL‘ : ’O‘skal’ = 4sin*a- —\/Slnza + 3 cos? Oé) YN
4 2|ma|a

1+2cos?a . 9
= \—s (sinc )

In Abb. B-5 sind die Durchlaf3charakteristiken fiir das zweifache Differenzenfilter und das Daub4-
Wavelet sowie die korrigierte Amplitude der gefilterten harmonischen Schwingung zu sehen. Mit
steigender Frequenz ist die approximierte Ableitung mit der frequenzunabhéngig korrigierten
Skalierung zu klein.

Im ,,gutartigen“ Geléinde mit niedrigen Frequenzen relativ zur Grenzfrequenz bei der vorgegebe-
nen Tastweite sind die Approximationsformeln mit ausreichender Genauigkeit zur Analyse der
Geldndeneigung und -wolbung geeignet.
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DurchlaBcharakteristik des zweifachen Differenzenfilters
|Gpiffalsst
3L
25|
2 L
15+
1
0.5
%% 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 <
Wy
DurchlaRcharakteristik des Daubechies4-Wavelets
15 T T T T T T T T T
|GDaub4|
s
05
%0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1<
Wy
DurchlaRcharakteristik mit korrigierter Skalierung
G
‘ ko’rr'ova
0.6
0.4
0.2
%% 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Wy

Abbildung B-5: Darstellung der Frequenzabhingigkeit der Skalierungskorrektur im Vergleich zur
Durchlaficharakteristik des zweifachen Differenzenfilters des Daub4-Wavelets

Es bleibt die Frage offen, ob in Abhéngigkeit des konkreten Frequenzspektrums des Geldndes
eine jeweilige zusétzliche feste Korrektur an den Skalierungsfaktor aig,; angebracht werden soll-
te, um den mittleren Fehler zu minimieren.

B.2 Testrechnung zur Verifizierung der Ergebnisse

Um die Ergebnisse zu testen und zu veranschaulichen, wurde eine synthetische Funktion mit vier
verschiedenen Auflésungen benutzt. Die verwendeten Tastweiten sind At = §, At = 7 (Abb.
B-6), At = T und At = 7. Das untersuchte Signal ist aus zwei cos-Funktionen (cost, cos %)
zusammengesetzt. Die aus den unterschiedlichen Tastweiten resultierenden relativen Frequen-
zen wiq fiir die beiden Funktionen cost, cos% sind in Tabelle B-1 zu sehen. Um einen Vergleich
zwischen den zu erwartenden Amplituden lt. Filtercharakteristik (Abb. B-5, unten) und den
Amplituden der Beispielrechnung zu erhalten, wurden die jeweils drei um das Maximum liegen-
den Waveletkoeffizienten (Abb. B-6, Tab. B-1). quadratisch interpoliert und das Maximum der
Interpolation berechnet (Tab. B-1). In Tab. B-2 sind die Vergleichswerte fiir drei Frequenzen
gegeniibergestellt und zeigen die zu erwartende Ubereinstimmung. In der unteren Zeile stehen
die tatséchlichen Amplituden der Ableitungen, die 1t. Filtercharakteristik fiir die Frequenz w = 0

angenommen werden.
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17

Abbildung B-6: Vergleich der Skalierungen.

Tabelle B-1: Schiitzung der Amplitude aus den Stiitzwerten. Maximum der quadratischen Interpo-

lation
cost cos%

At | = w1 w9 w3 max | .- w1 wo w3 max

g9 g
™| 1 3 1-0.0642 0.1598 0.0428 | 0.1640
z | 2 |-01713 0.6393 0.1713 | 0.6508 | 1 | 0.1324 0.2227 0.1826 | 0.2251
Z | 4105296 0.8909 0.7303 | 0.9005 | £ | 0.2167 0.2428 0.2320 | 0.2436

1 1
T | & | 08668 0.9713 0.9279 | 0.9745 | ;&

Tabelle B-2: Vergleich der Amplituden lt. Filtercharakteristik mit den erzielten Amplituden in der

Beispielrechnung.
: .
cost COS 3
wiq Amplitude lt. korrigierte Amplitude lt. korrigierte
Filtercharakteristk | Amplitude der WK | Filtercharakteristk | Amplitude der WK
0.5 0.6618 0.6508 0.1655 0.1640
0.25 0.9021 0.9005 0.2255 0.2251
0.125 0.9746 0.9745 0.2437 0.2436
0 1 0.25
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Anhang C

Kantenextrapolation bei gekriimmten Kanten

Eine Moglichkeit, nicht Ebenen zur Extrapolation zu verwenden, wie in 4.3.2 getan, sondern hy-
perbolische Paraboloide, die auch gekriimmte Geldndelinien als Schnittlinie beschreiben kénnen,
soll hier kurz skizziert werden.

Im Gittermodell einer Fliche wird das Flachensegment (Netzmasche)) einer Gitterzelle durch
vier Gitterwerte reprisentiert. Lokal handelt es sich um ein i.allg. windschiefes Viereck, das
als Rand eines hyperbolischen Paraboloids aufgefafit werden kann. Verlduft durch die Masche
eine Bruchlinie, so wird die Flidche in zwei , glatte“ Flachen zerlegt, die sich in der Bruchlinie
schneiden. In einem reguléren Gittermodell ist das hyperbolische Paraboloid eine naheliegende,
einfache Flichenapproximation mit giinstigen differentialgeometrischen Eigenschaften.

Aus den Hohen in den Gitterpunkten (Hohenmatrix) und den Gitterschnittpunkten kénnen zwei
hyperbolische Paraboloide definiert werden. Man hat dann in einer Zelle zweimal vier Punkte, die
vier Punkte des Hohenmodells und vier extrapolierte Punkte zu speichern. Nachfolgend werden
die geometrischen Zusammenhénge bereitgestellt.

C.1 Gleichung des hyperbolischen Paraboloids

Die allgemeine Gleichung einer Fliache zweiter Ordnung ist
0 = ap+2a'z+z" Az

= ago + 2a0121 + 2a02%2 + 260373 (3.1-1)
—|—2a11x% + 20,22.%'% + 2&331‘% + 2a19x122 + 2a13x123 + 2093T273 .

Das hier interessierende hyperbolische Paraboloid ist eine Regelfliche mit zwei Geradenscharen,
deren Geraden jeweils parallel zu den Gitterebenen sind. D.h., die Gleichung der Fliche ist
sowohl fiir 1 = const als auch fiir z9 = const eine Geradengleichung, also linear in x9 und x3
bzw. in z1 und x3. Daraus folgt, daf fiir die Koeffizienten gilt

a11 = a2 = as3 = a1z = asz = 0.

Die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids 7 ist damit

0 = ago+ 2a0171 + 200222 + 20933 + 2012212 . (31—2)

Wegen der Homogenitéit der Koeffizienten kann man agy = const setzen (i.allg. agp = 1 fiir
z=1[000]" & ). Die Koeffizienten kénnen somit aus den Koordinaten von vier Punkten der
Fliache (z.B. der vier Eckpunkte) ermittelt werden.

Nach z3 aufgelost ergibt sich die Darstellung der Fliche als Funktion

ago + 2ap1x1 + 200229 + 2a19x1%
x3:x3(x17x2) _ 00 0171 _26:())23 2 122122 (3.1-3)
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C.2 Schnitt zweier hyperbolischer Paraboloide

Die beiden hyperbolischen Paraboloide seien durch ihre Koordinatenvektoren

ha = [ago ao1 aoz a3 ai2]’ ,
hy = [boo bor boz bos bi2]"

gegeben. Dann erhilt man in der durch z; = 20 = const definierten, zu den Gitterebenen
parallelen Ebene die beiden Geradengleichungen

2a09 + 2&121‘9:6 ago + 2&011‘9
= el ——"

rg = w3(x2) = “2a03 “2a03
= MmiTo + Ny, (3.2—1)
2[)02 + 2[)121‘9 b()o + 2[)011‘9
m=asley) = e

= ma(z})xs + na(a?) .

Die Koordinatenvektoren der beiden Geraden sind

9o = [n1my —1]T,
g = [n2mg —1]7

und der homogene Koordinatenvektor des Schnittpunkts damit
§ = Ga X Gp-

Daraus ergeben sich die inhomogenen Schnittpunktkoordinaten zu

Bal) = 2
ma —my
(3.2-2)
nimao — MmNy
a(2)) = 212

mo — MM

Das ist, wenn z{ als Parameter eine Zellenseite durchliuft, die Parameterdarstellung der Schnitt-
kurve innerhalb einer Netzmasche.
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Anhang D
Algorithmus zur Kantenrekonstruktion

Bei der Transformation der Folge von 3D-Koordinaten der Kanten (Bruchlinien, ggf. auch Form-
linien) in eine der Flichenbeschreibung analogen Marixstruktur geht der topologische Zusam-
menhang der Punktfolge verloren. Unter gewissen Voraussetzungen 148t sich jedoch diese Topo-
logie zuriickgewinnen.

Als Vorbereitungsschritt fiir den Extrapolationsalgorithmus wird die originale 3D-Punktfolge
der Kante (Primérdaten) in eine Folge von Gitterschnittpunkten (Sekundérdaten) transformiert.
Die Sekundérdaten werden nunmehr als Représentation der Kante angesehen. Die anschliefen-
de Extrapolation der Gitterschnittpunkte auf die Gitterpunkte transformiert die geometrischen
3D-Informationen der Kante in die Elemente einer Matrix extrapolierter Hohen. Die durch die
Listenstruktur der urspriinglichen 3D-Punktfolge gegebene Kantentopologie ist in der Matrix-
struktur nicht mehr unmittelbar vorhanden. Sie liegt nur mittelbar und nicht hundertprozentig
rekonstruierbar in der Topologie der mit extrapolierten Hohen belegten Matrix vor. Es ist damit
ein inverses Problem zu l6sen:

e Es ist diejenige Kantentopologie zu finden, die die vorliegende Matrixtopologie mit dem
Extrapolationsalgorithmus erzeugt.

Der Extrapolationsalgorithmus bildet eine gegebene Rasterschnitt-Topologie als Folge von Ra-
sterschnitten in eine Matrix-Topologie als Netz von belegten Matrixelementen ab. Die Umkehr-
abbildung ist nicht immer eindeutig, jedoch in der iiberwiegenden Anzahl praktisch vorkommen-
der Situationen.

Die Kante als Folge von Gitterschnittpunkten durchliuft eine Folge von Gitterzellen, wobei sie
iiber eine Zellenkante in die Zelle eindringt und iiber eine andere Zellenkante die Zelle verliaft.
Dabei gibt es zwei topologisch verschiedene Félle, die zu zwei verschiedenen lokalen Matrixto-
pologien fithren (Abb. D-1).

a) b)

Abbildung D-1: Die beiden topologisch verschiedenen Zellendurchliufe und die resultierenden Ma-
trixtopologien.

Es ist sofort zu sehen, dafl aus der Teiltopologie einer Zelle keine eindeutige Inverse folgt. Im
Fall a) ist die Inverse nur unter der Voraussetzung, das die Zelle tatséichlich durchlaufen wird,
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eindeutig. Diese lokale Matrixbelegung kann aber auch das Bild einer Gitterschnittfolge sein, die
diese Zelle nicht durchléuft (Abb. D-2). Im Fall b) ist die Eindeutigkeit nicht einmal unter dieser
Vorausssetzung gegeben. Die Zelle konnte auch in senkrechter Richtung durchlaufen werden.

=
/

Abbildung D-2: Belegung der Gitterpunkte einer Zelle mit drei belegten Ecken ohne Kantendurch-
lauf.

Ein Algorithmus zur Invertierung 148t sich also nicht aus lokalen Entscheidungen in einer Zelle
zusammensetzen. Es mufl immer die nédchste Nachbarschaft mit einbezogen werden.

Zunichst 148t sich eine notwendige Voraussetzung fiir eine durchlaufene Zelle formulieren:

e Wird eine Zelle von einer Gitterschnittfolge durchlaufen (Abb. D-3, links), so hat sie min-
desten drei belegte Gitterpunkte.

Diese Voraussetzung legt den ersten Schritt der Analyse der vorliegenden Matrixtopologie fest:
e Suche alle Zellen, die mindestens drei belegte Ecken haben (Abb. D-3, rechts).

Wird diese Suche zeilenweise (z.B. 0.B.d.A. von unten nach oben und von links nach rechts)

durchgefiihrt, so ergibt sich in der letzten gefunden Zelle Ry, die diese Bedingung erfiillt, die

topologische Situation in Abb. D-3. Allgemein sind fiir Ry die Eckenbelegungen in Abb. D-4
moglich.

j)—()/J

L\C)—()\’\
x\O—()\ﬁ

N
N

Abbildung D-3: Auswahl einer Startzelle nach Analyse der Eckenbelegung aller Zellen. Links:
Tatséchlich durchlaufene Zellen. Rechts: Zellen, die die notwendige Bedingung fiir
eine durchlaufene Zelle erfiillen.
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Es gelten die folgenden Aussagen:

e Die beiden Zellen oberhalb und rechts der Zelle Ry kénnen keine durchlaufenen Zellen sein.

e Unter der Voraussetzung, dafl die Zelle Ry eine tatséchlich durchlaufene Zelle ist, bei der
drei Ecken belegt sind, liegt die Kantentopologie eindeutig fest, da es nur zwei Zellenseiten
gibt, die zwei belegte Endpunkte haben.

e Ist Ry eine tatséichlich durchlaufene Zelle ist, bei der vier Ecken belegt sind, enthilt die
Zelle einen Endpunkt der Gitterschnittfolge auf der rechten oder auf der oberen Zellenseite,
und die Kantentopologie ist i. allg. iiber die Analyse der unteren und linken Nachbarzellen
entscheidbar.

Von speziellen Sonderfiillen abgesehen ist Ry eine geeignete Startzelle, wenn es eine tatséchlich
durchlaufene Zelle ist. Um die Zelle Ry als allgemeine Startzelle fiir einen Verfolgungsalgorithmus
zu nutzen, mufl geklart werden, unter welchen Bedingungen R keine Startzelle sein kann, weil
es keine durchlaufene Zelle ist. Die Zelle Ry erfiillt zunéchst die notwendige Bedingung fiir eine
durchlaufene Zelle, d.h. es sind die lokalen Topologien in Abb. D-4 mdoglich.

Abbildung D-4: Mogliche Eckenbelegungen bei einer gefundenen, nicht durchlaufenen (Start-) Zel-
le, die die notwendige Bedingung fiir eine durchlaufenen Zelle erfiillt.

Unter der Voraussetzung, dafl Ry keine durchlaufene Zelle ist, ist nur die Topologie a) moglich,
denn die rechte obere Ecke kann keine extrapolierte Hohe enthalten, da keine der angrenzenden
Zellenseiten einen Gitterschnitt enthalten kann. Damit ist nur noch diese Topologie zu untersu-
chen (Abb. D-5). Die grau unterlegten Nachbarzellen sind unter den getroffenen Voraussetzungen
keine durchlaufenen Zellen.

= 0
=

Abbildung D-5: Mogliche Gitterschnitt-Topologien bei einer nicht durchlaufenen Startzelle.

Die Belegung der linken oberen Ecke signalisiert, dafl wenigstens auf einer der beiden links
und unten angrenzenden Zellenseiten ein Gitterschnitt liegt, der nur ein Endpunkt der Gitter-
schnittfolge sein kann. Daraus folgt, dafl die Zelle R; eine durchlaufene Zelle und gleichzeitig
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eine Endzelle der Folge der durchlaufenen Zellen sein muf}, wenn die Zelle Ry keine durchlaufene
Zelle ist. Umgekehrt gilt damit:

e Ist die linke Nachbarzelle R; keine Endzelle, so ist Ry eine durchlaufene Zelle.

Dieser Fall kann damit als allgemeiner Fall angesehen und Ry als Startzelle fiir eine Verfol-
gungsstrategie genommen werden. Der andere Fall, die linke Zelle R; ist eine Endzelle, muf} als
Spezialfall gesondert untersucht werden.

Fiir die Stabilitéit des Algorithmus mufl noch eine weitere Voraussetzung getroffen werden, die
bei den praktisch vorkommenden Kantenverldufen i. allg. erfiillt sein diirfte:

e Sind zwei benachbarte Raster durchlaufene Raster, so werden sie von einer Rasterschnitt-
folge auch unmittelbar nacheinander durchlaufen.

Das bedeutet praktisch, dafl es keine zu dicht liegende parallele Kantenverldufe und keine zu
grofen Kriimmungen gibt.

Der Verfolgungsalgorithmus, der hier nicht weiter im Detail beschrieben werden soll, analysiert
ausgehend von einem der beiden Gitterschnitte auf einer Zellenseite der Startzelle die mogliche
Fortschreiterichtung in der jeweiligen Nachbarzelle. Da die Startzelle i. allg. keine Endzelle der
Gitterschnittfolge ist, lduft der Algorithmus in einem ersten Schritt zu einem Ende der Gitter-
schnittfolge, und von da in einem zweiten Schritt komplett in der Gegenrichtung zum anderen
Ende. Im zweiten Schritt werden die ermittelten Topologieinformationen gespeichert.
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Anhang E

Testrechnung zur Qualitit der Lagekorrektur

Die Leistungsfihigkeit der in dieser Arbeit hergeleiteten Korrekturformeln fiir die Waveletkoef-
fizienten zur Approximation der Ableitungen einer Funktion von zwei Verdnderlichen soll in die-

sem Abschnitt an einer moglichst allgemeinen Funktion demonstriert werden. Dabei stehen vor
allem zwei Eigenschaften im Vordergrund. Zum einen sollten wegen der Frequenzabhéngigkeit
der Phasenverschiebung die Frequenzen iiber beide Argumente variieren. Zum anderen sollten,
um die unterschiedlichen Verschiebungen in z- und y- Richtung im Zusammenhang zu testen,

Funktion, die diese Eigenschaften besitzt, wurde

die 1. und 2. Ableitungen der zu wihlenden Funktion noch von x und y abhingig sein. Als

gewihlt.

z = f(z,y) = sin(x + sin zy)
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Abbildung E-1: Das synthetische Signal z = sin(z + sin zy)

(5.0-1)

Bei dem Test wird die Wavelettransformation mit dem Tensorproduktwavelet HI' des Daubechies4-

Wavelets betrachtet. Deren Waveletkoeffizienten approximieren die zweite Ableitung nach x
Die 1. und 2. Ableitungen der Funktion (5.0-1) nach = ergeben sich zu

Zx

Zxx

cos(z + sinzy) + y - cos(x + sinxy) - cos xy ,
—sin(z + sin zy)

—2y - sin(x + sin xy) - cos xy

—y? {sin(x + sin zy)(cos 2y)? + cos(z + sinxy) - sin xy} .
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Diese diskreten Werte der zweiten Ableitung sind mit den Waveletkoeffizienten der Wavelets HT'
zu vergleichen.

In Abb. E-1 sind die Funktionswerte der Signalmatrix Z der diskretisierten Funktion z = f(x,y)
fiir den Definitionsbereich —2 < z,y < 2 dargestellt'.

In Abb. E-2 sind die Werte der Waveletkoeffizienten und die Werte der Ableitungen in den
zugehorigen Argumenten gegeniibergestellt. Die Werte der Ableitungen wurden zum Vergleich
mit den Waveletkoeffizienten in den Argumenten berechnet, fiir die die Waveletkoeffizienten
geméf Abschnitt 7.2 die Approximation der Ableitung repréasentieren. Die Ortsverschiebung
der Waveletkoeffizienten wird damit fiir den Vergleich indirekt realisiert. Im unteren Teil der
Abbildung ist der absolute Fehler als Differenz zu sehen.

Waveletkoeffizienten

2. Ableitung

===
==

=
=
e

——

2
%

Differenz

Abbildung E-2: Graphische Darstellung der Matrix der skalierten WK (links oben), der Matrix
der zweiten partiellen Ableitung z,, der diskretisierten Funktion z(z,y) in den
zugeordneten Argumenten (rechts oben) und der Differenzmatrix (unten).

In Tabelle E-1 sind die Standardabweichung des Signals und die Standardabweichung der Diffe-
renz (Fehler) gegeniibergestellt. Es ist zu sehen, dafl die Standardabweichung des Fehlers durch
die Korrektur der Lokalisierung auf ~ 3,8% des urspriinglichen Wertes zuriickgeht.

! Wegen der zyklischen Fortsetzung des Signals bei der Berechnung der Waveletkoeffizienten an den Réndern
des Signalbereichs entstehen dort verfahrensbedingte Fehler, die in den Abbildungen durch Einschrinkung des
Indexbereiches der Matrizen ausgeblendet wurden.



115

Tabelle E-1: Vergleich der Standardabweichungen von Signal und Differenz.

ohne Korrektur mit Korrektur
Standardabweichung og des Signals 1.96 1.98
Standardabweichung o des Fehlers 0.45 0.017
Quotient (og/oF) 4.35 117.4

Die verbleibenden Fehler sind nicht nur auf die iiblichen Diskretisierungsfehler zuriickzufiihren.
Die Frequenzabhéngigkeit der notwendigen Korrektur der Lokalisierung, die in den Formeln aus
7.1 und 7.2 nicht beriicksichtigt ist, tragt ebenfalls zu einem Restfehler bei. Dieser ist jedoch, wie
diese Testrechnung belegt, in einem Geldnde mit nicht zu hochfrequenten Anteilen tolerierbar.
In Anhang B wurde die Frequenzabhingigkeit fiir das Daubechies4d-Wavelet untersucht. Die
in der Fufinote auf S. 114 erwidhnten Randeffekte sind vor allem in den hoheren Skalen zu
beriicksichtigen, da sie auf das Uberragen der Wavelets mit grofem Support iiber das Signal
zuriickzufiithren sind.
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Anhang F

Das Testgebiet Schneealpe

Vom Institut fiir Photogrammetrie und Fernerkundung der Technischen Universitdt Wien wurde
freundlicherweise ein Datensatz eines DGM fiir Testzwecke zur Verfiigung gestellt.

Es handelt sich um das Gebiet der Schneealpe, ca. 75 km siidwestlich von Wien. Das Gebiet hat
eine Ausdehnung von rund 10km x 10km. Die Hohendaten liegen auf einem regulidren Gitter mit
der Gitterweite 25m. Zusétzlich zu den ca. 171000 Hohenwerten in einer (414,413)-Hohenmatrix
sind 290 Geldndekanten und 538 Formlinien erfafit. Die Geldndekanten und Formlinien liegen
in der SCOP-Datenstruktur als 3D-Punktfolgen vor. In Abb. F-1 ist das Testgebiet in einer
verkleinerten Kopie (60 %) des SCOP-Originalausdrucks dargestellt. Der angegebene Mafistab
gilt im Original.

SCHNEEALPE 1: 40000

Abbildung F-1: Testgebiet Schneealpe.



Dank

Die Hauptinhalte der Arbeit entstanden im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemein-
schaft geférderten Projekts ,Reliefbearbeitung im Waveletbereich“. Dem Projektleiter, Herrn
Prof. Dr. S. Meier, danke ich fiir die wohlwollende Unterstiitzung und die hervorragende Ar-
beitsatmosphére. In diesem Sinne mdchte ich mich auch bei allen Kollegen des Instituts fiir
Planetare Geodésie der TU Dresden fiir die stete Hilfsbereitschaft bedanken.

Wertvolle Anregungen fiir das Gesamtprojekt sowie fiir weiterfithrende Untersuchungen, die zu
der Breite der bearbeiteten Themen fiihrten, bekam der Autor anldfilich mehrerer Forschungs-
aufenthalte am Institut fiir Photogrammetrie und Fernerkundung der TU Wien von Herrn Prof.
K. Kraus und seinen Mitarbeitern, denen an dieser Stelle ebenfalls herzlich gedankt wird. Be-
sonderer Dank gebiihrt auch Herrn Prof. W. Keller, der ein sehr kritischer und geduldiger Dis-
kussionpartner fiir meine aus Zweckméfigkeitsgriinden etwas praktische Herangehensweise an
die Behandlung der mathematischen Theorie war.






	Deckblatt-Endversion.pdf
	Wavelettransformation hybrider Geländemodelle
	Dr. rer. nat. Gert Beyer




