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Summary

The laser scanning provides very dense information about the surface to be modelled in the form of a irregularly
distributed points cloud {z,y, 2z} C R3. Such dense information makes possible an efficient modelling of charac-
teristic structures of the terrain surface like discontinuities, which are necessary for high-qualitative description
of the surface. Simultaneously, the points not belonging to the modelled surface (for example: reflexes from
buildings, trees etc.) stand a very important influence on the obtained data. During the modelling process, such
data should be effectively filtered from the whole data set.

The laser scanning data can be efficiently elaborated by the use of deformable models of curves and surfaces.
These models base on the physical principle of energy-minimizing and are presented as the solution of varia-
tional problem. The total energy consists both of internal and external energy. The external energy, depending
on a context is generated by the data; in most cases it describes a deviation between the data and a model.
The internal energy describes geometrical properties of curves and is characterized by elasticity and viscosity.
Both terms are mutually weighted by the local control parameters o and §. Varying the parameters makes it
possible to stretch the curves to a geometrical shapes. The snake-approximation is used for a profiled modelling
of surfaces. Due to that, a formulation of external energy was proposed making possible a robust modelling of
profiles: during an iterative process, gross errors can be filtered, measuring errors can be smoothed and disconti-
nuities can be preserved. Fitting the snakes-models to the data runs iteratively, however the control parameters
depending on the data are being spread.

By generalizing the snakes, the model is introduced by sufficient smoothes, energy-charged pieces of a surface
and furthermore described by flakes. The internal energy within the flakes model consists of a membrane and
a thin-plate kernel which describes the inclination and curvature properties of the modelled terrain surface.
The energy pieces will furthermore be weighted by the local control parameters o and §. A minimizing of the
total flakes energy leads again to the variational problem which had been differently solved. By formulate the
Euler equations and their further diskretizing by finite differences, the flakes-model stands for regular data.
The previous variational problem will also be solved by the use of so-called Ritz method. The improved flakes
model was developed for regular data by using a linear base function. However, for the irregular data the flakes
model was modified by the use of a Gaussian function. The modelling of the data by flakes runs iteratively.
By using the flakes model for regular data it is possible to reject the gross errors, also to smooth the noise by
simultaneous preserving the form of edges.

In many applications the information about spatial location of terrain edges is needed. To present such spatial
location description of edges in a vector format based on irregular points cloud {z,y, z} obtained during laser
scanning, it was proposed to describe a gross-errors-free data by surface functions and to average the edges as
a intersection of two surfaces z; = f;(z,y); ¢ = 1,2. To this purpose, all the data should furthermore be ordered
in separate pieces of the surface. This problem can be solved by using the standard methods of image proces-
sing. The projection {x(s),y(s)} of edges is found in the zy coordinate plane and the z-coordinates consist of
fi(z(s),y(s)). To the intersection of two surfaces relates: fi(x(s),y(s)) = fa(z(s),y(s)) = 0. Based on this con-
dition, two approaches of intersection curve identification were developed. The line-tracking algorithm relies on
numerical integration of differential equations relative to the particular problem. For the numerical integration
there is a starting point needed. Due to that, a seeking-approach was proposed. Opposite to the local algorithm
it was presented a global approach using a snakes-method with a proper definition of external energy. Both al-
gorithms make it possible a reliable, high-accurate identification of terrain edges basing on irregular points cloud.

The algorithms and approaches developed in this work have been tested on real data sets obtained by a laser
scanning. Furthermore, a qualitative consideration of a modelling has been given. Finally, some hints for user
according the steering and operating of the approaches have been presented.
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1 Einfiihrung und Motivation

Das Problem der Oberflichenmodellierung tritt in vielen Bereichen der Geowissenschaften auf. Uber Jahrzehnte
wurde eine Fiille von analytischen Methoden, vor allem in der Mathematik, entwickelt und an konkrete geowis-
senschaftliche Aufgabenstellungen angepasst. Die analytischen Modelle erzeugen vorzugsweise kontinuierliche
und glatte Oberflichen. Denkt man indessen an die geomorphologische Gestalt der Erdoberfliche, das Relief, so
konnen diese Eigenschaften nur stiickweise nachgewiesen werden: Es treten Diskontinuitdten natiirlicher Her-
kunft und solche, die kiinstlich erstanden sind, auf.

Die Diskontinuitéiten kénnen sowohl mathematisch als auch morphologisch definiert werden. Aus der mathe-
matischen Sicht, die wichtig fiir die Modellbildung ist, handelt es sich um Nichtdifferenzierbarkeitsstellen: Die
Oberfliche kann sowohl stetig und nicht differenzierbar als auch unstetig und nicht differenzierbar sein. Mor-
phologisch gesehen sind es (Gelinde-)Kanten und Formlinien.

Die korrekte Nachbildung solcher Formlinien ist von grofler Bedeutung fiir die praktische Nutzung der digitalen
Oberflichenmodelle. In Uberschwemmungsgebieten beispielsweise ist die Bereicherung der digitalen Gelinde-
modelle mit detaillierter Information tiber Kanten an Béschungen, Ddmmen etc. unentbehrlich fiir das effektive
Krisenmanagement. Mit analytischen Modellen, welche sich durch konstante Approximationseigenschaften auf
dem gesamten Definitionsbereich auszeichnen, werden solche Kanten mehr oder weniger verschliffen. Der Aus-
weg hierzu ist, die Modellierung lokal anzuwenden.

Die Diskontinuitdten werden wihrend der Oberflichenerfassung in einem getrennten Vorgang als Vektordaten
erfasst und dann als fest zu haltende Randbedingung in den Modellierungsprozess eingefiihrt. Die Diskonti-
nuitédten teilen das gesamte Gebiet in Teilgebiete auf, die separat mit Beriicksichtigung der Randbedingungen
modelliert werden. Indessen liefern moderne Verfahren der Datengewinnung, wie Laserscanning beispielsweise,
sehr dichte diskrete Informationen iiber die abgetastete Oberfliche. Die Verdichtung der Abtastpunkte in der La-
ge betriigt gegenwiirtig von wenigen Punkten/m? beim flugzeuggetragenen Laserscanner bis zu 1000 Punkte/m?
beim terrestrischen Laser in der Nihe des Sensors. Aus so dichter, regellos, aber gleichméflig in der Ebene ver-
teilter Punktwolke {z,y,2} C R3, kann versucht werden, die Diskontinuititen direkt zu modellieren. Dieses
Problem erscheint uns gegenwértig sehr aktuell und offen zu sein. Versuche, aus den urspriinglichen dreidimen-
sionalen Laserscanner-Daten durch Interpolation und Grauwertbildung ein zweidimensionales ” Hohenbild” zu
erzeugen und daraus mit Hilfe von Standardmethoden der digitalen Bildverarbeitung Geldndekanten zu detek-
tieren, halten wir als unzufriedenstellend. Eine echte dreidimensionale Modellierung von Geldndekanten kann
nur aufgrund der Originaldaten erfolgen.

Die modernen Messtechniken zeichnen sich durch hohe Zuverlissigkeit und Genauigkeit aus; Zufallsfehler sind
gering. Im Gegensatz dazu stellen die systematischen und groben Fehler ein Problem im Datenbearbeitungspro-
zess dar. Um beim Laserscanning zu bleiben, zédhlen zu den systematischen Fehlern sowohl flichenhafte Refle-
xionen am Bewuchs oder an der untereren Vegetation im Walde statt am festen Boden als auch Verschiebung
in der Orbitbestimmung. Die letzteren kénnen durch ein geeignetes Modell behoben werden, die ersteren durch
entsprechende Datenmodellierungsmethoden. Die Hauptquelle der Grobfehler sind Reflexionen an Gebaduden
und an der Vegetation. Solche Ausreifler im Beobachtungsmaterial lassen sich mit Hilfe von robusten Methoden
automatisch beseitigen bzw. unschédlich machen. Auch der Einfluss von systematischen Fehlern lésst sich durch
robuste Modellierung vermindern, wenn nur geniigend viele Oberflichenpunkte vorhanden sind. Im Modellie-
rungsprozess der Oberfliche miissen somit robuste Verfahren beriicksichtigt werden. Aus der breiten Palette
der robusten Methoden sind die M-Schétzer bzw. deren Verwandte, wenn auch heuristisch begriindet, von be-
sonderer Bedeutung. Sie lassen sich relativ einfach iterativ ausfithren und leicht an vorhandene Algorithmen
adaptieren. Die Bedeutung der robusten Verfahren im Zeitalter der automatischen Messung oder Datengewin-
nung wie Laserscanning, automatische Messung von Stereomodellen, CCD-Sensoren, InSAR, GPS u.a. wird
auch deshalb immer grofler, weil die Datensétze riesig sind. Sie beinhalten mehrere Millionen von Daten und
mehr, und sind nicht mehr {iberschaubar. Der automatischen Datengewinnung muss daher auch eine weitgehen-
de automatische und zuverlissige Datenbearbeitung zur Seite stehen.

Obwohl die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden und Algorithmen zur Modellierung von unterschiedlichen
Oberflichen in einer funktionalen Form, z = z(z,y), geeignet sind, wird die Anwendung an erster Stelle an
die Erdoberfliche fokussiert. Speichermedium und Informationstriger iiber die Erdoberfliche sind heutzuta-
ge digitale Geldndemodelle, deren Qualitét vor allem von den Daten und von den Interpolationsalgorithmen
abhéngig ist. Im Abschnitt 2 geben wir einen stichwortartigen Uberblick iiber die digitalen Gelindemodelle, um
diese Abhandlung in die geowissenschaftliche Aufgabenstellung einzuordnen. Danach folgt eine Ubersicht der
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existierenden Approximationsmethoden, die zur Geldndemodellierung bevorzugt werden.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen die deformierbaren Modelle der Kurven und Oberfléichen, die als Losung
von energieminimierenden Variationsproblemen entstehen, und welche wir als Alternative zu den klassischen
Approximationsverfahren sehen. Wahrend die letzteren die gleichen Approximationseigenschaften auf dem ge-
samten Definitionsbereich besitzen, konnen bei den deformierbaren Modellen die Approximationseigenschaften
lokal durch variable Steuerung kontrolliert werden. Durch eine geeignete Wahl der Steuerparameter lassen sich
mit Hilfe dieser Modelle Diskontinuititen modellieren. An die energieminimierenden Verfahren greifen wir auch
deshalb gern zuriick, weil das diesen Verfahren zugrunde liegende Prinzip ein universelles ist und die kontinuier-
liche Realisierung der Methode der kleinsten Quadrate darstellt. Im Kapitel 4 geben wir einen Uberblick iiber
Snakes, das energieminimierende Modell fiir Kurven, und verallgemeinern dann dieses Modell im Kapitel 5 zu
Flakes, dem entsprechenden Modell fiir Oberflichen, und zwar fiir Daten unterschiedlicher Struktur. Fiir die
energieminimierenden Variationsprobleme koénnen keine exakte Losungen angegeben werden. Diese Probleme
lassen sich lediglich auf dem numerischen Wege 16sen. Fiir die Ableitung von Flakes-Modellen werden wir un-
terschiedliche Vorgehensweisen, wie die Ritz-Methode oder Diskretisierung von Euler-Gleichungen, anwenden
und diskutieren. Die abgeleiteten Modelle werden ferner an unterschiedlichen Datensétzen getestet.

Obwohl im Vordergrund dieser Arbeit die Modellierung von Oberflichen steht, lassen wir die eindimensiona-
len Modelle wie Snakes nicht vollig auler Acht, weil manche Verfahren die Oberfliche profilweise abtasten.
Vertretungsweise sei das Echolotverfahren oder die dynamische Registrierung von Fahrbahnoberflichen (vgl.
CASPARY (2002)) genannt. Eine weitere Motivation zur profilweisen Approximation ergibt sich aus der prak-
tischen Nutzung von Hohenprofilen; beispielsweise wird das Durchflussverhalten in Flussgebieten zum Zwecke
von Hochwasservorhersagen (im einfachsten Modell) in Querprofilen analysiert bzw. dynamisch modelliert. Nicht
zuletzt ist auch die pragmatische Vorgehensweise wichtig: Im Gegensatz zur zweidimensionalen ist die eindimen-
sionale Modellierung leichter ausfithrbar und iiberschaubarer. Die Erfahrung, Erkenntnisse und teilweise auch
Ergebnisse, welche man bei der eindimensionalen Modellierung gesammelt hat, lassen sich im gewissen Umfang
auf die zweidimensionale Modellierung iibertragen.

Ein wichtiger Teil dieser Abhandlung stellen Methoden und Algorithmen zur dreidimensionalen Modellierung
von Diskontinuitédten dar. Mit den deformierbaren Modellen lassen sich Diskontinuitéiten im Modellierungspro-
zess von Oberflichen weitgehend erhalten bzw. nachbilden. Sie geben aber keine vektorielle Information zum
rdumlichen Verlauf von Diskontinuitéiten. Die vektorielle Information iiber Geléndekanten ist aber unentbehrlich
fiir die Erstellung von hochqualitativen digitalen Geléindemodellen. Methoden zur Ableitung von dreidimensio-
nalen Geldndekanten aufgrund der unstrukturierten diskreten Information (Laserscanner-Daten) iiber die zu
modellierenden Oberflichen werden im Kapitel 8 ausfiihrlich dargestellt, diskutiert und an praktischen Beispie-
len getestet.

Die Arbeit schliefit mit der Zusammenfassung von wichtigen Ergebnissen und Erkenntnissen.
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2 Grundlagen digitaler Geldndemodelle

2.1 Allgemeines

Digitale Geléindemodelle beschreiben mit einer gewiinschten Genauigkeit die Erdoberfliche durch entsprechend
geordnete Punkte mit Hohenwerten und geomorphologischen Informationen. Aus den urspriinglichen Punkten
im R? wird meistens ein Modell in der Funktionsform

2= z(z,y) (2.1-1)

interpoliert (sog. 2.5D-Modell). Zu DGM gehéren auch die Interpolationsmethoden, welche die Oberfléche mo-
dellieren.

Im Aufbauprozess und in der Anwendung digitaler Gelindemodelle kénnen drei, in der Regel nacheinander
realisierte Phasen unterschieden werden (EBNER, 1990; REINHARDT, 1991):

e Erfassung und Aufbereitung der Priméardaten;
e DGM-Generierung, Datenorganisation;
e Ableitung und Ausgabe unterschiedlicher Produkte von DGM.

Die vorliegende Arbeit ist in die zweite und teilweise in die erste Phase einzuordnen. Nachfolgend wird auf
diese Thematik kurz eingegangen. Die Ableitung der Folgeprodukte und damit verbundene Probleme werden
im weiteren nicht betrachtet. Stattdessen verweisen wir auf die umfangreiche Literatur. Vertretungsweise seien
genannt: FRITSCH (1991); REINHARDT (1991); KrAUS (2000).

2.2 Datengewinnung

Der Ausgangspunkt fiir die digitalen Geléindemodelle sind Primérdaten, die mit unterschiedlichen Verfahren
gewonnen werden kénnen:

e Durch Digitalisieren von topographischen Karten. Dabei werden sowohl Hohenlinien als auch markante
Hohenpunkte erfasst.

e Durch Messung in photogrammetrischen Stereomodellen. Hier kénnen die Daten semiautomatisch und
direkt als Gittermodell, mit Optimierung der Gitterweite, erfasst werden.

e Durch Fernerkundung. Hier stehen die Daten im Rasterformat zur Verfiigung.

e Durch direkte Erfassung im Geldnde mittels tachymetrischer Aufnahme. Die Messung kann sowohl mit
Hilfe von modernen Tachymetern als auch von GPS (RTK-Messung) durchgefiihrt werden.

e Durch die Gelindeabtastung mit flugzeuggetragenen (seltener terrestrischen) Laserentfernungsmessern
(Laserscanning).

Aus der Sicht dieser Arbeit ist das letztgenannte Verfahren von besonderem Interesse. Die Daten werden mit
einer sehr hohen Dichte, etwa 1 Punkt pro Quadratmeter, erfasst. Dieses erlaubt die Feinstrukturen von Ober-
flichen zu modellieren, insbesondere in bewaldeten oder anderen besonderen Gebieten, wo das Laserscanning
eigentlich keine Konkurrenz hat. Beim Abtasten der Erdoberfliche mit dem Laser entstehen auch Reflexionen
an Bidumen und kiinstlichen Gebilden. Solche Daten, die als Grobfehler angesehen werden kénnen, sind im Zuge
der Bearbeitung zwecks DGM-Erstellung, zu beseitigen.

Fiir die Daten, die im Gitter- beziehungsweise Rasterformat vorliegen, sind die Losungen, die solchen Daten-
strukturen angepasst sind, zu bevorzugen.
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Abbildung 2.2-1: Datenorganisation in DGM. Gittermodell (links), Dreiecksmodell (Mitte) und hybrides Modell
(rechts).

2.3 Datenorganisation

In den digitalen Geldndemodellen werden die Hohendaten in einem von drei Modellen organisiert und verwaltet
(vgl. Abb. 2.2-1):

e Gittermodell. Die Primdrhohendaten werden auf ein reguléres, meistens quadratisches Gitter interpoliert
und in Matrixform gespeichert. Die Vorteile dieses Modells liegen auf der Hand, sowohl in der DGM-
Verwaltung als auch bei der Ableitung der Folgeprodukte. In diesem Modell kénnen wichtige morphologi-
sche Informationen verloren gehen.

e Dreiecksmodell. Die Grundstruktur dieses Modells bilden die Primérdaten. Sie werden in ein irreguléres
Dreiecksnetz vermascht (TIN), wobei die Vernetzung nach unterschiedlichen Kriterien erfolgen kann. In der
Praxis hat sich die Delaunay-Triangulation (BARTELME, 1995) durchgesetzt; eine Alternative dazu stellt
die Triangulation mit minimalem Gewicht (KocH, 1985) dar. In diesem Modell kénnen Geldndekanten
exakt beriicksichtigt werden.

e Hybrides Modell. Die Grundstruktur dieses Modell bildet ein reguléres Gitter, das mit zusétzlichen geo-
morphologischen Informationen, wie Geldndekanten, markante Hohenpunkte etc. bereichert wird. Die
zusétzlichen vektoriellen Informationen sind auf das Gitter bezogen. In diesem Modell kann auch die
Dreiecksvermaschung integriert werden.
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3 Verfahren zur Oberflichenmodellierung

3.1 Approximationsmethoden - eine Ubersicht

Es gibt eine Fiille von Verfahren zur Oberflichenmodellierung, vor allem im Bereich der Mathematik bzw. der
Computergraphik. Umso umfangreicher ist die Literatur zu dieser Thematik. Wir nennen nur drei Standard-
textbiicher (HOSCHEK und LASSER, 1992; FARIN, 1993; KicIAK, 2000), die auch sehr umfangreiche Literaturli-
sten beinhalten. Eine Ubersicht und Zusammenstellung von relativ aktuellen Erkenntnissen, auch zu den wohl
bekannten Methoden und Algorithmen ist bei LODHA und FRANKE (1999) zu finden.

Im Textbuch von KrAUS (2000) sind populire Approximationsmethoden, insbesondere im Bezug auf Anwen-
dung in den Topographischen Informationssystemen in einer bildhaften, anwendungsnahen Art dargestellt.
Daher wird nachfolgend die Beschreibung der Polynomapproximation, der multiquadratischen Methoden und
der linearen Prédiktion knapp gehalten.

Die Methoden zur Oberflichenmodellierung kénnen nach unterschiedlichen Gesichtspunkten betrachtet wer-
den. Die Wahl des Verfahrens ist jeweils mit einer konkreten Aufgabenstellung, der Form der zu modellierenden
Oberflichen, dem numerischen Aufwand, der Datendichte etc. verbunden. Entscheidend ist aber die Datenstruk-
tur, d.h. die Datenverteilung im R?, die regelmiifig oder unregelm#Big (sog. scattered data) sein kann. Unter
der regulidren Datenstruktur versteht man Daten, die an regulidren Vierecken, Dreiecken oder (2n + 1)-Ecken
vorliegen. Fiir solche Daten werden unterschiedliche Splines, insbesondere die eindimensionalen Splines in Ten-
sorproduktform bevorzugt. In den Geowissenschaften spielen solche Daten, als Rohdaten, eher eine marginale
Rolle, sollen aber nicht vollig aufler Acht gelassen werden, denn in manchen Anwendungen, z.B. in der digitalen
Bildverarbeitung, konnen sie niitzlich sein. Manche moderne Messverfahren, wie terrestrische Laserabtastung
beispielsweise, konnen auch reguldre Punktwolken von Messwerten liefern.

In den Geowissenschaften dominieren Daten mit einer irreguléren Struktur. Ausgewihlte Interpolationsmetho-
den sind fiir solche Daten in der Tabelle 3.1-1 zusammengestellt. Sie sind nach dem meist benutzten Loka-
litdtskriterium geordnet. Zu den lokalen Methoden gehoéren solche, die die Informationen oft aus der direkten
Umgebung des zu interpolierenden Punktes verwenden. Bei den globalen Methoden beeinflussen alle Messwerte
den zu interpolierenden Wert. In digitalen Modellen werden, auf verschiedenen Aufbauetappen, sowohl lokale
als auch globale Verfahren verwendet. Dariiber hinaus kénnen, bei grofien Datensétzen globale Methoden lokal,
gebietsweise angesetzt werden.

Zu den lokalen Methoden zéhlen sowohl einfache Verfahren, wie die gewichtete Mittelwertbildung, z.B. aus
natiirlicher Nachbarschaft (SIBSON, 1981), als auch die fortgeschrittenen Modelle wie die Finite-Elemente-
Methode, die zur Interpolation von digitalen Geléndemodellen u.a. von EBNER et al. (1980) und REISS (1985) be-
nutzt wurde. Die lokalen Methoden werden im Weiteren, mit Ausnahme der N#chstgelegener-Nachbar-Interpola-
tion, aufler Acht gelassen.

Zu den radialen Basisfunktionsmethoden gehoren solche der Gestalt
z(z,y) = Z ;i R(ri(z,y)) + Z Bipj(z,y), (3.1-1)
i=1 j=1

wobei «; und 3; die zu bestimmenden Parameter sind. R(r;(z,y)) ist die sog. radiale Funktion, welche nur von
der euklidischen Distanz r; = \/(z — ;)2 + (y — y;)? abhiingig ist. Die p;(z,y) stellen eine Basis fiir den Raum
Py, der Polynome vom Grad k dar und es ist m = k(k + 1)/2. Dies bedeutet, dass fiir kK = 0, 1,2 kein Polynom,
eine Konstante oder ein lineares Polynom zur Interpolationsfunktion addiert wird.

An dieser Stelle wollen wir noch eine Bemerkung zu Interpolation und Approximation machen. Aus der mathe-
matischen Sicht ist die Unterscheidung der beiden Begriffe klar. In der geowissenschaftlichen Literatur verwendet
man auch Begriffe wie exakte und nicht exakte Interpolation oder Interpolation und Interpolation mit Filterung.
Diese Bezeichnungen sind als Synonyme fiir die Approximation und die Interpolation zu verstehen.
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Tabelle 3.1-1: Zusammenstellung der Interpolationsmethoden fiir irregulidre Daten.

B Lokale Methoden
Gewichtete Mittelwertbildung
Nachstgelegener-Nachbar-Interpolation

Gleitende Polynomflachen
e Finite-Elemente-Methode
B Globale Methoden
e Polynomfléchen
Shepard-Methoden
e Radiale Basisfunktionsmethoden
— Multiquadratische Methoden
— Spline minimaler Kriimmung

— Spline minimaler Kriitmmung mit Steifigkeit

Interpolation nach kleinsten Quadraten

o Kriging

3.1.1 Nachstgelegener-Nachbar-Interpolation

Diese spezielle Interpolationsmethode wird bei kartographischer Modellierung und Satelitenbildanlyse angewen-
det. Die Idee der Methode beruht auf der Ausbreitung des gemessenen Wertes in einem Punkt P auf eine
bestimmte Fliche FF C R? des Skalarfeldes. Mit anderen Worten: Man geht davon aus, dass das Skalarfeld in
einer Umgebung von P die gleichen Werte wie im Punkt P hat. Zur Bestimmung sind bei dieser Methode die
Grenzen zwischen Teilflichen, welche zu den Messdaten gehoren. Daher wird auch diese Methode gelegentlich
Grenzmethode genannt. Die Grenzlinien werden meistens als Thiessen(Voronoi)-Polygone gezogen. Sie entste-
hen, wenn man auf halber Strecke aller direktbenachbarten Punkte eine Senkrechte zu der Strecke zieht und
den R? mosaikartig zerlegt (Voronoi- oder Thiessen-Mosaik). Diese Methode wird in einem Beispiel in der Ab-
bildung 3.1-1 veranschaulicht.

Zur Modellierung von Oberflichen, insbesondere im Hinblick auf topographische Anwendung, ist diese Inter-
polationsmethode nicht geeignet. Wir benutzen sie im praktischen Teil der Arbeit zur Regularisierung von
Laserscanning-Daten, d.h. zur Ubertragung der Daten von gleichmiBig-irreguliir in der Ebene verteilten Punk-
ten auf ein reguldres Gitter.

3.1.2 Polynomapproximation

Die polynomiale Approximation bzw. Interpolation gehort zu den wohlbekannten Standardverfahren. Um eine
Polynomoberfliche vom Grad n in der Form

z(z,y) = Z aij 'y’ = ago + aroz + ao1y + azoz’® + ag2y® + anizy + ... (3.1-2)
4,7

zu konstruieren, werden (”32) Messdaten in den Punkten P(z;,y;); i = 1,2, ...,n benétigt. Die Zusammenset-
zung von (3.1-2) héngt jedoch auch von der geometrischen Konfiguration der Punktmenge ab. Manche Polynome
konnen verschwinden, wenn Punkte z.B. auf einer Geraden oder einem Kreis liegen. DE BOOR und RON (1992)
haben einen Algorithmus fiir die Konstruktion eines Interpolationspolynoms minimales Grades entwickelt. Da-
bei wird die Existenz und Eindeutigkeit der Interpolationsfunktion garantiert.

Die Polynominterpolation eines héheren Grades hat bekanntlich schlechte Eigenschaften. Insbesondere in den
Randbereichen kommt es in der Regel zu grofien Ausschwingungen. Aus diesem Grunde werden Polynome
niederen Grades als Approximationsfunktion fiir die Modellierung von Grobstrukturen der Oberfliche (sog.
Trendabspaltung) benutzt. Die Parameter a;; kénnen nach der Methode der kleinsten Quadrate geschitzt
werden:

a=(ATA)'ATw, (3.1-3)
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Abbildung 3.1-1: Ein Beispiel zur Interpolation nach dem néchstgelegenen Nachbarn. Voronoi-Mosaik mit Datenpunk-
ten und Interpolationsflache.

wobel w der Vektor der Messwerte ist und A die Matrix

L oz oy 28 oyl =

L o y2 @3 y3 a2y
A:

1 zn Yo 22 Y2 Zoys

Bei Bedarf kann in (3.1-3) die Gewichtsmatrix P = diag{p1,p2, ..., pn} und somit die individuelle Genauigkeit
der Daten beriicksichtigt werden:

a=(ATPA)'ATPw. (3.1-4)
Die Plynomapproximation zeichnet sich durch einen geringen Rechenaufwand aus und besitzt noch bei Poly-
nomen vom niedrigen Grad relativ gute Interpolationseigenschaften. Um diese Eigenschaften auszunutzen und
gleichzeitig eine akzeptable Anndherung der Funktion an die Daten zu erreichen, liegt es nahe, das Einzugs-
gebiet zu begrenzen und das Polynom lokal anzuwenden. Ein solches Verfahren wird als Interpolation mittels
gleitender Polynomflichen bezeichnet. An jeder zu interpolierenden Stelle wird in diesem Verfahren eine eigene
Polynomfléche gebildet, und zwar nur aus den Punkten, die in der direkten Nachbarschaft der Interpolationsstel-
le liegen. Die Anzahl der beriicksichtigten Punkte kann gleich der Anzahl der Parameter der Polynomfunktion
oder grofier sein. In dem letzten Fall sind die Parameter a;; nach (3.1-3) oder (3.1-4) zu bestimmen. KRAUS
(2000) weist darauf hin, dass bei dieser Methode Unstetigkeitsstellen entstehen konnen und empfiehlt, die lokale
Polynomapproximation zur Lokalisierung grober Datenfehler zu verwenden.

Die Polynome niedrigen Grades werden auch als Grundfunktionen fiir unterschiedliche Spline-Modelle benutzt.

3.1.3 Shepard-Methoden

Die in der Literatur nach SHEPARD (1968) benannten Methoden entsprechen der in der Geodésie gut bekannten
gewichteten Mittelwertbildung;:

2wy) = D pilw yw (3.1-5)

Die Gewichtsfunktion p; besitzt die Eigenschaften
o pi(zj,2;) = di;, d.h. z(zs,y:) = wi,
e p;>0und ) p=1,
o (P Stetigkeit.
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Nach dem urspriinglichen Ansatz werden die Gewichtsfunktionen zu

Di (l‘, y) - ani (x7 y)

v\ d) 1-

=19 (z,9) (3.1-6)
ermittelt, wobei o = 1/r#, i > 0, proportional zu Inversen des Punktabstandes r mit r? = (z—x;)2+ (y—y;)? ist.
Die Shepard-Methode ist ein globales Interpolationsverfahren, das lokalisiert werden kann durch Multiplikation
der Gewichtsfunktion mit einer Dampfunksfunktion, welche auflerhalb einer Kreisscheibe mit einem gew&hlten
Radius verschwindet (HOSCHEK und LASSER, 1992). Diese Methode wurde griindlich untersucht und es sind
mehrere Varianten und Modifikationen entstanden (FRANKE und NIELSON, 1980; FRANKE, 1982).

3.1.4 Multiquadratische Methode

Die Multiquadratische Methode, die in der Literatur auch als Flichensummationsmethode bekannt ist, geht auf
HARDY (1971), vgl. auch (HARDY, 1972, 1990), zuriick. Sie basiert auf der Vorstellung, dass sich eine irregulire,
analytisch nicht definierbare Oberfliche als Summe von regulédren, mathematisch definierbaren Elementarflichen
darstellen lésst:

=1

Die Elementarfliche entsteht durch Drehung der Kern- bzw. Basisfunktion q(z;, y;; ,y), die im Punkt P; (i =
1,2,..,n) verankert und mit dem Koeffizient ¢; skaliert ist. Die Koeffizienten lassen sich aus dem linearen
Gleichungssystem

c=Q 'w (3.1-8)

mit dem Stiitzwertvektor w und Q;; = ¢(z;, z;; ¢, y;) bestimmen. Die Basisfunktionen sind Abstandsfunktionen
und kénnen in der allgemeinen Form

q(xi, yi; ¢, y) = [p2+(x*1'i)2+(y*yi)2]lu/2; w#0 (3.1-9)

aufgefasst werden. Fiir 4 = 1 bekommt man die multiquadratische und fiir 4 = —1 die inverse multiquadratische
Methode. Uber den geeignet zu wihlenden Parameter p? kann die Glattheit der Interpolation gesteuert werden.

Die multiquadratische Methode wurde an mehreren Datensédtzen unterschiedlicher Art griindlich getestet und
gehort zu den effizientesten Methoden. Beispiele sind in der zahlreichen Literatur zu finden. In WiLD (1983), vgl.
auch (Kraus, 2000), wird iiber ausgezeichnete Interpolationseigenschaften dieser Methode berichtet, wenn man
lokal fiir jede Stiitzstelle individuelle Basisfunktionen benutzt. In CARLSON und FOLEY (1991) oder HOSCHEK
und LASSER (1992) ist ein Algorithmus fiir die Bestimmung der nahezu optimalen p?-Werte zu finden.

Die multiquadratische Methode gehort zu den Methoden der radialen Basisfunktionen, wobei in der Gleichung
(3.1-1) m = 0 zu setzen ist.

3.1.5 Spline minimaler Kriimmung

Der Spline minimaler Kriimmung wurde durch DUCHON (1976) als die Losung des Variationsproblems

O(z(z,y)) = // (22, + 2ziy + zZy)dxdy + Z az(xs, ;) — w;)* — min (3.1-10)
Q

i=1

mit 2z, = 0%2/02%, 24y = 0%2/020y, z,, = 0?2/0y* eingefithrt. Der erste Term bedeutet Minimierung
der Biegeenergie einer an den Datenpunkten befestigten diinnen elastischen Platte iiber einem ebenen Bereich
Q € R?, daher auch in der Literatur als thin plate spline (TPS) bekannt. Durch den zweiten Term wird die
Forderung ausgedriickt, dass die Platte z(z,y) nicht weit von den Messwerten w; (i = 1,2, ...,n) verlaufen soll.
Bildhaft gesprochen wird durch diesen Term die ” Befestigungskraft,, ausgedriickt. Die beiden Terme werden
gegenseitig durch den Parameter a gewichtet. Die analytische Losung des obigen Variationsproblems ergibt die
Splinefunktion

1 n
z(z,y) = 52)\1'7“? In7? + voo + vi0® + vo1y (3.1-11)
i=1

mit 72 = (x — x;)? + (y — y;)?, den Parametern der Basisfunktionen )\; und des Polynoms v. Aus (3.1-11) ist es
ersichtlich, dass TPS eine radiale Basisfunktionsmethode mit R = r?Inr und m = 3 ist. In der Spline-Theorie
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wird gezeigt, dass die Parameter A orthogonal zu dem Polynom sein sollten. Somit kénnen die n + 3 Parameter
aus dem Gleichungssystem

A P! T| X
o =V (3.1-12)
T 0| v 0
ermittelt werden, wobei
0 a2 a3z ... ain 1 =1 »n
as1 0 a3 ... aon 1 29 w9
A=|asn az2 0 ... as,|, T= |1 z3 ys|,
an1 QAp2 Gp3 ... 0 1 Tn  Yn
T T T
A= |:)\1 Ao )\3 )\n:| s VvV = |:V00 V10 1/01:| s W = |:U}1 wy W3 ... ’wn:|

und a;; = aj; = rfj Inr;;. Durch die Einfithrung der Gewichtsmatrix
P = diag{1/0%,1/03,...,1/c%} (3.1-13)

kann die Anpassung der Funktion z an die Messwerte w; in Abhéngigkeit von der individuellen Messgenauigkeit
o2 durchgefiihrt werden. Ist die Messgenauigkeit fiir alle Messwerte konstant, so ist die Matrix P durch die
Einheitsmatrix zu ersetzen. Der Parameter « steuert die Glittungseigenschaften des Approximationssplines.
Dabei treten zwei Sonderfélle auf:

e Fiir @ = 0 verschwindet der zweite Term in (3.1-10) bzw. aP~! in (3.1-12) und der Approximatiosspline
geht in einen reinen Interpolationsspline iiber; die Messwerte werden exakt wiedergegeben.

e Fiir geniigend grofles «, speziell o — oo spielt der zweite Term in (3.1-10) die dominierende Rolle und der
Approximationsspline tendiert gegen eine ausgleichende Ebene.

3.1.6 Interpolation nach kleinsten Quadraten und Kriging

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Methoden sind stochastisch begriindet und werden auch als Optimalfil-
terung bezeichnet. Es liegt ihnen die Forderung zugrunde, die Schatzfehlervarianz zu minimieren. Die Filtervor-
schrift, welche diese Eigenschaft hat, wird auch als Kolmogorow-Wiener-Filter bezeichnet (vgl. KocH (1987);
MEIER und KELLER (1990)). Kriging und die Interpolation nach kleinsten Quadraten kénnen als zwei Varian-
ten der praktischen Realisierung des Kolmogorow-Wiener-Filters angesehen werden. Wegen dieser gemeinsamen
Grundlage behandeln wir kurz die beiden Interpolationsmethoden gemeinsam.

Die Interpolationsvorschrift &hnelt der gewichteten Mittelwertbildung und kann in der Form
2(z,y) =D Aiw; (3.1-14)
i=1

aufgefasst werden, mit dem Unterschied, dass die Gewichte \; aufgrund der geostatistischen Analyse des zu
interpolierenden Feldes gewonnen werden.

Fiir die Interpolation nach kleinsten Quadraten werden die Gewichte aus der Beziehung

—1

M C(PLP) C(PR) ... C(P\P)
Ao C(PP) C(PoPy) ... C(PyPy)

= [c(PP) C(PPy) ... C(PR) , , , , (3.1-15)
A C(PuP)) C(PuPs) ... C(P.Py)

ermittelt. Der Vektor auf der rechten Seite der Beziehung (3.1-15) enthélt die Kovarianzwerte C'(PP), ..., C(PP,)
zwischen der zu interpolierenden Stelle und allen anderen Stiitzstellen, wo die Messwerte w; gegeben sind. Die
Matrix enthélt die Kovarianzen C(P;P;) der Stiitzstellen miteinander in allen Kombinationen. Alle Kovarian-
zen werden anhand der gleichen Kovarianzfunktion bestimmt, welche vom Abstand d = TP] zwischen den
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= =
O =
0 0
d d

Abbildung 3.1-2: Eine Kovarianzfunktion (links) und das zugehorige Variogramm (rechts).

Stiitzstellen abhéingig ist. Die Kovarianzfunktion wird durch Approximation der empirischen, aus dem Daten-
satz geschitzten Kovarianzwerte gebildet. Durch die Kovarianzfunktion wird die rdumliche Variation des zu
interpolierenden Feldes ausgedriickt. Daher ist die Wahl eines geeigneten Modells von grofler Bedeutung bei
dieser Methode. Eine Zusammenstellung der moglichen Modelle ist z.B. bei MEIER und KELLER (1990) zu
finden. Wichtig ist auch die Bestimmung der Parameter der jeweiligen Kovarianzfunktion. So lassen sich in
der Varianz C(0) = C(P; P;) sowohl die empirische Signalvarianz als auch die Fehlervarianz (Residuenvarianz)
beriicksichtigen und damit im Zuge der Interpolation auch die Messfehler filtern (minimieren). Zu diesem Zweck
macht man den Ansatz C(0) = C..(0) — o2, mit der geschiitzten Varianz C(0) der zentrierten Stiitzwerte und
der Genauigkeit 0% des Messverfahrens. Beim Kriging wird die Filterung durch Einbeziehung der sogenannten
Nugget-Varianz, die hauptséchlich die Messgenauigkeit bedeutet, realisiert.

In der Kriging-Methode verwendet man meistens anstelle der Kovarianzfunktion das sogenannte Variogramm
~v(P;P;). Beide Funktionen sind zueinander komplementér, ausgedriickt durch die Beziehung

V(BiPj) = C(0) - C(PPy), (3.1-16)

welche bei gewissen stochastischen Voraussetzungen gilt. In der Abbildung 3.1-2 ist ein Modell fiir die beiden
Funktionen graphisch veranschaulicht.

Beim Kriging stellt man, neben der Minimierung der Schétzfehlervarianz, eine zusétzliche Forderung: Die
Schétzung soll erwartungstreu bzw. biasfrei sein. Die Forderung kann erfiihlt werden, indem man an die Para-

meter \; die zusétzliche Bedingung
n

doai=1 (3.1-17)

=1

stellt. Unter dieser Bedingung lassen sich die Parameter aus dem Gleichungssystem

n
> AV(PP) + p=~(P;P) fiir alle j (3.1-18)

i=1

bestimmen, wobei u der Lagrange-Multiplikator ist. Die Gleichungen (3.1-17) und (3.1-18) lassen sich in Matri-
zenschreibweise formulieren:

H = A 'b, (3.1-19)
12
wobei
A=| L i b=
Y(PoP1) v(PoP2) ... ~v(PuPn) 1 ~v(PP,)
1 1 1 0 1

In der Tabelle 3.1-2 sind einige Merkmale der in diesem Abschnitt diskutierten Interpolationsmethoden ge-
geniibergestellt. Die empirischen Schéitzwerte sowohl der Kovarianzfunktion als auch des Variogramms werden
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Tabelle 3.1-2: Vergleich einiger Merkmale der Interpolation nach kleinsten Quadraten und der Kriging-Interpolation.

Interpolation nach kleinsten Quadraten Kriging

e Im Zuge der Vorverarbeitung ist eine Trendab- e Keine Vorverarbeitung noétig, Trendabspaltung
spaltung notig: © = w — wy, so dass Eu = 0 (zen- wihrend der Interpolation (in einem Schritt)
trierte Werte)

e Empirische Kovarianzfunktion aus Absolutwer- e Empirisches Variogramm aus Relativwerten:
ten:

n(d;) n(d;)
1 1 )
C(dy) = n(d;) ; U1,iU2,i v(dj) = 2n(d)) ; (w1,; — w2,)

aus den n(d;) der im Abstand d; liegenden Paare ui;, ua; bzw. wq;, wa,; ermittelt. Eine ausfiihrliche Ge-
geniiberstellung der beiden Methoden ist bei MENZ und Pirz (1990); CHEN (1996); Kraus (1998) zu finden.
Es ldsst sich zeigen, dass diese Methoden vom theoretischen Standpunkt her identisch sind. Kriging hat aber
gewisse Vorteile in der praktischen Anwendung: Der Rechenaufwand ist geringer, der Algorithmus schneller und
numerisch stabiler.

Die Interpolation nach kleinsten Quadraten, wegen ihre Eigenschaften auch als (lineare) Priidiktion oder Op-
timalfilterung bezeichnet, stellt nur einen Sonderfall der allgemeinen, vorrangig in der physikalischen Geodéisie
angewendeten Kollokation, vgl. z.B. MoRrIiTz (1989), dar. Fiir die Anwendung dieser Interpolationsmethode
bei der Topographiemodellierung hat Professor KrRAUS, Technische Universitdt Wien, gesorgt. In einer praxis-
orientierten Forschung wurden iiber Jahrzehnte von ihm oder seinen Mitarbeitern viele spezielle Probleme
gelost und in die Anwendung umgesetzt. Der Hohepunkt dieser Entwicklung stellt SCOP, das Software-Paket
zum Aufbau von digitalen Gelandemodellen dar. Die Erkenntnisse und Ergebnisse der Forschung wurden auch
im Lehrbuch von KrRAUS (2000) présentiert. Eine interessante Verbindung der linearen Pridiktion mit gleitender
Polynomfliiche (gleitender Schrigebene), welche auf die Homogenitét verzichtet und die Kovarianzfunktion fiir
jeden zu interpolierenden Punkt getrennt bestimmt, hat KocH (1973) vorgeschlagen.

Die Kriging-Interpolation ist vor allem die Domine der Geostatisti; vgl. z.B. CRESSIE (1993). Sie ist auch in
populédren Computerprogrammen zur Oberflichenmodellierung, wie z.B. Surfer, implementiert. Dadurch wird
diese Interpolationsmethode immer populdrer und gewinnt an Bedeutung auflerhalb der Geostatistik. Sowohl
bei der Kollokation als auch beim Kriging treten fortgeschrittene Modelle auf, die zueinander dquivalent sind.
Dariiber hinaus lassen die beiden Methoden eine vollstandige Genauigkeitsanalyse zu.

3.1.7 Beriicksichtigung von Diskontinuititen

Die vorgestellten analytischen Modellierungsverfahren erzeugen kontinuierliche und glatte Oberflachen. Die
Diskontinuitéiten konnen im Modellierungsprozess beriicksichtigt werden, indem man entlang der letzteren nicht
interpoliert. Die Kanten miissen in Form von Vektordaten

{Z1,y1, 21502, Y2, 225 -3 T, Y, Zn }

vorgegeben, vorher sorgfiltig mit entsprechenden Verfahren, getrennt von Massenpunkten, erfasst werden. Die
Diskontinuitétslinien teilen im Grundriss das gesamte Gebiet in Untergebiete, die getrennt der Modellierung
unterworfen werden. Zunéchst aber werden Hohen in Stiitzstellen entlang der Geldndekante dicht interpoliert
(1D-Interpolation). Diese Punkte gehen dann in die Oberflicheninterpolation als fest zu haltende Punkte, was
durch geniigend grofie Gewichte erreicht wird (KrAUs, 2000), ein. Damit werden die Kanten im Modellierungs-
prozess quasi als Zusatzrestriktionen behandelt. Die Modellierung von Oberflichen mit Kanten ist schematisch
in der Abbildung 3.1-3 dargestellt.

In technischen Einzelheiten werden Diskontinuitéiten verschiedenartig in unterschiedlichen Softwarepaketen be-
handelt, so stellt in SCOP eine Kante die Barriere dar, die keine Informationsflut fiir die Interpolation ermdoglicht.
In SURFER hingegen stellt nur eine Verwerfung die Barriere dar. Bei der Interpolation im Kantenbereich werden
Hoheninformationen, die auf beiden Seiten der Kante liegen, auf spezielle Weise benutzt.
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Abbildung 3.1-3: Zur Approximation von Oberflichen mit Kanten. Messdaten (Punkte) und approximierende Ober-
flichen Fi und F;. Vektordaten zur Definition der 3D-Geldndekante: Messpunkte (grofie Kreise) und zwischenin-
terpolierte Punkte (kleine Kreise).

3.2 Robuste Verfahren

3.2.1 Allgemeines und M-Schitzer

Die Anpassung der vorgestellten Approximationsmodelle an Messdaten geschieht meist nach der Methode der
kleinsten Quadrate. Die Parameter werden so geschétzt, dass die Quadratsumme der Residuen minimal wird:

> v} — min. (3.2-1)
i

Die Methode der kleinsten Quadrate ist sehr sensitiv gegeniiber Abweichungen von der zugrunde liegenden
Annahme der Normalverteilung der Beobachtungsfehler. Schon wenige grobfehlerbehaftete Messwerte kénnen
das Ergebnis der Schitzung deutlich verfilschen. Gefragt werden also Auswerteverfahren, welche moglichst hohe
Effizienz aufweisen und gleichzeitig die Grobfehler unschédlich machen kénnen bzw. deren Einfluss minimieren.
Zur Behandlung von Ausreiflern im Beobachtungsmaterial gibt es eine Reihe von Verfahren und Methoden,
welche sowohl eine mehr heuristische Herkunft, als auch solche, die gute statistische Fundierung aufweisen. Zu
den letzteren gehort die wohl populérste Technik der robusten Verfahren, die auf HUBER (1964) zuriickgeht, die
M-Schitzer. Statt (3.2-1) versucht man hier eine andere Zielfunktion, die sogenannte Verlustfunktion p(v), zu

minimieren:
Z p(v;) — min. (3.2-2)

Der Vorteil der M-Schiitzer liegt darin, dass sich die Minimalaufgabe (3.2-2) auf die Methode der kleinsten
Quadrate zuriickfithren ldsst, statt das Problem direkt zu 16sen. Der M-Schétzer der unbekannten Parameter
X = |21, 22, ...,2,] ", der die Forderung (3.2-2) erfiillt, ergibt sich aus dem Gleichungssystem

Ov;
S bw) et =0, j=12..n, (3.2-3)
P al‘j
mit der Funktion 4 ( )
(v
= 3.2-4
v(w) =L, (320
die als Einflussfunktion bezeichnet wird. Definiert man nun die Gewichtsfunktion
(v
p(v) := E} ), (3.2-5)
so entspricht das Gleichungssystem
Ov; )
zi:p(vi)via—xj =0, i=12,..,n, (3.2-6)

der iterativen Losung der kleinsten Quadrate-Schitzung

Zp(vi)(kfl)v? — min. (3.2-7)
i
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Abbildung 3.2-1: Polynomiale Profilapproximation Abbildung 3.2-2: Die Gewichtsfunktion nach Huber

(Ausschnitt) nach kleinsten Quadraten und nach
einem robusten Verfahren

Die Gewichte werden in jedem Iterationsschritt & aufgrund der Residuen aus dem vorhergehenden (k — 1)ten
Iterationsschritt neu berechnet.

In dieser Darstellung haben wir versucht, lediglich die Idee der M-Schétzer zu skizzieren. Weitere Einzelheiten
samt statistischer Begriindung kann in der umfangreichen einschlégigen Literatur gefunden werden. Stellvertre-
tend nennen wir HUBER (1981), HAMPEL et al. (1986) und KocH (1996).

Die Effizienz der M-Schétzer wollen wir nun an dem in der Abbildung 3.2-1 dargestellten Beispiel demonstrieren.
Ein Ausschnitt aus einem Geldndeprofil wurde mit einem Polynom approximiert. Die Schéitzung der Parameter
nach kleinsten Quadraten ergibt einen durch Ausreifler verfilschten Verlauf des Profils. Die richtige Nachbildung
des Profils bekommt man, wenn die Schéitzung der Parameter robustifiziert wird, indem die Ausreifler kaum die
Schéitzung beeinflussen. In diesem Fall wurden die Parameter iterativ mit der Verlustfunktion nach Huber,

p(v) = { /2 ol < e (3.2-8)

c(lv]| —¢/2), |v| >¢,

geschitzt. Mit dem Parameter ¢ werden die Grenzen der Zufallsfehler festgelegt. Die entsprechende Gewichts-
funktion
1, [v] < ¢

p(v) = {c/ o, ol > ¢ (3.2-9)

ist in der Abbildung 3.2-2 veranschaulicht. Nach dieser Funktion wurden die grobfehlerverdéichtigen Messwerte
in einem iterativen Vorgang herabgewichtet.

Die M-Schétzer sind hauptséchlich die auf einer Mischverteilung basierenden Maximum-Likeli-hood-Schétzer,
deren stochastische Eigenschaften gut untersucht und beschrieben sind. Fiir die praktische Anwendung steht
jedoch die Effizienz der Schitzer, die Fahigkeit, Ausreifler zu identifizieren und unschéidlich zu machen, im
Vordergrund. In der Praxis spielt auch die heuristische Vorgehensweise eine bedeutende Rolle. Die Verlust-
oder auch sofort die Gewichtsfunktionen werden datenabhingig konstruiert. Es gibt auch robuste Verfahren,
wie die sogenannte D#nische Methode, die von Anfang an als heuristische Verfahren entwickelt wurden. Zu
den heuristischen Verfahren kénnen auch Verfahren gezahlt werden, die zur Filterung der Originaldaten fiir die
Oberflichenmodellierung konstruiert wurden. Nachfolgend wird ein Uberblick iiber existierende Verfahren fiir
die Bearbeitung der Daten fiir die digitalen Hohenmodelle gegeben.

3.2.2 Verfahren fiir Hohendaten

Das Problem der Grobfehler in Hohenrohdaten tritt fiir die Beschreibung der Oberfliche eigentlich nur bei
den Verfahren, die auf automatische Weise die Oberfldche abtasten, auf. Gegenwirtig begrenzt sich dieses Pro-
blem hauptséchlich auf Laserscanning. Als Grobfehler werden bei dieser Technik die Reflexionen an Geb#uden,
Bédumen und anderen Punkten, die nicht zur Oberfliche gehoren, betrachtet. Soll die Oberfliche approximiert
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werden, so sind solche Punkte zu eliminieren bzw. so zu behandeln, dass sie keinen Einfluss auf die zu modellie-
rende Oberfliche haben. Die sogenannte Durchdringungsrate im Wald betréigt zwischen 15% und 70% (KRAUS,
2000). Dies bedeutet, dass in bewaldeten Gebieten bis zu 85% aller Punkte nicht als Bodenpunkte klassifiziert
werden konnen. Damit ist ersichtlich, dass ein grofies Bediirfnis nach Verfahren besteht, die solche Ausreifier
auf automatische Weise erkennen und eliminieren kénnen. Die Ausreifler in solchen Datenséitzen zeichnen sich
dadurch aus, dass sie eine schiefe Verteilung erzeugen: Es treten ausschlieflich nur Reflexionen an Punkten auf,
die iiber der Gelindeoberfliche liegen. Diese Tatsache erleichtert die Aufgabe ein wenig. In den letzten Jahren
sind einige effiziente Verfahren entwickelt worden, die wir nachfolgend in einer knappen Darstellung prasentieren.

Ein inzwischen ausgereiftes Verfahren wurde im Institut fiir Photogrammetrie und Fernerkundung TU Wi-
en erarbeitet (KRAUS und PFEIFER, 1997, 1998; KrAUS, 2000; KrRAUS und PFEIFER, 2001; BRIESE et al.,
2002b). In diesem, auf der linearen Pridiktion basierendem Algorithmus, kénnen die folgenden Arbeitsschritte
unterschieden werden:

a) Nachdem der Trend abgespaltet wurde, wird zunichst die Interpolation nach kleinsten Quadraten (vgl.
Abschnitt 3.1.6) durchgefiihrt, ohne individuelle Bewichtung der Stiitzwerte. Die Interpolation liefert Re-
siduen v;, die auch als Filterbetrége bezeichnet werden. Bei ausreichend vielen Bodenpunkten bekommen
Ausreifler besonders grofie Residuen.

b) In einem zweiten Schritt bekommen die Daten die individuellen Gewichte in Abhingigkeit von den Residuen,

1

= T (alo =l e (3.2-10)

bi
wobei die Exzentrizitit g aufgrund des Residuenhistogramms bestimmt wird und die Parameter a und b
so zu wihlen sind, dass die Gewichte fiir die Stiitzwerte mit grofien Residuen gegen Null tendieren. Bei
der Bestimmung dieser Parameter wird die Schiefe der Gewichtsfunktion und ihr Halbwert berticksichtigt.

c) Dann wird die Interpolation mit den neuen individuellen Gewichten durchgefithrt und die Residuen als
orientierter Abstand von der Oberfliche zu den Stiitzwerten werden neu berechnet. Dann wird zum zweiten
Schritt ibergegangen, um neue Gewichte zu ermitteln.

Dieser Iterationsprozess wird solange wiederholt, bis alle Grobfehler eliminiert sind.

Der Algorithmus arbeitet zuverlissig, wenn die Bodenpunkte und Vegetationsreflexionen eine einigermafien ho-
mogene Mixtur darstellen. Er versagt, wenn die Ausreifler clusterférmig iiber grofiere Flichen auftreten, z.B.
Reflexionen an Déchern im bebauten Gelinde. Fiir solche Daten wurde eine hierarchische Anwendung des
préasentierten Algorithmus vorgeschlagen. Das hierarchische Verfahren dhnelt der Konstruktion der Bildpyrami-
den, um das Problem zunéchst in einer groben Darstellung zu l6sen und dann ins Detailniveau zu iibertragen.
Die Idee des robusten hierarchischen Verfahren ist in der Abbildung 3.2-3 dargestellt. Dieses Verfahren besteht
aus den nachstehenden Arbeitsschritten:

a) Zunichst werden die Datenpyramiden gebildet: Die Originaldaten (kleine Punkte in der Abbildung) werden
durch die niedrigsten, in einem reguliren Raster gewihlten Datenwerte (grofie Punkte) représentiert.

b) Aus den im vorhergehenden Schritt erhaltenen Daten wird ein grobes DGM mit Hilfe der robusten Interpo-
lation nach kleinsten Quadraten interpoliert. Die clusterférmigen Ausreifler werden in diesem Schritt nur
durch einzelne Punkte vertreten und kénnen somit auf iterativem Wege ohne weiteres eliminiert werden.
Die Abbildung 3.2-3 zeigt die erste und die letzte Iteration.

c) Das grobe DGM wird um alle Originaldaten, die innerhalb eines Toleranzbandes liegen, ergénzt. Alle andere
Daten werden, als nicht zur Oberfliche gehorige, entfernt.

d) AbschlieBend wird die robuste Interpolation mit allen Daten, die im vorhergehenden Schritt als Oberflichen-
daten klassifiziert wurden, erneut durchgefiihrt.

Eine weitere Vorgehensweise zur Elimination von Punkten aus Laserscanning-Messdaten, die keine Bodenpunkte
sind, wurde von AXELSSON (1999, 2000) vorgeschlagen. Dieses, inzwischen in kommerzielle Software von Ter-
raScan integrierte Verfahren, beruht auf einer iterativen Anniherung einer geeignet gewéhlten Startoberfliche
an die Bodenpunkte. Zunéchst wird ein rechteckiges Gitter tiber die urspriingliche Punktwolke gelegt, wobei die
Grosse des Gitters interaktiv durch den Benutzer bestimmt wird. In jeder Masche des Gitters wird ein Punkt
mit der niedrigsten Hohe gewéhlt und als Bodenpunkt klassifiziert. Die Triangulation (TIN) dieser Bodenpunkte
bildet eine erste grobe Approximaton der Oberflache. Jeder weitere in die Triangulation eingefiithrte Bodenpunkt
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Abbildung 3.2-3: Hierarchische robuste Interpolation (nach BRIESE et al. (2002b)).

néhert diese Triangulation an die Oberfliche an. Die endgiiltige Approximation der Oberfliche bekommt man
nach der sukzessiven Einfiigung aller Bodenpunkte in die bestehende Triangulation. Die Einfiigung der neuen
Punkte kann nach unterschiedlichen Kriterien erfolgen, wobei Parameter der Kriterien durch den Benutzer in-
teraktiv bestimmt werden. Ein Kriterium kann der Abstand zwischen der aktuellen TIN-Oberfliche und dem
neuen Punkt sein. Ein weiteres Kriterium kann auf dem Winkel zwischen der Oberfliche mit einem neuen Punkt
und der Oberflichen ohne diesen Punkt basieren.

Das letztere Kriterium ist auch, in einer anderen Form, im Verfahren von VOSSELMAN (2000), vgl. auch Vos-
SELMAN und MAAS (2001); SITHOLE (2001), benutzt. Das Verfahren basiert auf der Voraussetzung, dass im
Gelédnde nur kleine bzw. méfiige Neigungen auftreten konnen. Dies bedeutet die Festlegung eines maximalen
Hohenunterschiedes zwischen zwei Punkten als Funktion der Entfernung zwischen diesen Punkten, Ahyq.(d).
Mit Hilfe der Operatoren der mathematischen Morphologie werden aus dem Datensatz Messpunkte entfernt, fiir
die Al tiberschritten wird. Eine Variante des Filters von VOSSELMAN und MAAS (2001) stellt das Verfahren
von ROGGERO (2001, 2002) dar.

Die mathematische Morphologie wurde auch in den fritheren Arbeiten von LINDENBERGER (1993) und KILLIAN
et al. (1996) benutzt. In FRITSCH und KILLIAN (1994) wird die Filterung mit Hilfe von Spline-Funktionen
durchgefiihrt. Eine Ubersicht und Bewertung von existierenden Verfahren ist bei LOHMANN et al. (2000) zu
finden.

Ein auf einem aktiven Oberflichenmodell basierendes Verfahren wurde von ELMQVIST et al. (2001); ELMQVIST
(2002) entwickelt. Das benutzte aktive Oberflichenmodell zeigt gewisse Ahnlichkeiten mit dem Modell der
deformierbaren Oberflichen, das wir im Kapitel 5 einfithren. In diesem Modell wird die gesamte Energie der
Oberfliche,

E@w) = [Emt(v) + Ein (V) + Eeat (v)] (3.2-11)

numerisch in einem iterativen Prozess minimiert. Man arbeitet mit reguldren Daten, wobei die Regularisierung
auf dhnlicher Weise wie im Verfahren von AXELSSON erfolgt. In jeder Masche eines regulidren Gitter wird
ein Punkt mit niedrigster Hohe aufgesucht und diese Hohe wird dem entsprechenden Gitterpunkt zugeordnet.
Auf dieser Weise entsteht ein ,Hohenbild“ I(z,y). Das aktive Oberflichenmodell ist repriisentiert durch die
Hohenmatrix v(x,y), wobei die Dimension von v gleich der von I ist. Die innere Energie des Modells ist eine
Funktion der ersten, numerisch ermittelten Ableitung,

x+1 y+1

Eint(z,y) =C Z Z larctan[v(z,y) — v(m,n)]|, (3.2-12)

m=x—1ln=y—1
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die mit der Konstanten C skaliert wird. Diese Energie gibt der Oberfliche die Elastizitat vor und sie verschwin-
det, wenn die Oberfldche gegen eine Ebene v(z,y) = v tendiert. F;,, ist eine Funktion des Abstandes zwischen
I und v:

2

Eim(z,y) = —Ae~ @y —v(@y) (3.2-13)

Dieser Energieanteil leistet Widerstand gegen Ej,,; und versucht das Modell an die Daten anzupassen. Uber die
Konstanten A und a wird die Anziehungskraft des Modells v an die Daten I gesteuert. Die Anziehungskraft ist
grof} bei kleinen Absténden zwischen I und v. Dies bedeutet, dass im Zusammenhang mit F;,;, die Vegetati-
onspunkte, die weit von der Oberflache liegen, kaum einen Einfluss auf das Modell v haben.

Ausgehend von einer unter dem niedrigsten Punkt von I liegenden Ebene wird die Energie in (3.2-12) minimiert,
indem die Werte von v in kleinen Schritten erh6ht werden. Um den Iterationsprozess zu beschleunigen, wird in
ersten Iterationsschritten die externe Energie eingesetzt:

Byt (I, y) = —Gy(x, y) (3'2'14)

G ist wahrscheinlich ein zusétzlicher Skalierungsfaktor - die Benutzung dieses Energieanteiles ist anhand der
Literatur nicht eindeutig ersichtlich. Abschlieend wollen wir noch bemerken, dass die Anwendung der aktiven
Modelle wie Snakes zur Modellierung von grobfehlerbehafteten Daten bereits von BORKOWSKI et al. (1997)
vorgeschlagen und an Hohenprofilen getestet wurde.

In der letzten Zeit wurde von SITHOLE und VOSSELMAN (2003) ein Rapport iiber Filtermethoden der Laserscanner-
Daten vertffentlicht. In diesem Rapport wurden acht existierende Filterverfahren an geeignet gewéhlten Da-
tensétzen getestet. Die Filter wurden unter unterschiedlichen Gesichtspunkten analysiert, Filterungsergebnisse
qualitativ verglichen. Es hat sich gezeigt, dass im komplizierten Gelinde immer noch mehr oder weniger Pro-
bleme auftreten.
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4 Snakes

Snakes als mathematisches Modell fiir deformierbare Kurven wurde zunéchst zur Anwendung in der digitalen
Bildverarbeitung konzipiert. Das universelle Prinzip dieses Modells, die Energieminimierung, stellt ein verall-
gemeinertes Optimalitétskriterium dar. Dadurch ist dieses Modell auch fiir andere Bereiche der Geodaten-
Modellierung attraktiv. Zur Oberflichenmodellierung, insbesondere im Rahmen von digitalen Gelindemodellen
oder topographischen Informationssystemen, sehen wir die folgenden Anwendungsmoglichkeiten der Snakestech-
nik:

e Modellierung von Hohenprofilen, insbesondere solcher mit Diskontinuitéiten. Hierzu vereinfacht sich das
klassische Snake-Modell auf eine Gleichung z = z(x) (BORKOWSKI et al., 1997; BORKOWSKI und MEIER,
1999).

e Modellierung von Raumkurven, insbesondere in 3D-Modellen, inklusive solcher mit Diskontinuitédten. Dazu
ist die Dimension des klassischen Modells zu erhshen, [z(s), y(s), z(s)], was zu einem erweiterten linearen
Gleichungssystem fithrt (TRINDER und L1, 1996; GRUN und L1, 1997a).

e Modellierung der topographischen Oberfliche mit einem verkniipften, geniigend dichten Netz von 1D-,
2D- oder 3D-Snakes (GULCH, 1996; Fua, 1996; FuUA et al., 2000).

4.1 Snakes - das Modell fiir deformierbare Kurven

Das Modell der deformierbaren Kurven wurde von KAss et al. (1987) fiir die Extraktion von unscharfen Linien-
objekten aus digitalen Bildern eingefiihrt. Der zu modellierenden Kurve wird eine Energie zugeteilt, welche fiir
die Gestaltung der Kurve sorgt. Anderseits verfiigt das Medium, in dem sich die Kurve befindet, iiber eine eigene
Energie (bzw. ein Potential), welche die innere Struktur dieses Mediums widerspiegelt. In einem Wechselspiel
zwischen den Energien versucht die deformierbare Kurve, eine optimale Position, in der sich die Energieanteile
ausgleichen, zu finden. Dieses aktive Kurvenmodell wir haufig als Snake bezeichnet.

Wir beginnen sogleich mit dem Modell fiir die Raumkurven, in Parameterdarstellung [z = z(s),y = y(s),z =
z(s)] mit dem Parameter (in der Regel die Bogenlinge) s. Es umfasst auch ebene Kurven [z = z(s),y = y(s)]
und Hohenprofile z = 2(s), wobei hier s = z, z = z(z); vgl. Abschnitt 6.1. Fiir jede, zweckmiBig auf s € [0, 1]
normierte Kurve, kann die optimale Snakes-Lage gefunden werden, indem man die (integrierte) Gesamtenergie
der Kurve minimiert:

I[z(s), y(s), 2(s)] = /O (Bint + Eext)ds — min. (4.1-1)

Die innere Energie F;,:, auch Gestalts- oder Formenergie genannt, beschreibt die geometrischen Eigenschaften
der zu modellierenden Kurve,

Einy i= Slal@ +y2 + 23) + B3, + y2, + 22,), (4.1-2)

N —

mit den Abkiirzungen: x, := dx/ds, ys = dy/ds, zs == dz/ds, vss = d*x/ds?, yss := d*y/ds?, zss = d*>2z/ds>.
Der erste Term der inneren Energie, der sogenannte Elastizitédtsterm, bewirkt die Léngen-, der zweite, der auch
Zshigkeitsterm oder Glattheitsterm genannt wird, die Kriimmungsénderung. Mit den Parametern o = a(s)
und 8 = B(s) werden die beiden Terme gegenseitig bewichtet. Durch das Variieren dieser Parameter lassen
sich Kurven mit gewiinschten geometrischen Eigenschaften erzeugen, insbesondere durch das Setzen 3 = 0 oder
a = [ = 0 konnen Unstetigkeitsstellen bzw. Knickpunke der Kurve nachgebildet werden.

Der zweite Term in (4.1-1), die externe Energie E.,;, macht die Schlange aktiv auf der Suche nach der Gleichge-
wichtslage. Diese Energie bewirkt die Verschiebung der Schlange solange, bis sich die Energieterme ausgleichen.
Die duflere Energie ist kontext-abhéingig. Sie wird durch Daten generiert und ist immer der konkreten Anwen-
dung angemessen zu definieren.

4.1.1 Losungsmdoglichkeiten der Energieminimierung

Die Energieminimierung kann zu mindestens auf den folgenden Wegen realisiert werden:

e Die einfachste Weise ist, die gesamte Energie an jeder einzelnen Stiitzstelle durch infinitisemale Verschie-
bung dieser Stiitzstelle zu minimieren. Die Ableitungen werden dabei explizit an jeder Stiitzstelle aus den
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Daten berechnet. Auf diese Weise arbeitet der sogenannte Greedy-Algorithums, vorgeschlagen von WIL-
LIAMS und SHAH (1990). BURGHARDT und MEIER (1997a); BURGHARDT (2001) haben Vor- und Nachteile
dieses Algorithmus benannt und Anwendungsbereiche aufgezeigt.

e Eine andere Moglichkeit, die Energieterme zu minimieren, bietet die dynamische Programmierung. Die
dynamische Programmierung ist ein stufenweiser Entscheidungsprozefl. Die optimale Entscheidung wird
in jedem Schritt aus der begrenzten Menge der zuldssigen Entscheidungen gew#hlt (AMINI et al., 1988,
1990; GRUN und L1, 1995; L1, 1997).

e Durch Losung des Variationsproblems (4.1-1) mit Hilfe der Variationsrechnung. Das ist das klassische
Snakes-Konzept von Kass et al. (1987), das auf partielle Differentialgleichungen, die sogenannten Euler-
Gleichungen fiithrt, welche geeignet diskretisiert werden miissen. Im Abschnitt 4.1.2 wird auf diese Losung
niher eingegangen.

e Durch die sogenannte direkte Losung des Variationsproblems (4.1-1). Dazu ist eine geeignete funktionale
Darstellung der Kurve zu wéhlen, diese in die Energieterme einzusetzen und das Minimum der Funktion
zu finden. Auf diese Weise bekommt man die B-Snakes, wobei als Basisfunktionen die B-Splines eingesetzt
werden (MENET et al., 1990, 1991; TRINDER und L1, 1995; GRUN und L1, 1997a; LIANG et al., 1999;
BorKOWSKI und KELLER, 2002).

4.1.2 Variationsproblem und Euler-Gleichungen

Mit Hilfe der Variationsrechnung sind Funktionen x(s), y(s), z(s) zu finden, fiir welche die gesamte Energie E.s,
das Funktional (4.1-1) mit der Energiedefinition (4.1-2) minimal wird:

1 1
I[I(S)vy(s)vz(s)] = / Egesds = / Eges(xaIs;zss;yvysvyssazazsazssaS)ds — min. (41_3)
0 0
Mit festen Randbedingungen,
2(0) =2q, Y0)=vys, 2(0) =24, 2(1)=2z¢ y(1)=vye 2(1)=z2
ist die Stationaritédt von I bei der Variation der gesuchten Funktionen die notwendige Bedingung:
Iz + dx,y,2] =0, OIz,y+dy,z]=0 dl[x,y,z+0z] =0.

Die Losung der Variationen fithrt zu Differentialgleichungen 4. Ordnung, den Euler-Gleichungen (die Herleitung
kann z.B. bei BURGHARDT (2001) gefunden werden), die nach dem Einsetzen der inneren und der &ufleren
Energie die Form

8Eemt

op % + Bssss =0 (4.1-4)
OF

a;:ct — Yss + BYssss = 0 (4-1‘5)
aEez

ER b s + B2s5ss = 0 (4.1-6)

haben. Dabei wurde vorausgesetzt, dass die Steuerparameter entlang der Kurve konstant sind (o = const und
B = const).

4.1.3 Diskretisierung mit finiten Differenzen

Die Euler-Gleichungen werden nun mit finiten Differenzen diskretisiert. Mit Bezeichnungen wie in der Abbildung
4.1-1 und der Diskretisierung mit Vorwirtsdifferenzen bekommt man die nétigen Ableitungen an der Stelle ¢,

z.B. fiir die x-Koordinate,
Arziog — (A1 + Ay + Az

Tssi = A A, (4.1—7)
Ti_ o (A71 + 3A,2)l‘i,1 3(A71 + Al)l‘Z (Al + 3A2)£Ci+1 Tit2
$888,0 — - — . 4.1-
Tosssi = X7 AA, | ALA Ad, A (4.1-8)

Dabei sind A; := s;41 — s; die Stiitzstellenabstéinde. Diese Ableitungen sind nun in die Eulerschen Gleichungen
einzusetzen und nach Umformen entsteht das lineare Gleichungssystem

Cxi_o +br;_1 + ax; + driy1 +exipa + E;;ct =0. (4.1—9)
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\j

Abbildung 4.1-1: Irregulire Verteilung der Stiitzstellen.

Von gleicher Struktur sind auch die Gleichungen fiir y(s) und z(s), in Matrizenschreibweise

Ax + ES"' =0, (4.1-10)
-t,
Ay +E;" =0, (4.1-11)
Az +ES =0, (4.1-12)
mit der pentadiagonalen Matrix
[a d e 0 0 O !
b a d e 0 O
¢c b a d e O
A=1|0 ¢ b a d e (4.1-13)
0 0 ¢c b a d
0 0 0 ¢c b a
und den Abkiirzungen
1
=— 4.1-14
¢ 55 (11-14)
1 A1+ 3A 5
b:=— — 4.1-1
ALY A A, D (4.1-15)
A+ A
= TAA (a +30), (4.1-16)
1 A1 + 349
di=——a— ————= 4.1-17
AT AR (4.1-17)
1
= —0. 4.1-18
¢im 3P (1.1-18)

Diese strenge Vorgehensweise wurde bisher nicht praktiziert. Stattdessen nimmt man an, dass die Stiitzstellen
dquidistant entlang der Kurve verteilt sind (A; = const). Ist das nicht der Fall, unterscheiden sich insbesonde-
re die Lingen der benachbarten Kurvenabschnitte stark voneinander, so kann man immer die urspriinglichen
Stiitzstellen mittels Interpolation quasi dquidistant verdichten. In BORKOWSKI und MEIER (2001) wurde fest-
gestellt, dass diese Vorgehensweise in manchen Féllen notwendig sein kann, damit man eine akzeptable Losung
bekommt. Solche Probleme treten natiirlich nicht auf, wenn die Daten im Rasterformat vorliegen. Das letztere
betrifft offensichtlich Kurven im R2.

Eine andere Strategie wurde in BURGHARDT und MEIER (1997a), vgl. auch BURGHARDT (2001), entwickelt:
Man arbeitet zwar mit den urspriinglichen, nicht dquidistanten Vektordaten, die direkt in die lineare Glei-
chungen (4.1-10) und (4.1-11) eingehen, die externe Energie rechnet man aber aus den dicht und #quidistant
interpolierten Daten. Diese Vorgehensweise stellt eine Kompromisslésung dar.

Setzt man die dquidistante Abtastung der Kurve voraus, so kann man A; = 1 setzen, und damit vereinfachen
sich die entsprechenden Ausdriicke von (4.1-14) bis (4.1-18) zu

a=2a+ 60, b=d=—-a—44, c=e=pf. (4.1-19)

Die Bandmatrix A ist nun symmetrisch, allerdings nicht positiv definit. Deshalb muss geeignet regularisiet
und das lineare Gleichungssystem (4.1-10) bis (4.1-12) iterativ gelost werden. Die einzelnen Gleichungen dieses
Systems beziiglich x, y, z sind voneinander unabhéngig und kénnen daher getrennt gelost werden. Die Matrix
A ist in jedem Fall die gleiche.



28 Kapitel 4. Snakes

4.2 Snakes mit lokaler Steuerung

Will man die lokalen Eigenschaften, insbesondere die Knickstellen der Kurve an diskreten Punkten P; model-
lieren, so muss auch die innere Energie lokal an diesen Punkten abgeschwicht werden, was durch Variieren
der Steuerparameter «(s) und ((s) geschieht. In KAss et al. (1987) wird die gesamte Energie bereits vor der
Variation diskretisiert,

n
Eges = Z Eint (Z) + Ee:ct ('L); (4-2-1)
i=1
womit auch die Steuerparameter diskretisiert sind. Dann wird zu den diskreten Euler-Gleichungen iibergegangen:

;i (Vi —vic1) — aip1 (Vigr — Vi) + Bic1(Viez — 2viog + vi)+
aEea:t

St (i) = 0. (4.2:2)

= 2Bi(Vie1 = 2vi + Vig1) + Biv1(Vi — 2Vig1 + Vig2) +
Dabei haben wir x(s), y(s) und z(s) in dem Vektor v = [z(s) y(s) z(s)]" zusammengefasst. Nach Umformen
bekommt man das lineare Gleichungssystem (4.1-10) bis (4.1-12) mit der Matrix A, strukturiert wie in der
Gleichung (4.1-13), mit

¢:=Bi1, (4.2-3)
b= —a; = 2(Bi-1 + Bi), (4.2-4)
a:=a; + i1 + Bi-1 +46i + Biv1, (4.2-5)
d:=—aiy1 = 2(Bi + Bit1), (4.2-6)
e = Bir1. (4.2-7)

Die kontinuierlichen Euler-Gleichungen lassen sich auch herleiten, wenn man die Variabilitét der Steuerparame-
ter zuldsst (BORKOWSKI und MEIER, 1999). Mit o = a(s) und § = ((s) erweitern sich die Euler-Gleichungen
(4.1-4) um drei zusétzliche Terme zu

aEea:t
ov

Nach der Diskretisierung dieser Gleichung mit Riickwértsdifferenzen ergeben sich die Koeffizienten der Matrix
A zu

— Vg4 + 6vssss — Qg Vg + ﬂssvss + 265‘7555 = 0 (42‘8)

c:=20;_1— Bi, (4.2-9
b:=—ai—1 —50i-1+ Bit1,

a:= a1 +a; +4(Bic1 + Bi) — 2Bi11,
d:=—a; — fBi—1 — 46; + Bit1),

e = ;.

Die Koeffizienten-Matrix A ist in den beiden Fillen eine nicht symmetrische pentadiagonale Matrix. Sind «
und (8 konstant, so geht jeweils A in die symmetrische Matrix mit den Koeffizienten von (4.1-19) iiber.

4.3 Snakes mit Nebenbedingungen

Fiir manche Aufgaben ist es sinnvoll, der Forderung, die gesamte Energie zu minimieren, eine zusétzliche
Nebenbedingung G(v) = 0 hinzuzufiigen, der die gesuchte Funktion geniigen soll. Man hat beispielsweise eine
dreidimensionale Linie mit Snakes zu modellieren, gleichzeitig soll aber die Schlange auf einer vorgegebenen
Oberflache liegen. In diesem Falle ist das Variationsproblem mit Nebenbedingungen zu lésen. Die wichtigste
Methode zur Behandlung solcher Probleme ist die Lagrangesche Mulitplikatorenmethode. Man bildet zunéichst
die Grundfunktion,

F=Fgs+ )G, (4.3-1)

dann ergeben sich die gesuchten Funktionen und die Parameterfunktion A = A(¢) aus den Eulerschen Differen-
tialgleichungen (BRONSTEIN und SEMENDJAJEW, 1962):

OE, e, 0G  d [0\
ov Jr)\(s)gig ( Ovs ) =0

(4.3-2)
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Die Losung der Eulerschen Gleichungen mit der zusétzlichen zu bestimmenden Parameterfunktion A ist mit
weiteren Schwierigkeiten verbunden. Verzichtet man jedoch auf die strenge Erfiillung der Nebenbedingung, so
kann man die Losung der Aufgabe mit weniger Aufwand erzielen. Da die Messdaten fehlerbehaftet sind, erwarten
wir, dass die Abstidnde zwischen der Oberfliche z, und der Schlange z minimal werden,

1
§||z — 2,||? — min, (4.3-3)
dann ist (z — z,)zs = G(z) = 0. Die Differentialgleichung fiir z erweitert sich um den zusétzlichen Term
AMN0G/0z) = Azs zu
6Eext
AzZs — QZgs + BZssss + 9 0, (4.3-4)

und die Gleichungen fiir die z- und y-Koordinaten bleiben unverédndert. A ist nun ein zusétzlicher Steuerpara-
meter.

Eine Alternative zur Lagrange-Methode ist, die Nebenbedingung (4.3-3) in die externe Energie zu integrieren.
Der neue Energieterm entsteht als lineare Kombination aus der herkommlichen Energie und einer solchen aus
der Nebenbedingung, wobei wiederum ein zusétzlicher Steuerparameter auftritt. Dabei ist von Vorteil, dass das
bisherige Gleichungssystem und der Algorithmus erhalten bleiben. Allerdings ist hier nur die Erfiillung einer
zusétzlichen Restriktion im Sinne von (4.3-3) mdoglich.

4.4 Iterationsmoglichkeiten

Nach der Diskretisierung der Euler-Gleichungen, z.B. mit finiten Differenzen, entsteht das lineare Gleichungs-
system
Av+E,=0 (4.4-1)

mit der nicht positiv definiten Koeffizientenmatrix A. Um diese diskrete Gleichgewichtsbedingung zu l6sen,
platzieren wir die Schlange in einem viskosen Medium und lassen sie sich bewegen. Es ist somit die Bewegungs-
gleichung

W+ Av(t)+E, =0 (4.4-2)

mit dem Viskositétsparameter v zu 16sen. Diskretisiert man diese Gleichung mit Riickwértsdifferenzen, so be-
kommt man:
y(ve—vim1) +Avy = —Ey |, ;. (4.4-3)

Nach Umformen bekommt man das semilineare Gleichungssystem
vi= (A+9D) " (v — Eof,_)), (4.4-4)

welches iterativ aufgelost wird. v ist ein zusétzlicher Auflssungsparameter (meistens gleich Eins gewiihlt). Glei-
chung (4.4-4) stellt den klassischen Ansatz von KAss et al. (1987) vor, orientiert auf die Anwendungen in der
digitalen Bildverarbeitung.

BURGHARDT und MEIER (1997a) haben die folgende Modifikation eingefiihrt:
vi=vo+ (A+ ’YI)*1 [V(thl —vg) — EV|t—1} , (4.4-5)

vgl. auch (BURGHARDT und MEIER, 1997b; BURGHARDT, 2001). Dieser Ansatz wurde speziell fiir die Losung
der bei der kartographischen Generalisierung im Kartenbild entstehenden Konflikte entwickelt. Um solche Kon-
flikte zu beseitigen, gleichzeitig aber die urspriingliche Gestalt des Linienobjekts moglichst wenig zu dndern,
wird immer die aktuelle Snakes-Lage v; auf die urspriingliche vy bezogen. Mit Snakes werden also nicht die
aktuellen Koordinaten, sondern die Korrekturen zu den Anfangskoordinaten modelliert.

Dieser Gedankengang kann fortgesetzt werden, indem man fordert, dass die Koordinatenkorrekturen sich nicht
auf die urspriinglichen, sondern auf die Lage der Schlange im vorhergehenden Schritt beziehen. Man bekommt
dann die Iterationsvorschrift (BORKOWSKI et al., 1997):

vi=vi1—(A+D)7'Ey|, ;. (4.4-6)

Die Wahl des Iterationsverfahrens ist immer mit der konkreten Anwendung verbunden, denn die Definition der
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externen Energie ist datenabhéingig. Obwohl die Formeln (4.4-4), (4.4-5) und (4.4-6) unterschiedliche Vorgehens-
weisen zur iterativen Losung des Variationsproblems darstellen, liefern sie praktisch vergleichbare Ergebnisse.
Anders jedoch ist dar Umgang mit den Formeln. Um eine unscharfe Kontur aus einem digitalen Bild zu extra-
hieren wird, im einfachsten Fall, die &uflere Energie proportional zu den Grauwertstufen gewahlt. Die Existenz
eines Grauwertgradienten entlang der Kontur erlaubt, die Gleichung (4.4-4 ), d.h die innere zur #ufleren Energie,
im Gleichgewicht zu halten. Ist das nicht der Fall oder der Gradient ist klein genug, so lduft die Schlange an
den Koordinatenursprung heran (Kollaps).

Die externe Energie, das Verdringungspotential in der Gleichung (4.4-5), resultiert aus den Lagekonflikten im
Kartenbild. Das Ziel ist, diese Konflikte zu minimieren. Das bedeutet, dass die externe Energie verschwinden
soll: Ey|,_; — 0. Ist die externe Energie nicht mehr vorhanden, so kehrt die Schlange zur Ursprungslage zuriick
und es entstehen wiederum Konflikte. Ohne ein geeignetes Abbruchkriterium, das dem minimalen Wert der
externen Energie entspricht, wiirde der Iterationsprozess nicht enden.

Die Iterationssvorschrift (4.4-6) wurde bei der Modellierung von Hohenprofilen aus Laserscanner-Daten ange-
wendet (BORKOWSKI et al., 1997; BORKOWSKI und MEIER, 1999). Die externe Energie wurde dabei propor-
tional zu den Differenzen zwischen der momentanen Schlangenlage und den Messdaten gew#hlt. Hier braucht
man auch ein Abbruchskriterium, denn sonst wiirde die approximierende Schlange nach unendlich vielen Itera-
tionsschritten an die Messpunkte laufen. Der Iterationsprozess kann beispielsweise abgebrochen werden, wenn
die verbliebenen Residuen die Messfehler nicht {iberschreiten.

4.5 Snakes-Varianten

Durch das zugrunde liegende universelle Prinzip und ihre Effizienz hat die Snakes-Technik gute Dienste in vielen
Bereichen der Geodatenbearbeitung geleistet, insbesondere bei der Objektextraktion aus digitalen Bildern. In
der umfangreichen Snakes-Literatur konnen viele Beispiele gefunden werden, welche diese Aussage bestétigen.
Gleichzeitig sind auch gewisse Probleme, die mit der Anwendung der Snakes-Technik verbunden sind, identifiziert
worden:

1. Langsame Konvergenz des Iterationsprozesses,
2. Schwierigkeiten mit der Abstimmung der Steuerparameter, insbesondere in der lokalen Umgebung,
3. Schwierigkeiten mit der Identifizierung der optimalen Lage der Schlange in einer verrauschten Umgebung.

Zur Losung der genannten Probleme wurden mehrere Ansétze und Snakes-Varianten vorgeschlagen. In der Wei-
terentwicklung der Modelle kénnen drei Richtungen skizziert werden:

e Konvergenzbeschleunigung. Als Abhilfe wurde hier der Greedy-Algorithmus (WILLIAMS und SHAH, 1990)
und die Dynamische Programmierung (AMINI et al., 1990) vorgeschlagen. Eine bessere Konvergenz kann
man auch durch geeignete Wahl der Startschlage erreichen. Ein entsprechender Algorithmus wird in NEU-
ENSCHWANDER et al. (1994) und YUEN et al. (1998) angegeben. Die Konvergenz des Interationsprozesses
wird durch die riesigen Datenmengen beeintriachtigt. Um das zu lésende lineare Gleichungssystem zu re-
duzieren, wurden unterschiedlichen Parametrisierungen benutzt. Zu dieser Gruppe gehéren: FEM-Snakes,
B-Snakes, LSB-Snakes und TAFUS-Algorithmus. Die Konvergenzeigenschften des Iterationsprozesses wur-
den durch LEYMARIE und LEVINE (1993) und BORKOWSKI et al. (1999) untersucht.

o Entwicklung der objektorientierten Modelle. Dabei wird eine verbesserte Identifikation von Objekten einer
gewissen Klasse erreicht. Ferner werden dadurch die Probleme vermindert, die unter 2. und 3. genannt
sind. Dazu gehoren: Ribbon Snakes, Twin Snakes, T-Snakes.

e Lokale Kontrolle der Objekteigenschaften. Darunter versteht man die optimale Anpassung der Schlange
an jedem Teilstiick, insbesondere Nachbildung der Knickstellen. Das letztere geschieht entweder durch das
Variieren der Steurparameter o und 8 (KAsS et al., 1987; BORKOWSKI und MEIER, 1999) oder durch das
Modifizieren der externen Energie (XU et al., 1994; XU und PRINCE, 1998a,b; CHAN und VESE, 2001;
PARK et al., 2001).

Die Snakes-Modelle kénnen nach unterschiedlichen Gesichtspunkten betrachtet werden. Eine umfangreiche Dar-
stellung der Probleme bei der Geodaten-Verarbeitung mit Hilfe der Snakes-Ap-proximation ist bei MEIER

(2000a) angegeben. In dieser Arbeit kann man auch die Erklidrung der auf Snakes bezogenen Begriffe finden.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die topographische Anwendung der Snakes-Approximation. Aus der Sicht
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Abbildung 4.5-1: Zusammenstellung der Snakes-Varianten

der Gelindemodellierung stehen Modelle und Ansiitze im Vordergrund, welche die lokale Kontrolle der Objekt-
eigenschaften ermoglichen. Ferner ist die Moglichkeit, Diskontinui-tdten nachzubilden, von grofier Bedeutung.
Da die Daten nicht immer dicht vorliegen und ferner Liicken beinhalten kénnen, sollen moéglicherweise Modelle
vorgezogen werden, die eine Zwischeninterpolation zulassen und damit die Datenverdichtung ermoglichen. Die
Interpolationseigenschaft besitzen Modelle, welche mit einer parametrisierten Darstellung der Kurve arbeiten
(B-Snakes, LSB-Snakes, FEM-Snakes).

Nachfolgend geben wir eine kurze Ubersicht der existierenden Snakes-Varianten. In der Abbildung 4.5-1 sind
diverse Snakes-Modelle zusammengestellt. Detaillierte Informationen kann der interessierte Leser in der jeweils
angegebenen Literaturquelle finden. In der Arbeit von LIANG et al. (1999) ist eine, in einem einheitlichen
Finite-Elemente-Konzept verallgemeinerte Darstellung der Snakes-Modelle gegeben. Zu bemerken ist, dass sich
bis jetzt kein Modell eindeutig durchgesetzt hat. Alle Varianten haben ihre Vor- und Nachteile.

B-Snakes (B-Spline Snakes) entstehen durch die Parametrisierung der verformbaren Kurve mit B-Splines und
direkter Losung des Variationsproblems (vgl. Abschnitt 4.1.1). Die optimale Schlangenlage wird in diesem
Modell durch Parameter des Splines beschrieben. Vorteile sind dabei die Interpolationsméglichkeit, was
Verdiinnung der urspriinglichen Daten ermoglicht, und damit bessere Konvergenz. Ferner kénnen iiber
Knotengrade Knicke modelliert werden (MENET et al., 1990, 1991; TRINDER und L1, 1995, 1996; L1,
1997; WANG et al., 1999; BRIGGER et al., 2000).

LSB-Snakes (Least Squares B-Spline Snakes) stellen ein fortgeschrittene Modell der B-Snakes dar. Sie zeichnen
sich vor allem dadurch aus, dass die Parameter der B-Splines nach der Methode der kleinsten Quadrate
geschétzt werden. Dariiber hinaus lasst dieses Modell die Genauigkeitsanalyse und die Beriicksichtigung
der geometrischen und photogrammetrischen Vorinformationen zu (GRUN und L1, 1996, 1997a,b; L1, 1997;
Fua et al., 2000).

Ribbon Snakes (Bandschlangen) wurden fiir die Modellierung von Linienobjekten mit konstanter Breite w,
wie z.B. Strafilen entwickelt. Bandschlangen werden durch drei Komponenten {z(s), y(s),w(s)} beschrie-
ben. Aus dem Breitenterm w(s) resultiert der zusiitzliche Term der inneren Energie, welcher dafiir sorgt,
dass die Objektbreite sich im Zuge der Optimierung moglichst minimal dndert (Fua, 1996; MAYER et al.,
1997, 1998).
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Twin Snakes (twins; Schlangenpaare) stellen das Alternativimodell zu den Bandschlangen dar. Linienobjekte
mit nicht notwendig konstanter Breite werden (beidseitig) durch Paare von Schlangen begrenzt. Im Ge-
gensatz zu Ribbon Snakes wird hier die Entfernung zwischen den Schlangenpaaren in die externe Energie
integriert (GUNN und NIXON, 1997; KERSCHNER, 1998).

FEM-Snakes (Finite Element Method Snakes) entstehen durch Losung des Variationsproblems nach der Me-
thode der finiten Elemente. Die Motivation fiir die Entwicklung dieses Modells war dieselbe wie im Fall der
B-Snakes: Die Schlange interpolationsfihig zu machen, Datenmengen zu reduzieren und folglich den Itera-
tionsprozess zu beschleunigen (COHEN und COHEN, 1990, 1993; COHEN, 1991; BORKOWSKI und KELLER,
2002).

Ziplock Snakes (reiffverschlussartige Snakes). Fiir die Extraktion der Objekte aus digitalen Bildern mit der
Snake-Technik wird eine gute objektnahe Startposition der Schlange benétigt. Ist das nicht der Fall, so
kann es dazu kommen, dass die Schlange das zu identifizierende Objekt iiberlduft und an einem anderen
lokalen Minimum haltmacht. Um diesem Problem abzuhelfen, wurden die Ziplock Snakes konzipiert. Man
braucht in diesem Konzept nur wenige Punkte am Anfang und Ende des Objektes vorzugeben. Dann wird
die Linie, von diesen Punkten an fortschreitend, an das Objekt optimal angepasst. Diese Vorgehensweise
dhnelt dem Verhalten des Reifiverschlusses, daher der Name (NEUENSCHWANDER et al., 1995, 1997).

TAFUS (Tangent Angle Function Snakes) entstehen, wenn man die Tangentenwinkeldarstellung der Kurve
benutzt. Dann geht die Kurvenrichtung ¢(s) und die Richtungsinderung d¢/ds in die innere Energie
ein. Aus dem Variationsproblem resultiert nur eine Euler-Gleichung von 2. Ordnung. Man hat somit
ein reduziertes Gleichungssystem mit einer tridiagonalen, deutlich besser konditionierten Matrix als die
peantadiagonale Systemmatrix zu 16sen (BORKOWSKI et al., 1999; BORKOWSKI und MEIER, 2001).

T-Snakes (Topologically adaptable Snakes). Durch Verwendung eines speziellen Gitters wird die Snakesrepa-
rametrisierung wihrend des Iterationsprozesses und folglich eine bessere topologische Snakes-Anpassung
unabhiingig von der Startschlange erreicht (MCINERNEY und TERZOPOULOS, 1995).

Fuzzy Snakes Mit Hilfe der Fuzzy-Logik wird unsichere Vorinformation in das Snakes-Konzept integriert.
Die Autoren (HOWING et al., 1997, 2000) versprechen eine Reduktion des Rechenaufwandes und bessere
Segmentierung.

Fourier Snakes benutzen die Snakesparametrisierung mit Fourier-Reihen. Durch die spektrale Zerlegung wird
eine bessere Konvergenz erreicht (STAIB und DUNCAN, 1992).

4.6 Filtereigenschaften von Snakes

Die Eigenschaften von Snakes kénnen auch aus der Sicht der Filtertheorie betrachtet werden. Diese Betrach-
tung kann Hinweise fiir die Wahl der Steuerparametern o und 3 geben. Die Analyse der Filterungseigenschaften
von Snakes, insbesondere in Hinsicht auf Modellierung von Diskontinuitéten in Hohenprofilen ist mit Hilfe der
Deltafunktionen von MEIER (2000b) gegeben. In (BORKOWSKI und KELLER, 2002) ist die Filtervorschrift von
Snakes mit Pseudodifferentialoperatoren dargestellt.

Die Filterung kann formal als Bedingungsgleichung, in der das gefilterte Signal z, kombiniert mit einem linearen
Operator L, mit dem Ausgangssignal h iibereinstimmen soll, angeschrieben werden:

Lz=h. (4.6-1)

Der Operator L beschreibt die Filtereigenschaften und ist unabhéingig von der Zeit. Aus der breiten Palette von
L schrinken wir uns ferner auf die Klasse der invarianten Pseudodifferentialoperatoren ein, welche durch

Lu = F Ha(w)F{u}} (4.6-2)
definiert sind. F und F~! stehen fiir die Fouriertransformation bzw. die inverse Fouriertransformation; w be-
zeichnet die Kreisfrequenz. Damit ergibt sich das gefilterte Signal zu

z=L"'h= f*l{ﬁf{h}}. (4.6-3)

Daraus ist ersichtlich, dass die Filtereigenschaften durch das sogenannte Symbol a(w) ausgedriickt sind. Der
Filtervorgang kann auch in folgender dquivalenter Form aufgefasst werden:
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G(o), B

oo™

Abbildung 4.6-1: Stationiire Durchlasscharakteristik Abbildung 4.6-2: Instationdre Durchlasscharakteristik
von Snakes mit dem eingetragenen Verlauf von £,

von Snakes mit a = const, 3 = const.
a = const

F{h} = a(w)F{z}. (4.6-4)

Daran ist erkennbar, dass das mit a(w) modifizierte Spektrum des gefilterten Signals mit dem Spektrum des
urspriinglichen Signals iibereinstimmen soll. Der Kehrwert von a(w) entspricht der aus der Filtertheorie bekann-
ten Durchlasscharakteristik G(jw), welche die Fouriertransformierte der Gewichtsfunktion der linearen Filter-
vorschrift ist.

Die Korrespondenz zwischen der linearen Filterung und der Snakes-Technik ist offenbar, wenn man die zum
Variationsproblem dquivalente Euler-Gleichungen betrachtet. Um das Problem anschaulicher zu machen, be-
trachten wir es am Beispiel eines Hohenprofils. Die externe Energie definieren wir als proportional zu den
Quadraten der Abstidnde zwischen den Messwerten h und den Snakeshohen z:

aEea:t

_ 1 2 .
E..t = 2(h z)%, 9 z — h. (4.6-5)

Mit dieser Definition hat die Euler-Gleichung, z.B. (4.1-4) die Form

2 — Qzgs + Bzssss = h. (4.6-6)
Nun ersetzt man den Differentialoperator d/ds durch jw, 3> = —1, und bekommt die gleichwertige Pseudodiffe-
rentialgleichung
(1 —a(w)? + pOw)?) - F{z} = F{n}, (4.6-7)
oder die korrespondierende Snakes-Filtervorschrift
z=F HGWw) - F{h}}. (4.6-8)
Der Ausdruck 1
Gw)=———— 4.6-9
(w) T T ow? 1 Gt (4.6-9)

entspricht der Durchlasscharakteristik der linearen Ubertragung von Snakes. Dies ist ein phasentreues Tief-
passfilter (sog. Butterworth-Filter) mit dem dominierenden Einfluss des Parameters 3. Das Ergebnis der Sna-
kesapproximation ist also immer ein geglattetes Signal.

In der praktischen Ausfithrung werden die FEuler-Gleichungen diskretisiert und das gefilterte Signal bekommt
man als Losung des linearen Gleichungssystems, vgl. z.B. (4.1-10). Jede Zeile der inversen regularisierten Sy-
stemmatrix kann als Satz von Filterkoeffizienten {g;} =: g betrachtet werden, welcher mittels Faltung die
Messwerte h in die Snakes-Koordinaten iibertréigt. Die Fouriertransformierte der Filterkoeffizienten ist gerade
die Durchlasscharakteristik (4.6-9). Jede Zeile der Systemmatrix ist gleich, somit sind auch die Filtereigenschaf-
ten in jedem Datenpunkt gleich. Sie dndern sich entlang des Hohenprofils (der Kurve) nicht. Dieses ist in der
Abbildung 4.6-1 veranschaulicht.
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Abbildung 4.6-3: Phasenverschiebung.

Auch fiir Snakes mit lokaler Steuerung, d.h. mit variablen Koeffizienten a(s) und (3(s) lésst sich die Filtervor-
schrift in der Form von (4.6-8) auffassen. Die entsprechende Durchlasscharakteristik héngt nicht nur von den
Steuerparametern, sondern auch von deren Ableitungen ab:

1
1 + a(s)w? + B(s)wt — a/(s)jw — 3" (s)w? — 203/ (s)gw3

G(w) (4.6-10)
Es ist ersichtlich, dass fiir konstante o und § die Gleichung (4.6-10) in die Gleichung (4.6-9) iibergeht und der
Snakes-Filter wird zu einem Tiefpassfilter. Sobald man diese Parameter variieren liasst, wird das Tiefpassfilter
mit einem Hochpass kombiniert und es entsteht ein Tiefpassfilter mit Restauration. Dann sind auch die Anteile
mit jw in (4.6-10) verschieden von Null und die Durchlasscharakteristik ist nicht mehr reellwertig, sondern
komplexwertig.

Sollen nun gewisse Stellen im Signal besonders behandelt, z.B. Knickstellen erhalten oder mog-lichst wenig
geglittet werden, so sollen an diesen Stellen auch hohere Frequenzen durchgelassen werden. Dem Tiefpassfilter
muss ein Hochpassfilter nachgeschaltet werden; die Filterung wird ortsabhéingig. In der Abbildung 4.6-2 ist
die Abfolge von Durchlasscharakteristiken fiir ein Signal mit zwei Knickstellen gezeigt. Gezeichnet sind die
Betragwerte |G(w)| = /S32%(G) + R2(G). Dadurch wird es ersichtlich, wie einzelne (spektrale) Signalanteile
geglittet bzw. verstirkt werden. Da aber der Imaginirteil & verschieden von Null ist, kommt es zu einer
Phasenverschiebung
3(6)

R(G)
zwischen dem gefilterten und dem ungefilterten Signal. Die Phasenverschiebung fiir die im Bild 4.6-2 veran-
schaulichte Filterabfolge ist in der Abbildung 4.6-3 dargestellt. Man sieht, dass fiir den stationir gefilterten
Signalabschnitt keine Phasenverschiebung (¢ = 0) auftritt, wiihrend in einer Umgebung der Stelle, wo sich
die Durchlasscharakteristik dndert, auch ¢ variiert. Das letztere betrifft die benachbarten Stiitzstellen; an der
Knickstelle selbst tritt keine Phasenverschiebung auf. Das ist auch aus der Durchlasscharakteristik ersichtlich:
Wenn f3(s) ein Minimum erreicht, verschwindet der Imaginéranteil und die Durchlasscharakteristik wird re-
ellwertig sowie gerade. Ferner ist zu sehen, dass besonders hohe Frequenzanteile des Signalspektrums von der
Phasenverschiebung betroffen sind und die Verschiebung antisymmetrisch zur Knickstelle ist.

¢(w) = arctan

(4.6-11)

Als Folge der Phasenverschiebung konnen unerwiinschte Defekte im gefilterten Signal wie sekundére Knickstellen
auftreten. Diese Defekte konnen bei der numerischen Realisierung vermindert werden. Wiahrend im stationéren
Fall g immer gerade ist, sind einzelne Zeilen der Systemmatrix in der Knickstellenumgebung ungerade, je mehr
desto grofler ist die Phasenverschiebung. Man sollte diesen Effekt moglichst klein halten, ferner die Approxima-
tion iterativ in kleinen Schritten durchfiihren.
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5 Flakes

5.1 Variationsproblem und Losungsmoglichkeiten

Snakes sind hinreichend glatte Kurvenstiicke, denen Energie zugeordnet wird. Durch Analogie kann man sich
hinreichend glatte, energiegeladene Flichenstiicke vorstellen. Solche Gebilde wurden in der Arbeit von BOR-
KOWSKI et al. (1997) als Flakes bezeichnet. Um die Oberfléiche aus (diskreten) Hohenwerten auf dem ebenen
Bereich B C R? zu modellieren, ist in diesem Konzept die gesamte Energie aller Flichenstiicke, das Funktional
I zu minimieren:

I(z(x,y)) = //B Eges (23 20, Ty Zawy 2oy, Zyy)dxdy — min. (5.1-1)

Die gesamte Energie setzt sich wiederum aus der inneren Energie Ej,;, welche die geometrischen Eigenschaften
der Approximationsoberfliche beinhaltet und der externen Energie F.,:, welche die Deviation zwischen den zu
approximierenden Daten und der Oberfliche widerspiegelt, zusammen:

Eges = Eint + Eezt- (51—2)

Die externe Energie ist datenabhéingig zu definieren, die innere Energie soll Neigungs- und Kriimmungsterme
beinhalten. Letztere kann als gewichtete Summe der Neigung und der Steifigkeit der Oberfliche aufgefasst
werden, was sich als Quadratsumme der Norm des Gradienten und der Norm der em Hesse-Matrix realisieren
lasst:
Qo 2 B o 2 2

Eint = 5 (z2+2) + ) (22, +222,+2,). (5.1-3)
Der erste Term dieses Ausdruckes wird als membrane bezeichnet, der zweite als thin plate (TERZOPOULOS, 1986).
Wiéhrend der membrane-Term den Fldcheninhalt der Oberfliche beeinflusst, gestaltet der thin-plate-Term die
Kriimmung dieser Oberfléche.

Eine Funktion z(z,y), welche die Minimalaufgabe (5.1-1) erfiillt, kann auf zwei Wegen gesucht werden:

e Mit Hilfe der Variationsrechnung kann die fiir die Erfiillung des Variationsproblems notwendige Bedin-
gung, die Eulergleichung, formuliert werden. Diese Gleichung muss dann geeignet diskretisiert werden.
Dazu steht die Methode der finiten Differenzen oder die Kollokationsmethode zu Verfiigung (GROSSMANN
und Roos, 1992). Das Differenzenverfahren basiert in der Regel auf einem regelméfligen Gitter. Die glei-
che Regularitdt miissen auch die Daten aufweisen. Der Vorteil liegt bei diesem Verfahren darin, dass die
Koeffizientenmatrix des dabei entstehenden Gleichungssystems schwach besetzt ist. Beim Kollokations-
verfahren konnen die Daten absolut irregulédre Struktur aufweisen; dafiir ist die Koeffizientenmatrix des
Gleichungssystems voll besetzt.

e Statt iiber die Euler-Gleichungen kann auch das urspriingliche Variationsproblem direkt mit dem soge-
nannten Ritz- Verfahren gelost werden. Das Ritz-Verfahren ist eine Ndherungsmethode zur Lésung von
Variationsproblemen. In diesem Verfahren versucht man, die unbekannte Losung als eine lineare Kombi-
nation von bekannten, beliebig skalierten Ansatzfunktionen darzustellen. Als Unbekannte treten dabei die
Skalierungskoeflizienten auf.

5.2 Euler-Gleichungen

Der ebene Bereich B, auf dem das Funktional (5.1-1) definiert ist, sei begrenzt mit einer zumindest stiickweise
glatten Kurve L. Das Verschwinden der ersten Variation des Funktionals I(z(x,vy)),

0Iz(x,y) + 0z(z,y)] =0,

mit einer geeigneten Randbedingung entlang L fiihrt zu der Euler-Gleichung 4. Ordnung (BRONSTEIN und
SEMENDJAJEW, 1962)

0 0 0? 0? 0?
E,—-—FE, ——FE, +-—F, —F, —FE. =0. 5.2-1
ox = Oy + Ox2 7" + Oxdy ~*Y + oy2 "w ( )
Diese Gleichung stellt die notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Extremallosung des urspriinglichen Va-

riationsproblems dar.



36 Kapitel 5. Flakes

Nun sind die entsprechenden Ausdriicke fiir die Ableitungen zu finden. Diese sind, fiir z = z(z,y) und die
innere Energie nach (5.1-3), im Anhang A angegeben. Nach dem Einsetzen dieser Ableitungen in (5.2-1) und
Umformen bekommt man bei konstanten Steuerparametern o und ( die Differentialgleichung 4. Ordnung

aE‘eatt

02 & (222 + 2yy) + B (2222 + 2250y + Zyyyy) = 0. (5.2-2)

Will man die Kriimmung und Neigung der zu modellierenden Oberfliche lokal gestalten, so muss die lokale
Steuerung zugelassen werden. Fiir die variablen o = a(z,y) und 8 = ((z,y) hat die Eulersche Gleichung die
Struktur

OF
6—Zm -« (Z:vz + Zyy) + ﬂ (Za:a:a:a: + 221?!1?! + Zyyyy) -

—  (apze + ayzy) + (Bra2es + 2BayZay + Byy2yy) + (5.2-3)
+  2[Bs (2zz + Zayy) + By (2yyy + 2ayz)] = 0.

Natiirlich geht (5.2-3) in (5.2-2) iiber, wenn die Steuerparameter konstant sind. Die Eulerschen Differentialglei-
chungen miissen nun diskretisiert werden.

5.2.1 Diskretisierung mit finiten Differenzen

Die Ableitungen in den Euler-Gleichungen werden nun durch finite Ausdriicke ersetzt. Wéhrend im eindimen-
sionalen Fall (Snakes) sich solche Ausdriicke auch fiir unregelméiflige Daten problemlos ermitteln lassen, ist es im
zweidimensionalen Fall (Flakes) ohne eine Regularisierung der Daten praktisch unmoglich. Es gibt zwar Ansiitze
fiir irregulére Daten (HEINRICH, 1987), wie kurvenlineare Vermaschung, sie sind aber mit einem zusétzlichen,
oft erheblichen Aufwand verbunden. In der Praxis dominieren regelmiiflige Strukturen der sogenannten Sterne,
wie Drei-, Vier- oder Fiinfecke. Nachfolgend beschrénken wir uns auf den Fall der Daten auf einem regulédren
Rechteck- oder Quadratgitter (vgl. Abbildung 5.2-1).

Mit der Indizierung der Gitterpunkte wie in der Abbildung (5.2-1) bekommen wir die Approximationsausdriicke
fiir die notigen Ableitungen:

1
Z:v:v|i7j == F(zﬂrl,j - 221',]' + Zifl,j)v (52_4)
1
Zyyli; = xz (Fig+1 — 2205 + Zig-1), (5.2-5)
Y
1
Zowwal ; = F(ziJrQ,j —dzip1j+ 625 — 4z + zio2j), (5.2-6)
1
Zyyyyliy = wa (Figre = 42ige1 + 62 —4zijo1 + 2ij-2), (5.2-7)
Y
1

Zzyzy|” = m(zifl]ﬁ& — 2% j42 + 2ig2,j42 — 22i_2;+
Ty
4Zi,j — QZZ'JFQJ —+ Zi727j72 — 222,] — 2 + Zi+27j71)~ (52—8)

Im Weiteren setzen wir voraus, dass A, = A, = 1 gilt. Nun kénnen die finiten Ausdriicke fiir die Ableitungen
in (5.2-2) eingesetzt werden und man bekommt nach Umformen die Euler-Gleichung in diskreter Form

OFE 1
ajt —(a+4B)zijn + (da+1250)zi; — (a+4B)zij-1 — (a + 40)2it1,—
3 3 3 3
—(a+4B8)zi-1,; + Zﬁzi,jw + Zﬁzi,j—Q + Zﬁzi+2,j + Zﬁzi—2,j+
1 1 1 1
gﬁzi—2,j+2 + gﬁzi+2,j+2 + gﬁzi—Q,j—2 + gﬁzi+2,j—2 =0 (5.2-9)
oder
aEez
Wt —dzi—g jt2 + CZijr2 + dziyo jro + bzij41 + czi—oj + bzim1,5 + azij+

+ bZiJrLj + cziq2,5 + bZiJ;l + dZi,QJ;Q +czi 52+ dZZ'JrQ’j,Q =0, (52—10)
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Abbildung 5.2-1: Rechteckiges Gitter fiir die Diskretisierung mit finiten Differenzen.

wobei die Abkiirzungen

2
a:=4o+ —56,
2
3
C = Zﬂ,

b:= 7(a+46)a

d

(5.2-11)

= %5 (5.2-12)

eingefiihrt wurden. Fiir einen Punkt P(4,5) konnen die Koeffizienten in Matrixschreibweise zusammengefasst

werden:

d 0
0 0
c b
0 0
d 0

c
b
a
b

Cc

o o8 O O

0

O o0 O

d

(5.2-13)

Damit ist ersichtlich, dass in Koordinatenrichtungen alle Differenzen bis zur vierten Ordnung auftreten. Indes-
sen kommen in den Diagonalrichtungen nur die vierten Differenzen vor. Rechnet man ferner die Determinante
von (5.2-13) aus, so wird auch ersichtlich, dass die Koeffizientenmatrix nicht positiv definit ist.

Die Gleichung (5.2-10) ist fiir jeden Datenpunkt aufzustellen. Es entsteht somit ein lineares Gleichungssystem

Az =Db.

Liegen die zu modellierenden Daten auf einem Quadratgitter

Z1,1 21,2
22,1 22,2
23,1 23,2
Zn,1  Zn,2

s

21,3

22,3

233

Zn,3

vor, so haben die Vektoren in der Gleichung (5.2-14) die Struktur:

z = {21,1 Z1,m 22,1

b=— {EZ|1,1 EZ|1,m EZ|2,1

22,m

EZ|2,m

(5.2-14)
Z1,m
Z22.m
Z3,m
Zn,m

T
Zn1 znym} , (5.2-15)
T
Bl Ez|n,m} : (5.2-16)



38 Kapitel 5. Flakes

Tabelle 5.2-1: Koeffizienten der Euler-Gleichungen mit variablen Steuerparametern.

1—2 i—1 i 1+1 1+ 2
it2| d 16, c+26, L5, d
J+1 0 —u b=y — FBy + Byy u 3By
j ¢ b330t fer atastayt6(Betfy)- b-aw—Fhotfe ct+26:

—2(Brz + Byy)
j—11 0 u b— 28, + Byy —u —308y
j—2 d 0 c 0 d
mit E, = %. Die symmetrische Matrix A hat die folgende Bandstruktur, wobei in der ersten Zeile die

Spaltennumerierung hinzugefiigt wurde:

- N o — - NN M
ot s £ o=
(@ b ¢ 0 0 0 ... b 0 0 d 0 ¢ 0 dO0 0 0 ... i
b ab c 00 0 b 0 0 0 ... d c 0d 00 0 ...
cbabc 0 0 ..b 0 0 0 ... .d 0 ¢ 0doO0 0 0
0O ¢cbabe 0 0 0 ... b 0 0 0 d 0 c 0d 0 0
0 0 ¢c b a b c 0O 0 b 0 0 0 d 0 ¢c 0 d 0

Fiir die variablen Steuerparameter o und 3 sind die Koeffizienten der Euler-Gleichung (5.2-3) in der Tabelle
5.2-1 angegeben. In der ersten Zeile und Spalte ist die Indizierung der Koeffizienten hinzugefiigt worden. Die
Parameter a, b, ¢ und d in dieser Tabelle sind durch (5.2-11) und (5.2-12) definiert und es ist

1
U= 5(6xy - 6&3 - 6@/)

Die Diskretisierung der Eulerschen Gleichungen mit finiten Differenzen ist von groflem Vorteil aus numerischer
Sicht, weil die Matrix A des linearen Gleichungssystem (5.2-14) eine Bandmatrix ist. Da die Daten auf einem
reguldren Gitter vorliegen miissen, ist die praktische Anwendung dieses Algorithmus begrenzt.

5.2.2 Ansatzverfahren

Anstatt die Euler-Gleichungen direkt mit finiten Differenzen zu diskretisieren, kann man versuchen, die unbe-
kannte Losung dieser Gleichungen durch eine Funktion ¢ zu ersetzen, welche als eine Linearkombination von n
bekannten, linear unabhéngigen Ansatzfunktionen ¢; und unbekannten Koeffizienten ¢; dargestellt wird:

Oz, y) = 3 civilw,y) (5.2-17)

Diese Funktion wird in die Euler-Gleichung eingesetzt und aus dem Gleichungssystem
m
> el'(p)(xj,y;) =0, j=12,....m (5.2-18)
i=1

fiir m Punkte werden die unbekannten Koeffizienten ¢; bestimmt. I’ steht hier als Aquivalent fiir das Variations-
problem (5.1-1), welches durch die Ansatzfunktionen exakt in den Datenpunkten, die auch als Kollokationsstellen
bezeichnet werden, zu erfiillen ist. Die Forderung (5.2-18) dieser Kollokationsmethode bedeutet, dass Fehler an
den Kollokationsstellen, der sogenannte Defekt, verschwindet. Man kann auch fordern, dass der Defekt moglichst
minimal wird. Die Koeffizienten ¢; werden dann nach kleinsten Quadraten geschéitzt.

Der Vorteil des vorgestellten Verfahren liegt darin, dass die Daten in der Ebene beliebig verteilt sein kénnen. Der
Preis dafiir ist eine volle Besetzung des linearen Gleichungssystems. Dariiber hinaus muss die Ansatzfunktion
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einen hohen Grad von Regularitit aufweisen. Aus diesem Grunde werden wir im Weiteren auf die Einzelheiten
dieser Methode nicht eingehen, stattdessen wenden wir uns dem Ritz-Verfahren, das auch ein Ansatzverfahren
ist und gewisse Ahnlichkeiten mit der Kollokationsmethode aufweist, zu. Es hat aber den Vorteil, dass schon
Ansatzfunktionen mit niedrigerem Regularititsgrad ausreichend sind.

5.3 Direkte Losung des Variationsproblems

Anstatt die Ableitungen bis 4. Ordnung in den Euler-Gleichungen zu approximieren, versuchen wir nun, das
Variantionsproblem (5.1-1), wo Ableitungen bis 2. Ordnung auftreten, direkt zu l6sen, indem wir fiir die gesuchte
Losung des Problems den Ansatz (5.2-17) machen. Da nicht alle Funktionen als Ansatzfunktionen zugelassen
werden, sonder solche der Bauart (5.2-17), wird das Funktional nicht auf dem gesamten Definitionsbereich D,
sonder in einem Unterraum D,, C D, definiert durch

D, := span{p1,v2, ..., on}, (5.3-1)

minimiert. Deshalb kann nach diesem Verfahren nicht die strenge, sondern eine approximative Losung des Va-
riationsproblems gefunden werden.

Mit z(x,y) = ¢(z,y) definieren wir nun die duflere Energie Eeyt := Eezt(¢) und die innere Energie
1
Bui =5 [[ 1o (624 63) + 5 (82, + 262, + 6,)] dedy. (5.3-2)
R2

Die gesamte Energie
Eges = Eint + Fegt — HDlin (5.3-3)

n

soll zum Minimum gebracht, oder das Variationsproblem

Lo eye + @] +
R2
+ﬁ |:¢32LJL (I) Y, C) + 2¢32Ly (Ia Y, C) + ¢32;y (x7 Y, C)} } dxdy + Eeg;t (I, Y, C) — mgn (53—4)

gelost werden, wobei in dem Vektor ¢ = [c1, ¢a, ..., ¢,] T die unbekannten Koeffizienten zusammengefasst sind.
Nun setzen wir die Funktion (5.2-17) in (5.3-4) ein und erhalten

5// o <Z Ci%‘,x) + (Z CisDi,y) + 6 <Z Cz‘%‘,m)
o i=1 =1 i=1

n 2
+ <Z cigaiyyy> dxdy + Eezt(z,y,¢) — min, (5.3-5)
i=1

2

. 2
+ 2 <Z Cz‘%‘,xy> +
i=1

1 n n n n
5// «Q Z CiCiPizxPja + Z CiCiPiyPiy| + B Z CiCjPizaPjan + 2 Z CiCjPi,ayPjayt

R2 4,j=1 4,j=1 4,J=1 4,j=1

+ Z CiCnPiyyPiyy | ¢ d2dy + Eegt(z,y,c) — min, (5.3-6)
ig=1

und nach Umformen bekommen wir das zu (5.3-3) dquivalente Variationsproblem

1 n
3 > Cicj// {alpicpsa + Ciyeiy] + B0iaaPian + 20iayPiay + PiyyPiyylt drdy+
RQ

1,j=1

+ Eept(x,y,¢) — min. (5.3-7)
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Aus der notwendigen Bedingung fiir die Existenz eines Extremums

6E‘ges

o = 0 (5.3-8)

ergibt sich

n
Z Cz// {afpiziz + CiyPiy] + BQizaPjee + 20iayPizy + PiyyPiyyl} dedy+
i=1 g,

+ aEjesnt (Za Y, C)

9e; =0. (5.3-9)

Nun fithren wir die folgenden Abkiirzungen fiir die Integrale

Qij i= //w,xw,xdﬂcdy, (5.3-10)

R2

bij == //w,y%,ydxdy, (5.3-11)

R2

Cij ‘= //Spi,mm@j,xxdxdya (5.3—12)
R2

dij = //‘Pi,yy@j,yydxdya (5.3-13)
R2

€ij = //w,xysoj,xyda?dy (5.3-14)
R2
ein und bekommen die notwendige Bedingung in der Form des linearen Gleichungssystems

8Ee:ct (x, Y, C)

cilaaij +bij) + B(eij + 2dij + ei5)] + e
7

1

—0. (5.3-15)

n

7

Der wichtigste Schritt ist nun die Wahl der geeigneten Ansatzfunktion . Durch diese Funktion werden die
numerischen und die Approximationseigenschaften der Methode bestimmt. Wiinschenswert ist eine Funktion,
welche die folgenden Eigenschaften verbiirgern wiirde:

e Sie sei zumindest zweimal differenzierbar,
e sie habe einen beschrinkten Triger, was auf ein schwach besetztes Gleichungssystem fiihrt,
e sie lasse moglichst beliebige Datenstrukturen zu,

e sie habe eine solche Gestalt, dass sich die Integrale (5.3-10) bis (5.3-14) méglichst analytisch auswerten
lassen.

Ferner muss die externe Energie zweckméfig definiert werden.

5.3.1 Linearer Finite-Elemente-Ansatz fiir regulire Daten

Zunéchst versuchen wir die Koeffizienten a;;, b;j, ..., e;; fiir die regelméBig im R? verteilten Daten auszurechnen,
die auf einem reguléren Gitter vorliegen. Fiir solche Daten liegt es nahe, eine Funktion ¢;(z,y) in der Form des
Tensorprodukts

vi(z,y) = pi(@)pi(y), (5.3-16)

als Ansatzfunktion fiir die Gleichung (5.2-17) zu wihlen. Als Basisfunktion fiir ¢;(z) und ¢;(y) wéhlen wir die
lineare Funktion mit beschranktem Trager

Lls—(-1A) | (-DA<s<iA

0 , sonst
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Abbildung 5.3-1: Lineare Basisfunktionen und ihre Ableitungen.

womit dieser Ansatz ein Finite-Elemente-Ansatz ist. Diese Basisfunktion und ihre Ableitungen

% , (1—1A<s<iA
vils) = —% , iIA<s<(i+1)A (5.3-18)
0, sonst
und
P(s) = £ 18(s — (i — )A) —28(s — i) +8(s — (i + 1)A)] (5.3-19)

wobei 0(.) die Deltadistribution ist, sind in der Abbildung 5.3-1 veranschaulicht. Die zweidimensionale Ansatz-
funktion (5.3-16) ist in der Abbildung 5.3-2 gezeigt. Die benotigten Ableitungen von g;(z,y) ergeben sich zu

@w=@%%2=¢um@x ww=@%3@=wwwhm
e = 0D gty owi= 2 s, (5320)

L 8(,02(.%,3;) Y /
Py = Tc‘)y = ¢'(2)¢'(y)-

Nun kénnen die Integrale (5.3-10) bis (5.3-14) ausgewertet werden. Einzelheiten zur Integration kénnen im
Anhang C gefunden werden; hier geben wir die Endresultate an:

3 . i=kj=1
aij = A_y -2 | Ji-k=1j=1 (5.3-21)
Tl b s limk=Lli =1
0 , sonst,
% , i=kj=1
A, —% ,jth*Uzl
—5 .+ li—kl=1]j-1=1
0 , sonst,
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€ij =

O OI= WIN = W WI0

O O W W W00 =

, i=kyj=1
ci=kilj -l =1
, =kl =2
s li—kl=1Lj=I
s li—k=1L -1 =1
, li—k =101 =2
, sonst,
, i=k;j=1
, i=kilj—ll=1
, ik =15=1
, li—k =101 =1
, li—kl=25=1
, li—kl=2—1=1
, sonst,
4 , i=kj=1
, i=kli-ll=1
, li—kl=1Lj=I
1, li—kl=L4Ll7-1=1
0 , sonst.

Abbildung 5.3-2: Zweidimensionale Basisfunktion fiir Finite-Elemente-Flakes.

(5.3-23)

(5.3-24)

(5.3-25)

Um die Aufgabe ein wenig zu vereinfachen, setzen wir wieder voraus, dass die Daten auf einem Quadratgitter
vorliegen: A, = A, =: 1. Da die Ansatzfunktion ¢(z, z) die lineare Funktion mit dem beschrinkten Tréger ist,
konnen wir ferner die diskreten Werte z; der gesuchten Losung z(x,y) als die Koeffizienten der Ansatzfunktion
benutzen. Dann sind die entsprechenden Koeffizienten zu summieren:

aij + bij =

o O O O O

O Ol wWEOIE O

und auf gleiche Weise

O Wi Wk Wi O

o SR xR o= O

o O O O O

o O O O O

Cij -+ 2d2] -+ eij =

0 0 00 0
1 1 1
-5 3 —g 0 0
2 4 2 —
-5 3 53 0]=10
1 1 1
-5 35 5 U 0
0 0 00 0
1 2 1
O 5 3 & 0
12 _1m 21
6 3 3 3 6
2 17 17 2
3 —3 16 -5 3
102 _1mwozo1
6 3 3 3 6
1 2 1
0 5 35 & 0

O Wk wkwE O

O Wik wlo Wi O

O W Wk W O

(5.3-26)

o O O O O

(5.3-27)

Die Resultate von (5.3-26) und (5.3-27) sind nun mit den Parametern o und (3 entsprechend zu multiplizieren
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und dann zu summieren. Das Ergebnis der Summation bezeichnen wir mit B und fithren noch die Matrix

Zi—2,j4+2  Ri—1,j4+2 i j+2  Zi+1,542 Zi42,5+2
Zi—2,34+1  Ri—1,54+1 RZig+1  Zi+l,541  Zi42,5+1

Z = Z2i—2,5 Zi—1,j Zi,j Zi+1,5 Zi42,5 (53-28)
Z2i—2,5—-1 Ri—1,j—1 Zij—1 ZRitlj—1 Zi42,5-1

Z2i—2,j—2 Zi—1,j-2 Zi,j—2 Zi+l,j—2 Zi4+2,j-2
ein. Dann bilden wir das Hadamardsche Produkt
BxZ:= (aij . bij)- (53-29)

Die Summe der Elemente der gewonnenen Matrix ergibt die zu der Eulergleichung (5.2-10) dquivalente lineare
Bedingungsgleichung

ezi—1j+2 T CZijr2 +€ziyijre +ezicz i1 +dzio1 i + bzi 41 + dzigr i +ezipz it
+ CZi—2,5 + bzi,Lj + az;, j + bZiJrLj + CZi42,5 + €Z;—245-1 + dzi,17j71 + bzi’j71+
aEea:t

+dzit1,j-1 + €zitoj—1 t€zim1,j-2 + ¢z j_2 + €zit1,j-2 + 9. 0 (5.3-30)
7
mit den Koeflizienten

8 1

a:=ga+ 164, b:= 75(04 +170), (5.3-31)
2 1

c:= =p, d:=—-(a—20), (5.3-32)
3 3
1

e = 66' (5.3-33)

Um die beiden Verfahren zu vergleichen, fassen wir wieder die Koeffizienten im Punkt P(7, j) in die Matrix

0 e c e O
e d b d e
¢c b a b c (5.3-34)
e d b d e
0 e c e O

zusammen. Aus dem Vergleich der Matrizen (5.2-13) und (5.3-34) ist ersichtlich, dass man mit linearen fini-
ten Elementen eine bessere Approximation der Ableitungen bekommt als durch die Diskretisierung der Euler-
Gleichungen mit finiten Differenzen. Im letzteren Fall treten nur die ersten und die zweiten Differenzen in den
Koordinatenrichtungen und die zweiten Differenzen in den Hauptdiagonalenrichtungen auf. Uberwiegend wird
die Information entlang der Koordinatenrichtungen genutzt. Bei der Approximation der Ableitungen im Finite-
Elemente-Ansatz werden alle Differenzen aufler der zweiten in den Hauptdiagonalenrichtungen beriicksichtigt.
Ein weiterer Vorteil dieses Ansatzes stellen seine Interpolationseigenschaften dar. Im Gegensatz zu den Euler-
Gleichungen kénnen mit dem Finite-Elemente-Ansatz bei Bedarf die urspriinglichen Daten zwischeninterpoliert
werden.

Fiir die praktische Anwendung muss noch die duflere Energie zweckméfig definiert und ggf. ihre Ableitung
numerisch berechnet werden. Fordert man indessen, dass diese Energie proportional zu dem Datendefekt wird,

2
1 n
Ee;c =z i1 ) - ) s0”
¢ 2// lz;z iz, y) w} dxdy (5.3-35)
Rz -'T

So ist
n

aEjesnt
et = > [ [eitwyes wdady - [ [wpite, sy, (5336)
R2 R2

i=1
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Abbildung 5.3-3: Struktur der schwach besetzten
Systemmatrix.

3 3
Abbildung 5.3-4: Zweidimensionale Gaufische Basisfunktion

Das zweite Integral in diesem Ausdruck ist gleich den Daten- bzw. Messwerten wy, das erste Integral ergibt sich
(vgl. Anhang C) zu

2 i=kj=1

s, i=kli-1=1
[ et mrertemisdy = 2.8, 3L -k =115=1 (5.3-37)
R? = o, li—kl=1j-1=1

0 , sonst.

Mit diesen Ergebnissen nimmt die lineare Bedingungsgleichung die Form

ezi—1,j+2 + CZij2 + €ziy1j42 + €zi—2 j+1 + dzi1,j41 + bz j41 + dzigr,j41 + €ziqo j11+
+czi—g,j +bzim1j +azij +bziy1,j + c2ivo +ezi—zjo1 + dzic1jo1 + bz 1t

+ dzi+1,j71 +eziyoj-1tezi—1j-2+cz -2+ e€zi41,j-2 = Wk (53—38)

an und gilt fiir alle Datenwerte wy; k = 1,2, ..., n. Die Koeffizienten a, ..., e sind durch die Gleichungen (5.3-31)
bis (5.3-33) definiert, wobei die folgenden Koeffizienten zu korrigieren sind:

G:=a+4/9 bi=b+1/9 d:=d+1/36. (5.3-39)

Das lineare Gleichungssystem (5.3-30) bzw. (5.3-38) lisst sich natiirlich auch in Matrizenschreibweise darstellen.
Die Systemmatrix ist dabei eine schwach besetzte Bandmatrix mit d&hnlicher Struktur wie A in Abschnitt 5.2.1,
was ein grofler Vorteil aus numerischer Sicht ist. Leider ist die Anwendung dieser Losung auf reguldre bzw.
regularisierte Daten begrenzt. Die schwach besetzte (Band-)Struktur von A ist in Abbildung 5.3-3 visualisiert.

5.3.2 Quasi-Finite-Elemente Ansatz fiir irregulire Daten

In diesem Abschnitt wollen wir das Ansatzverfahren auf irreguldr in R? verteilte Datenstiitzstellen erweitern.
Wahrend fiir reguldre Daten unterschiedliche Ansatzfunktionen, insbesondere Splines in Tensorproduktform,
eingesetzt werden konnen, ist die Wahl der Ansatzfunktionen fiir irregulére Daten eher begrenzt. Eine nahelie-
gende Ansatzfunktion, welche die im Abschnitt 5.3 formulierten Anforderungen recht gut erfiillt, ist die Funktion
vom Gauf-Typ:
(@2’ + (=)’
207
pi(z,y) =e i : (5.3-40)

Diese Funktion hat im Punkt P; den Wert eins und nimmt dann mit wachsender Entfernung von diesem Punkt
ab (vgl. Abbildung 5.3-4). Die Schnelligkeit des Abklingens wird durch den frei wihlbaren Parameter o; ge-
steuert. Die signifikanten Werte der Funktion konzentrieren sich um den Punkt P; herum. Fiir Punkte, die weit
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genug vom Punkt P; entfernt sind, liegen die Werte der Ansatzfunktion nahe Null und kénnen als unbedeutend
betrachtet werden. Daher bezeichnen wir diesen Ansatz als Quasi-Finite-Elemente-Ansatz.

Mit der Ansatzfuktion (5.3-40) sind die Integrale (5.3-10) bis (5.3-14) auszuwerten. Dazu bendtigen wir die
ersten Ableitungen

1 [(x—a;)
Voi(r,y) = —— ei(z,y) (5.3-41)
01'2 (y —vi)
und die zweiten Ableitungen
1 T — x; 1 |(x—x;
Vpi(z,y) = ——=V ( ) vi(z,y) — = ( ) Vei(z,y)
i (Y — i i (v —yi)

(z — @) (x —2:)(y — vi)
(x —2:)(y — vi) (y — yi)2

} pi(r,y). (5.3-42)

1 1
F{IF

V steht hier fiir den Nablaoperator und I fiir die Einheitsmatrix. Die Ausfithrung der Integration, die im Anhang
D skizziert ist, ergibt die Koeffizienten:

2m b2+ —alca +¢y) | [0707 b, (bs

Gij = 7 &XP 2a0?0§ a + s (; — X — Ij) + x|, (5.3-43)
2 b2 + b; —a(cz +¢y) 0?0]2- by (b,

bij = o exp QGUZ_QUJQ_ a + o (; —Yi — yj) + Yy |, (5.3-44)

o b2 + b2 —alcy +¢,)
Cij = 20_2 exp - y2a0_20_2x ! [m4z - 2(331 + xj)m3$+
i0j i0j
+ (27 + x? + Az — a)mog — 2(x; @] + 207 — be)mig + xfac? + 0120]2» —¢z], (5.3-45)
s b2 402 — alce + ¢y)
dij 10202 exp z 92(10—20—2 [m4y — Q(yi + yj)m3y+
1] (2]
+(W7 + 2+ dyayy — a)may — 2(yiys + Yy — by)may + y7y; + oro; —¢y]  (5.3-46)
und
21 b2 + 02 — alcy + ¢y)
eij = 27 exp | yQMiQUJg [mazmay — mazmiy(yi +y;) — mizmay (x; + ;) +

+ yiy; (maw — mae (v + 35)] + iz [may — may(yi + ;)] +
Fmaemay(zi +25)(yi +y5) + zivgyiys] . (5.3-47)

In diesen Ausdriicken wurden die folgenden Abkiirzungen verwendet:

_ 2 2
a—ai—i—aj

_ 2 2 2 2
bnyiijrijz‘ bz—0i$j+0jﬂ?i
_ 2.2 2,2 _ 2.2 2.2
Cy =0;Y; +05Y; Cx = 0; T +0;T;
be b
Miy = — mly =2 (53—48)
a a
2 2 2.2
m =m? + 79 me =m? + S%m
2(z,y) = "1(z,y) a 3(zy) = Mi(z,y) a 1(z,y)
252 ocdot

_ 4 t79 .2 1)
My(x,y) *ml(x,y)+6 a ml(x,y)+3 a2 .

Die Momente ms, ms und m4 sind sowohl fiir die x- als auch fiir die y-Koordinate zu bestimmen.
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Die externe Energie definieren wir erneut proportional zum Datendefekt,

Beat = 12 [ (2, y) — wi]? (5.3-49)

l\:)

iiber alle Datenpunkte Py; k =1,2,...,n. Mit dem Ansatz (5.2-17) ist dann

e:vt %Z ZZ 6]901 :cl,yz Pj (z]7yj 2201901(331,?%)71)19 +wi

k=1 [t=1y =1
und . .
OFE
o = ZZ@% Ty Y )5 (T Yi) Z (k, yr)w (5.3-50)
J i=1 k=1 k=1

Die zu (5.3-15) dquivalente Bedingungsgleichung wird dann

Z C; az] + sz) + ﬁ(cz] + 2d’L] + ez] + Z 901 Tk, yk)(pj Tk, yk Z Ikv yk . (5-3‘51)
= k=1 k=1

Nun fithren wir noch die Matrizen

Aa’[j = (a(aij + b”) + 6(6@' + 26@' + dw)) (53—52)
und
L := (g;(zi, i) (5.3-53)
ein und schreiben die Bedingungsgleichungen in der Matrixnotation
(Aas+L'L)c=L"w. (5.3-54)
Die Auflésung dieses linearen Gleichungssystem ergibt die Skalierungsfaktoren ¢ = [¢y, ca, , ..., ¢,]T an den Da-

tenpunkten. Weitere Einzelheiten, insbesondere zur numerischen Seite dieses Ansatzes, kénnen bei BORKOWSKI
und KELLER (2003) gefunden werden.

5.4 Filtereigenschaften von Flakes

Die filtertheoretische Betrachtung von Snakes ldsst sich leicht auch auf den zweidimensionalen Fall erweitern.
Die Veranschaulichung ist aber nicht mehr so gut iiberschaubar. Analog wie bei Snakes kann man fordern,
dass das zweidimensionale deformierbare Modell z(x, y) moglichst gut die Messdaten h approximiert und man
muss die Euler-Gleichung (5.2-2) entsprechend umformen. Zu der Euler-Gleichung kann man die gleichwertige
Pseudodifferentialoperator-Gleichung oder die korrerspondierende Flakes-Filtervorschrift

2z = F HG(ws,wy) - F{h}} (5.4-1)

formulieren. F ist nun die zweidimensionale Fouriertransformation und die Durchlasscharakteristik G ist eine
Funktion zweier Variablen w, und w,. Im stationiren Fall (o = const, § = const) ist das Flakes-Filter ein
zweidimensionales Tiefpassfilter mit

1
14 a(w? +w?) + f(wi + 2w2w2 + wi)

G(wg,wy) = (5.4-2)

Man erkennt wieder den dominierenden Einfluss des vor dem Glattheitsterm im Flakesansatz stehenden Para-
meters (. Die phasentreue und rotationssymmetrische Durchlasscharakteristik (5.4-2) ist in der Abbildung 5.4-1
gezeigt. Bei Flakes mit konstanten Steuerparametern sind die Filtereigenschaften, somit die Durchlasscharakte-
ristik in jedem Datenpunkt gleich, also stationédr auf dem gesamten Definitionsbereich der Daten.

Wird die Variabilitéit von o = a(z,y) und 8 = B(x,y) zugelassen, so wird die Durchlasscharakteristik

Gwg,wy) =1/ {1 + ||cu||2 + ﬁ( + 2w w +w ) — Nagwy + aywy)
—(Boawi + 2Boywowy + Byywy) — 2[Ba (Wl + wewy) + By(wy + wyw2]}  (5.4-3)
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Abbildung 5.4-1: Stationdre Durchlasscharakteristik
von Flakes mit o = const, 3 = const
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Abbildung 5.4-2: Durchlasscharakteristik von Flakes
mit variablem 3, a = const

komplexwertig und ist daher allgemein nicht mehr phasentreu. Ahnlich wie im eindimensionalen Fall ist dieses
Flakes-Filter ein Tiefpassfilter mit Restauration: Ein Tiefpass-, das mit einem Hochpassfilter kombiniert wurde.
Ein Beispiel ist in der Abbildung 5.4-2 gezeigt. Dabei wurde lediglich die Variabilitdt von [ zugelassen. Das
Bild zeigt die Durchlasscharakteristik in einem zur Kante gehérenden Datenpunkt, wo 8 = fB(x,y) ein Mini-
mum erreicht; daher ist G(wg,w,) reellwertig und rotationssymmetrisch. In den benachbarten Datenpunkten
werden Ableitungen (3, bzw. 3, verschieden von Null und die Durchlasscharakteristik wird komplexwertig mit
einer Phasenverschiebung ungleich Null. Es kénnen #hnliche Defekte wie im eindimensionalen Fall auftreten.
In sonstigen, aulerhalb des Kantenbereiches liegenden Datenpunkten wird die Durchlasscharakteristik von dem
im Bild 5.4-1 dargestellten Typ. Die Filterung wird instationér bzw. ortsabhingig.
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6 Approximation von Profilen mit Snakes

6.1 Glatte Profile

Den experimentellen Teil dieser Abhandlung beginnen wir mit der eindimensionalen Approximation der Daten
durch die deformierbaren Modelle. Die Approximationseigenschaften dieser Modelle wollen wir an grobfeh-
lerbehafteten Hohenprofilen demonstrieren. Die Schlange soll natiirlich die Daten optimal approximieren und
gleichzeitig die Grobfehler beseitigen. Dazu ist die externe Energie geeignet zu definieren. In BORKOWSKI et al.
(1997) haben wir bereits einen einfachen Ansatz fiir die externe Energie,

r? wenn r<e,

N =

6.1-1
0 sonst ( )

Eept(r) « {
gemacht. Danach ist E.,: (quadratisch) proportional zu den Residuen r := z; — z;, wobei durch z,; die gegebenen
Messhohen und durch z; die momentanen ”Snakesh6hen” bezeichnet werden. Die Anziehungskraft wirkt nur in
einem begrenzten Bereich von z;. Der Schwellwert ¢ wird proportional zur Standartabweichung o,—priori des
Abtastfehlers im grobfehlerlosen Gelénde, etwa € := y04—priori, ¥ = 2 bis 3 gewédhlt. Der diskutierte Energie-
ansatz braucht eine gute N&herung fiir die Startschlange, was sich mittels Tiefpassfilterung realisieren lésst,
allerdings mit einem zusétzlichen Aufwand. Dariiber hinaus kénnen Schwierigkeiten bei der Approximation von
Daten mit clusterformigen Ausreiflern auftreten.

Die genannten Probleme lassen sich umgehen, wenn man die Struktur der Ausreifier beriicksichtigt. Geht man
davon aus, dass die grobfehlerbehafteten Daten hauptséchlich dber der zu modellierenden Oberfliche liegen, so
liegt es nahe, die duflere Energie folgendermaflen zu bestimmen:

1,2

—5r wenn 1 <0
E 2 ’ 6.1-2
eat () ox { %26*’”2/"2 wenn 1 > 0. ( )

Thre Ableitung ergibt sich unmittelbar zu

OF ,+ r wenn 1 <0,
= 6.1-3
0z { re=" /%" wenn > 0. ( )

Dieser Ansatz bedeutet, dass die Ableitung der externen Energie eine zum Abstand zwischen den Daten und
dem momentanen Snakesverlauf proportionale Anziehungskraft ist, welche dafiir sorgt, dass die Snakesfunktion
an die Daten gezogen wird. Fiir die positiven Residuen r wird diese Abstandsfunktion durch die Gauifunktion
geddmpft. Dadurch wirkt diese Kraft nur auf einem relativ kleinen Abstand und sperrt somit die Grobfehler
aus. Die Grofle der Sperre wird iiber den Parameter o2 unter Kontrolle gehalten. Die negativen Residuen werden
nicht geddmpft. Das (negative) Potential wird umso gréfler, je hoher die momentane Snakesfunktion iiber den
Daten liegt. Dadurch wird die Approximationsfunktion im Bereich von Punkten mit den niedrigsten Hohen
verankert. Die Wirkung E, := % der externen Energie ist in Abh#ngigkeit von den Residuen r in der

23

Abbildung 6.1-1 dargestellt. Das Maximum dieser Funktion liegt bei r,, = o//2.

Das deformierbare Modell wird an die Hohendaten iterativ nach der Vorschrift
2= (A+1) " (21 +Esy 1) (6.1-4)

angepasst, wobei A die Matrix (4.1-13) ist und E, in jedem Datenpunkt aufgrund der Ordinaten aus dem
(t — 1)ten Iterationsschritt ermittelt wird. Der Iterationsprozess endet, wenn das Gleichgewicht zwischen der
inneren und der dufleren Energie erreicht ist. Dann ist z; &~ z;_1.

Die Snakesapproximation demonstrieren wir an zwei Beispielen. Der in der Abbildung 6.1-2 veranschaulichte
Test 1 zeigt ein mit einem Laserscanner abgetastetes Hohenprofil mit einzelnen Reflektionen an der Vegetation,
wobei die Messdaten durch Punkte reprasentiert sind. Der Test 2 in der Abbildung 6.1-3 zeigt eine Stadtsilhou-
ette. Es ist ein Profilausschnitt aus dem Datensatz Stockholm mit grolen Gebdudekomplexen (vgl. Abbildung
7.3-1). Als Startschlange wurde in beiden Féllen eine iiber die Daten gelegte, etwa auf der Hohe des hochsten
Punktes liegende Gerade gewihlt. Die beiden Tests zeigen eine korrekte Approximation der Profile mit der
vollstéandigen Grobfehlerbeseitigung. Die unterschiedliche Steuerung in den Tests musste der Datenstruktur an-
gepasst werden. Wahrend im Test 1 die Schlange relativ ”weich” war, musste ihre Steifigkeit im Test 2 deutlich
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erhoht werden. Eine zu weiche Schlange wiirde das durch die Décher generierte Potential nicht {iberwinden
konnen und die Schlange wiirde an den Gebduden "héngen bleiben”. Auch die Wirkungsbreite der externen
Energie wurde deutlich kleiner ausgelegt, damit die kleinen Ausreifler (wahrscheinlich Reflexionen an Fahrzeu-
gen) vollstindig beseitigt werden. Bei der Laserabtastung treten gelegentlich und vereinzelt auch Punkte, die
unter der Oberflache liegen, auf. Solche Abtastfehler entstehen durch Mehrwegreflexionen. Die innere Steifigkeit
der Schlange erméglicht es, auch solche Fehler zu minimieren. Ein Beispiel dazu ist im Test 1 gegen das rechte
Ende des Profils zu finden.

Generell kann festgestellt werden, dass die Modellierung von glatten Profilen mit Snakes keine Schwierigkeiten
bereitet. Die Approximationseigenschaften konnen beliebig mit Hilfe der Parameter a und [ gestaltet werden. In
demselben Approximationsvorgang konnen auch Grobfehler beseitigt werden. Das letztere betrifft auch Fehler-
konstellationen, die mit anderen Verfahren schwierig bzw. mit zusétzlichem Aufwand beseitigt werden kénnen.
Das effiziente Mittel dazu ist die vorgeschlagene Formulierung (6.1-2) der externen Energie.

6.2 Profile mit Diskontinuitaten

Die Modellierung von Diskontinuitéten kann in den deformierbaren Modellen zumindest auf drei Wegen realisiert
werden:

1. Durch das Entziehen der inneren Energie an den zu modellierenden Knickstellen. Dies bedeutet, dass in
den diskreten Punkten P; a(z;) = (z;) = 0 zu setzen ist (point break).

2. Durch das Entziehen bzw. Herabsetzen des Kriimmungsterms (tangent break). Dies bedeutet, dass lediglich
die Variabilitéit des Parameters (3 zugelassen wird. a > 0 wird dabei durchweg konstant gehalten.

3. Durch das Kompensieren der inneren Energie mittels entsprechender Korrekturterme zur dufleren Energie.

Wihrend die ersten zwei Ansetze eine ortsabhiingige Steuerung und damit die ortsabhiingige Gestaltung der in-
neren Energie bedeuten, werden in dem letzten Ansatz die Steuerparameter konstant belassen. Ortsabhéingig ist
dabei die externe Energie. Denkbar sind auch Kombinationen der Ansétze, welche eine ortsabhéngige Gestaltung
sowohl der inneren als auch der dufleren Energie zulassen. Die Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Modellierung
von Diskontinuitéten ist ein hinreichendes Vorwissen iiber das Vorhandensein und die etwaige Lage derselben.

Der 3. Ansatz wurde von XU et al. (1994) vorgeschlagen und ist mit Erfahrung in der digitalen Bildverarbei-
tung begriindet. Anstatt die innere Energie an den Knickstellen herabzusetzen, was immer eine Modifikation
der Systemmatrix bedeutet, wird die Systemmatrix unveréndert gelassen (o = const, 3 = const) und die ex-
terne Energie wird durch entsprechende Korrekturterme verstirkt. Die Korrekturterme sind von der lokalen
Kriimmung ; in den Punkten P; abhéngig und nehmen bei konstantem « die Form

ki := B |x® (6.2-1)

an. Damit soll der Wélbungsterm der inneren Energie in dem Punkt P; kompensiert werden. Die lokale
Kriimmung kann numerisch verschiedenartig geschéitzt werden. Diesen Ansatz haben wir bereits in der Arbeit
(BorkOWSKI und MEIER, 1999) untersucht und konnten die positive Erfahrung aus der digitalen Bildverarbei-
tung bei der Profilmodellierung nicht bestétigen.

In der genannten Arbeit haben wir auch unterschiedliche Vorgehensweisen zur Modellierung von Knickstellen
durch das Herabsetzen des Woélbungsterms in der inneren Energie untersucht. Hierzu gibt es Kombinationen
aus zwei Losungsvarianten der Euler-Gleichungen mit variablen Steuerparametern: Die Systemmatrix A kann
entweder mit den Koeffizienten (4.2-3) bis (4.2-7) oder (4.2-9) bis (4.2-13) aufgebaut werden (vgl. Abschnitt
4.2). Das lineare Gleichungssystem kann nach der Iterationsvorschrift (4.4-4) oder (4.4-6) aufgelost werden. Um
den Wolbungsterm herabzusetzen, muss der Parameter 5 an den diskreten Stellen x; herabgesetzt werden:

Bla) = 8= 6o 3 bw — ), (6:2-2)

wobei 4(.) die Deltafunktion bezeichnet und 0 < §y < (. Da die Lage der Knicke in der Regel nur unscharf
bekannt ist, kann es sinnvoll sein, die Schlange in einer gewissen Umgebung der vermutlichen Lage z; zu
schwichen, z.B. mit dem Ansatz

Bla)=5—Fo Y e (oo, (6.2-3)
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wobei 2¢ die Breite des Schwankungsbereiches bedeutet. Damit kann auch eine Phasenverschiebung, die zu den
im Abschnitt 4.6 diskutierten Defekten fithren kann, minimiert werden.

Aus der gesamten Palette der durchgefithrten Tests haben wir sechs gewiihlt und in der Abbildung 6.2-1 ver-
anschaulicht. Sie représentieren unterschiedliche Signale in Form einer Boschungsfolge, einer Sprung- und einer
Dreieckfunktion. Die detaillierten Informationen zu den einzelnen Testbeispielen sind in der Tabelle 6.2-1 zu-
sammengestellt. Unter der Bezeichnung ”konventionell” sind die Euler-Gleichungen (4.2-2) zu verstehen, wenn
die gesamte Energie bereits vor der Variation diskretisiert wird. Die exakte Losung mit variablen Koeffizienten
(4.2-8) ist als "exakt” bezeichnet. Bei der Iteration ”klassisch” bzw. ”modifiziert” handelt sich um die Iterations-
vorschriften (4.4-4) bzw. (4.4-6) entsprechend. Im Gegensatz zur robusten Approximation, die wir an glatten
Profilen demonstriert haben, war hier die &uflere Energie immer eine symmetrische, zu den Residuenquadraten
proportionale Funktion:

1
Eewt(r) o §r2. (6.2-4)

Mit Kreisen sind in der Abbildung 6.2-1 fehlerbehaftete Messwerte gezeichnet, wobei vorausgesetzt wurde,
dass mogliche Grobfehler vorher, in einem getrennten Vorgang eliminiert worden sind. Die ausgezogenen Linien
reprasentieren die Snakesapproximation der Messdaten. Die punktierten Linien zeigen, in einer unterschiedli-
chen Skalierung, den ortsabhéngigen Verlauf des Parameters (3, wenn der Ansatz (6.2-3) benutzt wurde. Als
Startschlange wurden immer die stark tiefpassgefilterten urspriinglichen Daten verwendet. Test A und B re-
prisentieren den klassischen Ansatz von KAss et al. (1987), allerdings unterschiedlich realisiert. Die Ergebnisse
sind vergleichbar. Test C und D vertreten die exakte Losung des Variationsproblems mit variabler Steuerung
und einer stark asymmetrischen Systemmatrix. Anders war die Iterationsvorschrift und demzufolge auch die
Steuerung. Bei diesem Ansatz treten mehr oder weniger sichtbare Defekte in Form von kleinen Sekundérknicken
neben den Knicken auf. Diese Defekte sind umso grofler, je ”stérker” die Schlange ist. Sie lassen sich teilweise
im modifizierten Iterationsprozess reduzieren. Test E und F belegen, dass auch fiir extreme Signalformen die
Knicke modelliert werden kénnen.

In der Abbildung 6.2-2 zeigen wir ein Beispiel, an dem wir versucht haben, in einem Iterationsvorgang die
Ausreifler zu eliminieren, die Messfehler zu gliatten und die Knicke zu modellieren bzw. zu erhalten. Es wurde
der konventionelle Snakes-Algorithmus mit der Iterationsvorschrift (4.4-4) benutzt. Fiir die Beschreibung der
externen Energie wurde die bewertete Funktion (6.1-2) mit 02 = 5 verwendet. Als Startschlange wurde eine iiber
die Daten gelegte Gerade gewéhlt. Die Knicke wurden als point break modelliert, wobei sowohl fiir 3 als auch
fiir o der Ansatz (6.2-2) mit « = 8 = a9 = Sy = 1.5 benutzt wurde. Dies bedeutet, dass an den Knickstellen
die innere Energie vollstdndig beseitigt wurde. Die Messdaten wurden an diesen Stellen nicht mehr gegléttet.
Die Qualitéit dieser Approximation ist zufriedenstellend und entspricht unserer Erwartung.

Nun wollen wir unsere Erkenntnisse und Erfahrung zur Modellierung von Profilen mit Diskontinuitéten zusam-
menfassen:

e Mit dem deformierbaren Snakes-Modell ist eine Kantenmodellierung fast immer moglich, aber nicht immer
einfach. Die Vorgehensweise und die Qualitéit der Modellierung héngt stark von den Daten bzw. von der
Signalform ab: Art und Abstand benachbarter Kanten, Hangneigung, Signal-Rausch-Verhéltnis.

e Die Anforderungen, Messfehler zu glitten und die Kanten zu erhalten, stehen im Widerspruch. Fiir die
Gliattung muss die Schlange geniigend angespannt werden (grofies ), fiir die Kantenmodellierung hingegen
soll die Schlange (lokal) geniigend ”weich” sein. Generell: Je stidrker man glitten will, umso schwieriger
sind Kanten zu modellieren.

Tabelle 6.2-1: Ausfiihrungsvarianten und Steuerparameter zu den Tests der Abbildung 6.2-1

Test Euler-Gl. Iteration « I}
A konventionell klassisch 0.1 (6.2-2), B=pp =1
B konventionell modifiziert 10 (6.2-3), Bo = 100, ¢ =
C exakt klassisch 0.1 (6.2-3), Bo =2, =25
D exakt modifiziert 10 (6.2-3), Bp =10, =1
E konventionell modifiziert 1 (6.2-2), B = 5o =20
F konventionell modifiziert 10 (6.2-2), B = [ = 100
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Test A TestB
60 60

TestC TestD
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Abbildung 6.2-1: Snakes-Approximation einer Boschungsfolge, einer Sprung- und einer Dreieckfunktion mit Nachbil-
dung der Diskontinuitédten. Einzelheiten in der Tabelle 6.2-1 sowie im Text
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Abbildung 6.2-2: Robuste Snakes-Approximation mit Erhaltung von Diskontinuitdten

Am einfachsten lassen sich Knicke als point break modellieren. Will man indessen auch im Kantenbereich
Messfehler gliatten, so muss a > 0 sein. Dann ist eine geeignete Kombination der Parameter o und g,
insbesondere ihr gegenseitiges Verhéltnis zu finden, was nur interaktiv geschehen kann und einer gewis-
sen Erfahrung bedarf. Mogliche Defekte lassen sich weitgehend reduzieren, wenn man die modifizierte
Iterationsvorschrift verwendet. Dieses Verfahren braucht ein geeignetes Abbruchkriterium, sonst lauft die
Schlange nach unendlich vielen Iterationen an die Messdaten heran.

Jeder Datensatz soll individuell betrachtet (modelliert) werden. In den meisten Féllen wird jedoch der
klassische Snakes-Algorithmus, kombiniert mit der externen Energie (6.1-2) und dem Ansatz (6.2-2) bzw.
(6.2-3) fiir 3, ggf. auch fiir a, ein effizientes Mittel fiir die robuste Profilapproximation mit Knicken
sein. Die exakte Losung der Euler-Gleichungen mit variabler Steuerung, obwohl theoretisch korrekt, ist
in der praktischen Anwendung schwieriger handhabbar. Die Ursachen sind im Abschnitt 4.6 diskutiert.
Die konventionelle Iterationsvorschrift hat im Vergleich zur modifizierten den Vorteil, dass man hier kein
Abbruchkriterium und in der Regel weniger Iterationen braucht. Die modifizierte Iterationsvorschrift 1isst
hingegen eine groflere Steifigkeit der Schlange zu.

Die erwihnte Kombination der Ansétze ermdoglicht auch die Kantenmodellierung, die Messfehlergliattung
und die Grobfehlerbeseitigung in einem Iterationsprozess, wenn nur geniigend ”Bodeninformation” zur
Verfiigung steht und wenn die Ausreifler nicht mit Kanteninformation iiberlagert sind. Die Snakes-Approxi-
mation kann in diesem Fall als instationére robuste Filterung bezeichnet werden.
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7 Experimente zur Filterung von Laserscanner-Daten

Im Abschnitt 3.2 haben wir einen Uberblick iiber robuste Verfahren, insbesondere solche zur Elimination von
Grobfehlern in Laserscannerdaten gegeben. Es gibt derzeit zumindest einige ausgereifte und effiziente Verfah-
ren. Anhand der einschligigen Literatur kann jedoch festgestellt werden, dass es in Gebieten, wo Ausreifler
clusterformig auf grofleren Bereichen, wie Reflexionen an Déchern auftreten, immer noch Schwierigkeiten gibt.
Ein Ausweg ist in solchen Gebieten, das Datenpyramidenkonzept zu verwenden. Wir stellen dazu eine Alterna-
tive, ein auf TPS (vgl. Abschnitt 3.1.5) basierendes Verfahren vor. Ferner versuchen wir, dieses Problem mit
Flakes, dem aktiven Modell der deformierbaren Oberflichen, zu 16sen. Der Ausgangspunkt kann hierzu die im
Abschnitt 6.1 vorgestellte Approximation von (Hohen-)Profilen mit Snakes sein.

7.1 Hilfsalgorithmen fiir lineare Gleichungssysteme

7.1.1 TIterative Erweiterung des Gleichungssystems

Da einerseits die Modellierungsverfahren in dieser Arbeit oft iterativ eingesetzt werden und andererseits die
Datensétze sehr grofl sind, ist es besonders sinnvoll, zur Losung von linearen Gleichungssystemen solche Al-
gorithmen zu verwenden, die den Rechenaufwand reduzieren. Vorausgesetzt sei bereits die Losung eines Glei-
chungssystems,

xo = A le. (7.1-1)

Nun soll dieses Gleichungssystem um zusétzliche Gleichungen und Unbekannte erweitert werden, z.B. sollen zu
einer bereits bestimmten Approximationsfunktion neue Stiitzstellen hinzukommen. Statt das neue Gleichungs-
system zu losen, konnen die unbekannten Parameter aufgrund der bestehenden Losung (7.1-1) ermittelt werden.
Dazu schreiben wir das erweiterte Gleichungssystem in Blockmatrixform auf:

A B
=19, (7.1-2)
C D| |y f
Daraus ergeben sich die neuen Parameter zu
y = (D —-CA'B)"l(f — Cxy). (7.1-3)

Die bestehenden Parameter sind auf folgender Weise zu modifizieren:
x =x9 — A" 'By. (7.1-4)

Soll das Gleichungssystem in einem weiteren Iterationsschritt noch einmal erweitert werden, so ist auch die
Inverse des Systemmatrix zu modifizieren. Bezeichnen wir die Blockmatrix in (7.1-2) mit E, so ist die Inverse

A-'I+BF!CA!) —A'BF!

E'=
~F!CA™! F~!

(7.1-5)
mit
F=D-CA'B.

Die Beziehungen (7.1-3) und (7.1-4) nehmen besonders einfache Form an, wenn die bestehende Losung nur um
eine Gleichung erweitert werden soll. Es ergibt sich

f—c-xo
=< - = 1-
YT d ¢ A b (7.1-6)
und
x =xXo — yA~'b, (7.1-7)

wobei (-) das Skalarprodukt bezeichnet. Entsprechend einfacher wird auch die Beziehung (7.1-5).
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7.1.2 Formel von Sherman-Morrison

Soll in der Martix A, zu der wir A~! bereits haben, eine kleine Anderung vorgenommen werden, soll z.B. ein
Element a;; geéndert werden, so kann dieses mit der Formel von Sherman-Morisson realisiert werden, ohne die
Inverse neu zu berechnen. Lisst sich die Korrektur als Kroneckerprodukt (®) zweier Vektoren auffassen, so gilt
(PRESS et al., 2001)

(Al @ (v- A1)

A oA
(A+u®v) T

(7.1-8)

wobel

Ai=v- A tu (7.1-9)

Zur Losung von linearen Gleichungssystemen kann die Sherman-Morisson-Folmel indirekt in folgender Weise
angewendet werden: Vorausgesetzt ldsst sich das zu 16sende Gleichungssystem auffassen zu

(A+u®v)x=h. (7.1-10)
Dann 16st man zwei Ersatzgleichungssysteme,
Ay = b, Az = u, (7.1-11)

beziiglich y und z auf. Mit diesen Vektoren lassen sich nun die unbekannten Parametern ermitteln:

x=y— [ﬁ} z. (7.1-12)

7.1.3 Formel von Woodbury

Wenn man mehr als eine Korrektur zu der Matrix A addieren will, so kann die verallgemeinerte Version der
Sherman-Morisson-Formel, die Woodbury-Formel (PRESS et al., 2001),

(A+UVH)T=A"' - A'UQ+V AU IVIAT! (7.1-13)

verwendet werden. Auf einen ersten Blick bringt diese Formel nichts, denn in den Klammern auf der rechten
Seite von (7.1-13) hat man wieder eine Matrix zu invertieren. Geht man jedoch davon aus, dass die Matrizen
U und V n x m grof} sind, wihrend A n x n grof} ist und dabei gilt m < n, meistens m << n, so ist die zu
invertierende Matrix dem Umfang nach klein gegeniiber A.

7.2 Unterteilungsalgorithmus fiir grofle Datensitze

In der einschligigen, insbesondere mathematisch orientierten Literatur, werden immer wieder sehr giinstige Ap-
proximationseigenschaften von TPS hervorgehoben. Diesem folgt aber nicht eine breitere Anwendung dieser Ap-
proximationsmethode in den Geowissenschaften, vor allem aus numerischen Griinden. Bei groflen Datensétzen,
insbesondere bei stark irregulér in der Ebene verteilten Daten, kann das lineare Gleichungssystem instabil sein;
dariiber hinaus ist die Grofle des Gleichungssystems gleich der Anzahl der Stiitzstellen. Bei groflen Datensétzen
ist die Aufgabe einfach nicht mehr 16sbar. Diese Probleme kénnen umgangen werden, indem man das gesamte
Approximationsgebiet in Untergebiete aufteilt, um die Modellierung lokal anzuwenden.

Die Idee der Unterteilung nutzt die Tatsache aus, dass fiir grole Datensétze das Verhalten der Approximati-
onsfunktion einen lokalen Charakter hat, obwohl die Funktion als solche eine globale ist. Die Approximations-
funktion wird auf einem kleinen begrenzten Bereich kaum oder unbedeutend, im numerischen Sinne, beeinflusst
durch Daten, die geniigend weit von diesem Bereich entfernt sind. Die geniigend weite Entfernung ist sowohl
im Sinne der Distanz als auch im Sinne der Anzahl der Daten, die dazwischen liegen, zu verstehen, denn je
mehr es sind, desto kleiner kann die Distanz sein. Das lokale Verhalten von TPS kann besonders bedenkenlos
bei Laserscanner-Daten vorausgesetzt werden. Diese Daten sind regellos, aber gleichméfig und liickenlos in der
Ebene verteilt.

Unser Unterteilungsalgorithmus ist durch eine von MITASOVA und MITAS (1993) vorgeschlagene Segmentie-
rungsmethode inspiriert. Wir gehen davon aus, dass die Daten ein reguléres, meistens rechteckiges Gebiet B,
ohne grofle Konkavitaten bedecken. Diese Voraussetzung ist beim flugzeuggetragenen Laserscanner vollig legi-
tim. Das gesamte Gebiet B teilen wir nun in ein reguléres Gitter mit n x m quadratischen Untergebieten D,;;
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Abbildung 7.2-1: Unterteilung des Approximationsgebietes. Kernbereich und Uberlappungsbereiche.

1=1,2,...,n; j =1,2,..,m auf, und zwar so, dass die Anzahl der Daten in 3 x 3 benachbarten Boxen ungefihr
einer Maximalzahl k,,,, entspricht:
i=it1j=j+1
> Y N(Dy) ~ kmas (7.2-1)

i=i—1j=j-1

kmaz ist die Anzahl der linearen Gleichungen, die am verfiigharen Computer noch effizient gelost werden kénnen.
Die Gitterweite a kann iterativ abgestimmt werden, indem die Daten in einzelnen Boxen gezihlt und mit
(7.2-1) verglichen werden. Bei gleichmiilig regellos in B C R? verteilten Laserscanner-Daten ist das nicht notig:
Man kann die Eigenschaften von Poisson- Punktfeldern ausnutzen. Fiir ein homogen-isotropes Poisson-Feld gilt
(STOYAN und STOYAN, 1992)

EN(B) = MA(B). (7.2-2)

Die gesamte Anzahl EN(B) der Daten einer Realisierung des Poisson-Feldes, und die Fldche A(B) von B sind
in der Regel aus der Projektdokumentation bekannt, konnen auch leicht abgeschétzt werden. A bezeichnet die
Intensitét des Feldes oder die mittlere Punktdichte und kann zur Bestimmung der Gitterweite benutzt werden:

k
2 — maxr . '2_
a o (7.2-3)

Weichen die Daten stark von den genannten Voraussetzungen ab, weisen insbesondere eine starke Inhomoge-
nitit auf, so ist a iterativ zu bestimmen. Bei solchen Daten ist es auch sinnvoll, einen weiteren Parameter, eine
minimale Anzahl der Daten (kyuy ), die zur Modellierung einbezogen werden, einzufiigen.

Die Ausfithrung der Approximation in diesem Unterteilungskonzept ist in der Abbildung 7.2-1 schematisch
dargestellt. Die Modellierungsfunktion wird fiir jede Box D;; getrennt aufgestellt. Um einen glatten Ubergang
zwischen den einzelnen Segmenten zu sichern, werden zur Bestimmung der Parameter der Modellierungsfunk-
tion in D;; die Daten aus dieser Box und aus den 3 x 3 benachbarten Boxen benutzt.

Das Problem der groflen Datensétze tritt bei allen globalen Modellierungsmethoden, wie z. B. Multiquadratische
Methode, Kriging, Flakes u.a. auf. Die vorgeschlagene Unterteilungsmethode kann fiir alle globalen Verfahren
ohne Einschrinkung angewendet werden.

7.3 TPS basiertes Verfahren

Zur Identifikation von Bodenpunkten in Laserscanner-Datensétzen benutzen wir TPS in einem iterativen Vor-
gang. Zunichst wird das gesamte Gebiet in Untergebiete aufgeteilt. Dann werden in jedem Untergebiet zwei
bis drei Stiitzstellen mit niedrigsten Hohen aufgesucht. Diese Punkte werden als Bodenpunkte angenommen.
Anhand der gewihlten Stiitzstellen aus allen Segmenten des gesamten Gebietes werden die Parameter von TPS
bestimmt. Die durch diese Daten bestimmte Oberfliche kann als Trendoberfliche betrachtet werden. Weiter
arbeitet das Verfahren iterativ:

1. Es wird ein erstes Untergebiet als Arbeitsgebiet genommen.
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TPS basiertes Verfahren

7.3.

Data Acquisition;

OEEPE Working Group on Laser

(Quelle:

http://www.geomatics.kth.se/~fotogram/OEEPE/oeepe_laser_main.htm

Testgebiet Stockholm

Abbildung 7.3-1
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2. Fiir alle Datenpunkte des Arbeitsgebiets, aufler jenen, die als Bodenpunkte bereits klassifiziert wurden,
werden die Abstinde dieser Daten von der aktuellen, mit TPS bestimmten Oberfliche berechnet.

3. Die Punkte, die geniigend nahe der Oberfliche liegen, d.h. mit |Az;| < Azy4., werden als Bodenpunkte
angenommen.

4. Anhand aller bis jetzt als Bodenpunkte klassifizierten Daten werden die TPS-Parameter neu berechnet.

5. Es wird zum Schritt 2 zuriickgegangen. Der Iterationsprozess endet, wenn keine neuen Punkte als Boden-
punkte hinzukommen. Dann wird zur urspriinglichen Trendoberfliche zuriickgekehrt, ein weiteres Unter-
gebiet als Arbeitsgebiet genommen und der Iterationsprozess erneut gestartet.

An dieser Stelle wollen wir noch eine Bemerkung zur numerischen Ausfithrung von TPS machen. In manchen
Fillen, insbesondere bei groflen Datensétzen, kann die Losung des Gleichungssystems zur Bestimmung von TPS-
Parametern instabil sein, wenn man mit Absolutwerten von Koordinaten, ggf. mit Landeskoordinaten arbeitet.
Aus numerischen Griinden ist es also zweckmiifig, die Skalierung

T=(x — Tmin)/s

y (y - ymm)/s

der Originalkoordinaten z,y zu verwenden, wobei

L (mmaac — Tmin)
S = Imax

Ymaxz — Ymin ) .

Das vorgeschlagene Verfahren wollen wir nun an einem Beispiel demonstrieren. Wir benutzen einen Ausschnitt
aus dem Datensatz Stockholm, entnommen der Homepage des Projekts ”OEEPE Project on Laser Data Ac-
quisition” (European Organisation for Experimental Photogrammetric Research). Das Testbeispiel ist im Bild
7.3-1 gezeigt. Das gesamte Gebiet wurde in 16 Untergebiete mit der maximalen Anzahl der Daten in einer Box
von etwa 4800 aufgeteilt. In der Abbildung 7.3-3 sind die Untergebiete und die Stiitzstellen der Daten, die zur
Bestimmung der Trendoberfliche gewéhlt wurden, veranschaulicht. Dann wurden die Daten iterativ klassifiziert.
In diesem Prozess wurden die Daten, die von der momentanen Oberfliche bis zu Az, = 0,40m abweichen,
als Bodenpunkte angenommen. Die Verteilung der Bodenpunkte in der Ebene ist im Bild 7.3-4 gezeigt. Es ist
zu sehen, dass nicht nur Reflexionen an Gebduden und Bidumen, sondern auch an Fahrzeugen entfernt wurden.

Das vorgestellte Verfahren klassifiziert die Daten, so wie sie sind; es wird sowohl keine Regularisierung als
auch keine Bildung von Datenpyramiden benotigt. Ferner scheint es besonders geeignet fiir Gebiete zu sein, wo
Ausreifler clusterformig auf groflen Bereichen, wie etwa sehr grofle Gebdudekomplexe oder Bereiche mit einer
sehr geringen Durchdringungsrate im bewaldeten Geldnde auftreten. Die Interpolationseigenschaften von TPS
erlauben, solche Liicken gut auszufiillen. Dariiber hinaus kann mit dem gleichen Verfahren ein DGM, inklusive
Glattung von Messfehlern, interpoliert werden.
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Abbildung 7.4-2: Approximation mit Flakes

Die Filterung von Grobfehlern in Laserscanner-Daten kann auch mit Flakes durchgefiihrt werden. Dazu beutzen
wir das deformierbare Oberflichenmodell fiir regulére Daten (vgl. Abschnitt 5.3.1). Die urspriinglichen, irre-
guldren Daten werden zunéichst nach dem in Abschnitt 3.1.1 vorgestellten Verfahren regularisiert, wobei die
Gitter- bzw. Rasterweite etwa dem mittleren Abstand im Originaldatensatz im R? entsprechend gewiihlt wird.
Ausgehend von einer Ebene, die iiber den hochsten Punkt im Datensatz gelegt wird, wird das deformierbare
Modell an Hohendaten iterativ nach der Vorschrift (6.1-4) angepasst, wobei die Matrix A mit den Koeffizien-
ten (5.3-31) bis (5.3-33) aufgebaut ist. Die externe Energie wird als Funktion des Abstandes r zwischen den
gegebenen Messhohen zg und den Hohen z;, welche die momentane Gestalt von Flakes in dem (¢ — 1)-ten Ite-
rationsschritt beschreiben, nach (6.1-2) definiert und in jedem Datenpunkt z;;; ¢ = 1,2,...,n; j = 1,2,...,m
ermittelt. Genauso wie im eindimensionalen Fall sorgt die #duflere Energie dafiir, dass sich die Approxima-
tionsfunktion in Richtung der Datenpunkte mit den niedrigsten Hohen bewegt und im Bereich dieser Punkte
verankert wird. Man geht davon aus, dass die Ausreifler nur nach oben auftreten. Is das nicht der Fall, so ist
die symmetrisch geddmpfte Energiefunktion zu verwenden. Diese Energiefunktion kann auch fiir andere Zwecke
angewendet werden. Um z.B. die Waldhohe zu approximieren, reicht es aus, den linken Ast der Funktion mit
dem rechten zu vertauschen. Die innere Energie von Flakes wird durch die Paramter o und § gestaltet. Der
Iterationsprozes endet, wie bei der Profilapproximation, wenn das Gleichgewicht zwischen der inneren und der
dufleren Energie gefunden ist, d.h. wenn z; ~ z;_.

1 sttt 1 e ae .ot et

10 20 30 40 50 60

Den vorgestellten Flakesalgorithmus demonstrieren wir an
einem Ausschnitt aus dem Testgebiet Stockholm (Abbil-
dung 7.4-1). Die regularisierten Hohendaten wurden durch
Flakes mit den Parametern a = 1, 3 = 1 und o? = 0.1
approximiert. Die Approximationsoberfléiche ist in der Ab-
bildung 7.4-2 gezeigt. Man bekommt eine glatte, von Grob-
. fehlern freie Oberfliche. Kleine Defekte sind an Réndern
:1  des Gebietes zu sehen. Diese lassen sich durch die Rand-
bedingungen fiir Differentialgleichungen erkléiren und durch
4 Einfiigen zusétzlicher Daten am Rande reduzieren. Ferner
konnen auf Bereichen, wo grofle Gebdude stehen, mehr oder
weniger Dellen auftreten, wenn das deformierbare Modell
nicht geniigend stark angespannt ist, weil in solchen Berei-
chen die externe Energie nicht vorhanden ist. Dieses ist kein
Nachteil, wenn man das Verfahren zur Grobfehlerfilterung

Abbildung 7.4-3: Bodenpunkte zum Testgebiet von  henutzt. Nachdem der Iterationsprozess beendet ist, werden

Abb. 7.4-1

die Flakeshohen auf dem regulédren Gitter an die urspriingli-

chen Punkte im R? nach dem gleichen Verfahren riickiibert-
ragen. Das Vergleichen der neuen Hohen mit den OriginalhShen erlaubt, die Bodenpunkte aus dem Datensatz
zu isolieren. In unserem Beispiel wurden als Bodenpunkte (vgl. Abbildung 7.4-3) jene Daten klassifiziert, deren
Ho6hen sich um nicht mehr als 0,1 m von den Flakeshéhen unterscheiden.
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8 Modellierung von Diskontinuititen in Laserscanner-Daten

8.1 Bisherige Ansitze

Die Modellierung von Geldndekanten mit Hilfe von Laserscanner-Daten ist ein relativ neues und aktuelles Pro-
blem. Uber lingere Zeit wurde die automatische Kantenextraktion aus solchen Daten wegen zu geringer Dichte
fiir nicht erfolgversprechend gehalten. Gelindekanten und Formlinien wurden mit photogrammetrischen Ver-
fahren erfasst und in die Interpolation von DGM mit Laserscanner-Daten integriert. Die steigende Auflésung
der Laserabtastung in den letzten Jahren ergab die echte Moglichkeit, die Kanten aufgrund solcher Daten zu
identifizieren und zu modellieren.

Erste Versuche zur Modellierung von Diskontinuitdten in Hohenprofilen wurden von BORKOWSKI und MEIER
(1999) untergenommen. Dazu wurde die Snakes-Technik angewendet. In der Arbeit von BRUGELMANN (2000)
wurden zur Kantendetektion die Bildverarbeitungsmethoden angewendet. Aus der urspriinglichen irreguléiren
Punktwolke wird ein regulidres Gitter interpoliert. Nun reicht es, aus den Hohenwerten die Graustufen zu bil-
den, und dann kann man die wohl bekannten Verfahren zur Kantenextraktion aus digitalen Bildern anwenden.
BRUGELMANN hat Laplacesche und LoG (Laplacian of Gaussian) Operatoren an die Daten mit einer Dich-
te von ca. 7 Punkte pro m? angewendet. Die erzielte Lagegenauigkeit der identifizierten Kanten entlang von
Stauddmmen war vergleichbar mit der Genauigkeit, welche bei der Messung dieser Linien in photogrammetri-
schen Bildern im Mafistab 1:4000 erzielt wurde. Die beschriebene Vorgehensweise ist auch von Sut (2002, 2003)
angewendet worden. Es wurden lediglich andere Extraktionsalgorithmen aus der breiten Palette der digitalen
Bildverarbeitungsmethoden benutzt.

Die mit den Methoden der digitalen Bildverarbeitung abgeleiteten Geldndekanten werden in einem am Institut
fiir Photogrammetrie und Fernerkundung der TU Wien (KrAUS und PFEIFER, 2001; BRIESE et al., 2002a;
BRIESE und KRrAUS, 2003) entwickelten Verfahren als Niherung fiir die dreidimensionale Kantenmodellierung
benutzt. In diesem Ansatz werden Originaldaten, welche vorher von den Laserpunkten auf Bdumen, Gebduden
etc. (vorliufig) befreit wurden, in die Modellierung einbezogen. Die vorliufig im R? definierte Kante K teilt
die Originaldaten in zwei Klassen. Eine Klasse bilden die Punkte, die links von K, die andere Klasse bilden die
Punkte, die rechts von K liegen. Zusétzlich werden die Daten aus den beiden Klassen in iiberlappende Patches
entlang der Kante einsortiert (vgl. Abbildung 8.1-1). In jedem Patch werden die Daten links und rechts von K
mit Ebenen E, E C R? approximiert. Die Schnittgerade der beiden Ebenen ist eine Tangente an die gesuchte
dreidimensionale Geldndekante. Die sechs Parameter des Ebenenpaars werden nach der Methode der klein-
sten Quadrate bestimmt. Die Approximation wird fortlaufend in jedem Patch durchgefiihrt. Die gewonnenen
Schnittgeraden dienen in einem weiteren Rechengang zur erneuten Klassifizierung der Punkte in die Klassen
”links” und ”rechts” der Schnittgeraden. Bei Bedarf werden weitere Iterationen durchgefithrt. Die Schnittge-
rade ist zwar eine Tangente an die gesuchte Kante, der Beriihrungspunkt ist aber unbekannt. Es wird daher
ein reprisentativer 3D-Punkt in der Mitte des Patches berechnet. Die représentativen Punkte werden dann mit
einer Spline-Interpolation zur dreidimensionalen Gelédndekante verdichtet. Durch Einfithrung von individuellen
Gewichten erfolgt die Einpassung der Ebenenpaare durchaus robust. Ferner existieren in vielen Féllen photo-
grammetrisch ausgewertete Geldndekanten, die im Grundriss genauer als die Laserscanner-Informationen aber
in der Hohe wesentlich ungenauer als das Laserscanning sind. Diese Tatsache wird auch durch entsprechende
Bewichtung beriicksichtigt.

8.2 Approximation mit Flakes

8.2.1 Testbeispiele

Eine stationédre Approximation lisst sich mit Flakes einfach nach dem gleichen Algorithmus, der zur Grobfeh-
lerfilterung im Abschnitt 7.4 benutzt wurde, durchfithren. Man braucht lediglich den asymmetrischen Ansatz
fiir die externe Energie (6.1-2) durch den symmetrischen (6.2-4) zu ersetzen. Eine solche Approximation wiirde
auch (Geldnde-)Kanten gleichmiifiig abrunden. Um sie zu erhalten, muss eine variable Steuerung herangezogen
werden.

Die Flakes-Approximation mit Erhaltung der Kanten demonstrieren wir zunéchst an einem synthetischen Bei-
spiel, das in der Abbildung 8.2-1-A gezeigt ist. Eine Geldndekante ist hier mit Rauschen iiberlagert. Die sta-
tiondre Approximation wurde mit den Parametern « = 8 = 0.2 durchgefithrt und ist im Bild B gezeigt. Die
Messfehler wurden gegldttet. Dabei wurde auch die Kante verschliffen. Thr scharfer Verlauf ist nicht mehr er-
kennbar. Im Bild C ist das Ergebnis der Approximation mit den gleichen Parametern gezeigt; entlang der Kante
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Abbildung 8.1-1: Zu modellierende Geldndekante mit Patches (links) und approximierende Ebenenpaare mit Schnitt-
geraden und reprisentativen Punkten im R* (rechts) (nach Kraus und PFEIFER (2001))

wurden jedoch sowohl « als auch § zu Null gesetzt. Aulerhalb des Kantenbereiches ist die Filterung gleich der
im Bild B (qualitativ kann man dies durch Vergleichen von Residuen feststellen), entlang der Kante ist der Filte-
rungsprozess ausgeschaltet. Deshalb hat die Kante ihre urspriingliche scharfe Definition erhalten. Sowohl im Test
A als auch im Test B wurde das FEM-Flakes-Modell (Abschnitt 5.3.1) mit den Koeffizienten der Systemmatrix
nach (5.3-31) bis (5.3-33) angewendet. Vergleichbare Resultate erzielt man, wenn die Euler-Gleichungen mit
finiten Differenzen (Abschnitt 5.2.1) statt mit finiten Elementen diskretisiert sind. Das Bild D zeigt unser nach
diesem Ansatz bearbeitetes Testbeispiel, wobei die Steuerparameter unverédndert blieben (entlang der Kante
a = 8 = 0; auBlerhalb der Kante o« = 8 = 0.2). Optisch sind keine Unterschiede erkennbar. Das Vergleichen
der Residuen zeigt, dass die Unterschiede zwischen den beiden Approximationsvarianten C und D im Bereich
unter 1072 liegen. Der Test E wurde mit dem gleichen Verfahren wie D bearbeitet. Die Steuerparameter wurden
aber dabei wie folgt modifiziert: auerhalb der Kante o = 3 = 0.2, entlang der Kante @ = 0.2; 5 = 0 (tangent
break). Hier ist die Kante geringfiigig geglittet, jedoch sind kleine Defekte in Form von Aufhebung (sekundire
Knicke) hinter der Kante sichtbarer als in anderen Tests. Zu bemerken ist noch, dass Defekte auch am Rande
des bearbeiteten Gebietes auftreten. Diese lassen sich durch Randbedingungen in den Differentialgleichungen
erkldren und sind leicht zu beheben, indem man den zu bearbeitenden Datensatz an Rédndern um zusétzliche
Spalten (Zeilen) erweitert bzw. fortsetzt.

Das gleiche Beispiel haben wir auch mit dem fiir irreguliire Daten konzipierten direkten Ansatz bearbeitet (Bild
F). Hier hat man drei Steuerparameter, welche wie folgt ausgelegt wurden: a = 0.01, § = 0.2 und o etwa
gleich dem Abstand zwischen benachbarten Datenpunkten. Entlang der Kante wurde jedoch « = 8 = 0 und
0% — 0 gesetzt. Das Vergleichen der Bilder C, D und F zeigt, dass bis auf feine Einzelheiten alle drei Ansétze
vergleichbare Approximationsresultate liefern.

Bei dem letztgenannten Verfahren kann das Gleichungssystem (5.3-54) direkt aufgelést werden, ohne iterieren
zu miissen. Die Systemmatrix A, g kann in manchen Fallen schwach konditioniert und die Lésung kann instabil
sein. Auflerdem kann der iterative Vorgang wegen einer interaktiven Kontrolle der Approximationsqualitéit
bevorzugt werden. Die Bedingungsgleichung (5.3-54) kann auch iterativ aufgelést werden. Durch Analogie zu
Snakes platzieren wir wieder das deformierbare Flakes-Modell in einem viskosen Medium und lassen es sich
bewegen. Die entsprechende Bewegungsgleichung lautet

ye+ (Aqps +LTL)c(t) - LTw = 0. (8.2-1)
Dann diskretisieren wir diese Differentialgleichung mit Riickwértsdifferenzen,
Y(et —ci—1) + (Ag s+ L L)c; = LTw, (8.2-2)
und erhalten nach Umformen die Iterationsvorschrift
¢ =(Aas+ L L+~ (yc,; +LTw) (8.2-3)

fiir die Bestimmung der Parameter c. Man kann auch gleich die ” Flakeshchen” bestimmen. Setzt man o = 3 =0
in die Gleichung (5.3-54) ein (reines Interpolationsproblem) , so ist ersichtlich, dass der Operator L die Parameter
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Abbildung 8.2-1: Synthetisches Testbeispiel: Daten mit iiberlagertem Rauschen (A), stationire Approximation mit

Flakes (B) und unterschiedliche Varianten der instationéren Flakes-Approximation mit Erhaltung der Kante (C),

(D), (E) und (F); Einzelheiten im Text
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Abbildung 8.2-2: Testbeispiel Tagebau

¢ in die Datenkoordinaten iibertrigt: Lc = w. Multipliziert man nun die Gleichung (8.2-3) mit L, so ergeben
sich die momentanen ”Flakeshchen” z; zu

7= (Apps+ L L4+D) vz, 1 +LL w). (8.2-4)

Fiir kleine o, etwa 0 << r; 12 = (x — ;)? + (y — v;)?, insbesondere fiir 02 — 0, kann man L ~ I setzen. Dann
bekommt man die Naherungsvorschrift

7zt = (Aap +290) vz +W). (8.2-5)

Das Verfahren fiir irreguléire Daten demonstrieren wir noch an einem der Arbeit von BORKOWSKI und KELLER
(2003) entnommenem Testbeispiel (Abb. 8.2-2), welches einen Ausschnitt aus einem Laserscanner-Datensatz
eines Tagebaues darstellt. Die Oberflichenpunkte {z,y, 2z} sind irreguliir in der Ebene verteilt (vgl. Abb. 8.2-3).
Um die Geldndekanten zwecks Modellierung zu markieren, wurde mit Hilfe der Bildverarbeitungsmethoden die
vorldufige zy-Lage der Kanten gefunden. Aus den Daten wurde die Delaunay-Triangulation gebildet und die
Triangulationsseiten, welche die vorldufigen Kanten schneiden, wurden als zu Kanten gehorende markiert (Abb.
8.2-3). Die Daten wurde nun sowohl mit Kantenerhaltung als auch ohne modelliert. Die Effekte der Model-
lierung wollen wir anhand der in den Abbildungen 8.2-4 und 8.2-5 veranschaulichten Residuen betrachten. Die
stationire Modellierung wurde in beiden Fillen mit gleichen Steuerparametern o = 8 = 1/50 und o7 = 10
iiber alle Datenpunkte durchgefiihrt. Um die Glattung entlang der Diskontinuitdt minimal zu halten, wurde
wieder @ und 8 in den Punkten des Kantenbereiches Null gesetzt. Zusitzlich bekam auch der Parameter o2
in diesen Punkten sehr kleine Werte: 62 = 0.1 (Abb. 8.2-5). In der Abbildung 8.2-5 sind deutliche Streifen
erkennbar, deren Lage der Kantenlage entspricht und wo die Glattung nur minimal aufgetreten ist und die
Residuen sich nicht signifikant von Null unterscheiden, wiéhrend an sonstigen Datenpunkten starke Glattung
vorgenommen wurde. Wurden keine Maflnahmen zur Kantenerhaltung vorgenommen, so ist die Glattung etwa
gleichméBig (Abb. 8.2-4). Als Ma$ fiir die Qualitéit der Approximation kann die Standardabweichung o, der
Residuen benutzt werden. Im letztgenannten Fall ist o, sowohl im Kantenbereich als auch im sonstigen Bereich
etwa gleich und betrégt o, = 0,11m. Im Falle der Kantenerhaltung ist o, um Null im Kantenbereich, worauf
ca. 400 Punkte entfallen, und o, = 0,12m im sonstigen Bereich, worauf ca. 1500 Punkte entfallen.
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Abbildung 8.2-5: Residuen nach der Filterung mit Kantenerhaltung

Nun wollen wir unsere Ergebnisse und Erfahrung zur Modellierung von Oberflichen mit Flakes zusammenfassen.
Prinzipiell konnen alle Aussagen zur Profilmodellierung sinngeméfl mit entsprechender Schwierigkeitssteigerung
auf Oberflachen erweitert werden. Einige Bemerkungen wollen wir jedoch zusétzlich formulieren:

e In allen Flakes-Modellen ist die Anzahl der zu l6senden linearen Gleichungen gleich der Anzahl der Da-
tenpunkte. Bei Laserscanner-Daten erreicht man schnell die Grenzen des verfiighbaren Rechners und die
Datensétze miissen geteilt werden, um sie iberhaupt bearbeiten zu kénnen. Hierzu kann die im Abschnitt
7.2 vorgeschlagene Segmentierungsmethode behilflich sein.

e Der Flakes-Ansatz fiir reguldre Daten ist wegen der schwach besetzten Bandstruktur der Systemmatrix
numerisch giinstiger und mit nur zwei Parametern a und f3 leichter steuerbar, bedarf aber zusétzlicher Vor-
arbeit, um die urspriinglichen irreguléren Daten zu regularisieren. Im Gegensatz zum Ansatz fiir irregulére
Daten ist mit diesem Verfahren auch eine robuste Approximation moglich.

e Der Flakes-Ansatz fiir irregulére Daten ldsst eine beliebige Datenstruktur zu. Es wird keine Regularisierung
benstigt; man arbeitet mit Originaldaten. Der Preis dafiir ist eine vollbesetzte Systemmatrix, welche auch
mit groferem numerischem Aufwand aufzustellen ist. Dariiberhinaus wird dieses Verfahren iiber drei
Parameter «, 3 und o2 gesteuert.

e Mit beiden Verfahren ist eine qualitéiitsméflig vergleichbare Kantenerhaltung wihrend der Approximation
moglich. Beide Verfahren zeichnen sich durch eine grofie Flexibilitdt aus, was von Vorteil ist. Die Flexibi-
litdt der Verfahren ist aber gleichzeitig auch deren Nachteil, denn das Finden der richtigen Kombination

der Steuerparameter beim konkreten Datensatz verlangt eine gewisse Erfahrung und ist mit mehreren
numerischen Experimenten verbunden.

e Gewisse allgemeine Richtlinien lassen sich jedoch formulieren: Am einfachsten ist es, im Bereich der Kanten
a = 3 =0 zu setzen und ggf. auch zusitzlich 02 gegen Null tendieren zu lassen, wihrend im sonstigen
Bereich die Parameter der gewiinschten Approximationsqualitidt entsprechend zu variieren sind.

8.2.2 Genauigkeit der Approximation

Der Flakes-Ansatz fiir reguléire Daten kann als lineares Ersatzsystem aufgefasst werden:

Az = —E,. (8.2-6)
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Wird dann die externe Energie proportional zum Datendefekt definiert, etwa E = %(W —2)?, so ist
E,=z—w. (8.2-7)
Aus (8.2-6) und (8.2-7) ergibt sich die "naive Losung” fiir die ”Flakeshéhen” zu
z=(A+1)"'w. (8.2-8)

Nach der allgemeinen Fehlerfortpflanzung bekommt man die Kovarianzmatrix der ” Flakeshhen”
Co=(A+1) 'Cow(A+D)7, (8.2-9)

weil (A + I) symmetrisch ist. Fiir gleichgenaue Messwerte w ist

Cww = diag(c? o2 o2 .. 02) =021 (8.2-10)
und
Coo=02[(A+I)(A+D)] . (8.2-11)

Fiir « = 8 = 0 ist A = 0 und die Genauigkeit der ”Flakeshthen” ist gleich der Genauigkeit der Eingangsdaten:
C.z = 02 1. Die Beziehungen (8.2-9) bzw. (8.2-11) gelten auch fiir snakes-approximierte Profile; sie sind auch
bereits in (MEIER, 2000b) angegeben. Man braucht lediglich die Matrix A entsprechend zu modifizieren.

Bei dem Flakes-Ansatz fiir irregulidre Daten ergeben sich die Parameter ¢ aus (5.3-54) sofort zu
c=(A,s+L'L)'LTw (8.2-12)
und nach der Fehlerfortpflanzung deren Kovarianzmatrix
Cee=(Aaps+L'L) 'LTCyuwL(Ay s +LTL)! (8.2-13)
wobei (A, s+ L"L) wieder symmetrisch ist. Mit z = Lc ergibt sich die Kovarianzmatrix der ”Flakeshéhen” zu
Coo =LAy +L'L) 'LTCuwL(A, s +L'L)'L". (8.2-14)
Fiir gleichgenaue Messwerte mit der Kovarianzmatarix nach (8.2-10) gilt
Coo=02L(A,s +L'L)'LTL(A, s+ LTL)"'LT. (8.2-15)
Man kann sich auch leicht iiberzeugen, dass fiir « = 8 = 0, d.h. auch A, 53 =0, C,, = 021 gilt.

Mit den angegebenen Bezichungen kénnen auch die Steuerparameter numerisch und iterativ vorabgeschéitzt
werden. Bei einer vorgegebenen Approxiamtionsgenauikgeit o2 und gewihlten Parametern o und [ ist die ent-
sprechende Matrix A zusammenzustellen und C,, auszurechnen. Diese ist mit der vorgegebenen Genauigkeit
zu vergleichen, die Parameter sind zu modifizieren und C,, ist neu zu bestimmen, ggf. das Ganze zu wiederholen.

MEIER (2000b) hat gezeigt, dass eine Qualititsbeurteilung von snakes-approximierten Hohenprofilen unter ge-
wissen Einschrankungen iiber Spektralanalyse moglich ist. Prinzipiell konnte dieser Ansatz auch auf zweidimen-
sionale Signale erweitert werden. Dies wére jedoch mit groffem Aufwand verbunden: Man miisste mit zweidi-
mensionalen verallgemeinerten §-Funktionen arbeiten. Bereits im eindimensionalen Fall sind jedoch geschlossene
Formeln nur fiir bestimmte Signaltypen moglich.

8.3 Kante als Schnitt zweier Oberflichen

Mit Flakes sind wir in der Lage, Kanten wiahrend der Approximation weitgehend zu erhalten oder zu modellieren.
Diese deformierbaren Modelle der Oberflichen liefern aber keine direkte Information zur Lage der Kanten im R?
bzw. im R3. Réumliche Information iiber Diskontinuitéiten, insbesondere in Form von Vektordaten, ist aber von
groflen Bedeutung fiir die praktische Nutzung. Nachfolgend widmen wir uns der Gewinnung solcher Information.

In dem an der TU Wien entwickelten Verfahren wird die Geldndekante als Schnittlinie von einem entlang der
gesuchten Geldndekante gleitenden Ebenenpaar ermittelt. Diese Idee wollen wir aufnehmen und verallgemeinern.
Der Ausgangspunkt fiir unser Verfahren ist der gleiche: Die Originaldaten miissen in die Klassen ”links” und
"rechts” der gesuchten Kante eingeteilt werden. Dazu werden die Methoden der digitalen Bildverarbeitung
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Abbildung 8.3-1: Geldndekante als Schnitt zweier Oberflichen

eingesetzt. Mogliche Vorinformation zur Kantenlage soll auch beriicksichtigt werden. Die Datenpunkte in den
beiden Klassen werden mit Oberflichen in Funktionsform z = f;(x,y); ¢ = 1,2 approximiert (vgl. Abb. 8.3-
1). Die Geliindekante ergibt sich als Schnittkurve [z(s),y(s), 2(s)]" der beiden Oberflichen. Die Aufgabe kann
auf die Bestimmung der in die xy—Ebene projizierten Schnittkurve zuriickgefithrt werden. Die ”Hohen” der
Schnittkurve kénnen durch das Einsetzen der projizierten Kurve in eine von den oberflichenapproximierenden
Funktionen,

[2(s), y(s), 2(s) T = [a(5),y(s) filw(s),y(s)] T, i=1,2 (8.3-1)
ermittelt werden. Entlang der Verschneidungskurve sind die Funktionswerte z fiir die beiden Oberflachen be-
kanntlich gleich. Somit ist die Projektion der Schnittkurve in die zy—Ebene durch

F(z(s),y(s)) := fa(z(s),y(s)) = fr(z(s),y(s)) = 0. (8.3-2)

gegeben. Fiir f;(z,y) kann eigentlich jede Approximationsmethode, von den einfachen Polynomialfliichen bis zur
linearen Pradiktion genommen werden. Man muss nur beachten, dass die Approximationsfunktion auch eine
sinnvolle Extrapolation ermdglichst. Wir benutzen die thin plate splines.

Die Verschneidung von Oberflichen (ggf. auch Kurven) gehért zu den Standardaufgaben der Computergra-
phik. Die Fiille der bereits vorhanden Losungen und Algorithmen ist kaum noch iiberschaubar. Gleichzeitig
aber sind Programme bzw. Algorithmen, welche alle Anforderungen wie geeignete Genauigkeit, Zuverlissigkeit,
Schnelligkeit und Selbsténdigkeit verbiirgen, eher selten. Ein guter Uberblick iiber vorhandene Algorithmen ist
bei HOSCHEK und LASSER (1992) zu finden. Eine grofie Rolle spielen in der Computergraphik algebraische
Methoden, welche fiir einfache Oberflichen explizite Losungen bereitstellen. Diese sind aber fiir unsere Aufga-
benstellung nicht geeignet. Im einfachsten Fall kann die projizierte Schnittlinie nach der Gittermethode, wie
bei der Isolinieninterpolation, gefunden werden. Zu diesem Zweck sind die Funktionswerte F'(z(s),y(s)) auf ein
Gitter zu interpolieren und dann kann mit vorhandenen Programmen die ” Héhenlinie” Null interpoliert werden.

8.3.1 Einordnung der Daten in die Teiloberflichen

Ein wichtiger Schritt bei der dreidimensionalen Kantenmodellierung als Schnitt zweier Oberflichen ist die
Einordnung der Daten in die einzelnen sich schneidenden Teiloberflichen. Dies wird mit Hilfe der digitalen
Bildverarbeitungsmethoden realisiert, indem man die urspriinglichen Daten auf ein Quadratgitter interpoliert,
dieses in ein Grauwertbild umwandelt und ferner daraus die vorlidufige Lage der Kanten ableitet. Fiir kleinere
Datensétze kann die Einordnung der Datenpunkte direkt im folgenden interaktiven und iterativen Vorgang
erfolgen:

1. Zun#chst muss die Anzahl n der Teiloberflichen T; vorgegeben werden. In jedem Teilbereich T3; i =
1,2, ...,n sind drei Datenpunkte zu wihlen.

2. Aus den zu T; gehorenden Punkten wird die konvexe Hiille H; gebildet und alle Punkte innerhalb von H;
werden T; zugeordnet.

3. Aufgrund der T; zugeordneten Daten wird mittels TPS die Approximationsoberfliche O; berechnet.
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4. Zu jedem T; wird ein neuer Punkt P zugefiigt, welcher die Bedingungen
min{dist(H;, P;)}, i=1,2,..,n; j=12,..,.m

und
min{dist(O;, P;)}, i=1,2,..,n; j=1,2,...,m
erfiillt.

5. Es wird zum Punkt 2. zuriickgegangen.

Dieses Verfahren kann auch zusammen mit den Bildverarbeitungsmethoden eingesetzt werden. Innerhalb eines
schmalen Bereiches entlang der Kante kénnen Punkte nach den letztgenannten Methoden, wegen Regularisierung
der Daten, falsch klassifiziert werden. Es ist sinnvoll, die Daten aus dem direkten Kantenbereich mit dem
vorgestellten Verfahren nachzuarbeiten.

8.3.2 Ein Verfolgungsalgorithmus
Die Bedingung (8.3-2) kann in Form der Differentialgleichung

d dx dy
(), y(s)) = Falw(s),y(s) o + Fy(als), y() 3 =0 (5.3-3)
aufgefasst werden. Daraus folgt unmittelbar:
dy Fo(x,y
LT B &5
dx F,(x,
2 _FyEx z; B £0. (8.3-5)

Ausgehend von einem gegebenen Anfangspunkt (zg,yo) kann die Projektion der Schnittlinie durch Losung der
gewdhnlichen Differentialgleichung (8.3-4) fiir y als Funktion von x oder fiir 2 als Funktion von y (Gleichung
(8.3-5)) fortgesetzt werden.

8.3.3 Numerische Ausfiihrung
Ausgehend von einem Anfangspunkt kénnen die gewshnlichen Differentialgleichungen (8.3-4) bzw. (8.3-5) nu-
merisch als Anfangswertaufgaben mit einem Einzelschrittverfahren niherungsweise gelost werden:

Yit1 = Y + q)x($i7yi); Tit1 = T; + h, 1=0,1,2,..., (83-6)

i1 =2 + Py (yi, xi), Y1 =vi+h, 1=0,1,2,.... (8.3-7)

In der Regel werden dquidistante Stiitzstellen mit der Schrittweite h verwendet. Benutzt man das klassische
Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung, so lautet das Rechenschema z.B. fiir den Schritt von z; nach z;y; =
x; + h (SCHWETLICK und KRETZSCHMAR, 1991):

h
Yit1 = Yi + E(Kl +2K9+2K3 + Ky) (8.3-8)
mit
- 7 8.3-9
' Fy(iﬂuyz) ( )
Fy(i + h/2,yi + hE L /2
Ky = Lol £ h/2 yi 4 hEL2) (8.3-10)
Fy(zi +h/2,y; + hK1/2)
F.(x; 2. s Ko/2
K3 — _ l(xl + h/ 7yl+h 2/ )7 (8.3‘11)
Fy(zi +h/2,y;i + hK2/2)
Ky=— . 8.3-12
! Fy(x; + h,y; + hK3) ( )

Das gleiche Rechenschema wird angewendet, wenn die Differentialgleichung (8.3-5) gelést werden soll, d.h. wenn
F, ~ 0. Man braucht lediglich die Variablen x und y zu vertauschen.
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8.3.4 Ein Verfolgungsalgorithmus in Parameterdarstellung

Bei dem im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Algorithmus kann die Schnittlinie nach der Differentialglei-
chung (8.3-4) oder (8.3-5) verfolgt werden. Im allgemeinen Fall l4sst sich nicht mit einer Gleichung auskommen.
Man wird dazu gezwungen sein, zwischen den Differentialgleichungen zu schalten. Dies bedarf einer gesonder-
ten Steuerung, insbesondere wenn die gesuchte Kurve nahezu parallel einer Koordinatenrichtung verlduft, denn
dabei konnen an den Schaltstellen Unstetigkeiten der Kurve generiert werden. Diese Schwierigkeiten lassen sich
umgehen, wenn man eine Parameterdarstellung der gesuchten Kurve benutzt.

Die Differentialgleichung (8.3-3) kann in folgender Kurzform aufgefasst werden:

dx dy
F,—+ F,— =0. 3-1
I + Fy s 0 (8.3-13)
Da diese Differentialgleichung die Bedingung
0F, OF,
— 8.3-14
Jy Ox ( )

erfiillt, handelt es sich dabei um eine sogenannte exakte Differentialgleichung (BRONSTEIN et al., 1993), die
eindeutig 16sbar ist. Verwendet man nun die Bogenlédnge s als Kurvenparameter, so entstehen zwei gekoppelte
Differentialgleichungen

dx dy
RE1R,Y —, 3-1
s + Y s 0 (8.3-15)
dax? + dy* = ds (8.3-16)

fiir die Beschreibung der gesuchten Schnittlinie. Werden diese Differentialgleichungen mit der Schrittweite h =
Sp+1 — Sp diskretisiert, so entstehen die Differenzengleichungen

Fo(@n41 — @) + Fy(Ynt1 — yn) =0, (8.3-17)

(Tn41 — xn)2 + (Ynt1 — yn)2 =h, (8.3-18)

welche einen neuen Punkt (2,41, yn+1) der gesuchten Kurve als Schnittpunkt einer Geraden mit einem Kreis vom

Radius h im Punkt (x,,y,) darstellen. Die Richtung der Geraden ist gleich der Richtung des Tangentenvektors
an die Kurve und ergibt sich sofort aus (8.3-17) zu

a = arctan (8.3-19)

Y

Die beiden mdoglichen Schnittpunkte lassen sich aus (8.3-18) mit der positiven und der negativen Schrittweite
berechnen:

(ZnJrl - Zn)

(Tpt1 — xn) = £h = thcosa, (8.3-20)

(Yn+1 — Yn)

. = thsina. (8.3-21)

(ynJrl - yn) =+th

Je nach Wahl des Vorzeichens wird die Schnittlinie in der einen oder in der anderen Richtung durchlaufen.
Zusammenfassend bekommt man fiir die Verfolgung der Schnittlinie die folgende Iterationsvorschrift:

_F.
a, = arctan M, (8.3-22)
Fy(xna yn)
Tnt1 = Tp T hCos ay, (8.3-23)
Ynil = Yn T hsinay,. (8.3-24)

Im Vergleich zu dem vorhergehenden Algorithmus kommt man hier mit den drei einfachen Beziehungen (8.3-22)
bis (8.3-24) aus, ohne zwischen den Differentialgleichungen schalten zu miissen. Dagegen ist die Konsistenzord-
nung dieses Algorithmus deutlich niedriger als bei dem Runge-Kutta-Verfahren, was eine schlechtere numerische
Genauigkeit dieses Integrationsverfahrens bedeutet. Die Konsistenzordnung, somit auch die Integrationsgenau-
igkeit kann bei Bedarf auf unterschiedliche Weise erhoht werden, z.B. indem man das Prédiktor-Korrektor-
Verfahren (Ross und SCHWETLICK, 1999) anwendet.
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fz-f1=0

Abbildung 8.3-2: Schematische Darstellung der Startpunktsuche

8.3.5 Startpunktsuche

Um einen Verfolgungsalgorithmus laufen zu lassen, muss noch ein Startpunkt angegeben werden. Diesen kann
man mit dem folgenden Suchverfahren iterativ finden. Zunéchst setzen wir voraus, dass zwei Punkte, welche
die Bedingung

F(Vl) . F(VQ) <0 (83—25)

erfiillen, gegeben sind, wobei v; = [z1 1] und ve = [z2 y2]. Dann wird in der Mitte der dritte Punkt definiert:

V1 + V2
2

vy = (8.3-26)

Weiter arbeitet das Suchverfahren iterativ. Zunéchst wird aus diesen Punkten die Folge {s} gebildet zu

s 1= 0, (8.3-27)

89 =1, (8.3-28)

o3 1= Iva = vill (8.3-29)
[ve — i

Dann wird die Folge {(sg, Fx)}, Fr := F(vg); k =1,2,3, mit dem Polynom
pr=As>+Bs+C =0 (8.3-30)

approximiert. Die Koeffizienten A, B und C ergeben sich aus dem entsprechenden linearen Gleichungssystem
zZu

(1 - 53)F1 + 53F2 - F3

A= ; 8.3-31
83(1 — 53) ( )
—(1+4 s2)Fy — s2Fy + F:
[t L L R ) (8.3-32)
53(1 — 53)
C=F. (8.3-33)
Die Wurzeln von pg bezeichnen wir mit Ay und A2 und nehmen die, die innerhalb des Intervalls
A= {1, Ao} n[min{sk}, max{sy}] (8.3-34)
liegt. Der neue Punkt vj; berechnet sich zu
Vit1 = V1 + A(ve — vp). (8.3-35)

Wenn F(vs) # 0, ist zur Gleichung (8.3-27) zuriickzukehren und die Approximation erneut durchzufiihren.
Dazu werden, aufler dem Punkt vj1, noch die folgenden zwei Punkte genommen:

v <=v;, wenn min{||A—sl}; F(visr) - F(vi); 1=1,2,3 (8.3-36)
Vi—1 < Vv, wenn min{||A—sl}; i=1,2. (8.3-37)
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Abbildung 8.3-3: Identifikation der Schnittkurve K zweier Oberflichen mit Snake S

Die Idee des Suchalgorithmus ist in der Abbildung 8.3-2 veranschaulicht. Es werden die ersten zwei Iterati-
onsschritte gezeigt. In jedem Iterationsschritt werden aus vier Punkten die drei genommen, die am dichtesten
beieinander liegen und zwei davon die Bedingung (8.3-25) erfiillen.

Die durchgefiihrten Tests haben gezeigt, dass dieses Suchverfahren bereits nach wenigen Schritten konvergiert.
Von dem gefundenen Startpunkt an wird die Schnittlinie in die eine und in die entgegengesetzte Richtung
verfolgt.

8.3.6 Kantensuche mit Snakes

Die Lage der Kante kann auch mit Snakes gefunden werden. Die Idee ist in der Abbildung 8.3-3 veranschaulicht:
In die xy-Ebene legen wir (fast beliebig) eine zweidimensionale Schlange Sy. Von dieser Anfangslage an soll die
Schlange sich im R? bewegen und verformen und zwar solange, bis die optimale Approximation der Projek-
tionslinie der Schnittkurve S durch diese Schlange erreicht wird. Wir benutzen den klassischen Algorithmus;
man braucht lediglich die duflere Energie geeignet zu definieren. Logischerweise soll diese Energie proportional
zu Abstiinden zwischen den beiden Oberflichen in der momentanen Schlangenlage sein. Es seien z1 = fi(x,y)
und zo = fo(x,y) die ”Snakeshéhen” auf der ersten und auf der zweiten Oberfliche entsprechend. Die externe
Energie

Eext o< 5(22 —z1)* (8.3-38)

skalieren wir zusétzlich mit dem Gewichtskoeffizienten p. Daraus ergeben sich die benétigten Ableitungen

aEea:t

_ 8f2(:c,y) afl(may)
o w(ze — 21) { % Ba , (8.3-39)
aE‘eatt o . an(xay) _ afl(x’y)
oy = u(22 21) { Ay dy : (8-3'40)
Fiir TPS ist
of & 2
e ; Ailx —z;)(lnr; + 1) + vio (8.3-41)
und N
i=1

Im Vergleich zum Verfolgungsalgorithmus braucht man bei diesem Verfahren weder einen Startpunkt zu suchen,
noch eine gesonderte Steuerung, um zwischen den Differentialgleichungen zu schalten. Dariiber hinaus hat die
Schlange die Fahigkeit zu ”wachsen” und zu ”schrumpfen”: Es werden zusétzliche Snakespunkte eingefiihrt,
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Abbildung 8.3-4: Modellrechnung: Hohengenauigkeit einer Schnittlinie fiir unterschiedliche Absténde dieser Linie von
den Datenpunkten

wenn die Schlangenelemente zu grof§ werden oder Snakespunkte werden beseitigt, wenn die Schlangenelemente
zu klein werden. Dadurch erreicht man eine hohe gleichméfiige Genauigkeit der identifizierten Schnittlinie. Im
Verfolgungsverfahren nimmt diese Genauigkeit mit wachsendem Abstand vom Startpunkt ab.

8.3.7 Genauigkeitsabschitzung

Um die Genauigkeit der identifizierten Schnittlinie zu bestimmen, miisste man ihre wahre Lage kennen. Diese
ist jedoch unbekannt. Man hat lediglich die Funktionswerte einer unbekannten Funktion in diskreten Punkten.
Geht man davon aus, dass die Genauigkeit der Lagekoordinaten deutlich, in der Regel um eine Gréflenordnung
hoher ist als die Genauigkeit der Hohen, so kann man die Lagekoordinaten als fehlerfreie anhalten. Dann lésst
sich auch nur die Hohengenauigkeit der Schnittlinie abschétzen.

Das Gleichungssystem (3.1-12) kann in der einfachen Form
B-p=z (8.3-43)

aufgefasst werden. Nach der allgemeinen Fehlerfortpflanzung bekommt man die Kovarianzmatrix der Parameter

P,
Cpp =B, 'C,,B, 7, (8.3-44)

wobei C,, die Kovarianzmatrix der zur Bestimmung der Parameter dienenden Eingangsdaten ist, meistens

Cyz = diag{o,,, oo, 0w, - 0n 0 0 0} (8.3-45)
Mit B, ist die Systemmatrix bezeichnet, die aufgrund der Ausgangsdaten fiir die Bestimmung der Parameter
p aufgestellt wird. Mit By, bezeichnen wir die Systemmatrix, welche aufgrund der Schnittlinienkoordinaten
zusammengestellt wird. Dann lésst sich die Kovarianzmatrix der Schnittlinienhchen berechnen zu

Cun = BwB, 'C,,B, 'By. (8.3-46)

Daraus ist ersichtlich, dass die Hohengenauigkeit der Schnittlinie gleich der Genauigkeit der Daten ist, wenn
die Schnittlinie durch die Datenpunkte geht.

Im Zusammenhang mit der Genauigkeit stellt sich auch die Frage: Wie weit diirfen Datenpunkte von der zu
modellierenden Schnittlinie liegen, damit die Modellierung noch sinnvoll wird? Im strengen Sinne kann diese
Fragen wohl nicht beantwortet werden. Mit Hilfe von (8.3-46) konnen lediglich Modellrechnungen gemacht wer-
den.

In der Abbildung 8.3-4 sind die Ergebnisse einer solchen Modellrechnung fiir eine Kante aus dem Testbeispiel
1 (vgl. Abb. 8.3-7) veranschaulicht. Die Héhengenauigkeit der Kante wurde fiir unterschiedliche Abstéinde der
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Abbildung 8.3-5: Datenpunkte, Startschlange (diinne Abbildung 8.3-6: Zwei Oberflichen mit snakes-
Linie) und die identifizierte Kante identifizierter Schnittlinie

Kante von den die Oberfliche definierenden Datenpunkten abgeschéitzt. Dabei wurde die gleiche Genauigkeit
der Eingangsdaten o,, = 0.10m vorausgesetzt. Daraus ist ersichtlich, dass fiir Laserscanner-Daten mit einem
Punktabstand von wenigen Metern die diskutierte Methode eine Hohengenauigkeit der Kante etwa auf dem
Niveau der Genauigkeit der Eingangsdaten sichert.

8.3.8 Testbeispiele

Mit den vorgestellten Verfahren zur Schnittlinienidentifikation zweier Oberflichen haben wir unterschiedli-
che Tests durchgefiithrt, welche gezeigt haben, dass sowohl die numerische Integration als auch der Snakes-
Algorithums vergleichbare Resultate liefern konnen. Fiir die in diesem Abschnitt angegebenen Testbeispiele
verwenden wir den Snakes-Algorithmus und den im Abschnitt 8.3.4 prisentierten Verfolgungsalgorithmus.

Das prinzipielle Funktionieren der Algorithmen zeigen wir zunéchst an einem synthetischen Beispiel, welches
das Verschneiden einer Ebene mit einem Paraboloid darstellt. In der Abbildung 8.3-5 sind die Datenpunkte
gezeigt, welche die Oberflachen beschreiben: Sterne gehtren zum Paraboloid, vier Kreise zur Ebene. Mit der
diinnen Linie ist die Startschlange und mit der dicken Linie die Lage der identifizierten Schnittlinie gezeichnet.
Die Daten wurden mit TPS approximiert, die Schnittlinie mit Snakes identifiziert. Ausgehend von der Start-
lage bewegt sich eine kleine Schlange in Richtung der sinkenden externen Energie und ”wéchst” mit jedem
Tterationsschritt solange, bis sie die Grenze des Arbeitsgebietes erreicht hat. Diese Grenze bildet in unserem
Algorithmus die konvexe Hiille der Datenpunkte, welche aufgrund der Daten gebildet oder vorgegeben werden
kann. Dabei wurden die Steuerparameter « = § = 1 und g = 0.01 verwendet. Wahrend fiir die Steuerparame-
ter @ und [ eine relativ grofle Variationsbreite zuliissig ist (man bekommt lediglich mehr oder weniger glatte
Kurven), konvergiert das Verfahren nicht mehr, wenn man u sogar nur geringfiigig erhoht. Um sicher zu gehen,
ist es sinnvoll, mit einem sehr kleinen Wert von p zu beginnen oder sogar zu arbeiten. Das hat zur Konsequenz,
dass man einige zusétzliche Iterationen durchfiihren muss. Wenn das Verfahren konvergiert, so konvergiert es
in wenigen Iterationsschritten, fast unabhéingig von der Lage der Startschlange. Die Abbildung 8.3-6 zeigt die
beiden Oberflichen mit der identifizierten Schnittlinie.

Als Startwerte fiir den Verfolgungsalgorithmus werden zwei Punkte P; und P, gewéhlt, die durch die zu findende
Schnittlinie getrennt sind (vgl. Abb. 8.3-5). Weiter 14uft der Algorithmus automatisch: Auf der Verbindungslinie
P — P, wird mit Hilfe des im Abschnitt 8.3.5 beschriebenen Verfahrens der Startpunkt Py gefunden. Von diesem
Punkt an lduft der Verfolgungsalgorithmus in die eine Richtung bis zur Grenze des Arbeitsgebietes, dann wird
zum Punkt Py zuriickgekehrt, das Vorzeichen in den Formel (8.3-23) und (8.3-24) wird geéndert, und die Linie
wird in der entgegengesetzten Richtung verfolgt.

Nun wollen wir unsere Verfahren mit reellen Daten konfrontieren. Zu diesem Zweck wurden zwei Testobjekte
gemessen, welche sich innerhalb der Stadt Wroclaw (Breslau) befinden und kiinstlich entstandene Geldndefor-
men reprisentieren. Die Testobjekte wurden im Geldnde mit der tachymetrischen Aufnahme erfasst, wobei die
Massenpunkte gleichméflig, aber irregulér wie beim Laserscanning verteilt wurden. Die Einordnung der Punkte
zu einzelnen Teiloberflichen erfolgte im Geléinde. Um die Qualitit der aufgrund von Massenpunkten modellier-
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Abbildung 8.3-7: Testbeispiel 1: Datenpunkte und die identifizierten Kanten

ten Kanten zu beurteilen, wurden die Kanten ebenso im Gelidnde sorgfiltig identifiziert und getrennt erfasst.

In der Abbildung 8.3-7 ist das Testbeilspiel 1 gezeigt. Im Grundriss sind die Datenpunkte visualisiert, welche
zur Approximation einzelner Teiloberflichen und ferner zur Modellierung der Kanten benutzt wurden. Die mit
Snakes identifizierten drei Kantenlinien K;, K9 und K3, wobei a = 3 = p = 1 eingesetzt wurden, sind ebenso
in der zz—FEbene gezeichnet. In der Abbildung 8.3-8 sind die Lage- und Hohenfehler der identifizierten Kanten
entlang dieser Kanten graphisch dargestellt. Im Fall der Lagefehler (Bilder in der oberen Zeile) sind mit den
durchgezogenen Linien die modellierten Kanten und mit den punktierten Linien die im Geldnde gemessenen
Kanten gezeichnet. Zahlenméflig ist die Modellierungsgenauigkeit der Kanten in der Tabelle 8.3-1 dargestellt,
und zwar fiir den Snakes-Algorithmus und fiir den Verfolgungsalgorithmus. Damit die Ergebnisse der beiden
Verfahren vergleichbar sind, wurde fiir die Integrationsschrittweite h = 0.2m die Lénge des Snakeselements
gewihlt. Um die Lagegenauigkeit abzuschiitzen, wurden Abstéinde d;; i = 1,2,3, ..., zwischen der gemesse-
nen und der modellierten Kante, wie im Bild 8.3-9 dargestellt, berechnet. Fiir die einzelnen Kanten sind der
maximale Wert dieses Abstandes d,,q., der Mittelwert d und die Standardabweichung o, angegeben. Fiir die
Abschitzung der Hohengenauigkeit wurden einfach die Hohendifferenzen in entsprechenden Punkten der Kante
gebildet und daraus wurden die maximale Abweichung Az,q., der Mittelwert Az und die Standardabweichung
oa. abgeleitet. Aus den angegebenen Genauigkeitsparametern ist ersichtlich, dass die als Schnitt zweier Ober-
flichen abgeleiteten Kanten die Erwartungen zur praktischen Nutzung gut erfiillen kénnen, auch wenn man die
maximale Abweichung der modellierten von der wahren Kante als Genauigkeitskriterium nimmt. Die Genauig-
keitsparameter fiir die beiden Verfahren sind gleich.

Das in der Abbildung 8.3-10 visualisierte Testbeispiel 2 ist komplizierter strukturiert; die Kanten treten hier
als gekriimmte Raumkurven auf. Die Kanten K;; ¢ = 1,2, 3,4, wurden hier nach dem gleichen Snakes-Verfahren
mit den Steuerparametern o = = p = 1 identifiziert. Die Visualisierung der Daten und der Ergebnisse der
Modellierung erfolgte hier nach dem gleichen Muster wie im vorhergehenden Testbeispiel. Die Abweichungen
der identifizierten Kanten von den gemessenen in der Lage und in der Hohe sind im Bild 8.3-11 gezeichnet. Die
Tabelle 8.3-2 beinhaltet die maximalen Abweichungen in der Lage und in der Hohe sowie deren Mittelwerte
und Standardabweichungen fiir jede Kante und fiir die zwei Identifikationsverfahren. Dieses Beispiel bestétigt
die hohe Genauigkeit der Kantenmodellierung sowohl mit dem Snakes-Algorithmus als auch mit dem Verfol-
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Tabelle 8.3-1: Testbeispiel 1: Genauigkeitsparameter der identifizierten Kanten [in m]

Kante dmax d o4 AZmaz Az OA
Snakes-Algorithmus
K, 0,65 0,29 0,17 -0,14 -0,04 0,05
Ky 0,56 0,27 0,18 0,18 0,04 0,06
K3 0,53 0,36 0,13 -0,18 -0,15 0,02
Verfolgungsalgorithmus
K, 0,65 0,28 0,17 -0,14 -0,04 0,05
Ky 0,57 0,27 0,18 0,19 0,04 0,06
K3 0,58 0,40 0,14 -0,18 -0,15 0,02
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Tabelle 8.3-2: Testbeispiel 2: Genauigkeitsparameter der identifizierten Kanten [in m]

Kante Amaz d o4 AZmaz Az OA-
Snakes-Algorithmus
K3 0,88 0,42 0,27 -0,15 -0,02 0,07
K, 0,32 0,11 0,07 -0,10 0,03 0,04
K3 1,06 0,55 0,31 0,23 0,04 0,08
Ky 0,89 0,46 0,25 0,16 0,04 0,05
Verfolgungsalgorithmus
K3 0,85 0,41 0,26 -0,15 -0,02 0,07
K, 0,37 0,12 0,07 -0,12 0,01 0,05
K3 1,06 0,53 0,30 0,22 0,03 0,08
K, 0,87 0,42 0,24 0,14 0,03 0,04

gungsalgorithmus. Allerdings muss zugegeben werden, dass diese Testbeispiele besonders zu den angewendeten
Verfahren préadestiniert sind: Die exakte Klassifizierung der Punkte erfolgte bereits im Gelénde, die Kanten wa-
ren scharf und eindeutig im Gelénde identifizierbar, daher auch die hohe Genauigkeit. Im natiirlichen Geldnde
wiirde wohl die Modellierungsgenauigkeit zuriickgehen. Die natiirlichen Geldndekanten bzw. Formlinien sind
aber auch mit anderen Verfahren mit einer niedrigeren Genauigkeit erfassbar, denn sie sind schwieriger zu iden-
tifizieren. Andererseits treten solche Geldndekanten wie in den Testbeispielen oft auf, z.B. auf Ddmmen.

Im Bezug auf die gemessenen Gelédndekanten liefern die untersuchten Verfahren die modellierten Geldndekanten
mit einer vergleichbaren Genauigkeit. Die untersuchten Verfahren kénnen auch im Bezug auf die innere Ge-
nauigkeit miteinander verglichen werden. Wird einmal die Lage der Kante als Schnittlinie zweier Oberflichen
identifiziert, so konnen die Hohenkoordinten dieser Linie sowohl fiir die eine Oberfliche Z; als auch fiir die
andere Z5 ermittelt werden. Die Differenz AZ der Hohen kann als Ma# fiir die innere Genauigkeit der Verfahren
benutzt werden. Die Abbildungen 8.3-12 und 8.3-13 zeigen die Differenzen AZ fiir die einzelnen Gelédndekanten
der beiden Testbeispiele, wenn die Kanten mit dem Snakes-Verfahren bzw. mit dem Verfolgungsalgorithmus
identifiziert wurden. Im Testbeispiel 1 ist die Hohengenauigkeit der beiden Algorithmen vergleichbar. Im Test-
beispiel 2, wo die Geldndekanten eine groflere Kriitmmung als im Testbeispiel 1 besitzen, ist die Genauigkeit
des Snakes-Algorithmus um eine Grossenordnung héher als beim Verfolgungsalgorithmus. Dariiber hinaus ist
die Eigenschaft der numerischen Integration ersichtlich: Ausgehend vom Startpunkt sinkt die Genauigkeit mit
der Bogenlinge. Die Genauigkeit der numerischen Integration kann erhcht werden, indem man die Schrittweite
h verkleinert oder die Konsistenzordnung erhoht, z.B. dadurch, dass man fiir den Richtugswinkel a im Punkt
n den Mittelwert aus den Punkten n und n + 1 nimmt. Die Genauigkeit des Snakes-Algorithmus kann erhoht
werden, indem man die Lange des Snakeselements verkiirzt oder auch fiir die Steuerparameter o und 3, ggf.
auch fiir p kleinere Werte einsetzt.

Mit den beschriebenen Verfahren haben wir auch das Testbeilspiel Tagebau bearbeitet: Die urspriinglichen
Daten wurden automatisch mit dem im Abschnitt 8.3.1 vorgeschlagenen Verfahren in sechs Teiloberflichen ein-
geordnet. Ferner wurden die Kanten automatisch mit dem Snakes-Verfahren modelliert. Das Ergebnis dieser
Modellierung ist in der Abbildung 8.3-14 gezeigt. Es entspricht unserer Erwartung.

Abschlielend wollen wir zu diesem Abschnitt die folgenden Bemerkungen formulieren:

e Mit den vorgeschlagenen Verfahren konnen (Geldnde-)Kanten zuverléssig und mit einer hohen Genauigkeit
identifiziert werden. Die Voraussetzung dazu ist eine vollstdndige Grobfehlerbeseitigung und Einordnung
der Daten in die einzelnen Teiloberflachen.

e Die Genauigkeit der Kantenmodellierung héngt von der Genauigkeit der Daten und deren Dichte sowie
vom Verschneidungswinkel der sich zu schneidenden Oberflichen ab. Die numerische Genauigkeit der
Kantenidentifikation lédsst sich in der Regel bis zu einem akzeptablen Niveau absenken, so dass diese
Fehlerquelle als unbedeutend fiir die praktische Anwendung gehandelt werden kann.

e Eine falsche Einordnung der Datenpunkten kann zu einer fehlerbehafteten Kantenmodellierung fithren.
Im Zweifelsfall konnen fiir die Punkte aus einem unscharfen Kantenbereich kleinere Gewichte eingefiihrt
werden.
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Abbildung 8.3-14: Testbeispiel Tagebau mit identifizierten Kanten

Das am Institut fiir Photogrammetrie und Fernerkundung der TU Wien entwickelte und im Abschnitt 8.1
erwiahnte Verfahren kann als Sonderfall des vorgeschlagenen Verfahrens angesehen werden. Fiir geniigend
groBes o im Gleichungssystem (3.1-12) geht die Schnittkurve in eine dreidimensionale Schnittgerade iiber.

Im Gegensatz zur numerischen Integration ermoglicht das Snakes-Verfahren auch Messfehlergldttung in
Bezug auf die zu modellierende Kante. Dies kann durch Beriicksichtigung von Gewichten im Gleichungs-
system (3.1-12) oder durch ” Verstirkung” der Suchschlange (gréfiere Werte fiir o, 3) oder beides erfolgen.

e Das Snakes-Verfahren zeichnet sich durch eine grofie Flexibiltéit aus. Aulerdem braucht man bei diesem
Verfahren keinen Startpunkt zu suchen.

Beim Verfolgungsalgorithmus wird die Kante lokal erfasst. Zur numerischen Integration wird nur ein
vorhergehender Punkt benotigt (Einschrittverfahren). Das Verfahren lduft sehr schnell.

Beim Snakes-Algorithmus wird die Kante global erfasst. Je linger die zu identifizierte Kante, desto auf-

wendiger das Verfahren. Je hoher die erwartete Genauigkeit der Identifikation, umso mehr Iterationen sind
in der Regel erforderlich.
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9 Zusammenfassung

Die Modellierung von erdoberflichenbezogenen Daten, der Geodaten, ist ein vielseitiges und interdisziplinéires
Problem. Die Fiille der existierenden Ansédtze und Modelle ist kaum noch iiberschaubar. In vielen Bereichen,
wie zum Beispiel digitale Geldndemodelle, existieren effiziente und bewertete Losungen. Neue Methoden der
Datengewinnung, die aus dem technischen Fortschritt resultieren, stellen auch neue Anforderungen an die Da-
tenbearbeitungsmethoden und er6ffnen neue Moglichkeiten der Oberflichenmodellierung. In den letzten Jahren
hat das Laserscanning die Datengewinnung fiir digitale Geldndemodelle revolutioniert. Dieses Verfahren liefert
eine sehr dichte diskrete Information iiber die zu modellierende Oberfliche in Form einer gleichméfig-regellos in
der Ebene verteilten Punktwolke {x,y, z} C R3. Diese dichte, teilweise auch redundante Information erlaubt eine
effiziente Modellierung von besonderen Strukturen der Oberfliche wie Geldndekanten, welche fiir eine hochqua-
litative Beschreibung der Oberfliche unentbehrlich sind. Gleichzeitig stellen Nicht-Geldndepunkte (Reflexionen
an Geb#uden, Bdumen etc.) einen bedeutenden Anteil an den Laserscanner-Datensétzen dar. Solche Daten sind
wihrend der Modellierung effizient und zuverlissig aus den Datensétzen zu beseitigen.

Die Arbeit beginnt mit einer sehr knappen Einfithrung in die Problematik der digitalen Gelindemodelle und einer
Ubersicht der herkommlichen Modellierungsmethoden von Oberflichen in der expliziten Darstellung z = z(z, y).
Damit ordnen wir diese Arbeit in die geowissenschaftliche Aufgabenstellung ein. Hierzu sind auch robuste Ver-
fahren, die zur Filterung von Laserscanner-Daten konzipiert wurden, diskutiert worden.

Den Kern der Arbeit bilden die deformierbaren Modelle von Kurven und Oberflichen. Sie basieren auf dem
physikalischen Prinzip der Energieminimierung und entstehen als Losung von Variationsproblemen. Die gesamte
Energie setzt sich aus der inneren und der &uleren Energie zusammen. Die letztere Energie wird kontextabhéngig
durch Daten generiert; meistens beschreibt sie die Deviation zwischen den Daten und dem Modell. Die innere
Energie beschreibt die geometrischen Eigenschaften der Kurve und setzt sich aus einem Elastizitéits- und einem
Zahigkeitsterm zusammen. Die beiden Terme werden mit den ortsabhéngigen Steuerparametern o und g ge-
genseitig bewichtet. Durch das Variieren dieser Parameter lassen sich Kurven mit gewiinschten geometrischen
Eigenschaften erzeugen. Das Prinzip der Energieminimierung kann auf unterschiedlichen Wegen realisiert werden
und fithrt zu unterschiedlichen Snakes-Varianten, welche im Kapitel 4 ausfithrlich dargestellt und diskutiert sind.
Die Snakes-Approximation haben wir zur profilweisen Modellierung von Oberflichen angewendet. Hierzu haben
wir eine Formulierung der externen Energie gefunden, welche die robuste Modellierung von Profilen erméoglicht:
In einem Iterationsprozess konnen die Grobfehler beseitigt, die Messfehler geglittet und die Diskontinuitéiten
(Knicke) modelliert bzw. erhalten werden. Die Anpassung des Snakes-Modells an Daten erfolgt iterativ, wobei
die Steuerparameter abhingig von den Daten auszulegen sind. Um die drei genannten Anforderungen in einem
Iterationsprozess zu verbiirgen, ist die eingefiihrte nicht-symmetrische Definition der externen Energie mit den
Steuerparametern « > 0 und § > 0, welche um die Knickstelle geeignet (bis zu a« = § = 0) herabgesetzt werden,
zu verwenden.

Als Verallgemeinerung von Snakes haben wir das Modell von hinreichend glatten, energiegeladenen Flichenstiicken
eingefithrt und mit Flakes bezeichnet. Die innere Energie beim Flakes-Modell setzt sich aus dem membrane-
und dem thin-plate-Kern zusammen, welche die Neigung und die Kriimmungseigenschaften der zu modellierende
Oberflache beschreiben. Die Energieanteile werden wiederum mit den ortsabhéngigen Steuerparametern o und
0 gegenseitig bewichtet. Die Minimierung der gesamten Energie fiihrt wieder zu einem Variationsproblem, wel-
ches mit unterschiedlichen Mitteln und Methoden gelost wurde. Durch Formulierung der zu dem urspriinglichen
Variationsproblem #quivalenten FEuler-Gleichungen und deren Diskretisierung mit finiten Differenzen entstand
das Flakes-Modell fiir reguléire Daten. Alternativ zu den Euler-Gleichungen kann auch das urspriingliche Varia-
tionsproblem direkt mit dem sogenannten Ritz-Verfahren gelost werden. Hierzu sind geeignete Basisfunktionen
zu wahlen. Mit einer linearen Basisfunktion haben wir ein fortgeschrittenes Flakes-Modell fiir reguldre Daten
entwickelt. Um diese Modelle anwenden zu kénnen, miissen die Daten die gleiche reguldre Struktur aufweisen,
d.h. ggf. regularisiert werden. Mit einer Basisfunktion vom Gauf-Typ konnte aber das Flakes-Modell fiir die
Modellierung von irreguliren Daten entwickelt werden. Hierzu kommt ein zusitzlicher Steuerparameter o2, wel-
cher das Einzugsgebiet fiir die einzelnen Basisfunktionen bestimmt.

Die Modellierung der Daten mit Flakes fithrt zu entsprechenden linearen Gleichungssystemen, die in der Regel
iterativ gelost werden. Der Flakes-Ansatz fiir reguliéire Daten zeichnet sich durch die schwachbesetzte System-
matrix mit einer Bandstruktur aus und ist daher numerisch giinstiger. Mit nur zwei Steuerparametern a und
0 ist er auch leichter steuerbar, bedarf aber der Regularisierung der Daten. Mit diesem Verfahren ist auch eine
robuste Approximation moglich. Dabei ist der gleiche, nicht symmetrische Ansatz fiir die externe Energie wie im
eindimensionalen Fall zu verwenden. Der Flakes-Ansatz fiir irregulédre Daten ldsst eine beliebige Datenstruktur
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zu. Es wird keine Regularisierung bendtigt und man arbeitet mit Originaldaten. Der Preis dafiir ist die vollbe-
setzte Systemmatrix, welche auch mit einem grofieren numerischen Aufwand aufgestellt werden muss.

Die Flakes-Verfahren zeichnen sich durch eine grofie Flexibilitdt aus und erlauben eine weitgehende Erhaltung
von Oberflichendiskontinuitdten wihrend der Approximation. Um dieses Ziel zu erreichen, ist es am einfachsten,
im Bereich der Kanten o = 8 = 0 zu setzen und ggf. 02 gegen Null tendieren zu lassen, wihrend im sonstigen
Bereich die Steuerparameter entsprechend der erwarteten Approximationsqualitéit zu variieren sind.

Mit den deformierbaren Modellen lassen sich (Geldnde-)Kanten nachbilden bzw. weitgehend erhalten. Die Ver-
fahren geben aber keine Auskunft iiber den rdumlichen Verlauf der Kanten. Eine solche Information wird
aber in vielen Anwendungen bendtigt. Um aus einer unstrukturierten Punktwolke {z,y, z}, insbesondere aus
Laserscanner-Daten, die rdumliche Beschreibung von Kanten im Vektorformat abzuleiten, haben wir vorgeschla-
gen, die grobfehlerfreien Daten mit Oberflichenfunktionen zu beschreiben und die Kanten als Schnitt zweier
Oberflichen z; = fi(z,y); ¢ = 1,2 zu ermitteln. Zu diesem Zweck miissen zunéchst die Daten in die einzel-
nen Teiloberflichen eingeordnet werden. Hierzu kénnen die Standardmethoden der digitalen Bildverarbeitung
oder das in dieser Arbeit vorgeschlagene Verfahren eingesetzt werden. Es wird die Projektion {z(s),y(s)} der
Kante in die zy-Ebene gefunden und die z-Koordinaten ergeben sich aus f;(z(s),y(s)). Fiir die Schnittkurve
zweier Oberflachen gilt f1(x(s),y(s)) = f2(z(s),y(s)) = 0. Auf dieser Bedingung basierend haben wir zwei Ver-
fahren zur Identifikation der Schnittkurve entwickelt. Ein Verfolgungsalgorithmus beruht auf der numerischen
Integration einer dem Problem entsprechenden Differentialgleichung. Fiir die numerische Integration wird ein
Startpunkt benotigt. Hierzu haben wir ein Suchverfahren vorgeschlagen. Dem lokalen Verfolgungsalgorithmus
haben wir ein globales Verfahren, welches den Snakes-Ansatz mit einer geeigneten Definition der externen Ener-
gie benutzt, gegeniibergestellt. Die beiden Algorithmen haben wir an natiirlichen Datensétzen getestet, wobei
die zu identifizierenden Kanten im Geldnde erfasst wurden, um die Genauigkeit der Modellierung abzuschétzen.
Fiir die Beschreibung von Oberflichen haben wir die thin plate Splines benutzt. Es konnen aber alle in den
digitalen Geléindemodellen verwendeten Approximationsmethoden, wie die lineare Pridiktion (Kriging), die ra-
dialen Basisfunktionen, die finiten Elemente etc., benutzt werden.

Die durchgefiihrten Tests haben gezeigt, dass mit den vorgeschlagenen Verfahren die Geldndekanten zuverlissig
und mit einer hohen Genauigkeit aus einer unstrukturierten Punktwolke identifiziert werden kénnen. Besonders
mochten wir das auf dem Snakes-Algorithmus basierende Verfahren hervorheben. Es zeichnet sich durch eine
grofle Fexibilitdt aus, bedarf keines Startpunktes; die Startschlange kann beliebig platziert werden und kon-
vergiert meistens problemlos, denn die externe Energie ist hier im Gegensatz zur traditionellen Anwendung in
der digitalen Bildverarbeitung eindeutig definiert. Dariiber hinaus passt dieses Verfahren zum Konzept dieser
Abhandlung, in der die deformierbaren Modelle die dominierende Rolle spielen.
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Anhang A. Ableitungen fiir die Euler-Gleichungen

Anhang A

Ableitungen fiir die Euler-Gleichungen

Die Ableitungen in den Euler-Gleichungen haben fiir konstante o und 3 die Form

OE., OE.,

O = QZgg, By = QZyy,

Ez“ = ﬂzxm Ezyy = 6Zyy7 Ezwy = 2ﬂzxy7
OE. O°E.

axxw = BZram, aT;T = Bzsea,
OE.,, O*E.,,

8? = Bzyyy, ayg( = Bzyyyy,
OF.., E..,

O = 2523;y1‘5 D0y = Qﬁzxy:cy'

Fiir variable a = a(z,y) und 8 = B(z,y) sind die entsprechenden Ausdriicke komplizierter:

OF oF
E = —_— = . E = —_— =
Fo 0z Az Fv 0zy Y2y
OFE. oF,
— = g2y + QZgg, L= Qyzy + AZyy,
or dy
OF OF
Ez = = TTH EZ =L = 3
Tx azll ﬂZ Yy 6zyy ﬂzyy
ala‘z aEZyy
axxw = Bezex + B2uwa, a—y = 5yzyy + 5Zyyyv
aQEZ“, 82E2uy
+ Bezzze + B2zazzs + Byzyyy + Bzyyyy
= BeaZae + 2B22ezs + Buwaa = ﬁyyzyy + 2ﬁyzyyy + ﬁzyyyyv
OF
E, = = 2B24y,
Ty 821y ﬂZ Y
oE.,,
O°E..

0xdy
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Anhang B

Approximation der Ableitungen mit finiten Differenzen

Mit der Indizierung der Stiitzstellenlage wie in Abbildung 5.2-1 und Diskretisierung mit Vorwértsdifferenzen
sind die ersten Ableitungen, z.B. in x-Richtung,

1 1
Zm|i,j - A_(ZiJrl,j - Zi,j)a Rrli—1, = A_(zi,j - Zifl,j)

und die zweite Ableitung

1 1
Zealiy = A_x(zﬂm — Zaliy ;) = A_g(z”l’j =225 + zi-15),

identisch mit (5.2-4). Um die vierte Ableitung zu approximieren, ist z,, zusétzlich an den Stellen (i + 1, j) und
(i — 1,7) zu ermitteln. Dann ist

1
Zzzzzh,j = A_g:(zzm|i+1’j -2 Za:a:|i,j + Za:a:|i_17j) = A_i(ziJrQ,j - 4Zi+1,j + 622',]' - 4Zi71,j + Zi727j)a
identisch mit (5.2-6).
Die gemischte Ableitung 2,4, wird aus den finiten Ausdriicken fiir

1

Zﬂ?’y|i+17j+1 = 74A;cAy (Zi+2,j+2 + Zij — Zij4+2 — Zi+2,j)a
1

Zoyli1j41 = IAAN. (2i4+2 + Zim2,j — Zi—2,j+2 — Zij);
zBy
1

nyli_1,j_1 = AN A (2,5 + zi—2,j—2 — Zi—2,j — Zi,j—2),
zBy

1
Zryliz1 i1 = T A \Zir2j T Zij—2 — Zij — Ziy2,j-2
y|z+1,] 1 4A1Ay( +2,5 1,5 J +2,5 )

approximiert zu

1
Zoyayl; ; = 4A—sz (Zayliprjo1 T Zevlicgjo1 = Zayliog ji1 = Zeylignjo1)-

Nach dem Auswerten dieses Ausdrucks bekommt man die Beziehung (5.2-8).
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Anhang C

Auswertung der Integrale vom Abschnitt 5.3.1

Um die Doppelintegrale (5.3-10) bis (5.3-14) mit der Ansatzfunktion (5.3-16) und (5.3-17) auszuwerten, miisste
man mit verallgemeinerten d-Funktionen, und zwar nicht nur mit §-Impulsen, sondern auch mit é-Linien (BAM-
LER, 1989), arbeiten. Die Schwierigkeiten, welche damit verbunden sind, lassen sich umgehen, wenn man die
Tensorprodukteigenschaften von ¢(z,y) ausnutzt. Mit (5.3-17) bis (5.3-19) lassen sich die eindimensionalen
Integrale ohne weiteres auswerten (vgl. auch BORKOWSKI und KELLER (2002)):

A
6 b
/soxs)sok(s)ds: 24
R 0 )
_ 1
’ / %
/saxs)sok(s)ds z
R 0 )
1
AZ
_ 4
/sa;%s)sa;;(s)ds: a7
R a7 o
0

)

i~k =1
i=k

sonst,

li— k| =1
1=k
sonst,
i — k| =2
i— k| =1
1=k

sonst.

Die Resultate der zweidimensionalen Integration ergeben sich entsprechend (5.3-20) durch Multiplizieren von
Vektoren, die aus eindimensionalen Resultaten zusammengestellt werden. Als Beispiele geben wir das Resultat

fiir (5.3-37),
S A
[ et os@andy = | 25 |[ &
R2 3
und fiir (5.3-23),
1
AZ
//@z,xm(xay)cp],zz(x;y)dxdy = 7%& |: 0 Aﬁy
s s
AZ

an. Auf gleiche Weise bekommt man die sonstigen Integrale.

11
NN
3 9
1 2
Al? 5 3
24, | _ 2y 2 8
3 }*AQ 0 =3 3|
1o 1 4
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Anhang D

Auswertung der Integrale vom Abschnitt 5.3.2

Die Auswertung der Doppelntegrale (5.3-10) bis (5.3-14) mit der Gaufischen Ansatzfunktion demonstrieren wir
am Beispiel des Koeffizienten a;;,

Y GRS T o C RTINS SN e Ea T,
aij = // p exp{— 5,2 22 Lexp{ — J 552 J dxdy.
RQ

% % J

Unter Verwendung der Bezeichnungen (5.3-48) bekommt man nach Umformen

2 2 2
207 o; 20; o;

1 ay® — 2b,y + c, ar? — 2b,x + ¢
ajj = m/exp—#dy/[m2 — (w; + 7))z + 3375] exp ———————dx
R

1 cx + ¢
= ﬁexp{—%}h(b —I3 +I4)

O'O'J Uigj

Die Integrale I, I2, I3 und I lassen sich mit dem Tafelwerk von GRADSTEIN und RISHIK (1981) auswerten
Integral Nr. 3.323.2:

a b 20202 b2
I = _ 2 y duy — i%j y
! /exp{ 20120?y + O’,?O’?y} Y a xp 2a01202 ’

R

Integral Nr. 3.462.2:

2 2 2 2 2 2
a b oio; b 2molo* b
]gzz/xQeXp — 223:2—1— 2x2m dr = - J-l——;; —L exp 55 (>
20; o o;o; a a a 2a0; o;

R

2 2 2
' a o by by [2mo;0; b2
I3 = (xi—l—mj)/xexp{—Wm +?U]2x} dx = (l'i—f'xj)z P o
i

und

2.2
a b 2moj o}
Iy :==xixj | exp{ —s—5—52" + 55 dv = 3375 ex
20707 o; a

R

Nach dem Zusammenfassen dieser Ausdriicke und Umformen ergibt sich die Beziehung (5.3-43).
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