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Zusammenfassung

Selbst im Rahmen eines radialsymmetrischen, nichtrotierenden, linear elastischen und isotropen Mo-
dells fiir die Erde kann eine unabhéngige Darstellung von Dichte und elastischen Parametern, wie sie in
den derzeit existierenden Referenzmodellen iiblich ist, keine eindeutige Losung liefern und fithrt somit zu
einer Uberparametrisierung. Wihrend die elastischen Parameter durch die Laufzeiten seismischer Wellen
gut verifiziert werden konnen, bleibt die Dichte um ein Vielfaches unbestimmter.

Mit dieser Arbeit soll eine Moglichkeit zur addquaten Beschreibung einer Normal-Dichteverteilung vor-
gestellt werden, die auf einer physikalisch sinnvollen, nichtempirischen Parametrisierung und einer Reduzie-
rung auf die wesentlichen physikalischen Eigenschaften beruht. Neben dem Postulat von Homogenitéit der
chemischen Zusammensetzung und der Phase innerhalb der einzelnen Schalen sowie adiabatischen Tempe-
raturdnderungen bildet vor allem die Annahme eines hydrostatischen Gleichgewichtszustandes, fiir den aus
globaler Sicht kaum groflere Abweichungen erwartet werden kénnen, die Grundlage aller Betrachtungen.
Unter diesen Voraussetzungen gilt die Williamson-Adams-Gleichung als fundamentaler Zusammenhang
zwischen Dichte und seismischen Geschwindigkeiten. Abweichungen von den zugrundeliegenden Voraus-
setzungen konnen gegebenenfalls bei Vorliegen geeigneter Informationen a priori durch die Einfithrung
des Bullen-Parameters in die Modellierung einflieflen.

Allein durch den physikalischen Zusammenhang zwischen Dichte und seismischen Geschwindigkeiten
ist eine Parametrisierung der radialen Dichtefunktion noch nicht gegeben. Ausgehend von dem Postulat
einer Druck-Dichte-Relation in historischen Dichtegesetzen ist es jedoch moglich, eine geeignete Funktion
abzuleiten. Unter Beriicksichtigung der Poisson-Gleichung fiir das Gravitationspotential und der Annahme
hydrostatischen Gleichgewichtes ergibt sich damit eine Differentialgleichung, aus deren speziellen Losungen
in Ubereinstimmung mit den seismischen Daten eine Parametrisierung der Dichte festgelegt werden kann.
Ausfiihrliche Untersuchungen zeigen, daf§ Funktionen fiir die Dichte mit ausschliefilich geraden Potenzen
des Radius eine bestmogliche und zugleich stabile Anpassung an die seismischen Daten bieten, wiahrend
sich die derzeit gebrduchlichen allgemeinen Polynome zur Beschreibung der Dichte als weniger geeignet
erweisen.

Fiir eine stabile Bestimmung der Dichte ist weiterhin eine strenge Unterscheidung des Beitrags der
einzelnen Datengruppen unabdingbar. So 148t sich aus den seismischen Geschwindigkeiten lediglich auf
die Form der Dichtefunktion innerhalb der einzelnen Schalen schlieflen, die Festlegung des Niveaus je-
der einzelnen Schale ergibt sich erst unter Hinzunahme weiterer Informationen, wie der Dichte an der
Kruste-Mantel-Grenze, den geodédtischen Angaben zu Gesamtmasse und Tragheitsmoment sowie aus den
Frequenzen der Eigenschwingungen.

Unter Beriicksichtigung aller genannten Aspekte zeigt sich, dafl eine eindeutige und stabile Beschrei-
bung einer Normal-Dichteverteilung in Ubereinstimmung mit seismischen und geoditischen Informationen
moglich ist. Damit kann die vorgestellte Parametrisierung eine solide Grundlage fiir Anomaliebetrachtun-
gen sowohl in der Geodisie als auch in der Geophysik bilden.

Abstract

Even in the frame of a spherical symmetric, non-rotating, linear elastic and isotropic model an inde-
pendent description of the Earth’s density and elastic properties, as usual in most existing models, has no
unique solution and thus leads to an over-parametrisation. Whereas the elastic properties can be verified
well with the help of seismic traveltimes, the density remains much less determinate.

With this work, an adequate description of a normal density distribution based on a physically meaning-
ful, non-empirical parametrisation and an abstraction to the essential physical properties will be presented.
Beside the postulate on homogeneity of the chemical composition and phase inside each shell and an adi-
abatic gradient of temperature, the main assumption is hydrostatic equilibrium, which must be fulfilled
in a global sense for the widest parts of the Earth’s interior. Under these circumstances the Williamson-
Adams-equation holds as a fundamental relation between density and seismic velocities. Deviations from
the underlying suppositions can be described, if necessary and appropriate information exists, a priori by
the Bullen-Parameter.

By the physical relation between density and seismic velocities alone a parametrisation is not given. With
the help of a postulate on a pressure-density-relation in historical density laws it is possible to develop a
suitable function. A differential equation follows from the Poisson equation for the inner gravitational
potential in conjunction with that postulate and the assumption of hydrostatic equilibrium. Its special
solutions lead in consistence with seismic data to a parametrisation of the density. Extensive investigations
show that only functions in even powers of the radius allow a best and stable fit to the seismic data, while
ordinary polynomials most common in use are less eligible for a description of the density.

Furthermore, to obtain a stable determination of the density a strict separation of the data-types is
unavoidable. From the seismic velocities it is only possible to infer the shape of the density-function within
the shells, additional data as the density below the crust-mantle-boundary, the geodetic values for mean
mass and mean moment of inertia and the frequencies of the free oscillations are necessary to fix the absolute
level in each shell.

Under consideration of the aforementioned aspects it is possible to obtain a unique and stable description
of a normal density distribution in accordance with seismic and geodetic information. Thus the presented
parametrisation can serve as a basis for anomaly analysis in geodesy and geophysics.
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Einleitung

Ein Referenz-Dichtemodell ist sowohl fiir die Geodéisie als auch fiir viele Bereiche der Geowissenschaften von
grofitem Interesse, wenn z.B. die Unregelméfligkeiten des duleren Schwerefeldes interpretiert oder laterale
Inhomogenitdten des Erdinneren (Tomographie) untersucht werden sollen.

Eine hypothesenfreie Bestimmung der Dichte allein aus Daten, die an der Oberfliche gemessen wurden,
ist keine eindeutig losbare Aufgabe. Aus diesem Grunde stellt sich an die Modellierung neben einer moglichst
einfachen Parametrisierung auch die Forderung nach der Einfithrung physikalisch plausibler Annahmen. Bullen
hebt daher in seinen ,, Einfiihrenden Bemerkungen zu einem Standard-Erdmodell“ (BULLEN 1974) hervor, daf
prinzipiell in ein physikalisches Modell nicht mehr Parameter als unbedingt notwendig eingefiihrt werden
sollten, um die Daten im Rahmen ihrer Genauigkeit zu reprisentieren. Er geht sogar noch einen Schritt
weiter, indem er fordert, ,es ist davon auszugehen, dafl das gewihlte Referenzmodell deutlich einfacher als
ein optimales Modell sein sollte.“

Werden jedoch sowohl die Dichte als auch die elastischen Parametelﬂ durch unabhéngige Funktionen re-
préasentiert, wie das in den heute gebriauchlichen Modellen (z.B. im derzeit meistverwendeten PREM) der
Fall ist, kann ein solches Modell nicht eindeutig bestimmt sein, da ein solcher Ansatz grundsétzlich eine
Uberparametrisierung bedeutet und somit nicht erwartet werden kann, daf damit die physikalischen Zu-
sammenhénge der urspriinglichen Problemstellung adédquat beschrieben werden kénnen. Vielmehr wird der
iiblicherweise gewéhlte empirische Polynomansatz mafigeblich von den numerischen Verfahren zu seiner Be-
stimmung abhéngen. Wahrend die resultierenden seismischen Geschwindigkeiten direkt anhand der Laufzeiten
verifiziert werden konnen, ist der Verlauf der Dichte um ein vielfaches unbestimmter und wird offenbar von
zwangslaufig einzufithrenden Stabilisierungen stérker geprégt, als physikalisch zu begriinden ist.

Als Alternative zu einer solchen Modellierung kann die Einfithrung einer plausiblen Beziehung zwischen den
seismischen Geschwindigkeiten und der Dichte betrachtet werden. Fiir die Formulierung eines solchen Zusam-
menhanges existieren verschiedene Moglichkeiten. Einerseits konnen empirische, auf Labormefldaten gestiitzte
Relationen angegeben werden, wie das Gesetz von Birch oder die auf thermodynamischen Betrachtungen auf-
bauende seismische Zustandsgleichung von D. L. Anderson. Andererseits kann die Annahme hydrostatischen
Gleichgewichtes zum Ausgangspunkt einer solchen Modellierung gemacht werden. Obwohl schon aufgrund der
Eigenschaften des d&ufleren Erdschwerefeldes oder aufgrund der komplizierten Prozesse im Bereich des oberen
Mantels auf Storungen geschlossen werden muf}, kann aus globaler Sicht nicht erwartet werden, dafl groflere
Abweichungen von einem solchen Gleichgewichtszustand auftreten. Fiir ein globales Referenzmodell sollte
daher eine hydrostatische Modellierung zugrundegelegt werden. Abweichungen vom hydrostatischen Zustand
konnen dann in Analogie zu dem in der physikalischen Geodésie schon seit langem gebriuchlichen Konzept
von Normal- und Stérpotential durch die Einfithrung von Dichtestorungen gegeniiber der (hydrostatischen)
Normal-Dichteverteilung aufgefafit werden.

In diesem Sinne soll unter Beriicksichtigung der Forderungen von Bullen eine Parametrisierung vorge-
schlagen werden, die entgegen den heute gebrduchlichen empirischen Polynom-Anséitzen kompromifilos auf
den folgenden einfachen, physikalisch nachvollziehbaren Annahmen beruht:

e hydrostatische Druckzunahme,

e adiabatische Temperaturdnderungen,

e Homogenitéit der chemischen Zusammensetzung und des Phasenzustandes innerhalb der einzelnen Schalen

sowie

e Isotropie des Mediums.
Unter diesen Voraussetzungen gilt die Williamson-Adams-Gleichung, die eine Verkniipfung zwischen seismi-
schen Geschwindigkeiten und der Dichte ermdglicht. Damit bietet es sich an, die seismischen Daten mittels
einer geeigneten Dichtefunktion darzustellen, wodurch die Anzahl der notwendigen Parameter im Vergleich
zu bestehenden Modellen (z.B. PREM) drastisch reduziert werden kann.

Entscheidend ist, den Informationsgehalt der verwendeten Daten zu beriicksichtigen. So 148t sich aus
den seismischen Geschwindigkeiten lediglich der Gradient der Dichte innerhalb einzelner Schalen abschétzen,
wahrend die Absolutwerte, also vor allem die Dichtespriinge an den Schalenréindern, aus anderen Quellen
vorgegeben oder bestimmt werden miissen. Eine entscheidende Rolle spielen dabei Gesamtmasse, Trégheits-
moment und die Annahme der Dichte unterhalb der Kruste sowie die Frequenzen der Eigenschwingungen. Eine
klare Trennung zwischen dem Beitrag der einzelnen Beobachtungsgruppen ist fiir eine stabile Modellierung
gerade im Hinblick auf ein Referenzmodell unabdingbar.

Zwecks Einbeziehung nichthydrostatischer Dichtestérungen, die insbesondere im Hinblick auf die im oberen
Mantel zu erwartenden Inhomogenitidten bedeutsam sein konnen, ermoglicht die Erweiterung der Williamson-
Adams-Gleichung durch den Inhomogenitétsparameter von Bullen eine flexible Anpassung. Dafiir sind jedoch
zusétzliche Informationen notwendig, die nicht aus den seismischen Daten entnommen werden kénnen.

Ibzw. die seismischen Geschwindigkeiten
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Dariiberhinaus stellt sich hinsichtlich eines moglichst einfachen Referenzmodells auch die Frage nach der
Notwendigkeit der Einfithrung von Anisotropie zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften. Da die Diffe-
renzen zwischen den unterschiedlich polarisierten Geschwindigkeiten insgesamt gering sind, wird bereits die
Ansicht vertreten, dafl der Einflufl der Anisotropie klein genug ist, um fiir mittlere radialsymmetrische Modelle
vernachléssigt werden zu kénnen (MASTERS und WIDMER 1995). Desweiteren stellt sich aufgrund der Unter-
schiedlichkeit regionaler Studien die grundsétzliche Frage, ob die Effekte durch ein mittleres Gesamtmodell
iiberhaupt adédquat dargestellt werden kénnen.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird methodisch ein Ansatz basierend auf der Williamson-Adams-
Gleichung vorgestellt, mit dem es moglich ist, die seismischen Daten durch die Dichtefunktion auszudriicken.
Werden alle notwendigen Vorinformationen explizit als Nebenbedingungen eingefiihrt, ergibt sich immer eine
stabile Problemstellung. Unter Beriicksichtigung der Frequenzen der Eigenschwingungen werden in dem vorge-
legten Modell die Dichtespriinge im oberen Mantel sowie an der Diskontinuitét zwischen innerem und &duflerem
Kern abgeleitet. Daraus ergibt sich ein simples Modell fiir die Dichte, das auf klar definierten Voraussetzungen
beruht. Abweichungen von den idealisierten Annahmen kénnten bei Vorhandensein geeigneter Informationen
jederzeit beriicksichtigt werden. Es zeigt sich jedoch im Vergleich mit existierenden Dichtemodellen, daf3 diese
Unterschiede nur gering sind.

Daher kann die vorgeschlagene Modellierung als Grundlage fiir ein Konzept von Normaldichte und Dich-
testorungen betrachtet werden: Das Normal-Dichtemodell geniigt plausiblen physikalischen Voraussetzungen
und zeichnet sich deshalb durch eine stabile Modellierung aus. Insbesondere liegt die Annahme eines hy-
drostatischen Gleichgewichtszustandes essentiell zugrunde. Abweichungen von den iibrigen Voraussetzungen
konnen darauf aufbauend durch andere Methoden modelliert werden, die sich auf linearen oder linearisierten
Zusammenhingen griinden (Tomographie). Die vorgestellten Ergebnisse sollen jedoch nicht einer direkten
geophysikalischen Interpretation dienen, sondern in erster Linie dem Nachweis der Anwendbarkeit der Me-
thodik.



Kapitel 1. Grundlagen

1.1 Elastomechanische Grundlagen

1.1.1 Elastizitdt und Isotropie

Die einfachste elastomechanische Beschreibung eines Korpers beruht auf der Annahme von idealer Elasti-
zitdt und Isotropie, d.h. es wird unterstellt, dafl zwischen Spannung und Dehnung eine lineare Beziehung
(Hookesches Gesetz) besteht und dafl das elastische Verhalten in allen Richtungen gleich ist. Das elastische
Verhalten des Mediums kann dann durch zwei Parameter vollstéindig beschrieben werden. Die Beziehung
zwischen den Komponenten des Spannungstensors p;; und den Komponenten des Verzerrungstensor e;; kann
unter diesen Umsténden durch das verallgemeinerte Hookesche Gesetz

1

eii = —[pii—o(jj+prk)]
E v (1.1)
2(1+0)

¢j = —p P

mit dem Elastizitdtsmodul oder Youngschen Modulus E und der Querdehnzahl oder Poisson-Zahl o dargestellt
werden (LENK und GELLERT 1989). Aquivalent dazu kann das Medium auch mit den beiden Laméschen
Konstanten A und p oder mit Kompressionsmodul K und Schermodul p charakterisiert werden. Ersetzt man
in die Parameter (E, o) durch die Laméschen Konstanten (A, ), ergibt sich die alternative Formulierung
des Hookeschen Gesetzes

Pij = /\@(Si]‘ +2/,L€ij (1.2)

mit der Dilatation

und dem Kronecker-Symbol ¢;; (BULLEN 1963b|, Kap. 2.3.1).
Die Definition des Druckes p folgt aus der Zerlegung der Komponenten des Spannungstensors in die
Normalspannungen p;; und die Tangentialspannungen Pj;,4 # j nach

pij = —pdi; + Pij,
1

Der Spannungszustand wird als hydrostatisch bezeichnet, wenn er allein vom Druck abhéngig ist, also keine
Tangentialspannungen P;; auftreten. Unter diesen Bedingungen kann anstelle von (1.2)) auch

—pdi; =AOd;; +2ue; (1.5)
geschrieben werden. Betrachtet man nun eine kleine zeitliche Anderung der Spannungs-Dehnungs-Beziechung
—dpdi; = AdOd;; +2udey; (1.6)

und berticksichtigt die Summen und , folgt

—3dp =3AdO 4+ 21dO (1.7)
und damit sogleich
dp 2
——=A+-p=K. 1.
6 - t3H (1.8)

Die Grofile K gibt also das Verhiltnis zwischen Druck und Kompression (negativer Dilatation) an. Unter
Beriicksichtigung des Massenerhaltungssatzes
dp vy

— =0 1.9

- hierbei ist p die Dichte des Mediums, x; und v; sind die Komponenten von Orts- und Geschwindigkeitsvektor
in kartesischen Koordinaten -, ergibt sich unter Beriicksichtigung der Verkniipfung zu den Verschiebungen u;

(1.10)
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der fiir die Seismologie fundamentale Zusammenhang (BULLEN 1963bl Kap. 2.3.3)

b _ K (1.11)
dpp
zwischen Inkompressibilitdt (oder Kompressionsmodul) K, Dichte p und hydrostatischem Druck p. Es ist
hervorzuheben, dafl diesem Zusammenhang sowohl das Verschwinden der Tangentialspannungen als auch
Isotropie des Stoffes zugrunde liegt.
Weiterhin gelten die folgenden Beziehungen zwischen den verschiedenen elastischen Parametern (LOVE
1927, Art. 70), (BULLEN 1963b, Kap. 2.3.4):

\ Eo 20
T Qto)(1-20) 1-25"
E
= 1.12
I 0 +0)’ (1.12)
E 2(1+0) 2
K = - =\t p.
3(1—20) 3(1—20) "1 3H

Die Bewegungsgleichungen fiir Partikel eines deformierbaren, kontinuierlichen Mediums lauten in der For-
mulierung der Newtonschen Mechanik in kartesischen Koordianten (BULLEN 1963b, Kap. 2.1.5)

dPu; opij
= ; 1.1
P b, +pfi (1.13)

Hierbei sind p die Dichte des Mediums sowie u;, f; und p;; die Komponenten des Verschiebungsvektors, des

Vektors der angreifenden Kraft bzw. des Spannungstensors. Im Falle eines statischen Gleichgewichtes treten

keine Beschleunigungen auf (d?u/dt? = 0), woraus sich bei hydrostatischem Spannungszustand (p;; = 0,4 # )

unmittelbar die bekannte Beziehung

_ Opii
8331'

fiir das hydrostatische Gleichgewicht ergibt. Existiert als einzige Kraft die Schwerkraft

pfi = = —gradp (1.14)
Ji=gi=grad W, (1.15)
folgt aus (1.14)) die bekannte Relation fiir einen selbstgravitierenden Kérper im hydrostatischen Gleichgewicht

p grad W = grad p (1.16)

Bildet man die Skalarprodukte % dx; = dW und ) %’; “* dx; = dp, ergibt sich daraus
p dW = dp, (1.17)

d.h. dp = 0 bedeutet dWW = 0 und umgekehrt, woraus folgt, da die Aquipotentialflichen W = const gleich-
zeitig Flichen gleichen Druckes p = const sein miissen. Weiterhin fallen wegen der Beziehung

P= o (1.18)
die Flichen konstanter Dichte mit den Aquipotentialflichen bzw. den Flichen gleichen Druckes zusammen.
Da das Potential eine monotone Funktion des Abstandes vom Massenzentrum ist, muf3 die Dichte ebenfalls
eine monotone Funktion sein, d.h. die Dichte im Inneren eines im hydrostatischen Gleichgewicht stehenden
Korpers kann in Richtung des Massenzentrums nicht abnehmen (MoRITz 1990, Kap. 2.5).
Im Falle radialsymmetrischer Korper hingen sowohl das Gravitationspotential W als auch der Druck p
nur vom Radius r ab. Es gilt also
dW dp
P ar 9=
mit dem Betrag der Schwerkraft g = |g;|. Da das Potential W eines kugelsymmetrischen Kérpers in radialer
Richtung monoton fillt, ergibt sich unmittelbar die Bedingung

(1.19)

dp
o <0 (1.20)
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1.1.2 Anisotropie

Fiir Stoffe im kristallinen Zustand gilt die Annahme, dafl das elastische Verhalten des Mediums in allen
Richtungen gleich ist, nicht mehr vollstindig. In diesem Falle mufi das Hookesche Gesetz (1.1)) oder
weiter verallgemeinert werden, indem als Relation zwischen dem Spannungs- und dem Verzerrungstensor die
lineare Beziehung

pij = Aijim€im (1.21)

eingefiihrt wird (BULLEN 1963b, Kap. 2.4), (LOVE 1927, Art. 72). Die GréBe A, i, sind die Komponenten
eines Tensors 4. Stufe mit den Symmetrieeigenschaften A;jim = Ajium wegen p;; = pji und Ayjim = Aijmi
wegen €, = €,,. Deshalb sowie aufgrund der Annahme reversibler thermodynamischer Zustandsinderungen
und der damit verbundenen Existenz der Formé&nderungsenergie-Funktion sind von den 81 Komponenten die-
ses Tensors nur 21 voneinander unabhéngig. Wenn das Material eine Symmetrieachse in der Art aufweist, dafl
die elastischen Eigenschaften in der senkrecht dazu stehenden Ebene in jeder Richtung gleich sind, kann das
Verhalten des Mediums nach einer von Love (LOVE 1927, Art. 110) gebrauchten Notation durch die fiinf ela-
stischen Parameter A, C, N, L und F' beschrieben werden. Ein solches Medium wird auch als transvers-isotrop
bezeichnet. Die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen kénnen damit in kartesischen Koordinaten folgendermafien
angegeben werden (TAKEUCHI und SAITO 1972)):

Pae = Alezs +eyy) —2Ney, + Fe..,

Py = Alews +eyy) —2Neg, + Fe..,

P2z = Fleww +eyy) + Cesz, (1.22)
Poy = Negy,

pyz = Leay,

Pzz = Lez.

Soll im Rahmen kugelsymmetrischer Modelle Anisotropie eingefiihrt werden, ist einzig eine Darstellung mit
dem Radius als Symmetrieachse fiir sinnvoll zu erachten, weshalb fiir solche Modelle nur die Beriicksichtigung
transverser Isotropie in Betracht kommt. Der Zusammenhang fiir die Komponenten von Spannungs- und
Dehnungstensor in Kugelkoordinaten lautet dann:

pre = Cepr + Flegg + €44) ,

poo = Fep + Alego + €pp) —2Neyy

Doy = Fepr + Alego + epp) — 2Negs , (1.23)
pro = Lep,

poy = Negy,

Por = Leg,.

Die Formulierung (1.2)) des Hookeschen Gesetzes fiir ein isotropes Medium ergibt sich daraus als Spezialfall
unter Beriicksichtigung der Identitdten

A C = A+2u
N = L = yp, (1.24)
F A

Alternativ kénnen transvers-isotrope Modelle in Ergdnzung von A und p durch die Parameter

L
5_ N7
C
p— —_— 1.2
© T (1.25)
_ _Fr _F
K Y D

beschrieben werden. Dabei ist 7 nicht mit dem Inhomogenititsparameter aus Kapitel zu verwechseln.
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1.1.3 Seismische Raumwellen in linear elastischen Medien

Aus den Bewegungsgleichungen kann die Geschwindigkeit, mit der sich eine Stérung (Partikelbewegung)
innerhalb des Mediums fortpflanzt, abgeleitet werden. Auf eine Wiedergabe dieser Herleitung, die z.B. in
(BULLEN 1963bl Kap. 4) oder in Werken der klassischen Mechanik zu finden ist, soll an dieser Stelle verzichtet
werden. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ergibt sich danach als Quotient zwischen den elastischen Moduli und
der Dichte. Folgende Ausdriicke gelten im Falle transvers-isotroper Stoffe fiir Kompressions- oder longitudinale
(primére) Wellen in radialer (Vpy ) und dazu senkrechter (Vpy) Richtung:

A

Vpr =4[ —» (1.26)
p
C

Vey = 4/ —. (1.27)
P

Fiir Scher- bzw. transversale (sekundiire) Wellen gilt entsprechend

N

VSH = R (128)
P
L

Vey = '/5' (1.29)

Zu den elastischen Parametern (1.25)) besteht der Zusammenhang

_ (VsnY
& = <st) , (1.30)

o = (VPV>2
Veu )

Im isotropen Fall gibt es keine Richtungsabhéngigkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, und aufgrund der

Identitéten (1.24]) gilt
A2 K+3
Ve =/ J;“:\/ p?’“, (1.31)

Ve =, /2. (1.32)

p

Es ergeben sich die folgenden Verhéltnisse zwischen der Dichte und den beiden elastischen Parametern

4
Vp2 — §V52 =, (1.33)

= Vs (1.34)

Sl =

Die zuerst von Bullen (BULLEN 1949) definierte Grofle & wird auch als seismischer Parameter bezeichnet.
Gébe es eine dritte, unabhéngige Grofle, mit der das Verhéltnis zwischen K und p eindeutig beschrieben
werden konnte, wiirde dies die direkte Bestimmung der Dichte aus seismischen Geschwindigkeiten erlauben.

Die Poisson-Zahl kann unter Verwendung der Beziehungen aus ([1.12)) allein durch die seismischen Ge-

schwindigkeiten ausgedriickt werden
1 Ve\?
=—|1-1 — | —-1]]. 1.

Damit kann ein linear elastisches, isotropes Medium auch durch den Parametersatz (®, o, p) eindeutig be-
schrieben werden, eine fiir spitere Betrachtungen wichtige Beziehung.
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1.1.4 Eigenschwingungen eines linear elastischen, radialsymmetrischen Kérpers

Die mechanischen Resonanzen eines Korpers sind charakterisiert durch dessen freie Schwingungen, die durch
kleine Oberflichenbewegungen in der Form

u(t) = Z Ay cos(wit + pp,) et (1.36)

ausgedriickt werden konnen. Dabei ist wy die Frequenz der Mode k, die eine anfingliche Amplitude Ay

und Phase ¢ aufweist. Die Dampfung der Schwingung wird héufig anstelle des Parameters aj durch den
Qualitétsfaktor

Wi

Qr=5—

ausgedriickt. Die Frequenzen der Eigenschwingungen lassen sich zun&chst unter Vernachlissigung der Damp-

fung fiir ein linear elastisches Medium aus der Eigenlosung des Differentialgleichungssystems, das aus den Be-

wegungsgleichungen ([1.13]) resultiert, bestimmen. Vektoriell kann (1.13)) in kartesischen Koordinaten (x,y, )

mit p, = [pa:xapxyapxz]a Py = [pyxapyyvpyz} und p, = [pzxvpzyapzz auch in der Form

= 1.
S (1.37)

2y div p,
P = pf + | div py (1.38)
div p,

geschrieben werden (TAKEUCHI und SAITO 1972). Nach dem Ubergang auf Kugelkoordinaten (r,, ¢) lautet
dieser Zusammenhang

2’u div p, 1| ~Peo — Do
i pf+ | divpy | + ~ | Pro— Do cotf | . (1.39)
div pg Der + Do COL O

Um den anfinglichen, ungestorten Spannungszustand zu charakterisieren, wird die Annahme getroffen, dafl
sich die Erde im hydrostatischen Gleichgewicht (1.16))

Po 8o = grad po. (1.40)

befindet. Schwingungen des Korpers bedeuten eine Anderung dieses Zustandes durch kleine Partikelbewe-
gungen. Wird mit u der Verschiebungsvektor eines Partikels ausgehend von der Position im hydrostatischen
Gleichgewicht bezeichnet, ergibt sich mit dem Ortsvektor dieses Teilchens im gestérten Zustand r dessen
Ausgangsposition zu r — u. Die Dichte im deformierten Zustand kann somit in erster Nidherung durch

p(r) = po(r —u) — po(r) div u = po — div (pou) (1.41)

ausgedriickt werden (TAKEUCHI und SAITO 1972). Der Term —pg div u repriisentiert hierbei den Effekt der
geometrischen Dehnung aufgrund der Verschiebung. Im deformierten Zustand wird davon ausgegangen, dafl
sich die Spannung aus der Summe von Ausgangsspannung und der von der Verschiebung verursachten Span-
nung zusammensetzt. Die Spannung im deformierten Zustand im Punkt r besteht somit aus der Spannung p
im Punkt r — u des undeformierten Ausgangszustandes und der zusitzlichen Spannung p’, so daf sich unter

Beriicksichtigung von (|1.40))

prr(r) = —po(r —u) +py,.(r) = —po + po o - u+py,.(r), (1.42)
pro(r) = pry(r)

ergibt. Die Kraft f im deformierten Zustand setzt sich aus der Summe von Schwerkraft gy im Anfangszustand,
der von der Deformation verursachten Stérung der Schwerkraft g’ sowie externen Krifte f/ zusammen. Fiir
die Stérung der Schwerkraft besteht der Bezug zur Anderung des Schwerepotentials W’

g’ =grad W', (1.43)
welches die Poisson-Gleichung (|1.67)) unter Berticksichtigung von ([L.41)
V2W' =47 G div (pou) (1.44)

erfiillen mufl. Werden unter der Voraussetzung hydrostatischen Gleichgewichtes (1.40)) die Gleichungen (1.41]
1.43)) in (|1.39) eingesetzt, ergeben sich die Bewegungsgleichungen fiir eine selbstgravitierende Kugel

d2u div p;. 1 —Pyo — p;m
pﬁ = Po f/ + po grad W’ — 8o div (pou) + div pfg + ; p;e - p;)d) cot 6 s (145)
div py, Py + Py cOLO
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die zusammen mit der Poisson-Gleichung den fundamentalen Zusammenhang zur mathematischen
Beschreibung der Eigenschwingungen der Erde darstellen.

Es wird zwischen zwei Typen von Eigenschwingungen unterschieden, den toroidalen Schwingungen, bei
denen die radiale Verschiebungskomponente u, und die Divergenz der Verschiebung verschwinden, sowie den
sphéroidalen Schwingungen, bei denen das Verschiebungsfeld wirbelfrei ist. Treten nur radiale Verschiebungs-
komponenten auf, stellt dies einen Sonderfall der sphéroidalen Schwingungen dar. Die gesuchten Eigenfunk-
tionen ergeben sich aus der Losung der Differentialgleichungen zweiter Ordnung sowie aus unter
Beriicksichtigung linearer Spannungs-Dehnungs-Beziehungen und den in (ALTERMAN et al. 1959)) genannten
Voraussetzungen von

1. Regularitéit im Ursprung,
2. Verschwinden der Spannung im deformierten Zustand und

3. stetiger Fortsetzung des Gravitationsfeldes sowie der zugehorigen Gradienten an allen internen Grenz-
flichen und an der deformierten Erdoberflache.

Fiir die toroidalen Schwingungen sind die radialen Komponenten der Bewegungsgleichungen gleich Null
und infolgedessen tritt auch keine Stérung des Gravitationsfeldes auf. Die Bewegung wird dann vollsténdig
durch die elastischen Kréfte gesteuert. Da der duflere Kern die elastischen Eigenschaften einer Fliissigkeit
aufweist, beschréanken sich die toroidalen Schwingungen auf den festen Manteﬂ Fiir die Bewegungsgleichungen
kann nach (ALTERMAN et al. 1959, TAKEUCHI und SAITO 1972)) der Ansatz

u. = 0,
_ 1 aYn(97¢) twt
Ug = T1 (7") Siner) (& y (146)
aY(0,6) ..
ug = —Ti(r) 8(9 9) et

mit der radialen Eigenfunktion 77 (r) und den Kugelflichenfunktionen
Y, (0, $) = P, (cos 0)e'™? (1.47)

formuliert werden. Hierbei sind P,™ die zugeordneten Legendreschen Polynome und w die Eigenfrequenz
(Kreisfrequenz). Das Einsetzen in (1.45)) fithrt auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fir 71, die sich

mit den Substitutionen T T
t1 =Ty, to=L (1 - 1) (1.48)

dr r

in ein lineares Differentialgleichungssystem umwandeln 148t (ALTERMAN et al. 1959, TAKEUCHI und SAITO
1972).
Fiir sphéroidale Schwingungen kann die Verschiebung durch

Uy = Sl (’I“) Yn(97 ¢) eth 5

ug = Sa(r) aYn@(Z7 9) et (1.49)
1 9Y,(0, i

up = 5a(r) sin 0 8(¢ . e

mit den radialen Eigenfunktionen S; und Sy dargestellt werden (ALTERMAN et al. 1959 [TAKEUCHI und SAITO
1972)). Da hierbei die Verzerrungen nicht verschwinden, treten Stérungen des Schwerepotentials auf, die durch
die zusitzliche Gleichung

W' = S3(r) Y;,(0, ¢) e™* (1.50)

erfafit werden. Dies fithrt auf ein System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welches wiederum
durch Substitutionen (hier fiir den Fall transverser Isotropie (TAKEUCHI und SAITO 1972))

ds; F
s = 5, S = C’W—&-?[QSl—n(n—&—l)Sg],
d 1
s o= S oso= 1|22l osy), (L51)
dr r
d 1
S5 = 53, S¢ = %—47eroSl+n+ Sg

lund davon unabhingig auf den festen inneren Kern



1.2. Thermodynamische Beziehungen und Zustandsgleichungen 15

in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung iiberfithrt werden kann.

Die Losung dieser Systeme erfolgt dann durch numerische Integration iiber diskrete Punkte eines Mo-
dells fiir die Dichte und die elastischen Parameter; die Eigenfrequenzen ergeben sich aus den Nullstellen der
charakteristischen Funktion.

1.2 Thermodynamische Beziehungen und Zustandsgleichungen

Die thermodynamischen Bedingungen, unter denen die Ausbreitung seismischer Raumwellen erfolgt, werden
als niherungsweise adiabatisch angenommen (BULLEN 1963bl Kap. 4.6). Das kann damit begriindet werden,
daf} die Zeit, die fiir einen Temperaturausgleich zwischen den durch die Welle komprimierten und gedehnten
Bereichen des Stoffes benétigt wird, sehr viel grofler ist als die Periode der Welle (ANDERSON 1989)). Demnach
gilt die Definition der Inkompressibilitit K nach bzw. fiir adiabatische Zustandséinderungen. Zur
Inkompressibilitdt unter isothermen Bedingungen K7 besteht der wichtige Zusammenhang

KS:KT (1+Q’YT) (152)

mit dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten «, dem Griineisen-Parameter v und der absoluten Tempe-
ratur T'. Der Griineisen-Parameter spielt in der modernen Thermodynamik eine fundamentale Rolle und ist
definiert als
,Y:aKT:OlKS7 (153)
Cvp Cpp
wobei Cy und Cp die spezifische Wirme bei konstantem Volumen bzw. konstantem Druck sind (ANDERSON
1989).

Damit erhilt die Beziehung (|1.11)) zusammen mit ([1.33)
dp Ks _
dp p

(1.54)

eine Bedeutung als Zustandsgleichung. Als thermodynamische Zustandsgleichung eines Stoffes wird allgemein
die Beziehung
f(T,V,p) =0 (1.55)

betrachtet. Derartige Zustandsgleichungen gelten natiirlich nur fiir ein gewisses Material und nur unter gewis-
sen Rahmenbedingungen. Fiir die hier betrachteten Fille werden Formulierungen benétigt, die fiir Festkorper
unter hohen Driicken giiltig sind. Gilvarry (GILVARRY 1957)) hat 1957 die allgemeine Zustandsgleichung fiir
isothermale Zustandséinderungen nach Mie-Born in der Form

-2 ()]

angegeben. Hierin sind n und m Konstanten, die in Relation mit den Anziehungs- und Abstofungskréften zwi-
schen Elementarteilchen stehen, p ist der dem Volumen V' entsprechende Druck und K, die dem Volumen Vj
zugehorende isothermale Inkompressiblitit bei p = 0. Der korrespondierende Ausdruck fiir den isothermalen

Kompressionsmodul lautet
Kr, Vo\" Vo™
= — — — . 1.

Unter Berticksichtigung der Beziehung zwischen dem spezifischen Volumen und der Dichte

Vo »p
— = — 1.58
V" (1.58)

und partieller Ableitung nach der Dichte ergibt sich

o K 1 n—1 m—1
o fn L ole(2) —m(2) ] (1.59)
dp po (m—n) Po Po
Diese Gleichung wurde 1967 von D. L. Anderson (ANDERSON 1967) als Kern einer seismischen Zustands-
gleichung verwendet, da sich durch (1.54)) ein unmittelbarer Bezug zum seismischen Parameter ® herstellen

1a8t. Wird eine Transformation zwischen isothermaler und adiabatischer Inkompressibilitéit eingefiithrt oder
der Unterschied zwischen beiden Groflen vernachléssigt, kann

st Y (2) ()]




16 Kapitel 1. Grundlagen

als generelle Form einer Zustandsgleichung basierend auf seismischen Daten geschrieben werden. Die Kon-
stanten M und N kénnen mit Hilfe der Ergebnisse aus Laborexperimenten oder mittels anderer Annahmen be-
stimmt werden. So ergibt sich beispielsweise die Gleichung aus der Methode des finite strain von Birch (BIRCH
1952)) mit den Konstanten N = 7/3 und M = 5/3 oder die aus der Quantenmechanik hergeleitete Gleichung
von Bardeen mit N =5/3 und M = 4/3.

Neben dieser allgemeinen Formulierung existieren eine Reihe spezieller Zustandsgleichungen, in denen
anstelle einer funktionalen Beziehung zwischen den thermodynamischen Gréflen T',p, V' die seismischen Ge-
schwindigkeiten Vp und/oder Vg bzw. der seismische Parameter @ in Relation zur Dichte p gesetzt werden, die
dann auch als geophysikalische Zustandsgleichungen bezeichnet werden (LELIWA-KOPYSTYNSKI 1984, Kap.
1.2). Diese Gesetze sind grofitenteils empirischer Natur, da eine Reihe willkiirlicher Annahmen notwendig
sind, deren Giiltigkeit nur durch Laborexperimente gepriift werden kann. Die beiden bekanntesten unter die-
sen Zustandsgleichungen sind das Gesetz von Birch (Kapitel und die ,,seismische Zustandsgleichung*
von Anderson (Kapitel [3.1.5).

Der Griineisenparameter ist nicht explizit von der Temperatur abhingig und deshalb von beson-
derem Interesse; seine Bestimmung stellt eines der Kernprobleme in der Hochdruckphysik dar. Unter atmo-
sphérischen Normalbedingungen gilt v ~ 2, und dieser Wert verringert sich nur allmé&hlich mit steigender
Temperatur, der Grenzwert fiir T' — oo ist v — % In (LELIWA-KOPYSTYNSKI 1984, Kap. 1.8) werden zahl-
reiche Darstellungen des Griineisenparameters diskutiert, unter denen die von Zharkov und Kalinin (1971)

Y = s —a— = E———"+4
2 3 2 %(pvn)
dK
_ ﬁ_2+172n+T;+n(nfl)Kls+6 (161)
2 3 2—2nKLS ' '

die allgemeinste Formulierung aufweist. Hierbei stellt § ein Korrekturglied dar, mit dem die Volumenabh#ngig-
keit der Poisson-Zahl o beriicksichtigt wird, die nach (ZHARKOV et al. 1978, Kap. 20) einen signifikanten
Beitrag zu « liefert. Die Konstante n wurde von den verschiedenen Autoren unterschiedlich festgelegt. Die
im Jahre 1939 veroffentlichte Formel von Slater, die den ersten Vorstofl in der Bestimmung von v darstellt,
ergibt sich mit n = 0 und unter Vernachldssigung des Terms §. Aus der Theorie des freien Volumens 148t sich
der Zusammenhang von Vashenko und Zubarev (1963)

d

_5 Ks 4 p
3t T oxs

V= :
2(1—@?3)

herleiten, der aus m mit n = % und ¢ = 0 hervorgeht und breite Anwendung gefunden hat, z.B. (STA-
CEY 1977bl|STACEY 1977a)). Ist die Dichte durch ein Modell vorgegeben, sind damit der Druck p und unter
Verwendung der Beziehung auch die Inkompressibilitit Kg festgelegt. Weiterhin ist dKg/dp durch das
Dichtemodell und den seismischen Parameter ® vollstindig bestimmt, so dafl aus der Beziehung der
Griineisenparameter berechnet werden kann.

(1.62)

1.3 Schwerefeld

Das Gravitationspotential V' eines Kérpers in einem in kartesischen Koordinaten gegebenen Punkt P(x,y, z)

kann durch das Integral
zG///dTsz///§dv (1.63)

ausgedriickt werden (HEISKANEN und MORITZ 1967, Kap. 1.2), wobei G die Newtonsche Gravitationskon-
stante, v das Volumen und m die Masse des betrachteten Koérpers sowie

dm
dv
die Dichte im Volumenelement dv ist, das im Abstand [ vom Punkt P entfernt liegt. Das Gravitationspotential
erfiillt fir auflerhalb des Korpers liegende Punkte die Laplace-Gleichung

p= (1.64)

AV =0, (1.65)
wobei mit A der Laplace-Operator
0? 0? 0? 166
A= .
a 9.2 + 8%2 +t353 a x3 ( )
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bezeichnet wird. Im Inneren des Korpers ist das Potential nicht harmonisch und erfiillt dort die Poisson-
Gleichung
AV = 4w G p. (1.67)

Rotiert der Kérper um eine Achse, treten zusétzlich Zentrifugalkriifte auf und es existiert ein Fliehkraftpo-
tential 1
O = —w? g
D) q

Hierbei wird mit w die Winkelgeschwindigkeit der Rotation bezeichnet, die als konstant angenommen wird,
und mit g der Abstand von der Rotationsachse. Das Schwerepotential ist dann die Summe

(1.68)

W=V+o (1.69)

aus Gravitations- und Fliehkraftpotential. Der Schwerkraftvektor g ergibt sich daraus durch Gradientenbil-
dung
g = grad W. (1.70)

1.3.1 Schwerefeld eines nichtrotierenden, radialsymmetrischen Korpers

Fiir einen nichtrotierenden, radialsymmetrisch geschichteten Korper ist das Fliehkraftpotential (1.68) Null
und somit gilt W = V. Im Auflenraum einer solchen Kugel ist das Potential V' identisch mit dem einer
Punktmasse und ist daher durch die Funktion

V:G¥ (1.71)

des (radialen) Abstandes r vom Zentrum der Masse

R

M =47 G | ¢*p(q)dgq (1.72)
/

festgelegt. Dementsprechend ist die Schwere aulerhalb eines solchen Koérpers durch

v _ M

gegeben. Fiir den Innenraum muf} das Potential in den Anteil der vom Radius r eingeschlossenen Massen V;
und den Anteil der dariiberliegenden Massen V3

1
Vi = 4#G;/q2p(q)dq,
0
R
Va = 47TG/qp(q)dq (1.74)

T

zerlegt werden (MoORITZ 1990, Kap. 2.2), das Potential ergibt sich damit aus der Summe

V=V +Va (1.75)
Mit den Ableitungen
6V1 f 2 2
-, = 4G —T—Q/q p(q)dg — —r°p(r) | ,
0
% = rp(r) (1.76)

folgt fiir die Schwerkraft im Inneren des Koérpers

oV 1 M(r
9="%; =47TG72/q20(q)dq=G ( ), (1.77)
0
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d.h. die Schwerkraft hangt nur von den innerhalb der Kugel mit dem Radius r liegenden Massen ab, da sich
die Wirkung der oberhalb befindlichen Masse der Kugelschale [r, R] kompensiert. Ist das Modell aus mehreren
Schalen aufgebaut, an deren Grenzen Diskontinuitéiten in der Dichte auftreten konnen, mufl das Integral

T

M) =17G [ Pola)da (1.78)
0

fiir einen innerhalb der Schale k liegenden Punkt mit dem Abstand r € [rg, rg+1] in die Summe

k1 ri+1 r

M) =6 [ 3 [ dol@da+ [ Pota)da | = Mo+ M) (1.79)

=1 Tk

zerlegt werden. Damit gilt fiir die Schwere

G 4 G
9= 5 (Mo + My(r) = =~ (Mo + Vi (7)) (1.80)
mit
k—1 Tt T
Mo = g plg)dg,  Mi(r) = /q2p(q) dg
=1 r; e

1.3.2 Saigeys Theorem

Ausgehend von der Darstellung beschéftigte sich Saigey Ende des 19. Jahrhunderts mit der Frage
nach dem radialen Verlauf der Schwere in einem kugelsymmetrischen Modell (TISSERAND 1891) Kap. 121).
Aufgrund der Tatsache, da8 die Masse eine mit dem Radius monoton wachsende Funktion, 1/r% jedoch
monoton fallend ist, schlu3folgerte Saigey auf ein Maximum der Schwerkraft im Inneren der Erde. In diesem
Falle wiirde die Funktion

dg 2 [ 2_
—4 =4 — 1.81
- G| p /pq dq 7TG<p 3/)) ( 81)

0

mit der mittleren Dichte .

3
plr)== [ pq*dg (1.82)
r30/

eine Nullstelle aufweisen. Einerseits ist die mittlere Dichte im Ursprung Null, wéhrend die Dichte selbst
an dieser Stelle den grofiten Wert aufweist. Andererseits ist die Dichte an der Oberfliche geringer als die
mittlere Dichte der Erde. Da aus diesem Grund die Vorzeichen der Funktion an diesen beiden Stellen
unterschiedlich sind, schlufifolgert Saigey auf die Existenz mindestens einer Nullstelle. Der Ausdruck

dg 2
—_— = 4 — —n
dr md (p 3p>
ist in die Literatur als Saigeys Theorem eingegangen, siehe z.B. (BULLEN 1975, Kap. 8.6). Jedoch resultiert

dieser Ausdruck unmittelbar aus der Poisson-Gleichung (|1.67)), die fiir eine radialsymmetrische Dichtevertei-
lung auch in der Form

dg
—{2 } = —+—_47rG,o (1.83)
geschrieben werden kann. Da die Schwere ¢ in der Relation
4
g= gﬂ'GTﬁ (1.84)

zur mittleren Dichte steht, folgt aus ((1.83)) unmittelbar

dg 24 2
Y G p-ZinGrp=4 —Z5). 1.
= TGp T37rGrp 71'G<p 3p> (1.85)

Damit ist das Theorem lediglich als eine alternative Formulierung der Poisson-Gleichung in Bezug auf die
mittlere Dichte zu betrachten.
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1.4 Radiale Schichtung der Erde

Vor den ersten Beobachtungen seismischer Wellen gab es keine konkreten Vorstellungen iiber den inneren Auf-
bau der Erde. Lediglich aufgrund der Gesamtmasse, der Dichte an der Oberfliche sowie erster Abschétzungen
des mittleren Trigheitsmomentes konnte versucht werden, den Verlauf der Dichte im Erdinneren zu rekonstru-
ieren. Es gab keinerlei Anlass zur Annahme von Diskontinuitdten, weshalb versucht wurde, das Anwachsen
der Dichte mit der Tiefe durch stetige Funktionen zu modellieren (Kapitel [£.1)). Erst Wiechert stellte 1897
in (WIECHERT 1897) eine stetige Zunahme der Dichte nur allein aufgrund der Wirkung des steigenden Druckes
in Frage, da das Material unrealistisch stark komprimiert werden miifite, um den hohen Wert fiir die mittlere
Dichte der Erde von p = 5.5g/cm? erreichen zu konnen. Er stellte statt dessen die Hypothese auf, daf8 die
Erde im Wesentlichen aus zwei Schalen, einem Mantel und einem Eisenkern mit jeweils nahezu konstanter
Dichte aufgebaut ist. Diese Vermutung wurde erst im Jahre 1923 durch die Abschéitzung der radialen Dich-
tednderungen durch Williamson und Adams auf der Grundlage seismischer Geschwindigkeiten (Kapitel
bestétigt, da der sich hieraus ergebende Anstieg der Dichte nicht ausreichend war, um die mittlere Dichte
ohne sprunghafte Dichteinderungen zu klidren. Seitdem ist die Einteilung der Erde in die drei hauptséichlichen
Schalen, Kruste, Mantel und Kern, iiblich.

Diese Zonen werden heute aufgrund unterschiedlicher Eigenschaften der seismischen Wellen (Reflexio-
nen) sowie aufgrund der Eigenschwingungen in oberen und unteren Mantel, inneren und #ufleren Kern
sowie Ubergangszonen (Tabelle weiter unterteilt (BULLEN 1940, BULLEN 1975, DzIEWONSKI und AN-|
IDERSON 1981,/ ANDERSON 1989). Friithe Interpretationen seismischer Wellen schienen die Einfithrung einer
Ubergangszone zwischen innerem und duBeren Kern (F) zu rechtfertigen, jedoch wurden spiter
[und HADDON 1973||HALES et al. 1974)|BOLT und UHRHAMMAR 1981) einfachere Erkldrungen dafiir gefun-
den, weshalb diese Zone in den heutigen Modellen nicht mehr gesondert beriicksichtigt wird. Wéahrend die
FEinteilung im unteren Mantel und Kern damit heute unbestritten ist, existieren hinsichtlich der Festlegung
der Diskontinuitdten im oberen Mantel unterschiedliche Auffassungen. Insbesondere ein Sprung in 220 km
Tiefe (Lehmann-Diskontinuitit) wird heute als ein lokales Phinomen betrachtet (REVENAUGH und JORDAN|
[1991,INOLET et al. 1994,[MASTERS und SHEARER 1995/[SHEARER 1996). Weiterhin wird festgestellt, dafl es
im Bereich zwischen 600 und 700 km Tiefe auch mehr als eine Diskontinuitéit geben kann, wobei nicht alle
zuverlissig nachgewiesen werden kénnen (DzIEWONSKI et al. 1975, [MASTERS und SHEARER 1995), und es
stellt sich die Frage, inwieweit zwischen Unstetigkeiten und sehr schnellen stetigen Anderungen der Para-
meter unterschieden werden kann (MASTERS und SHEARER 1995). Desweiteren gibt es Argumente fiir eine
zusétzliche Diskontinuitét in 520 km Tiefe (SHEARER 1996, SHEARER und FLANAGAN 1999).

Tabelle 1.1: Einteilung der Erde in Schalen, Radien aus PREM (DzIEWONSKI und ANDERSON 1981)).

Region Tiefe Radius Bezeichnung

[km) [km)

24 6346 Kruste

80 6291

220 6151

400 5971 oberer Mantel
600 5771

670 5701

’ 771 5600 Ubergangszone
2741 3630 unterer Mantel

? 2891 3480 Ubergangszone
5149 1221  auBlerer Kern
6371 0 innerer Kern

QEHOUODO QW ® W=

Neben der Feststellung des Auftretens von unstetigen Parameterinderungen an sich, spielt die Bestim-
mung von deren Lage eine entscheidende Rolle fiir die Modellierung. So haben beispielsweise die Untersu-
chungen von Bullen und Haddon (BULLEN und HADDON 1967,HADDON und BULLEN 1969)) gezeigt, daB
anstelle substantieller Anderungen der Dichte, wie in (LANDISMAN et al. 1965) vorgeschlagen, nur eine gerin-
ge Modifizierung des Radius an der Kern-Mantel-Grenze fiir eine gleichwertige Anpassung an die Frequenzen
der Eigenschwingungen notwendig ist. Weiterhin wurde die Lage der Diskontinuitidt zwischen oberem und
unterem Mantel in den letzten Jahrzehnten mehrfach revidiert. Die Angaben schwanken in einem Intervall
zwischen 670 bis 650 km Tiefe (DZIEWONSKI et al. 1975, [DZIEWONSKI und ANDERSON 1981 REVENAUGH und|
|JOrRDAN 1991, DZIEWONSKI 2001)). Grundsétzlich kénnen die Radien der Unstetigkeitsstellen als zusétzliche
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Unbekannte in die Inversion der seismischen Daten mit eingebracht werden, wobei in der Literatur nur sel-
ten Angaben zur Zuverlissigkeit derartig bestimmter Parameter gemacht werden. Insbesondere im oberen
Mantel erfordert deren Festlegung jedoch gesonderte Untersuchungen, die meist auf der Analyse reflektierter
seismischer Wellen beruhen.
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Grundsétzlich ist die Bestimmung der Dichteverteilung im Inneren der Erde allein aufgrund einer endlichen
Anzahl von Beobachtungen an der Oberflache kein eindeutig 16sbares Problem. Um dennoch eine genéherte
Beschreibung der Dichteverteilung vornehmen zu kénnen, bedarf es einer Reihe von Vereinfachungen, ideali-
sierter Annahmen sowie einer physikalisch sinnvollen Parametrisierung. Nur so kann gewihrleistet werden, dafl
die Beobachtungen adidquat mit der gesuchten Dichtefunktion in Zusammenhang gebracht werden kénnen.

Sowohl die Rotation als auch laterale Inhomogenitéiten sollen im Rahmen aller folgenden Betrachtungen
vernachlissigt werden und die Erde somit geniigend genau als eine Kugel mit dem Radius R approximiert
werden. Weiterhin wird unterstellt, dafl die Erde als ideal elastisches, isotropes Medium aufgefafit werden kann,
welches sich im hydrostatischen Gleichgewicht befindet. Derartige Modelle werden auch als SNREI (spherically
symmtric, nonrotating, linearly elastic, isotropic) bezeichnet (DAHLEN 1968, DAHLEN und TROMP 1998]).

Die Dichteverteilung reduziert sich unter diesen Annahmen auf eine Funktion p(r),r € [0, R] mit nur einer
Veranderlichen, dem Radius r. Der duflere Radius R des sphérischen Modells ist der Radius der zum Referen-
zellipsoid volumengleichen Kugel. Mit den Dimensionen des Geodetic Referenz System 1980 (GRS 1980, (Mo-
RITZ 1988)) ergibt sich R = 6371 km.

2.1 Primiardaten

Generell gilt, dafl jede denkbare Dichteverteilung p(r) die folgenden Bedingungen erfiillen mufl ( (GUTENBERG
1959, Kap. 7.2), (BULLEN 1974)), (KHAN 1983a), (MoORITZ 1990, Kap. 1.5)):

1. Die Dichteverteilung mufl den bekannten Wert fiir die Gesamtmasse

R
M=47G /p(r)r2dr (2.1)

0

oder dquivalent die mittlere Dichte an der Oberflache

R
p= %/p(r)err (2.2)
0

ergeben.

2. Die Dichteverteilung mufl dem mittleren Trigheitsmoment
R
8
I= g/p(r)r‘ldr (2.3)
0

entsprechen.

3. Es miissen die bekannten Werte der mittleren Dichte in der Kruste p;, und an der oberen Grenze des

Mantels (Mohorovi¢i¢ Diskontinuitét) pas enthalten sein.

Neben diesen Primérdaten, von denen [1} und [2] auch als geodétische Daten bezeichnet werden konnen,

sollte als wichtige Bedingung (1.20))

dp
— < 0.
dr <

beriicksichtigt werden, nach der die mechanische Stabilitdt eines selbstgravitierenden Koérpers nur dann
gewiihrleistet ist, wenn die Dichte mit der Tiefe zunimmt (GUTENBERG 1959, Kap. 7.2), (MELCHIOR 1982).

Diese Bedingung ist nicht in allen existierenden Modellen streng realisiert, meist treten Abweichungen nur
in den Schalen des oberen Mantels auf (z.B. in PREM, (DZIEWONSKI und ANDERSON 1981)).

2.1.1 Gesamtmasse

Der Wert fiir die Gesamtmasse ist weniger gut bestimmt als die aus Satellitenbeobachtungen sehr genau be-
kannte geozentrische Gravitationskonstante GM, da die Newtonsche Gravitationskonstante G bestenfalls auf
vier signifkante Stellen angegeben werden kann und gerade in den letzten Jahren eine Reihe von z.T. weit
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streuenden Bestimmungen durchgefiihrt worden ist (MOHR und TAYLOR 2000). Der von CODATA (Com-
mittee on Data for Science and Technology) 1998 empfohlene Wert wurde deshalb mit einer verschlechterten
relativen Genauigkeit von nur 1.3 x 1072 mit

G =6.673 x 107% cm?3 /(g s%) (2.4)
angegeben. Aus der Festlegung des GRS 80 fiir die geozentrische Gravitationskonstante von
GM = 3.986005 x 10'7 em?/s* (2.5)

resultiert
M =5.9733 x 107 g, (2.6)

die geringfiigige Abweichung gegeniiber dem in (KHAN 1983a) empfohlenen Standardwert liegt innerhalb der
Genauigkeit. Die mittlere Dichte ergibt sich damit unmittelbar zu

3M

= g — 0o g/em?®. (2.7)

]|

2.1.2 Trigheitsmoment

Zur Festlegung des mittleren Triagheitsmomentes bzw. des anstelle von (2.3)) gebrduchlichen dimensionslosen

Tréagheitskoeffizienten
I

MR?
soll hier der kritischen Uberlegung von Denis (DENIS et al. 1991,[DENIS et al. 1997,[DENIS et al. 1998) gefolgt
werden.

Zur Berechnung der hydrostatischen Abplattung wird in der Regel der Triagheitskoeffizient y als invariante
GroBe in die Theorie hydrostatischer Gleichgewichtskorper eingefiihrt (siche z.B. (JEFFREYS 1963)), (NAKI-|
BOGLU 1979)). Die Berechnung basiert auf der vornehmlich durch die Priizessionskonstante festgelegten dy-
namischen Elliptizitat

Y (2.8)

C—-A
C

und dem aus der Satellitengeodiisie inzwischen sehr genau bestimmten Kugelfunktionskoeffizienten CY (dy-
namischer Formfaktor)

H= (2.9)

- C—-A

"= T
wobei C' das polare und A das mittlere dquatoriale Trigheitsmoment ist. Der Trigheitskoeffizient y der
volumengleichen Kugel mit dem Radius R folgt dann aus dem Verhéltnis

(2.10)

v=gim = (130 -m) =2 (1 2 - m), .11

wobei f die Abplattung ist, siche z.B. (JEFFREYS 1963). Der Fehler durch die Vernachlissigung des Terms
(1+§(f—H)) ist 2. Ordnung und liegt in der GréBenordnung 10~* (]DENIS et al. 1991[), so dafl ndherungsweise

s c
i v (2.12)

gilt. Eine solche Definition des Trégheitskoeffizienten resultiert also hauptséichlich aus der Definition der
beiden Goéfen Jo und H und gilt demzufolge unabhéngig von der Annahme hydrostatischen Gleichgewichts.
Mit J; = 108263 x 10~8 aus GRS 80 und dem Wert H = 3273.662 x 1076 aus (KHAN 1983b) ergibt sich damit

7 = 0.3307. (2.13)

Dieser Wert wird auch durch die von Marchenko und Schwintzer durchgefiihrte ausfiithrliche Analyse von
Polbewegung und Schwerefeldkoeflizienten zweiten Grades bestétigt (MARCHENKO und SCHWINTZER 2003)).
Ein solcher nichthydrostatischer Wert § diente bei der Inversion aller modernen Modelle (z.B. 1066A /B
BERT und DZIEWONSKI 1975), PEM (DZzIEWONSKI et al. 1975), PREM (DzIEWONSKI und ANDERSON 1981)),
CORE11l (WIDMER 1991)) als Bedingung, obwohl diesen Modellen entweder implizit (Startmodelle) oder
explizit (Berechnung der Frequenzen der Eigenschwingungen) die Annahme hydrostatischen Gleichgewichts
zugrunde liegt. Da es nicht im Sinne einer konsistenten Modellbildung sein kann, ein hydrostatisches Modell
mit einem nichthydrostatischen Wert fiir den Trigheitskoeffizienten zu versehen, hat Denis in (DENIS et al.
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1991) und (DENIS et al. 1997) angeregt, den beobachteten Wert J, als invariante Grofe in die hydrostatische
Theorie einzubringen und auf dieser Grundlage den Trégheitskoeffizienten aus der hydrostatischen Abplat-
tung zu berechnen. Aquivalent zur Definition des GRS 80, bei der der beobachtete Wert J, zur Festlegung
des Niveauellipsoides herangezogen wird, kann anstelle des Quotienten Jo/H auch die Grofle J direkt als
Invariante eingefiihrt werden, da in Approximation erster Ordnung der einfache Zusammenhang (MORITZ
1990, Kap. 2.1)

1
f= §(m +3J2) (2.14)
mit einem Fehler in der GréBenordnung O(m?) gilt. Die geodynamische Konstante

w?R3
= 2.15
m=2, (2.15)
das Verhéltnis von Zentrifugal- und Schwerkraft, ist durch die mittlere Winkelgeschwindigkeit w, den Radius
und die geozentrische Gravitationskonstante (2.5)) des GRS 80 eindeutig definiert. Interessanterweise berechnet
sich daraus ein Wert fiir die hydrostatische Abplattung von

f = 298.61, (2.16)

der in sehr viel besserer Ubereinstimmung mit der geometrischen Abplattung des Referenzellipsoides f* =
298.25 steht als der bisher iibliche Wert fiir die hydrostatische Abplattung f = 299.98, welcher mit der
Identitdt y = y aus der Clairautschen Theorie nach

ft= 5% [(; - 145y>2 - 1] (2.17)

folgt. Effekte zweiter Ordnung beeinflussen diese Berechnung nicht signifikant (DENIS et al. 1998)). Stellt
man nun (2.17) nach y um, so erhilt man eine Gleichung, aus der sich bei bekannter Abplattung f ein
hydrostatischer Trigheitskoeffizient nach

2 4 [/b5m
2 _ = /2 2.18
R TAVDY: (2.18)
berechnen lisst. Der daraus resultierende Wert
y = 0.3320 (2.19)

unterscheidet sich nur relativ wenig von dem Wert , zeigt aber, dafl die Abweichungen vom hydro-
statischen Gleichgewicht durch die Wahl einer nichtadiquaten invarianten Groéfle bei der Berechnung der
hydrostatischen Abplattung iiberschiitzt werden kénnen. Anstelle von 1.5 x 1075 ergibt sich nur noch eine
Differenz von 4.0 x 107% zwischen hydrostatischer und geometrischer Abplattung. Vergleichbares gilt fiir die
dynamische Elliptizitdt H (DENIS et al. 1997,|[DENIS et al. 1998)).

Die besondere Bedeutung liegt aus geodétischer Sicht darin, dafl nur ein mit dem Trigheitskoeflizienten
nach und berechnetes Dichtemodell vollstdndig kompatibel zum geodétischen Referenzsystem
sein kann, da nur in diesem Falle das Potential des Normalschwerefeldes mit dem des Dichtemodells im Auflen-
raum identisch istE| und sich somit zur Fortsetzung des Normalpotentials nach innen eignet. Ein Gleichsetzen
von hydrostatischer und geometrischer Abplattung f und f* erscheint sowohl aus dieser Sicht als auch im
Hinblick auf die Abweichungen des realen Schwerefeldes von dem einer hydrostatischen Gleichgewichtsfigur
weniger sinnvoll.

Im iibrigen verdeutlichen die Betrachtungen, daf} es keine einheitliche Vorgehensweise bei der Bestimmung
einer hydrostatischen Gleichgewichtsfigur fiir die Erde geben kann, da zur Anwendung der hydrostatischen
Theorie durch die Ubernahme einer invarianten Gréfle, die aus Messungen in der Realitiit bestimmt wird,
immer ein Kompromif} eingegangen werden mufl. Dieser Kompromif sollte dann aber die plausibelste Inter-
pretation beinhalten, in diesem Falle eine mdglichst kleine Abweichung vom hydrostatischen Gleichgewicht.

Denis et al. ziehen in (DENIS et al. 1991), (DENIS et al. 1997) und (DENIS et al. 1998) aus der Anderung
des Trégheitskoeffizienten ausgehend von PREM (Dz1EwWONSKI und ANDERSON 1981)) Riickschliisse auf eine
Anderung der Dichte im Erdkern, allerdings unter Beibehaltung der Dichteverteilung im oberen Mantel. Daf
sich diese Schlufifolgerungen nicht erhalten lassen, wenn die Dichte insgesamt mit dem gednderten Wert
neu bestimmt wird, soll in Abschnitt [5.3] gezeigt werden.

Lunter der Voraussetzung, daf auch die geometrischen Abmessungen und die Masse gleich sind



24 Kapitel 2. Daten zur Festlegung der Dichte

2.1.3 Dichte unterhalb der Kruste

Ein weiteres wichtiges Problem ist die Festlegung der Dichte unterhalb der Kruste im Zusammenhang mit
der Anforderung [3] Wie aus Tabelle ersichtlich wird, ist einerseits eine Streuung zwischen den Annahmen
einzelner Autoren — insbesondere in jiingeren Verdtffentlichungen — andererseits eine generelle Diskrepanz
zwischen den Annahmen in der Isostasie und der Geophysik festzustellen. Da die Kruste nur einen geringen
Beitrag zu Gesamtmasse und Tragheitsmoment leistet, kommt der Festlegung der Dichte in diesem Bereich
global gesehen keine besondere Bedeutung zu. Weiterhin kann ein globaler Mittelwert durch die grofien Un-
terschiede zwischen kontinentaler und ozeanischer Kruste nicht ohne Kompromisse gebildet werden, womit
sich die Differenzen in Tabelle hauptséchlich erklédren lassen.

Tabelle 2.1: Unterschiedliche Annahmen iiber die Dichte in der Kruste und unterhalb der Mohorovic¢i¢-Diskontinuitét,
Angaben in [g/cm?].

Quelle Kruste Mantel (Moho)
pPL1  PL2 PM

WILLIAMSON und ADAMS 1923[) 3.25 < pyr < 3.45
BULLEN 1936 2.65 2.87 3.32 Model A
BULLEN 1949 2.6 2.87 3.32 Model B
BULLEN 1963bL Kap. 12.7) 2.65 2.87 3.32
BULLEN 1975, Kap. 10.4) 2.65 2.87 3.3 < py <34
BIrcH 1939 2.65 2.87 3.28
BIRCH 1961 31 < py < 3.7
BIrRCH 1964 2.79 3.43 Solution I

2.79 3.32 Solution II
BULLARD 1954 2.8 3.3 Model II-IV
BULLARD 1957 3.32
HAALCK 1959) 2.7...3.1 3.2 < pu < 3.6
GUTENBERG 1959) 2.8 3.3
CLARK und RINGWOOD 1964) 3.31 Model “pyrolite”

3.55 Model “eclogite”

PRrESS 1970) 3.5 < ppm < 3.6
JORDAN und ANDERSON 1974) 3.33
GILBERT und DZIEWONSKI 1975[) 2.18 3.34 1066A

2.80 3.29 1066B
DZIEWONSKI et al. 1975) 2.80 3.31 PEMA
BoLT und UHRHAMMER 1975) 2.16 3.27 CAL5
ZHARKOV et al. 1978) 3.32 Earth-1...6
DZIEWONSKI und ANDERSON 1981|) 2.6 2.9 3.38 PREM
'WIDMER 1991[) 2.6 2.9 3.40 CORE11
MONTAGNER und KENNETT 1996[) 2.72  2.92 3.32 AK135
HEISKANEN und VENING MEINESZ 1958[) 2.67 3.00 3.27
DEMENITSKAJA 1975[) 0.18 < Apys < 0.35
LYUSTIKH 1960) 2.7 3.2
VENING MEINESZ 1964) 3.27
HEISKANEN und MORITZ 1967) 2.67 3.27
WOOLLARD 1970) 2.87...2.89  3.24 < pps < 3.32
MORITZ 1990) 3.27 (3.2-3.3)

Dem Wert fiir die Dichte unterhalb der Mohorovi¢i¢-Diskontinuitét ist hingegen eine groflere Wichtigkeit
fiir globale Dichtemodelle zuzuschreiben, da dieser Wert das Niveau der absoluten Dichte fiir das gesamte
Modell, insbesondere den oberen Mantel, mafigeblich beeinflufit. Eine direkte Festlegung der absoluten Dichte
unter Verwendung seismischer Daten ist nicht (Geschwindigkeit von Raumwellen) oder nur relativ unsicher
(Frequenz der Eigenschwingungen) moglich. Daher mufl dieser Parameter aus anderen Informationen abge-
leitet werden. Die Festlegung der Dichte pjps stiitzt sich hauptséichlich auf den sprunghaften Anstieg der
seismischen Geschwindigkeiten auf Werte, die nur fiir eine enge Auswahl von Gesteinen mit experimentellen
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Abbildung 2.1: Dichtesprung aus Bouguer-Anomalien bei verschiedener Tiefe der Moho (nach (DEMENITSKAJA 1975))).

Daten vergleichbar sind. Aus der Annahme ultrabasischer Gesteine (Dunit, Olivin) ergibt sich damit eine
Dichte von 3.3 < py < 3.4g/em? (BULLEN 1975, Kap. 10.4) mit py; = 3.32g/cm? als wahrscheinlichster
Wert (BULLEN 1963bl Kap. 12.7), (ZHARKOV et al. 1978)).

Clark und Ringwood geben in (CLARK und RINGWOOD 1964)) auf der Grundlage ausfiihrlicher petrologi-
scher Betrachtungen zwei grundsétzlich verschiedene Modelle an. Der Annahme, dafl im oberen Mantel leichtes
Gestein (Pyrolit) mit einer Dichte von pys = 3.31 g/em?3 dominiert, wird zum Vergleich eine Phasenéinderung
von Gabbro zu Eklogit unterhalb der Moho gegeniibergestellt, aus der sich eine Dichte von py; = 3.55 g/em?
ergibt. Ringwood argumentiert in spéteren Veroffentlichungen ( (RINGwOOD 1970)), (RINGwWOOD 1975, Kap.
2.4.)) gegen eine solche Phasenumwandlung und plédiert fiir das Pyrolit-Modell. Interessant ist in diesem
Zusammengang die Feststellung von Press (PRESs 1970)), der mittels heuristischer Methoden die Bestimmung
von Dichtemodellen durchgefiihrt hat, da Modelle mit einer Anfangsdichte unter 3.5 g/cm? die Datenﬂ nicht
mit der geforderten Genauigkeit reproduzieren konnten, was im Gegensatz zu der Annahme von Ringwood
steht.

Birch legte den beiden 1964 verdffentlichten Modellen (BIRCH 1964) ebenfalls unterschiedliche Annahmen
iiber die Anfangsdichte zugrunde. Neben dem als Konvention betrachteten Wert pps = 3.32 g/cm? findet der
Wert par = 3.43 g/cm? Verwendung, der sich aus einer linearen Beziehung zwischen der Geschwindigkeit Vp
und der Dichte (Birch’s Law, Abschnitt unter Verwendung einer aus Laborexperimenten abgeleiteten
mittleren Atom-Masse ergibt. Die obere Grenze fiir py; kann abgeschétzt werden, indem unter der Annahme
eines chemisch einheitlichen Mantels die Bedingung aufgestellt wird, dafl der mittlere Trigheitskoeffizient im
Kern den Wert y = 2/5 fiir eine homogene Kugel nicht iiberschreiten darf (BIRCH 1954,/ ZHARKOV et al. 1978)),
woraus sich mit den heute gebriuchlichen Daten der Grenzwert par = 3.6 g/cm? ergibt.

Mit Einfithrung linearer Inversionstechniken und der Berechnung der Dichte auch aus den Frequenzen
der Eigenschwingungen wurde die Streuung der Dichtewerte unterhalb der Moho keinesfalls geringer; die
Werte reichen von 3.27g/em? in CAL 5 (BoLT und UHRHAMMER 1975) bis 3.40g/cm?® in CORE11 (WIDMER
1991)), so dafl daraus geschlossen werden muf}, daf auch unter Verwendung dieser Daten keine eindeutige
Bestimmung der Anfangsdichte moglich ist. Dziewonski et. al. bemerken in (DZIEWONSKI et al. 1975)) dazu, daf
eine genauere Bestimmung der Dichte aus Eigenschwingungsdaten im oberen Mantel nur im Zusammenhang
mit gesicherten Annahmen {iber die seismischen Geschwindigkeiten, die als Zwangsbedingungen eingefiihrt
werden, moglich wird und verweisen auf die etwa gleichgute Reprasentation der Daten durch Modelle 1066 A
und 1066B, die sich jedoch in der Struktur des oberen Mantels substantiell unterscheiden.

In der Isostasie ist indessen der Wert pp; = 3.27g/cm? gebriuchlich. In dlteren Verdffentlichungen steht
dieser meist in Zusammenhang mit der Annahme einer mittleren Dichte in der Kruste von p;, = 2.67¢g/cm?
und einem Dichtesprung von Apy; = 0.6 g/cm3. Der Wert fiir p;, wird heutzutage als zu klein und als
nicht représentativ fiir die gesamte Kruste betrachtet. Aus Vergleichen von Laborexperimenten mit seismi-
schen Geschwindigkeiten hat sich heute die Einteilung der Kruste in zwei Schichten mit ca. 15 km und ca.
18 km Michtigkeit und zugehorigen mittleren Dichten von 2.67¢g/cm® und 2.87g/cm? etabliert. Hinsichtlich
des Dichtesprungs an der Moho ist aus einigen neueren regionalen isostatischen Untersuchungen, wie z.B.

2hauptsichlich Frequenzen der Eigenschwingungen
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fiir Gebiete in Siidosteuropa (PETROVIC und CoLI¢ 1994) oder fiir die zentralen Alpen (ABD-ELMOTAAL
1991)), zu entnehmen, dafl der Dichtesprung Apy; deutlich kleiner als 0.4 g/cm3 ist. Werte um 0.2 g/cm? er-
scheinen zumindest fiir Europa realistischer. Deminitskaja schlulfolgert in (DEMENITSKAJA 1975) aus einer
global giiltigen, empirischen Relation zwischen Bouguer-Anomalien und Moho-Tiefe, daf3 der Dichtesprung,
in Abhiingigkeit von der Tiefe, Werte im Intervall 0.18 < Apys < 0.35 g/cm? annimmt (siehe Abbildung .
Aus diesen isostatisch begriindeten Dichtespriingen ergibt sich zusammen mit der Dichte der unteren Kruste
von 2.87 g/em? ein Wert von pys &~ 3.20g/cm?.

Zu #hnlichen Resultaten kommt auch Woollard in (WOOLLARD 1970)), der aus isostatischen Uberlegungen
einen allerdings etwas grofieren Dichtesprung im Intervall 0.38 < Apys < 0.42 g/em?® angibt und dementspre-
chend 3.24 < pyr < 3.32g/cm? erhilt. Damit wird das Pyrolit-Modell von Clark und Ringwood durch die
Isostasie bestétigt, wihrend hingegen das Eklogit-Modell mit seiner wesentlich hoheren Dichte mit den isosta-
tisch bestimmten Dichtespriingen nicht kompatibel ist. Selbst wenn man in Betracht zieht, dal der Effekt der
Kompression in einer Tiefe von 35 km nicht mehr vernachliissigbar ist, so erscheint nach diesen Uberlegungen
ein Wert im Intervall 3.2 < pps < 3.3 g/ em?® wahrscheinlicher als die z.T. deutlich grofleren Werte in aktuellen
Modellen.

Zusammenfassend ergibt sich, dal unter Beriicksichtigung sowohl der Vielfalt als auch der Zuverlissigkeit
aller zur Verfiigung stehenden Informationen die Festlegung eines einheitlichen Wertes nicht sinnvoll vor-
genommen werden kann. Deshalb sollen den Berechnungen zwei Werte zugrunde gelegt werden: Der Wert
par1 = 3.27 g/em? aus der Isostasie sowie der Wert ppr2 = 3.37 g/em?® unter Beriicksichtigung des Pyrolit-
Modells von Clark und Ringwood sowie der beiden aktuellen Modelle CORE11 und PREM.

2.2 Seismische Daten

Neben den priméren Daten Gesamtmasse, Tragheitsmoment und Dichte unterhalb der Kruste sind die seis-
mischen Daten, die Laufzeiten der hoherfrequenten Raumwellen und die Frequenzen von Eigenschwingungen
die wichtigsten Informationstriager fiir die Bestimmung der radialen Anderung der Dichte und der elastischen
Parameter.

2.2.1 Geschwindigkeiten seismischer Raumwellen

Die urspriingliche in den Seismometerablesungen enthaltene Information ist der Zeitpunkt des Eintreffens
seismischer Wellen. Kann der Erdbebenherd lokalisiert sowie der Entstehungszeitpunkt der Welle festgestellt
werden, so stellt die Laufzeit der Welle zwischen Quelle und Empfiinger die origindre Information dar. Sowohl
der Weg der Welle durch das Erdinnere als auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit sind dabei unbekannt.
Um die Ausbreitungsgeschwindigkeit dennoch bestimmen zu kénnen, werden eine Reihe von Vereinfachungen
eingefiihrt. Dem Fermat’schen Prinzip entsprechend, das in seiner mechanischen Analogie auch fiir seismische
Wellen gilt, ist die Laufzeit entlang der Bahnkurve extremal.

Abbildung 2.2: Zur Ausbreitung seismischer Raumwellen.
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In einem radialsymmetrischen Modell gilt mit dem Linienelement in Kugelkoordinaten (r, 6)

2
ds® = dr* +r? do* = [(dT) +r?| db? (2.20)

de

fiir die Laufzeit p
T:/VS = /F(e,r,r’)de. (2.21)
Die Funktion F(0,r,7’) ist hierbei durch die Geschwindigkeit V' entlang der Bahnkurve und der Abkiirzung
r’ =dr/df als
V2 4 r?
v

definiert. Aus der Variationsrechnung ist bekannt, dafl 7" dann stationér wird, wenn die notwendige Bedingung

oF 4 (0F\ _,
or do\or)

erfiillt ist. Da die Variable 6 in diesem Ausdruck nicht explizit vorkommt, kann dieser in der Form

d oF
M{F_&ﬁ}_o

FO,rr") = (2.22)

geschrieben werden. Ein Zwischenintegral ist dann

oF
F=gam=n

mit p = const. Wird nun die Funktion ([2.22)) eingesetzt, ergibt sich daraus mit

OF '
=
o' Va2
die Konstante p zu
__ v _rd
p= V12 4+ r? Vs’
Wird mit ¢ der Winkel zwischen Radius und Ausbreitungsrichtung der Welle (Abbildung bezeichnet, folgt
daraus unter Beriicksichtigung der Beziehung sin ¢ = r//ds = r/v/r'? + 12

(2.23)

T sin ¢

Vv

p= (2.24)
Die Konstante p charakterisiert demnach die Ausbreitungsrichtung der Welle eindeutig. Eine Interpretation
von p kann aufgrund der idealisierten Annahme einer radialsymmetrischen Schichtung der Erde in differentiell
kleine, homogene und isotrope Schalen vorgenommen werden. Die Wellenausbreitung erfolgt danach innerhalb
einer Schale geradlinig mit der Geschwindigkeit V', und die Strahlen werden an den Grenzflichen nach dem
Gesetz von Snellius, das prinzipiell fiir alle Typen von Wellen gilt, gebrochen.

Aus dem Brechungsgesetz und Abbildung folgt in Ubereinstimmung mit (2.24))

OP sini OP sinj OP"sini"
V/ = V/I = V//

= p. (2.25)

Die Konstante p wird dementsprechend auch als Strahlparameter bezeichnet. Ebenfalls aus geometrischen

Betrachtungen kann die wichtige Beziehung

T
== (2.26)

hergeleitet werden (BULLEN 1963b, Kap. 7.2.1). Hierbei ist T die Laufzeit der Welle und A der Zentri-
winkel zwischen Erdbebenherd und Empfanger, wobei vorausgesetzt wird, dal die Bahnkurve symmetrisch
zum Ursprung ist, was nur dann gewihrleistet ist, wenn die Geschwindigkeit in radialer Richtung abnimmt
und Anfangs- und Endpunkt auf der gleichen Kugelschale liegen. Der Strahlparameter p, dessen reziproker
Wert auch als scheinbare oder Oberflichengeschwindigkeit bezeichnet wird, ist aus den Laufzeitkurven, die
aus der Gesamtheit aller Beobachtungen eines Wellentypes aufgestellt werden kénnen, durch (numerisches)
Differenzieren bestimmbar.
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o

Abbildung 2.3: Zur Brechung seismischer Raumwellen.

Weiterhin folgt aus Gleichung (2.23) und dem Linienelement ([2.20)) die Beziehung

P 1
df = +——=d 2.27
reE—p (227
mit der Abkiirzung £ = r/V. Durch Integration von ([2.27)) zwischen dem Punkt Py und der Stelle des tiefsten
Eindringens des Strahles (Scheitelpunkt) findet man die Integralgleichung

o

A dlnr 1
_— = 77d
Tl b v

&p

(2.28)

die eine spezielle Form der Abel’schen Integralgleichung ist. Eine Losung fiir £ wurde erstmals von Herglotz
(HErcLOTZ 1907)) und Wiechert (WIECHERT und GEIGER 1910) angegeben. Dabei ist wichtig festzuhalten,
welche Voraussetzungen fiir diese Losung gelten. Herglotz selbst gibt als Bedingung

d*T

Jaz >0 (2.29)

an, was gleichbedeutend mit einer konkaven Kriimmung der T-A-Kurve gegen die A-Achse ist.

Desweiteren ist die Existenz des Scheitelpunktes nur dann gewéhrleistet, wenn die Geschwindigkeit eine
stetige Funktion des Radius mit einer stetigen, positiven zweiten Ableitung (Kriimmung) ist, welche die
Bedingung

awv v
dr < r
erfiillt (WITTE 1932), (BULLEN 1963b} Kap. 7.2.3).

Es existiert eine Reihe von Fillen, in denen die genannten Voraussetzungen nicht oder nur teilweise erfiillt
sind und eine Anwendung der Wiechert-Herglotz-Methode zunéichst ausgeschlossen ist. Unter diesen ist eine
unstetige Anderung der Geschwindigkeit (an den Schalengrenzen) am einfachsten zu beriicksichtigen, indem
die Integration nur bis zur Diskontinuitéit durchgefiithrt und das Modell anschliefend um diese Schale reduziert
wird. Dann kann das Verfahren fiir die verbleibende Kugel mit entsprechend angepaften Laufzeitkurven wieder
angewendet werden. In vielen anderen Sonderfiillen, wie Spriinge, Knicke oder Mehrdeutigkeiten in der T-A-
Relation, die aufgrund anormaler Geschwindigkeitsgradienten auftreten, kann die Methode unter praktischen
Gesichtspunkten ungeachtet der Anforderungen an die T-A-Kurve trotzdem angewendet werden, solange die
Bedingung gilt (BULLEN 1963b, Kap. 7.4). In Regionen, in denen die Geschwindigkeit mit der Tiefe
abnimmt (low velocity zones), ist die Anwendung generell nicht moglich.

Die ersten umfangreichen Bestimmungen seismischer Geschwindigkeiten auf der Grundlage des Wiechert-
Herglotz-Verfahrens wurden 1939/40 von Jeffreys (JEFFREYS 1939) und Bullen und unabhéngig davon in den
fiinfziger Jahren von Gutenberg (GUTENBERG 1951,/ GUTENBERG 1958) vorgenommen. Beide Verteilungen
(Abbildung zeigen nur geringfiigig unterschiedliche Verldufe, deren Differenz als Ma#f fiir die Unsicherheit
der Bestimmung angesehen wurde.

(2.30)
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Abbildung 2.4: Geschwindigkeiten von Jeffreys/Bullen und Gutenberg (aus (BULLEN 1975)).

Beide Verteilungen dienten jahrzehntelang als Referenz und wurden in spateren Modellen keiner grundsétz-
lichen Revision unterzogen. Die Einfiihrung von Diskontinutéten im oberen Mantel, die Abschaffung der Uber-
gangszone zwischen duflerem und innerem Kern sowie der Nachweis von S-Wellen im inneren Kern stellen die
hauptsichlichen Anderungen der folgenden Jahrzehnte dar.

Ein der Wiechert-Herglotz-Methode dhnliches Verfahren, das aber nicht auf einer Beziehung zwischen den
direkt zu beobachtenden Groflen Laufzeit und Entfernung beruht, sondern anstelle dessen auf der Differenz

T=T—-pA, (2.31)
wurde Ende der sechziger Jahre von Gerver und Markushevich eingefithrt und als 7-Methode bezeichnet

(BULLEN und BoLt 1985 Kap. 7.4.5). Eliminiert man in Gleichung (2.23) mittels (2.20) df, so ergibt sich

daraus

T 1
Damit kann die Laufzeit geméf (2.21) zu
R
T—2 / S (2.33)
= N r .
angegeben werden, woraus unter Verwendung von (2.28))
i 1
T=pA+2 /7(11" (2.34)
J 1A% —p?
folgt (BULLEN 1963bl Kap. 7.2.2). Ausgehend von diesem Ausdruck kann nun der Parameter
i 1
T=T-— Az?/idr 2.35
P e (2.35)
Tp

definiert werden, der auch als Verzogerungszeit bezeichnet wird. Als Vorteil dieser Grofie wird angegeben, dafl
es in der Beziehung zum Strahlparameter nur noch an Stellen, an denen die Geschwindigkeit mit der Tiefe
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fallt, zu Spriingen kommen kann, in allen anderen Féllen handelt es sich um eine mit dem Strahlparameter
monoton fallende Funktion. Der Sprung bei Auftreten eines anomalen Geschwindigkeitsgradienten wird dann
durch die Erweiterung

T=T-pA-) o (2.36)

beriicksichtigt, wobei o; den Beitrag einer einzelnen solchen Schale repriisentiert und nach Uberfithrung in ein
planares Problem bestimmt werden kann (BULLEN und BoLT 1985, Kap. 7.4.4). Die praktische Anwendung der
Methode st6f3t offenbar auf numerische Instabilitéiten, so dafl die Ergebnisse leicht von der Wahl zusétzlicher
Bedingungen zur Stabilisierung abhéngig werden kénnen .

Die Geschwindigkeitsverteilungen aktueller Modelle werden durch Modifikationen bestehender Modellie-
rungen entweder wie in (JOHNSON und GILBERT 1972) nur durch Anpassung an die aktualisierten und um
eine Ausgangsniherung Ty reduzierten Laufzeitdaten 67 =T — Ty

R
6T +v; = / Ki(r)sV(r)ridr (2.37)
0

oder durch die simultane Anpassung an Laufzeiten der Raumwellen und Perioden der Eigenschwingungen
unter Beriicksichtigung einer Dichteverteilung vorgenommen (DZIEWONSKI et al. 1975, [DZIEWONSKI und AN-|
IDERSON 1981)). Dabei wird mit K;(r) der linearisierte Zusammenhang (Fréchet-Kernel) zwischen der Ge-
schwindigkeitsdnderung und der um die Ausgangsnidherung reduzierten Laufzeit repréisentiert.

Weiterhin wird heute zwischen Modellen, die hauptséichlich zur Représentation der seismischen Geschwin-
digkeiten entweder als mittleres globales Modell (MORELLI und DZIEWONSKI 1993)) oder zur Lokalisierung von
Erdbeben und Bereitstellung synthetischer Seismogramme (KENNETT und ENGDAHL 1991, KENNETT et al.|
dienen sollen, Modellen, die auf einer gemeinsamen Darstellung sowohl von Laufzeiten als auch Eigen-
frequenzen beruhen und einer allgemeinen Anwendung in geophysikalischen Problemen dienen
et al. 1975, DzIEWONSKI und ANDERSON 1981)), sowie Modellen, die in bestméglicher Ubereinstimmung mit
den Frequenzen der Eigenschwingungen stehen (WIDMER et al. 1991, WIDMER 1991)) unterschieden, wobei die
Geschwindigkeitsverteilungen dieser Modelle nicht vollstdndig miteinander kompatibel sind. So ist beispiels-
weise die Vorhersage von Laufzeiten durch Modelle, die nur aufgrund von Eigenschwingungsdaten berechnet
wurden, als unzureichend einzuschitzen (MONTAGNER und KENNETT 1996), und die geringe Auflésung in
grofler Tiefe lift eine sichere Bestimmung der Geschwindigkeiten vor allem im Kern kaum zu
. Andererseits wird festgestellt, dal der Einflu} der mittleren Laufzeiten auf die Geschwindigkeitsver-
teilung im oberen Mantel relativ gering ist (KENNETT und ENGDAHL 1991)), ein Defizit, welches sich in der
groflen Streuung zwischen den Modellen gerade in diesem Bereich ausdriickt (Abbildung und durch die
Hinzunahme von Eigenschwingungsdaten reduziert werden kann.

Die Bestimmung der Geschwindigkeiten hédngt also von der Wahl der Beobachtungstypen ab und ist auch
in diesem Sinne nicht eindeutig. Unabhéngig von den verwendeten Daten ist allen Modellierungen gemeinsam,
daf die Formulierung des inversen Problems in der Form (2.37)f°|unterbestimmt und damit instabil ist, wodurch
die Einfiihrung zus#tzlicher Bedingungen unumgénglich wird}*| Durch die Anwendung von Regularisierungs-
techniken wird anstelle einer Beseitigung der Singularitdt des Problems eine Stabilisierung dadurch erreicht,
daB entweder direkt durch die Vorgabe von Kovarianzen, z.B. aus petrologischen Betrachtungen (MONTAGNER
und ANDERSON 1989b)) bzw. rein empirisch (TARANTOLA und VALETTE 1982, MONTAGNER und KENNETT
1996), oder indirekt durch die Einfilhrung mathematischer Kriterien (Stetigkeits- und/oder Kriimmungsbe-
dingungen) sowie zusitzlich durch die Minimierung der Abweichungen von den Ausgangsniherungen
[RANTOLA und VALETTE 1982) immer gewisse Vorgaben fiir die Lésung eingefithrt werden. Infolge dessen
ist eine bestmogliche Anpassung an die Daten oft nicht mehr zu erzielen. Um einen Kompromify zwischen
dem Einflul der Stabilitdtsbedingungen und der Grofle der Residuen v finden zu kénnen, wird die mittlere
Quadratsumme normierter Verbesserungen

1 2
—— 2.38
X (2.38)

héufig als (willkiirliches) Entscheidungkriterium verwendet (GILBERT et al. 1973||]MONTAGNER und ANDER-|
ISON 1989a, KENNETT et al. 1995, MONTAGNER und KENNETT 1996), wobei als Bedingung fiir eine noch

3Diese muf bei der Beriicksichtigung der Eigenschwingungen um weiterere Terme zur Modellierung von Dichteinderungen
sowie ggf. zusétzliche Unbekannte (Anelastizitdt, Anisotropie) im Integranden ergénzt werden.

4 Morelli und Dziewonski schreiben in (MORELLI und DZIEWONSKI 1993) dazu: ,,Die Bestimmung eines Modells aus einem Satz
beobachteter, zusammengefaflter Laufzeitkurven ist generell ein unterbestimmtes Problem und einige Bedingungen miissen ein-
gefiihrt werden,“ und wenden Standard-Dampfungstechniken in Verbindung mit einer Lo-Ausgleichung an, wobei die Bestimmung
der Ddmpfungsparameter durch Ausprobieren erfolgt.
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Abbildung 2.5: Seismische Geschwindigkeiten in Abhéngigkeit der Tiefe aus verschiedenen aktuellen Modellen im
Vergleich zu Jeffreys (1940).
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akzeptable Reprisentation der Daten

bzw. in (GILBERT et al. 1973) die Zielgrofie
C=e3V 1

eingefiihrt wird. Dabei wird versucht, die Varianzen o aufgrund der a priori geschitzten Genauigkeit der
Daten festzulegen, d.h. dafl die Residuen im Mittel innerhalb der Grenzen des einfachen mittleren Fehlers
liegen diirfen. Damit zeigt sich, dafl die heute gebrauchlichen Methoden zur linearen bzw. linearisierten Inver-
sion in einem hohen Mafle von der Wahl der Regularisierungstechniken und/oder des Startmodelles abhingig
sind, ganz abgesehen von den Problemen, die durch die Linearisierung des urspriinglich nichtlinearen Zu-
sammenhanges zusétzlich auftreten konnen. Da die Startmodelle aber hauptsichlich unter Anwendung der
Wiechert-Herglotz-Methode berechnet wurden, kénnen derartige Anpassungen letztendlich keine grundsétz-
lich neuen, unabhéngigen Geschwindigkeitsverteilungen zum Ergebnis haben.

Weiterhin wird deutlich, dafl die Bestimmung der Geschwindigkeiten seismischer Raumwellen generell nicht
ohne zusétzliche Annahmen moglich ist, die im Falle des Wiechert-Herglotz-Verfahrens in der Voraussetzung
einer gewissen Zunahme der Geschwindigkeit mit der Tiefe und im Falle der modernen Inversionstechniken in
der Einbeziehung regularisierender Bedingungen bestehen. Da die Ergebnisse der Wiechert-Herglotz-Methode
auch die heutigen Geschwindigkeitsverteilungen dominieren (Abbildung , ist grundsétzlich auch die Vor-
aussetzung iiber die Geschwindigkeitszunahme mit der Tiefe noch immer in den Modellen erhalten
geblieben, von Details in den Schalen des oberen Mantel abgesehen. Insbesondere unter Beriicksichtigung des
von Birch in Laborexperimenten bestétigten ndaherungsweise linearen Zusammenhanges zwischen Dichte und
seismischen Geschwindigkeiten (Abschnitt impliziert diese Voraussetzung bereits indirekte Annahmen
iiber die radiale Anderung der Dichte.

2.2.2 Frequenzen der Eigenschwingungen

Neben den Laufzeiten seismischer Raumwellen werden die Eigenschwingungen heute als der wichtigster In-
formationstréiger fiir die elastischen (und anelastischen) Eigenschaften und die Dichte der Erde betrachtet.
Eigenschwingungen der Erde werden nur bei besonders schweren Erdbeben angeregt. Die Bestimmung sowohl
der Frequenzen w der Eigenschwingungen als auch der Dampfungswerte @) erfolgt gemeinhin aus den Fourier-
Spektren von Seismogrammen (Abbildungen und mit unterschiedlichen Methoden (MASTERS und
WIDMER 1995, WIDMER 1991)). Darunter ist das Heraussuchen der Maxima die simpelste Moglichkeit, die ins-
besondere dann zu systematischen Fehlern fithrt, wenn die Frequenzen zu dicht beieinander liegen und daher
im Fourier-Spektrum nicht mehr ausreichend genau aufgelost werden kénnen. Die Dampfung kann aus den
Amplituden der Spektren unterschiedlicher Zeitfenster des Seismogramms direkt aus deren Abschwichung
oder aus der Weite des gesamten Spektrums um den jeweiligen Maximalwert abgeleitet werden. Andere
Methoden bestehen darin, iterativ eine bestangepafite Resonanzfunktion um das Frequenzmaximum einer
bestimmten Schwingungsmode zu finden.

Es wird zwischen den Fundamentalmoden und deren Oberténen sowie dem Grad n und der Ordnung m
der Frequenzen unterschieden. Alle Moden gleicher Ordnung (singlets) in den Gleichungen bzw.
werden als multiplet bezeichnet. Fiir einen nichtrotierenden, kugelformigen Korper wéren die Einzelfrequenzen
eines solchen multiplets gleich (Entartung der Moden) und werden deshalb fiir ein radialsymmetrisches Modell
zusammengefafit. Da die Erde sowohl in der &ueren Gestalt als auch in der inneren Schichtung geringe Abwei-
chungen von der Radialsymmetrie aufweist, ergeben sich zusétzliche Schwierigkeiten in der Identifizierung der
Frequenzen, da grundsitzlich eine Trennung aller Frequenzen eines multiplet erforderlich ist (multiplet split-
ting). Die Frequenzen eines multiplet liegen jedoch in vielen Fillen sehr dicht beieinander, weshalb eine Tren-
nung praktisch aufwendig oder oft unmoglich ist. Es wird daher zwischen auflésbaren und nicht-auflésbaren
multiplets unterschieden, im letztgenannten Falle kann eine Separation der Einzelfrequenzen nicht vorgenom-
men werden, obwohl eine systematische Frequenzverschiebung zwischen den Spektren aus Seismogrammen
verschiedener Stationen auftritt. Zur simultanen Bestimmung der Frequenzen mehrerer nahezu entarteter
Moden aus den Fourier-Spektren verschiedener Seismogramme existieren unterschiedliche Methoden, die be-
kanntesten sind multiplet-stacking und multiplet-stripping (GILBERT und DZIEWONSKI 1975{WIDMER 1991]).
Im letztgenannten Verfahren wird innerhalb eines schmalen Frequenzbandes das Spektrum mit Resonanzfunk-
tionen rekonstruiert, aus denen Amplitude und Frequenzen verschiedener Moden bestimmt werden kénnen.

Weiterhin treten Kopplungseffekte aufgrund der Erdrotation und aspherischer Strukturen zwischen den
Frequenzen unterschiedlicher Moden auf, die als systematische Frequenzverschiebung in Erscheinung treten.
Der deutlichste Einfluf ist die Kopplung von toroidalen und spheroidalen Moden im Frequenzband von 1.8 —
3.3mHz durch die Coriolis-Kraft (MASTERS und WIDMER 1995).
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Abbildung 2.6: Fourier-Amplituden-Spektrum eines 60-stiindigen Seismogramms. Die dominierenden Maxima sind fast
gleichabstdndig mit einem Frequenzabstand von 0.1 mH z verteilt und den sphéroidalen Fundamentalmoden zuzuord-
nen (aus (MASTERS und WIDMER 1995))).
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Abbildung 2.7: Fourier-Amplituden-Spektrum eines 67-stiindigen Seismogramms des starken Columbianischen Erdbe-
bens von 1970. Wegen der Tiefe des Bebens sind die Frequenzmaxima fast ausschlieBlich den Oberténen (sphéroidaler)
Schwingungen zuzuordnen. Der vorangestellte Index gibt hierbei die Hohe des Obertons, der nachgestellte Index den
Grad der Schwingungsmode an. Rechts ein Ausschnitt des Spektrums fiir die Mode 4S5y mit bestangepafiter Resonanz-
funktion (aus (MASTERS und WIDMER 1995)).

Hauptséchlich basieren die etablierten Methoden zur Bestimmung der Eigenfrequenzen auf einer Fourier-
Transformation der Daten. Hierbei besteht das Problem darin, dafl die Frequenzen, fiir die aus der Trans-
formation eine Amplitude bestimmt werden soll, a priori festgelegt werden miissen. Sind die Frequenzen, die
im Datenmaterial erwartet werden, vorab nicht oder nur ungenau bekannt, kann eine unpassende Wahl der
Diskretisierung des Frequenzbandes dazu fithren, dal bestimmte Frequenzen entweder mit einer zu kleinen
Amplitude oder mit einem zu breiten Maximum auftauchen. In beiden Féllen ist eine sichere Bestimmung
der Frequenzen nicht oder nur ungenau moglich. Wird die Diskretisierung des Spektrums zu fein angelegt,
fithrt dies zwangsldufig zu Instabilititen (Nyquist-Theorem). Sicherlich kénnen heute aus den vorhandenen
Modellen recht genaue Vorhersagen der zu erwartenden Eigenfrequenzen getroffen werden. Trotzdem gibt es
eine groe Zahl von Frequenzen, die bisher nicht zuverlissig nachgewiesen werden konnten, wie die Aufstellung
in (MASTERS und WIDMER 1995) und Abbildung zeigen.

Daher erscheint fiir die Bestimmung der Eigenschwingungen, moglicherweise auch fiir die Trennung von
multiplets anstelle der Analyse des Fourier-Spektrums eine heuristische Suche von Einzelfrequenzen, wie sie
von Mautz in (MAUTZ 2000) vorgeschlagen und auf andere Problemstellungen erfolgreich angewendet werden
konnte, einer genaueren Untersuchung wert.

Da die Eigenschwingungen sowohl von den elastischen Eigenschaften des Mediums als auch von der Dichte
bestimmt werden, kann aus diesen Daten keine isolierte Aussage iiber nur eine dieser Grofien abgeleitet werden,
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Abbildung 2.8: Theoretische (leere Kreise) und in Seismogrammen nachgewiesene (gefiillte Kreise) Eigenfrequenzen
fiir sphéiroidale (links) und toroidale (rechts) Schwingungen. Die Linien verbinden Frequenzen gleicher Obertdne.

obwohl festzustellen ist, dal die Abhéingigkeit vom Schermodulus g und damit von den Geschwindigkeiten Vg
am grofiten ist, wihrend die Dichte weniger stark und die Kompressibilitit K bzw. die Geschwindigkeiten Vp
kaum eingeschrénkt werden (PEKERIS 1966, BULLEN 1969, HADDON und BULLEN 1969, KENNETT 1998|). Ins-
besondere im inneren Kern und im oberen Mantel wird das Auflésungvermogen als nicht zufriedenstellend
eingeschétzt (DZIEWONSKI et al. 1975)MASTERS 1979YMONTAGNER und ANDERSON 1989al). Da die torsionalen
Schwingungen keine radiale Bewegungskomponente aufweisen, ist ein Riickschlufl auf die Geschwindigkeiten
der Kompressionswellen bzw. die Inkompressibilitit nicht und auf die Dichte nur in geringem Mafle moglich.
Die gleichzeitige Bestimmung von Dichte und Geschwindigkeiten aus einer endlichen Zahl von Eigenfrequenzen
ist jedoch kein eindeutig 16sbares Problem, wie von Backus und Gilbert (BACKUS und GILBERT 1967, BACKUS
und GILBERT 1970) aufgezeigt wurde. Die aus den Frequenzen der Eigenschwingungen auf der Grundlage einer
linearen Formulierung in der Form bestimmten seismischen Geschwindigkeiten ermdglichen keine zufrie-
denstellende Priadiktion der Laufzeiten (DZIEWONSKI und ANDERSON 1981 MONTAGNER und KENNETT 1996])
und zeigen systematische Niveauverschiebungerﬂ Die Riickfithrung auf ein einheitliches Niveau kann entweder
direkt durch Korrekturterme (baseline-corrections) (DZIEWONSKI et al. 1975, DZIEWONSKI und ANDERSON
1981)) oder durch die zusétzliche Modellierung der Dampfungsparameter der Eigenschwingungen (MONTA-
GNER und KENNETT 1996)) erfolgen, womit der Beriicksichtigung anelastischen Verhaltens bei der Inversion
von Figenschwingungsdaten gewisse Bedeutung zukommt. Neben der Bestimmung der Q-Werte direkt aus
den Spektren der Seismogramme werden diese Groflen inzwischen in die Inversion der Eigenfrequenzen als
zusétzliche Unbekannte eingebracht, allerdings wiederum unter der Voraussetzung, dafl die seismischen Ge-
schwindigkeitelﬁ (MONTAGNER und KENNETT 1996)) sowie die Dichte (WIDMER et al. 1991, WIDMER 1991])
in gewissem Sinne als Vorinformationen betrachtet werden kénnerﬂ

Die einzelnen Moden der Eigenschwingungen zeigen unterschiedliche Empfindlichkeiten auf gewisse Re-
gionen der Erde. Generell besteht die Tendenz, dafl die Empfindlichkeit auf Strukturen in geringer Tiefe
mit der Frequenz ansteigt, aber der Informationsgehalt iiber die Absolutbetrige der Groflen nachlafit. So
stellt Nolet in (NOLET 1976|) fest, dafl aus den hoherfrequenten Moden im oberen Mantel nur noch die Form
der Dichtestrukturen, nicht aber deren Absolutbetrige abgeleitet werden kénnen. Auch Kennett verwendet
in (KENNETT 1998) in einer heuristischen Bestimmung der Dichte nur Eigenfrequenzen mit einer Frequenz
unter 5mH z.

2.2.3 Vergleich verschiedener Geschwindigkeitsverteilungen und Fehlerschitzung

Genauigkeitsangaben zu den seismischen Geschwindigkeiten sind in der Literatur nur selten zu finden. Da im
Rahmen dieser Arbeit der seismische Parameter ®, der sich unmittelbar aus den beiden Geschwindigkeiten
nach Gleichung ergibt, die wichtigste Rolle spielt, sollen sich auch die nachfolgenden Betrachtungen zur
Genauigkeit nur auf diese Grofle beziehen. Jeffreys wird von Birch 1939 in (BIRCH 1939) mit der Behauptung
zitiert, dafl das Verhiltnis K/p (also der Parameter ®) nur ,,unwahrscheinlich um mehr als 0.5% falsch sein

5Diese werden der geographisch ungleichen Verteilung der Stationen zugeschrieben, und es wird davon ausgegangen, dafl die
Auswirkung auf die Laufzeiten grofler als auf die Eigenschwingungen ist (DZIEWONSKI et al. 1975)).

Sund damit die elastischen Parameter

7 In (WIDMER et al. 1991) werden die seismischen Geschwindigkeiten und die Dichte nur sehr geringfiigig gegeniiber dem
Ausgangsmodell geéndert.
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Abbildung 2.9: Differenzen im seismischen Parameter ® zwischen den Modellen TASP91, SP6 und AK135.

kann“. Schon zu dieser Zeit duflerte Birch Zweifel an dieser Aussage in Hinblick auf die deutlich gréfieren
Differenzen in der GréBenordnung von 2 bis 3% in Vp und Vs zwischen den Geschwindigkeitsverteilungen
verschiedener Autoren.

Eine Untersuchung der Unterschiede der seismischen Geschwindigkeiten bietet sich auch fiir aktuelle Mo-
delle an, um deren Zuverldssigkeit und Genauigkeit abschéitzen zu konnen. Da fiir die Festlegung einer ge-
eigneten Parametrisierung nicht ein besonderer Anwendungszweck im Vordergrund steht, soll im folgenden
ein Vergleich zwischen PREM (Laufzeiten und Eigenschwingungen) (DzZIEWONSKI und ANDERSON 1981)),
COREI11 (nur Eigenschwingungsdaten) (WIDMER 1991) sowie den drei Modellen IASP91 (KENNETT und
ENGDAHL 1991)), SP6 (MORELLI und DZIEWONSKI 1993)) und AK135 (KENNETT et al. 1995)) zur bestmogli-
chen Darstellung der Laufzeiten von Raumwellen vorgenommen werden. Ohnehin erscheint es im Hinblick auf
die Bestimmung der Dichte aus seismischen Geschwindigkeiten wenig sinnvoll, eine Unterscheidung zwischen
Modellen aufrechtzuerhalten, die physikalisch die gleiche Gréfle beschreiben.

Da fiir einen Vergleich kein absolutes Kriterium zur Verfiigung stehtﬂ sollen die Differenzen zwischen den
einzelnen Modellen zur Beurteilung herangezogen werden. Die Angabe von relativen Fehlern erscheint nicht
sinnvoll, da die GroBlenordnung der Fehler weniger vom Absolutbetrag des seismischen Parameters als von der
Region abhéngig ist. Strenggenommen kann aus diesem Grund auch kein einheitliches Maf fiir die Abweichung
zweier Modelle angegeben werden, da es zu den grofiten Unterschieden im inneren Kern und im oberen Mantel
kommt, wihrend im unteren Mantel die Differenzen kleiner sind. Fiir eine Abschétzung der Grolenordnung
erscheint vor dem Hintergrund, da8 die Schalen mit den gréften Anderungen sich nur iiber relativ kleine
Bereiche erstrecken, ein globales Kriterium dennoch anwendbar. Weiterhin ist zu beriicksichtigen, daf} die
Differenzen zwischen den Modellen meist einen konstanten Anteil enthalten, der einer Anderung der Betrige
der Spriinge an den Diskontinuitédten entspricht. Um einen Vergleich zwischen den Formen der Modelle besser
durchfithren zu kénnen, soll deshalb eine Niveauanpassung innerhalb der Intervalle durchgefiihrt werden. Fiir
die Beurteilung der Zuverlissigkeit insgesamt sind die konstanten Unterschiede aber mit zu beriicksichtigen,

8Die Berechnung einer mittleren Geschwindigkeitsverteilung aus den verschiedenartigen Modellen wird keine gute Niherung
fiir den Erwartungswert ergeben.
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so daf} die mittlere quadratische Differenz sowohl vor

5oy 2 (2.39)

als auch nach der Zentrierung

2(di—d) (2.40)

als Ma#f} fiir die Abweichung zweier Modelle angegeben werden soll.

Die drei auf Laufzeiten seismischer Raumwellen abgestimmten Modelleﬂ zeigen nach beiden Kriterien vor
allem im inneren Kern, im Ubergang zwischen innerem und duBerem Kern, an der Kern-Mantel-Grenze (Zone
D”) sowie im oberen Mantel deutliche Unterschiede, wihrend im unteren Mantel und in weiten Teilen des
dufleren Kerns alle drei Modelle fast identisch sind (Abbildung . Vor allem wegen der unterschiedlichen
Grofle der Spriinge an der Grenze zwischen innerem und duflerem Kern unterscheiden sich die beiden Krite-
rien § und o fiir die Differenzen zum Modell TASP91. Dies gilt besonders fiir die Differenzen zwischen den
Modellen TASP91 und AK135, die ansonsten die grofite Ubereinstimmung zeigen. LBt man die verschiede-
nen Niveaus im inneren Kern aufler Betracht, liegt die mittlere Differenz zwischen 0.30 und 0.75 km?/s?

(Tabelle 2.2)).

Tabelle 2.2: Mittlere Differenzen im seismischen Parameter ® zwischen den Modellen IASP91, SP6 und AK135.

AK135 SP6
§[km?/s?]  o[km?/s?] §[km?/s?] ol[km?/s?]
IASP91 0.89 0.28 0.70 0.57
AK135 - - 0.88 0.75

Die drei Modelle sind jedoch keineswegs unabhéngig voneinander, so liegt SP6 als Startmodell IASP91 zu-
grunde und AK135 wurde aus beiden anderen Modellen unter Beriicksichtigung moderater Anderungen unter
dem Aspekt einer verbesserten Darstellung aller Phasen seismischer Wellen zusammengestellt. Dazu wurde die
Komponente der Kompressionswellen, die den seismischen Parameter dominiert, zu weiten Teilen aus TASP91
entnommen, die Struktur des Kerns aus SP6. Die Unterschiede zwischen den Modellen kénnen daher streng-
genommen nicht als représentativ fiir die Zuverlissigkeit heutiger Laufzeitdaten sowie der Modellbildung
betrachtet werden. Da aber unabhéngige Bestimmungen der Geschwindigkeiten aus aktuellen Beobachtungen
nicht vorliegen, wurde der Vergleich dennoch vorgenommen. Die maximale Unsicherheit kann jedoch aus den
Intervallgrenzen einer heuristischen Uberpriifung von AK135 (KENNETT et al. 1995) abgeschiitzt werden, die
bis 2500 km Tiefe mit 6V, = £0.02km/s und mit 6V, = £0.04 km/s fiir den Kern und kernnahe Bereiche
fiir beide Geschwindigkeiten festgelegt wurden. Das Modell mit den kleinsten Residuen lag dabei in weiten
Bereichen sehr nahe zu AK135. Betrachtet man das groflere Intervall als obere Grenze fiir den absoluten
Fehler, so ergibt sich darauﬂ der Wert 8,4, = +1.3km? /52, der von allen Werten der Tabelle deutlich

unterschritten wird.

Tabelle 2.3: Mittlere Differenzen im seismischen Parameter ® zwischen den Modellen PREM, CORE11 und AK135.

AK135 COREL11l
§[km?/s?]  o[km?/s?] &[km?/s?] ol[km?/s?]
PREM 0.67 0.51 0.65 0.20
CORE11 0.82 0.55 - -

Wird das Modell AK135 stellvertretend fiir die den seismischen Laufzeiten bestangepafiten Modelle be-
trachtet, kann damit der weitere Vergleich zu den beiden anderen Modelltypen vorgenommen werden.

Zunéchst fillt die einfache Struktur des Residuenbildes zwischen den Modellen PREM und CORE11 auf
(Abbildung , die im inneren Kern, der Zone D” sowie in fast allen Schalen des oberen Mantels nahezu

9 Alle drei Modelle enthalten entweder direkt oder indirekt PEM als Startmodell, ein sowohl aus Eigenschwingungen als auch
Laufzeitdaten berechnetes Modell.
10 ynter der Annahme mittlerer Geschwindigkeiten fiir Vp und Vg von 10 bzw. 5 km/s
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Abbildung 2.10: Differenzen im seismischen Parameter ® und der Dichte zwischen den Modellen PREM und CORE11.
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Abbildung 2.11: Differenzen im seismischen Parameter ® des Modells AK135 zu PREM und COREL11.

konstant, in den iibrigen Schalen im wesentlichen linear ist. Zu erklédren ist dieser Effekt damit, dafy zur Be-
rechnung von COREL11 als Startmodell PREM diente und daf die verbesserte Anpassung an die Frequenzen
der Eigenschwingungen hauptséichlich durch die Bestimmung des Anelastizitéits- bzw. Qualitéitsparameters @
und die formale Einfithrung von Anisotropie in allen Schalelﬂ als zusétzliche Unbekannte erreicht wurde.
Dementsprechend stark muBten offenbar die Anderungen der seismischen Geschwindigkeiten und der Dichte
eingeschriankt werden, um eine stabile Losung zu erhalten, weshalb sich ein derartig systematisches Differen-
zenbild ergibt. Damit erklirt sich auch der grofie Unterschied zwischen den GroBen § und o von 0.45 km?/s?
(Tabelle [2.3). Somit liegt die Vermutung nahe, daf§ allein aufgrund der Eigenschwingungsdaten iiber die ra-
diale Anderung der seismischen Geschwindigkeiten und der Dichte keine detaillierten Aussagen méglich sind,
dafiir aber iiber die (mittleren) Absolutbetriige, also iiber die Grofie der Spriinge an den Diskontinuitéten -
ein nicht unwichtiger Fakt fiir spétere Berechnungen. Beide Modelle unterscheiden sich im Hinblick auf die
Struktur der seismischen Geschwindigkeiten nur relativ wenig (o = 0.20 km?/s?), unter Beriicksichtigung der
systematischen Komponenten betriigt der Unterschied allerdings 0.65 km?/s2.

Am deutlichsten zeigt sich die Zuverldssigkeit der seismischen Geschwindigkeiten im Vergleich zwischen
PREM und AK135 bzw. CORE11 und AK135 (Abbildung [2.11)). Insbesondere im oberen Mantel, aber auch
im tieferen Bereich des unteren Mantels sowie im dufleren Kern unterscheiden sich die Modelle signifikant.
Die Diskrepanz zwischen Modellen auf der Basis von Eigenschwingungsdaten und denjenigen auf der Grund-
lage der Laufzeiten seismischer Raumwellen zeigt sich besonders im Vergleich zu CORE11, das ungefdhr die
gleiche Aktualitéit der Daten aufweist. Wegen des nahezu konstanten Unterschiedes im inneren Kern zwischen
CORE11 und AK135 ist die mittlere Abweichung zwischen diesen beiden Modellen 0.82 bzw. 0.55 km? /s
wahrend im Vergleich mit PREM die konstanten Anteile in allen Schalen nur sehr gering sind, womit sich
sowohl fiir § als auch o der Wert 0.6 km?/s? festlegen lift.

Hauch im &uBeren Kern, dem in allen Modellen die elastischen Eigenschaften einer Fliissigkeit zugeordnet werden, weshalb

eine Richtungsabhiingigkeit physikalisch kaum vorstellbar ist, wie der Autor selbst feststellt (WIDMER 1991 Kap. 2.3)
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Um beide Datentypen in einem gemeinsamen Modell integrieren zu konnen, schlagen Montagner und
Kennett in (MONTAGNER und KENNETT 1996|) vor, die seismischen Geschwindigkeiten nicht aus den Eigen-
schwingungen, sondern allein aus den Laufzeiten der Raumwellen zu bestimmen und als Zwangsbedingung
in die Bestimmung von Dichte, Anelastizitdt und Anisotropie aus den Frequenzen der Eigenschwingungen
einzufithren. In diesem Falle wiirden die Widerspriiche zwischen den unterschiedlichen Modellierungen hin-
sichtlich der seismischen Geschwindigkeiten durch die Hinzunahme weiterer Parameter ausgerdumt. Allerdings
zeigt sich an dem zuerst angefiihrten Vergleich, dal die Unterschiede zwischen den Geschwindigkeitsmodellen
aus Laufzeitdaten bei Hinzunahme neuer Beobachtungen in einer dhnlichen Gréflenordnung liegen. Daher
kann zusammenfassend aus den Betrachtungen geschlossen werden, dafy die Genauigkeit der Bestimmung des
seismischen Paramters global gesehen mit o = +0.6 km?/s? angegeben werden kann.



Kapitel 3. Dichte und seismische Daten

3.1 Dichte und seismische Geschwindigkeiten

Die Dichte im Erdinneren hingt grundsétzlich vom Spannungszustand, von der Temperatur sowie von der
chemischen Zusammensetzung und dem Phasenzustand ab. Der Spannungszustand soll den Annahmen in
Abschnitt entsprechend durch den hydrostatischen Druck p charakterisiert sein. Weiterhin soll zunéchst
angenommen werden, dafl Temperaturdnderungen nur unter adiabatischen Bedingungen stattfinden und Ab-
weichungen davon durch Anderungen der Entropie S beschrieben werden koénnen. Chemische Zusammenset-
zung und Phasenzustand sollen durch einen unbeschriankten Satz Parameter ¢; bzw. ¢; darstellbar sein. Unter
der Annahme, daf} sich diese Parameterﬂ in einer gewissen Region der Erde durch eine differenzierbare, nur
vom Radius abhingige Funktion geniigend genau darstellen lassen, kann fiir die radiale Ableitung der Dichte
das Differential

dp Opdp = OpdS Jdp dc; Jdp dy;
dr " opdr TS dr T 2= e dr T 2= Op, dr (1)
geschrieben werden (BIRCH 1952)), (BULLEN 1954)), (ANDERSON 1989)). Wird davon ausgegangen, daf} inner-
halb einer Region (Kugelschale) das Material homogen ist und daf keine Anderungen des Phasenzustandes
stattfinden, gilt
de;  do;
dr — dr

:O7

und Gleichung vereinfacht sich zu

d 0 d 0 ds

(). 2(3) %

S p

Insbesondere in den Schalen des oberen Mantels, in denen neben nichtadiabatischen Temperaturinderun-
gen auch ausgeprigte Anderungen sowohl der chemischen Zusammensetzung als auch der Phase vermutet
werden, ist eine solche Vereinfachung grundsétzlich nicht zuléssig. Da aber eine direkte Bestimmung der Ko-
effizienten ¢; und ¢; ebenfalls undurchfiithrbar ist, kann Gleichung in solchen Regionen nicht unmittelbar
angewendet werden. Aus diesem Grunde wurde versucht, aus empirischen und thermodynamischen Uber-
legungen heraus Alternativen zu finden. Diese beinhalten meist einen direkten funktionalen Zusammenhang
zwischen seismischen Geschwindigkeiten und der Dichte. Die Vielzahl solcher Beziehungen kann in zwei Grup-
pen eingeordnet werden: lineare Funktionen und Potenzfunktionen (ANDERSON 1973). Die lineare Beziehung
wird auch als das Gesetz von Birch (Abschnitt bezeichnet, und stellvertretend fiir Potenzfunktionen
soll in Abschnitt [3.1.5] die seismische Zustandsgleichung von D. L. Anderson angefiihrt werden.

Weiterhin mufl betont werden, dafl die Festlegung der absoluten Dichte allein auf der Grundlage seismi-
scher Geschwindigkeiten prinzipiell nicht méglich ist. Sollen Diskontinuitéiten 1. Ordnung eingefiihrt werden,
so ist es erforderlich, den zugehorigen Dichtesprung an diesen Stellen durch andere Beobachtungen festzulegen.
Das kann durch die zusétzlichen Bedingungen, die sich aus der Gesamtmasse und dem mittleren Trégheits-

moment ergeben, vorgenommen werden, mit Hilfe der Frequenzen der Eigenschwingungerﬂ oder aufgrund
petrologischer Uberlegungen.

3.1.1 Williamson-Adams-Gleichung
Fiir isotrope Stoffe ist unter der Annahme idealer Elastizitéit geméaf (1.54)

op\ p 1
(), -7~
durch die Geschwindigkeiten Vp und Vg im Rahmen der Zuverléssigkeit und Genauigkeit dieser Gréfien aus
den seismischen Daten bestimmt. Unter der Annahme reversibler adiabatischer Prozesse tritt keine Anderung
der Entropie S auf, und es gilt
dr

I und damit die Dichte selbst auch
2unter der Voraussetzung, daf8 die seismischen Geschwindigkeiten bekannt sind und ein geniigend genaues Startmodell fiir die
Dichte bereits vorliegt
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Wird weiter angenommen, daf hydrostatisches Gleichgewicht herrscht, ergibt sich mit Gleichung (1.19)

dp _ _
dr gp
die radiale Anderung der Dichte zu
dp P gp
B P 3.3
i U rom o (3.3)
bzw. zu il
np g
- _9 3.4
dr P (34)

Da der Betrag der Schwerkraft ([1.77)

M(r dr G [T
g=G (2)= 5 /qudq
T r 0

nur eine Funktion der Dichte ist, kann die Differentialgleichung iterativ durch numerische Integration
von 0

Inp= —/ T dr +1n £0 (3.5)

o ®

gelost werden, wenn ein Randwert (Integrationskonstante) pg fiir die Dichte in jeder Region (Schale) vor-
gegeben wird. Dieser Anfangswert 148t sich nicht aus den seismischen Geschwindigkeiten bestimmen und
muf} getrennt modelliert werden. Die Primérdaten aus Abschnitt spielen dabei eine besondere Rolle. Die
Dichte pps unterhalb der Mohorovi¢i¢ Diskontinuitét legt die Dichte fiir die erste Schale fest, aus Tragheitsmo-
ment und Gesamtmasse kann jeweils ein Dichtesprung an Diskontinuitdten, vorzugsweise an der Kern-Mantel-
Grenze sowie an der Grenze zum oberen Mantel in 670 km Tiefe, bestimmt werden. Weitere Dichtespriinge
erfordern zusétzliche Daten. So wire es vorstellbar, da3 aus petrologischer Sicht, insbesondere im oberen
Mantel, gewisse Dichtespriinge zu postulieren sind, oder dafl aus bestimmten Moden der Eigenfrequenzen
Informationen {iber die absolute Dichte gewonnen werden kénnen.

Die Vorgehensweise wurde zuerst im Jahre 1923 von Williamson und Adams zur Abschéitzung der ra-
dialen Dichtednderung aufgrund seismischer Daten genutzt (WILLIAMSON und ADAMS 1923). Seither fand
dieser Zusammenhang, teilweise mit Erweiterungen, als Willliamson-Adams-Gleichung breite Anwendung. Das
erste auf diesem Zusammenhang beruhende vollstindige Dichtemodell ist das Modell A von Bullen (BULLEN
1936, BULLEN 1940), das unter Verwendung eines deutlich erweiterten und zuverlissigeren Satzes seismischer
Geschwindigkeiten berechnet wurde. Bis zur Verwendung der Eigenfrequenzen als wesentliche zusétzliche Da-
ten und der Anwendung linearer Inversionstechniken war diese Methode wichtige Grundlage zur Bestimmung
der Dichte im unteren Mantel und im Kern.

3.1.2 Beriicksichtigung nichtadiabatischer Temperaturgradienten und chemischer Inhomoge-
nitéiten

Birch erweiterte den Zusammenhang (3.3)), indem er fiir Abweichungen von adiabatischen Temperaturinderun-
gen einen Korrekturterm einfithrte (BIRCH 1939,(BIRCH 1952). Fiir den Temperaturgradienten kann allgemein

aT (oY dp (0T dS )
dr \0p)gdr as ), dr ’

geschrieben werden, wobei der erste Summand alle adiabatischen Temperaturdnderungen umfafit. Die Diffe-
renz zwischen dem tatséichlichen Temperaturgradienten und dem adiabatischen Anteil

__ (9L 45 _dT'_ (0T dp (3.7)
TT\es ), ar \ap)gdr '

ist der superadiabatische Temperaturgradientﬂ Unter Beriicksichtigung der Beziehung V = 1/p zwischen
spezifischem Volumen V' und Dichte ergibt sich mit der Definition des thermischen Ausdehnungskoeffizienten

ao L(OVN _ _1(0p
“v\er),” pl\or),

3 bei negativem Vorzeichen subadiabatisch
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der zweite Summand in Gleichung (3.2) zu

(), - (2), (), e
a8 ), dr or),\os/, dr
und damit die Erweiterung der Gleichung (3.3]) (BIRCH 1952, BULLEN 1954)
dp gp gp at®
Lo 9P =22 (- . .
o > +pat 3 ; (3.9

Unter Benutzung von Gleichung ((1.53)) kann auch eine Beziehung zum Griineisenparameter v hergestellt und

die Abkiirzung

at® ~yCpT
g g

als Maf} fiir nichtadiabatische Temperatureffekte definiert und somit die Williamson-Adams-Gleichung ((3.9))
auch in der erweiterten Form

5:

(3.10)

dp gp
—=—-—"=(1-9 3.11
Lo 80 ) (3.10)
geschrieben werden. )
Allen bisherigen Betrachtungen liegt die Annahme zugrunde, dafl weder Anderungen des Materials noch

der Phase auftreten. Ausgehend von der Beziehung ((1.33))%]
K=%®p
ergibt sich formal durch Differenzieren der Ausdruck

dKdp  d® __dp

war a0

woraus unter Annahme hydrostatischen Gleichgewichts (|1.19))

dp _ _

ar gp
dp _ _gpdK pd® _ gp (dK 1dP (3.12)
dr ®dp ddr D \dp gdr '

folgt. Bullen definiert nun in (BULLEN 1963a) den Parameter

_dK  1d®

=——+- 3.13
g dp = gdr ( )
und kommt so zu der Beziehung
dp g
— = N0 3.14
ar~ "o (3:.14)

aus der sich mit n = 1 die Williamson-Adams-Gleichung ergibt. Da den obenstehenden Uberlegungen mit
Beziehung implizit adiabatische Zustandsdnderungen und damit auch adiabatische Temperaturdnde-
rungen zugrundegelegt wurden, interpretiert Bullen diesen Parameter zunéichst als Index fiir chemische Inho-
mogenitéiten. Anstelle der Parameterséitze ¢; und ¢; in Gleichung kann der durch Materialanderungen
und/oder Anderungen der Phase resultierende EinfluB auf die radiale Dichteéinderung durch die Abweichung
1 — n dargestellt Werderﬂ Damit geht Gleichung in die allgemeine Form

90 _ 92 -5

2L 1
I % (3.15)

iiber. Eine Festlegung der beiden Parameter ist nur unter Verwendung zusétzlicher Daten oder Hypothesen
moglich, nicht aber direkt aufgrund seismischer Geschwindigkeiten. Eine Trennung von 7 und § in Glei-

chung (3.15)) ist ebenfalls nicht moglich. Wird § vernachléssigt, so beinhaltet der Parameter n auch mogli-
che Temperatureinfliisse (BULLEN 1967)). Daher wird meist nur der Bullen-Parameter 1 modelliert, da eine

4 mit K wird im folgenden die adiabatische Inkompressibilitit K g bezeichnet.
5 Eine Differenzierung zwischen Anderungen des Materials und Anderungen der Phase ist damit nicht méglich, so dafl der
Parameter die Summe beider Effekte enthéilt.
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Unterscheidung zwischen den Einfliissen chemischer Inhomogenitédten und nichtadiabatischen Temperaturen
aufgrund der wenigen zur Verfiigung stehenden Informationen oft nicht moglich ist.

Die physikalische Bedeutung des Parameters n kann durch einen Bezug zur Brunt-Viisild Frequenz unter-
setzt werden (MASTERS 1979,|MELCHIOR 1982). Ausgehend vom hydostatischen Gleichgewicht bewirkt eine
kleine Verschiebung in radialer Richtung w,

dp = —gpu,

nach Gleichung (1.54) eine adiabatische Kompression der Dichte innerhalb eines Elementes I die Anderung

der Dichte )

p P
dp), =dp— = —g—u,. 1
(dp); P = IR (3.16)
Die Dichte der auflerhalb liegenden Materie &ndert sich jedoch um den Betrag
dp
d = —u,.
( p)A dTu
Daher wirkt auf das Element die Riickstellkraft
dp | p?
dp) o — (dp);] = urg | — : 1
g9[(dp) o — (dp),] ug{drthS (3.17)

Wird nun die Funktion

g(r) [dp(r)  g(r) p*(r)
N3(r) = — 3.18
=5 | R 15
definiert, die als lokale Brunt-Viiséla Frequenz bezeichnet wird, ergibt sich

9[(dp) 4 — (dp);] = —pu,N?. (3.19)
Setzt man diesen Zusammenhang in die Bewegungsgleichung ([1.13)) ein, erh&lt man

d*u, 9
P + N°u, = 0. (3.20)

Daraus kann abgelesen werden, dafl die Schichtung fiir
e N? > ( stabil, da die Riickstellkriifte die Partikelbewegung umkehren,

e N2 < 0 instabil, da die Partikelbewegung (Konvektion) nicht kompensiert wird,
e N? = 0 neutral ist, da Gleichgewicht herrscht. In diesem Falle ergibt sich aus (3.18)) die Williamson-

Adams-Gleichung ([3.3)).
In (MASTERS 1979, MELCHIOR 1982)) wird weiterhin auf den (dazu #quivalenten) Parameter

= —%NQ (3.21)
)
zur Einschétzung der mechanischen Stabilitdt hingewiesen. Beide Groflen stehen durch
2 g*p 9*p
sowie
p=1-n (3.23)

in unmittelbarer Beziechung zum Bullen-Parameter 7. Somit kénnen die Interpretationen hinsichtlich der
mechanischen Stabilitét einer Region, die fiir die Brunt-Viiséld Frequenz bzw. den Parameter g gelten, sofort
auf 7 iibertragen werden (siehe Tabelle .

Masters (MASTERS 1979) weist darauf hin, dafl die Interpretation der GréBle N streng nur fiir Fliissigkeiten
gilt. Unter Beriicksichtigung von Viskositdt, Rotation und magnetischen Effekten folgt, da8 N wesentlich
kleiner als 0 sein muB}, bevor Konvektion eintritt. Folglich wird fiir den Parameter n in Abhéingigkeit der
Viskositdt des Mediums

0.4 < ne < 0.999994

als Grenzwert angegeben, wobei angenommen werden kann, dafl Temperatureffekte die untere Grenze anhe-
ben, so daf§ auch fiir diesen Fall nc — 1 gilt. Signifikant kleinere Werte als 1 fiir 7 treten in fast allen modernen
Modellen in den Schalen des oberen Mantels auf, woraus auf mechanische Instabilitdten der radialen Schich-
tung geschlossen werden mufl. Die Berechnung von 7 nach Gleichung héngt im Mantel mafigeblich
von dem Gradienten der seismischen Geschwindigkeiten ab, da sowohl die Schwere g als auch dK/dp nahezu
konstante Groflen sind. Es mufl daher die Frage gestellt werden, ob die Zuverlassigkeit dieser Gradienten eine
sichere Berechnung von 7 aus einem gegebenen Modell iiberhaupt zulassen.
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Tabelle 3.1: Stabilitdtskriterien einer radialen Schichtung.

neutral stabil instabil

N 0 >0 <0
I} 0 >0 <0
n 1 >1 <1

3.1.3 K—p—Hypothese

Bullen machte 1949 (BULLEN 1949) auf der Grundlage seines Modells A, das unter Anwendung der Williamson-
Adams-Gleichung und eines empirischen Dichteverlaufs in Schale C (400 bis 1000 km Tiefe) berechnet
wurde, zwei Feststellungen. Wiahrend insbesondere die Dichte p, aber auch der Schermodu]ﬂ w an der Kern-
Mantel-Grenze einer groBen sprunghaften Anderung unterliegen, nimmt die Inkompressibilitit K nur um
ca. 5% zu. Unter Beriicksichtigung aller Unsicherheiten der Modellierung kéme auch ein stetiger Verlauf der
Kompression an der Kern-Mantel Grenze in Betracht. Weiterhin ergab die Berechnung von

aK =1- 1d® (3.24)

dp g dr
sowohl im unteren Mantel als auch im dufleren Kern — unter der Annahme von Homogenitéit der chemischen
Zusammensetzung und Phaseﬂ — nahezu gleiche Werte im Bereich dK/dp ~ 3 auf beiden Seiten der Kern-
Mantel-Grenze. Hierbei lieff Bullen die Ubergangszone D” unberiicksichtigt, da die starke Anderung in d® /dr
Anlaf} zur Annahme chemischer Inhomogenitéten bot, wodurch die Anwendung von unzuléssig wird. Im
Ergebnis beider Beobachtungen stellte Bullen die Hypothese auf, dafl unter hohem Druck die Inkompressiblitéat
nicht mehr eine Funktion der chemischen Zusammensetzung, sondern in erster Linie des Druckes selbst ist.
Gestiitzt wurde diese Vermutung durch Berechnungen aus dieser Zeit, aus denen sich nur eine geringe, aber
signifikante Abhéngigkeit zwischen K und der mittleren Atommasseﬁ ergeben hat. Infolgedessen definierte
Bullen die Inkompressibilitit K sowie die Ableitung dK/dp ab einer Tiefe von 1000 km als nahezu stetige
Funktionen des Druckes (BULLEN 1949) und legte fiir dK/dp eine stetige, lineare Anderung mit dem Druck
zugrunde (BULLEN 1963b, Kap. 13.6.1). Der maximale Sprung an der Kern-Mantel-Grenze wird in (BULLEN
1972) mit AK/K = 40.02 angegeben. Weiterhin gibt er die empirische Relation

K =2.3443.00p + 0.10 p? (3.25)

an und bemerkt, dafl dieser Zusammenhang auch als Zustandsgleichung interpretiert werden kann, weist aber
ausdriicklich auf den Definitionsbereich von p > 3.0 x 10¢ A Pa hin und kritisiert die unsachgeméfe Anwendung
der Beziehung unter den Bedingungen im oberen Mantel.

Auf der Grundlage der K-p-Hypothese kann nun versucht werden, den Inhomogenititsparameter 1 zu
bestimmen. Wird an den Schalengrenzen Stetigkeit von d K /dp postuliert, so ermoglicht dies unter Verwendung
von die unmittelbare Festlegung von 7 unter der Voraussetzung, dafl die jeweiligen Gradienten der
Geschwindigkeiten ausreichend zuverlissig sind. In der Ubergangszone D” zwischen Kern und Mantel ergibt
sich mit dem in diesem Bereich auch in aktuellen Modellen nahezu konstanten seismischen Parameter ® der
anormale Gradient d®/dr ~ 0 und somit unmittelbar 1 ~ dK/dp ~ 3, also eine signifikante Abweichung von
chemischer Homogenitiit, die in Anbetracht des Uberganges zwischen dem festen unteren Mantel und dem
fliissigen dufleren Kern durchaus plausibel erscheint.

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dal die vorhandenen seismischen Informationen nicht zur eindeu-
tigen Bestimmung eines Modells der Erde ausreichen, betont Bullen in (BULLEN 1972) die Wichtigkeit
der Einfiihrung zusétzlicher physikalischer Annahmen anstelle formaler mathematischer Kriterien zur Ein-
schrinkung des Losungsraumes und weist unter diesem Aspekt der K-p-Hypothese eine Schliisselrolle zu.

Da bis heute keine grundsétzlich neuen (seismischen) Informationen hinzugekommen sind, statt dessen
aber eine enorme Weiterentwicklung der Rechentechnik stattgefunden hat und dadurch bedingt physikalische
Uberlegungen zugunsten numerisch-mathematischer Methoden in den Hintergrund getreten zu sein scheinen,
hat diese inzwischen 30 Jahre alte Aussage keineswegs an Aktualitéit verloren.

6bedingt dadurch, da der duBere Kern als fliissig angenommen wird und somit p = 0 gilt
7also unter der Annahme 1 = 1 in Gleichung 1)
8 als Ma8 fiir die chemische Zusammensetzung
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3.1.4 Birch’s Gesetz

Birch schlufifolgerte in (BIRCH 1961) aus den Ergebnissen von Laboruntersuchungen verschiedener Gesteins-
materialien unter hohen Driicken, dafl die Dichte zur seismischen Geschwindigkeit Vp fiir Materialien mit
gleicher mittlerer Atommasse in einer linearen Relation

Ve=a+bp (3.26)

steht. Allgemein wird der Koeffizient b mit b ~ 3 (RiNc¢wooD 1975, Kap. 9.4) angenommen, Birch gibt
in (BircH 1961) b fest mit b = 3.31 fiir p in [g/em®] und Vp in [km/s] sowie a in Abhéngigkeit der mitt-
leren Atommasse M (Tabelle an. Birch vergleicht diese Koeflizienten mit einer Reihe damals aktueller

Tabelle 3.2: Koeffizienten der Birch-Relation in Abhéngigkeit der mittleren Atommasse (aus (BIRCH 1961))).

M [g/mol] a [km/s]

21 -2.55
25 -5.7
30 -8.6

Dichtemodelle und stellt fest, dafl Modelle, bei denen die Dichte auch im oberen Mantel allein durch Selbst-
kompression unter der Voraussetzung chemischer Homogenitét des Materials und der Phase (Abschnitt
sowie unter Einfithrung von Diskontinuitéiten festgelegt wird, dieser Beziehung nicht gerecht werden, wiahrend
Modelle mit ebenfalls empirischer Dichtednderung im oberen Mantel der linearen Beziehung besser entspre-
chen. Aufgrund seiner Einfachheit wird die allgemeine lineare Beziehung bei der Modellierung des
oberen Mantels sowie in der Tomographieﬂ hdufig angewendet, oft ohne auf die Frage nach der physika-
lischen Interpretierbarkeit der Koeffizienten einzugehen. Analog wurde die Darstellung von anderen
Autoren auch auf die Geschwindigkeiten der Scherwellen Vg sowie auf die hydrodynamische Schallgeschwin-
digkei V@ iibertragen. Unter der Annahme, daf das Verhiltnis Vp/Vs zwischen den Geschwindigkeiten
der Kompressions- und Scherwellen konstant ist (siehe Abschnitt , ergibt sich aus

|K
Vp o 75, (3.27)

woraus mit (3.26) unmittelbar die Proportionalitét
Kg o p? (3.28)

folgt (RINGwWOOD 1975, Kap. 9.4). Das empirische Gesetz von Birch impliziert somit eine Proportionalitéit
zwischen Inkompressibilitdt und der Dichte in dritter Potenz.

3.1.5 Seismische Zustandsgleichung von D. L. Anderson

Die seismic equation of state von D. L. Anderson (ANDERSON 1967)) stiitzt sich auf die allgemeine Zustands-
gleichung . Unter Bertiicksichtigung einer Reihe von Vereinfachungen, insbesondere im Hinblick auf die
Unterschiede zwischen isothermaler und adiabatischer Inkompressibilitdt sowie der Einfithrung der mittleren
Atommasse M als Ma8 fiir die chemische ZusammensetzungIEL wird

% =c " (3.29)

mit dem Exponenten o1
nd 1
n_8lnp_N+M 1=9v 3 (3.30)
als eine allgemeine Zustandsgleichung basierend auf dem seismischen Parameter ® angegeben. Die beiden
Parameter N und M entsprechen der Anziehungs- bzw. AbstoBungskraft zwischen den Elementarteilchen,
und + ist der mittlere Griineisenparameter. Dieser Ansatz wurde mit einer grofien Zahl an Laborexperimenten
iiberpriift, aus denen sich konsistente Angaben fiir den Exponenten n und den Koeffizienten ¢ ergeben haben

(Tabelle [3.3).

9 zur generellen Skalierung zwischen seismischen Geschwindigkeiten und der Dichte

10 Die hydrodynamische Schallgeschwindigkeit im hier betrachteten Zusammenhang ist dquivalent zur Wurzel des seismischen
Parameters ®.
I ynter Berufung auf die empirischen Untersuchungen von Birch



3.1. Dichte und seismische Geschwindigkeiten 45

Tabelle 3.3: Koeffizienten der seismischen Zustandsgleichung von Anderson (aus (ANDERSON 1967)).

c n M
0.056 0.281 [18.5,90.0]
0.048 0.323 [18.5,33.1]
0.064 0.240 [18.5,90.0]
0.059 0.274 [18.5,88.0]

0.048 0.335 MgO
0.052 0.318 AlyOg3

Der iiberwiegende Teil dieser Experimente wurde unter normalen atmosphérischen Bedingungen durch-
gefiihrt, wobei der Parameter n im Ergebnis aller Untersuchungen zwischen % und % liegt. Anderson schliefit
in Ubereinstimmung mit weiteren Experimenten (ANDERSON 1969), daB der modifizierte Ansatz mit festem
Exponenten n

P

M’
fiir die Modellierung der Dichte im Mantel geeigneter ist, da die Minerale aufgrund des dort herrschenden
hohen Druckes stérker gepackt sind. Daraus resultierende Differenzen in der mittleren Atommasse liegen in-
nerhalb der Unsicherheit der Untersuchungen (ANDERSON und JORDAN 1970). Da die tatséchliche Atommasse
der Materialien im Mantel unbekannt ist, muff unter diesen Voraussetzungen ein Parameter A = ¢ M in Uber-
einstimmung mit anderen Informationeﬂ bestimmt werden, um die Dichteverteilung im Mantel festlegen zu
konnen. Berticksichtigt man die Beziehung , ergibt sich

= /3 (3.31)

Apt=Kg (3.32)

bzw.

Kg o pt. (3.33)

Der Zustandsgleichung nach Anderson liegt also eine Proportionalitéit zwischen Inkompressibilitdt und der
vierten Potenz der Dichte zugrunde.

FEine Entscheidung, welcher der beiden Ansétze, also welche Hypothese zur Proportionalitit zwischen
Dichte und Inkompressibilitdt die Realitdt besser widerspiegelt und damit geeigneter fiir die Modellierung
der Dichte im Mantel ist, kann nur schwer anhand der z.T. stark streuenden oder nur bedingt zuverlassigen
experimentellen Daten getroffen werden. Beide Annahmen bieten unter gewissen Gesichtspunkten Vor- und
Nachteile (RINGwWOOD 1975, Kap. 9.4). Generell muf} beriicksichtigt werden, daf} insbesondere die Relation von
Birch rein empirischen Ursprungs ist und dafl auch die Zustandsgleichung von Anderson nur mit Hilfe einer
ganzen Reihe von Vereinfachungen begriindet werden kann und dafl eine Rechtfertigung nur allein aufgrund
einer geeigneten Interpretatiorﬁ von Labordaten, die ihrer Natur gem#fl sowohl mit zufilligen Mefifehlern
als auch mit groben Fehlern behaftet sind, moglich ist, nicht aber aufgrund deterministischer Uberlegungen.
Letztendlich zeigt auch der von Macdonalds (MACDONALD und POWELL 1971) gezogene Vergleich zwischen
verschiedenen Zustandsgleichungen, dafl selbst unter Verwendung synthetischer Daten eine Unterscheidung
zwischen den einzelnen Anséitzen nur schwer vorzunehmen ist.

Interessant ist der Vergleich beider Ansitze anhand eines Modells. In PREM wurde im oberen Mantel
zur Berechnung des Startmodelles explizit die Relation von Birch angegeben (DzZIEWONSKI und ANDERSON
1981)). Sowohl die seismischen Geschwindigkeiten als auch die Dichte wurden in den Schalen bis zu einer Tiefe
von 670 km durch lineare Funktionen des Radius reprisentiert, deren Koeffizienten anhand der Laufzeiten der
Raumwellen und der Perioden der Eigenschwingungen angepafit wurden. Die Ubertragungsfunktion zwischen
Dichte und seismischen Geschwindigkeiten ist demnach allgemein eine quadratische Funktion. Offenbar wurde
aber die lineare Beziehung nahezu beibehalten, wie Abbildung [3.1] zeigt, da selbst die Differenzen in der
Region zwischen 400 und 600 km Tiefe das Intervall 6V, = +0.02km/s (Abschnitt nur geringfiigig
iiberschreiten und damit wohl kaum als signifikant bezeichnet werden koénnen.

Eine Anpassung der Werte fiir ® aus PREM an die seismische Zustandsgleichung mit dem Exponenten n =
1/3 ergibt deutlich geringere Residuen, wie Abbildung zeigt. Die grofiten Differenzen treten wiederum in

12 2.B. den Frequenzen der Eigenschwingungen oder nichtseismischen Daten, wie Gesamtmasse, Trigheitsmoment, Dichte-
spriinge an Schalengrenzen

13 Die Festlegung einer geeigneten Interpolationsfunktion durch eine Reihe von Punkten ist grundsitzlich keine eindeutig
lésbare Aufgabe.
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Abbildung 3.1: Residuen zur Dichte im oberen Mantel aus linearer Beziehung (Birch’s Gesetz) zu den seismischen
Geschwindigkeiten aus PREM.

der Ubergangszone zwischen oberem und unterem Mantel in 400 und 600 km Tiefe auf, liegen aber deutlich
unterhalb der in Abschnitt festgestellten Zuverlissigkeit von o = £0.6 km?/s%.

Wenn auch eine qualitative Unterscheidung anhand dieser Betrachtungen kaum moglich ist, so ist doch
zu vermuten, dafl die geringen Residuen, die selbst im Falle von Birch’s Gesetz 0.03 % nicht iibersteigen,
kaum aus einer freien Anpassung an die Daten stammen koénnen, sondern daf} eine derartige Beziehung als
Nebenbedingung in die Inversion von PREM eingegangen sein muf}. Das wiederum wiirde zeigen, daf} eine
Bestimmung der Dichte im oberen Mantel aus seismischen Daten selbst unter Verwendung der Frequenzen
der Eigenschwingungen nicht ohne zusétzliche Bedingungen moglich ist.
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Abbildung 3.2: Residuen in der Dichte im oberen Mantel aus der Zustandsgleichung von Anderson und dem seismischen
Parameter aus PREM.

AbschlieBend muf hervorgehoben werden, da$8 beiden Ansitzer[)] die fundamentale Annahme hydrosta-
tischen Gleichgewichtes nicht zugrunde liegt. Der urspriinglich zur Charakterisierung von Inhomogenitéten
in der chemischen Zusammensetzung und Phase unter hydrostatisch-adiabatischen Bedingungen eingefiihrte
Parameter 1 kann unabhéingig davon entsprechend der Definition

dK 1d®
= dp + g dr

1 wie auch allen anderen existierenden empirischen Geschwindigkeits-Dichte Relationen
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angegeben werden, wobei die Berechnung von

dK dK /dp
—_— =/ = 3.34
dp dr / dr ( )
einerseits mit
dK d
(P
dr dr (®p)

aus der nichthydrostatischen Dichte und den Daten, andererseits fiir dp/dr unter Anwendung der hydrosta-
tischen Beziehung erfolgt. Da weiterhin eine exakte Annahme iiber die Temperaturéinderungerﬂ in
den empirischen Zusammenhéngen fehlt, erhélt der Parameter 7 eine verallgemeinerte Bedeutung als Sum-
me aller Abweichungen gegeniiber den Voraussetzungen der Williamson-Adams-Gleichung, einschliellich der
Abweichungen vom hydrostatischen Gleichgewichtszustand. Dementsprechend vielfiltig sind auch die Inter-
pretationen, siehe z.B. (NAKADA 1999 |MATYSKA und YUEN 2000), bei denen zumeist die Abweichungen vom
hydrostatischen Gleichgewicht mit nichtadiabatischen Temperaturédnderungen gleichgesetzt werden, ohne dafl
auf ebenfalls mogliche chemische Inhomogenititen eingegangen wird. Anstelle dessen scheint die Interpre-
tation als Stabilititsparameter geméfi Abschnitt besser zuzutreffen, da hierfiir keine Differenzierung
zwischen verschiedenen, unbekannten Einfliissen vorgenommen werden muf}, sondern nur die Auswirkungen
charakterisiert werden.

eta / Dichte [g/cm”3]
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Abbildung 3.3: Dichte und der dimensionslose Parameter ) im oberen Mantel aus PREM.

Berechnet man den Parameter 7 fiir eine Dichteverteilung, die sich aus einer empirischen oder empirisch
bestétigten Geschwindigkeits-Dichte Beziehung ergibt (Abbildung , so ist festzustellen, dafl sehr grofle
Abweichungen vom Wert 1 auftreten, darunter auch Werte, die signifikant kleiner als 1 sind und damit nach
den Kriterien der Tabelle 3.1 mechanisch instabile Schichten anzeigen, deren Ursache in zeitlich verénderlichen
Auflasteffekten gesehen werden kann (WOLF 1991, PLAG und JUTTNER 1995). Durch die direkte Kopplung
zwischen Geschwindigkeit und Dichte ergeben sich in Schalen, in denen die Geschwindigkeit mit der Tiefe
abnimmt (low-velocity-zones) zwangslidufig positive Gradienten in der Dichtﬂ und damit n < 0, ein Effekt, der
grundsétzlich der Bedingung mechanischer Stabilitdt eines selbstgravitierenden Korpers widerspricht.

3.2 Frequenzen der Eigenschwingungen und Dichte

Wie bereits in Kapitel erwahnt wurde, ist eine Bestimmung der Dichte aus den Frequenzen der Eigen-
schwingungen nur moglich, wenn das elastische Verhalten des Mediums bekannt ist oder mitbestimmt wird.
Unter Anwendung von Variationsprinzipien kénnen Anderungen der elastischen Parameter und der Dichte aus
den Unterschieden in den Eigenfrequenzen gegeniiber einem Startmodell bestimmt werden. Ausgangspunkt

15 In der Relation von Birch gibt es dazu keinerlei Annahmen; in der seismischen Zustandsgleichung werden urspriinglich
isotherme Zustandsédnderungen vorausgesetzt, die dann auf adiabatische erweitert werden.
16 2.B. in PREM (DzIEwONSKI und ANDERSON 1981) zwischen 24 und 220 km Tiefe
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ist dabei das von Rayleigh 1877 angegebene Prinzip, nach dem die kinetische Energie I

Wil = (,uQ/pu2 dv (3.35)
1%
der potentiellen Energie I der durch die Oszillation hervorgerufenen Verschiebung u und Potentialdnde-
rung W’ gleichgesetzt wird (BACKUS und GILBERT 1967, TAKEUCHI und SAITO 1972). Die potentielle Energie
umfaBt dabei die elastische Energie, die Arbeit, die dem hydrostatischen Druck entgegengesetzt werden muf3,
die Gravitationsenergie und die Eigenenergie der Potentialinderung W’ (Gleichung (1.44))) und kann fiir einen
radialsymmetrischen, isotropen Koérper vereinfacht in der Form

R
j. / (MK + Myt + M,p) rdr (3.36)
0
geschrieben werden, wobei M, M, und M, Funktionale der Eigenfunktionen sind. Wenn die Eigenfunktionen
eines Korpers bekannt sind, kénnen nach Rayleigh kleine Anderungen in der Frequenz w und den Eigenfunktio-
nen durch kleine Stérungen erster Ordnung § K, ép und dp gegeniiber dem urspriinglichen Zustand dargestellt

werden. Aus dem Erhaltungssatz
WL =1, (3.37)

kann
R

2uwiwl; = —w? / (MK + M, S+ M,op) r? dr (3.38)
0
hergeleitet werden (BACKUS und GILBERT 1967). Die Anderungen der Eigenfunktionen ergeben sich dabei

zu Null, womit die Stérungen der Modellparameter aus den Eigenfunktionen des urspriinglichen Modells
berechnet werden kénnen (TAKEUCHI und SAITO 1972). Die Gleichung (3.38) kann auch in der Form

R
dw = / (MKéK + M, 5p+ Mpép) r2 dr (3.39)
0

geschrieben werden, wobei sowohl das Integral I; als auch die Frequenz w Bestandteil der Funktionale M
werden. Weiterhin wird hiufig die Normierung

R
Wi = wg/pu2 r?dr =1 (3.40)
0

eingefiihrt, die die praktischen Berechnungen erheblich vereinfacht.

Die Funktionale My, M  und M » werden von verschiedenen Autoren angegeben, z.B. von Backus und Gil-
bert (BACKUS und GILBERT 1967 oder Takeuchi und Saito (TAKEUCHI und SAITO 1972), von Letztgenannten
fiir den erweiterten Fall transverser Isotropie. Backus und Gilbert behaupten, daf auch die Anderungen in § K,
du und dp lediglich Funktionen des Radius sind und geben anstelle der Funktionale M die vereinfachten Zu-
sammenhinge M an. Fiir die Dichtesinderungen dp folgt aus (BACKUS und GILBERT 1967, Gl. (48)) und den

Eigenfunktionen aus (1.46) bzw. (1.49) fiir toroidale Schwingunged"|

M = —wiTy? (3.41)
und fiir sphéroidale Schwingungen
Mps = —w(512 +n(n+1)832) +
ds h
21 (52 4 - 2 gn) - (3.42)
dr r
2
;n(n + 1)52 Sg -2 hg
mit
B po S
h1 =251 — n(n + 1)52, ho = 47TG/ hqdr, (343)
r
-

7nach Anpassung an die von Takeuchi und Saito verwendete Normierung und des Vorzeichens fiir g
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sowie der Schwerkraft g, der Eigenfrequenz wy und der Dichte pg des Ausgangsmodells.

Von Takeuchi und Saito werden Angaben zu M gemacht, ohne die Beziehungen zwischen den elastischen
Parametern und der Dichte zu vernachlissigen. Aus den Darstellungen fiir den transvers-isotropen Fall (TAKE-
UCHI und SAITO 1972, S. 272) ergibt sich unter Beriicksichtigung von fiir toroidale Moden

po | (dTy 1. \?* 1
T _ 2 2 2
und fiir sphéroidale Moden
MY = —w? (Si?+n(n+1)87%) +
ds
251 <4Slp0 — 3) —2h2+
dr
2 Ao dS
— |:h1 (01 — 3o Sl) —n (TL + 1) SQ Sg:| + (345)
r po dr

p—lo [(2 o + Ao) (‘g})z +n%(n+1) (ﬁ)j +

2 5 dSy
% |:’I7/ (n+1)(51 _52)d7":| +

2 po [th (1o + Xo) + 71 (n = 1)(n + 1) (n + 2)S5? po + n* (n + 1) (51 — 52)2} ’
wobei \g und pg die elastischen Parameter des Ausgangsmodells sind.

Offensichtlich blieben bei Backus und Gilbert nicht nur die Abh#ngigkeiten von den elastischen Parametern
unberiicksichtigt, sondern dariiberhinaus auch die radialen Ableitungen der Eigenfunktionen sowie sdmtliche
Terme der Ordnung 1/72. In beiden Féllen handelt es sich um véllig willkiirliche Vereinfachungeﬂ

Ko6nnen die Geschwindigkeiten der Raumwellen und damit die elastischen Parameter als bekannt voraus-
gesetzt werden, folgt mit 0K = 0 und op = 0 aus der vereinfachte Zusammenhang

R
dw = /]\Z/pépr2 dr (3.46)
0

zwischen Anderungen der Dichte aufgrund geénderter Eigenfrequenzen. Unter Beriicksichtigung der Beziehun-

gen (|1.31)) und (1.32)) konnen in (3.44]) und (3.45)) die elastischen Parameter durch die Geschwindigkeiten Vp

und Vg, des Startmodells ersetzt werden:

T 2 2 o | (dTn 1 1 2
Mp = —wo 11" + VS() W - ;Tl + ﬁ(n - 1)(TL + 2) T (347)
M/’)S = —w02 (812+n(n+ 1) 522) +
251 (451 po — ng) —2ho +
dr
2 ds
- [hl ((VPO2 —2Vs?) cTrl — g0 Sl> —n(n+1)S5y 53:| + (3.48)
s\’ 1 dSs\>

2 [ 421 =+ 2 @2

VPO(dT)+p0n(n+1)(dT> +

{nQ(n +1)(Sy — Ss) ddi?] +

T po
1 2 1
= [(VP02 — Vs0?) hi® + Vso?n(n —1)(n+1)(n +2)8% + ”(Zj) (S1— S2)°|.

Aus dieser Darstellung wird deutlich, dafl hauptséchlich die sphéroidalen Schwingungen zur Dichtebestimmung
geeignet sind, insbesondere im Falle vorgegebener Geschwindigkeitsverteilungen.

18Dziewonski und Anderson bemerken in (DzIEWONSKI und ANDERSON 1981) dazu, die Ausdriicke von Takeuchi und Saito
seien zu ,unbequem®.



Kapitel 4. Parametrisierung der Dichtefunktion

4.1 Historische Dichtegesetze

Vor der Einteilung des Erdinneren in Schalen unterschiedlicher Charakteristik, der Annahme von Diskonti-
nuitéiten an deren Grenzen und der Bestimmung der radialen Anderungen der physikalischen Parameter aus
seismischen Informationen, wurde im 19. Jahrhundert von einer Reihe von Autoren versucht, allein aufgrund
der bekannten Daten zu Gesamtmasse, Trigheitsmoment und Dichte der Kruste unter Beriicksichtigung einfa-
cher Zusammenhénge, Funktionen fiir die Zunahme der Dichte mit der Tiefe anzugeben. Diese auch als globale
Dichtegesetze bezeichneten Modelle hatten eine der Anzahl der Daten entsprechende Zahl freier Parameter.
Einige dieser Dichtegesetze tragen rein empirischen Charakter, einigen liegen aber physikalische Uberlegun-
gen zugrunde, die heute fiir die Modellierung der Dichte aufgrund seismischer Daten durchaus Bedeutung
besitzen.

4.1.1 Druck-Dichte Relationen von Laplace und Roche

Neben dem Bestreben, eine Funktion fiir die Dichte aus der hydrostatischen Theorie von Clairaut herzuleiten,
dienten bereits frithzeitig Annahmen iiber das Verhéltnis von Druck und Dichte zur Festlegung von Funktionen
fiir die radiale Anderung der Dichte. Ausgehend von einer empirischen Zustandsgleichung der Form

dp="¥(p)dp (4.1)

ergibt sich unter der Annahme hydrostatischen Gleichgewichtes und unter Verwendung der daraus resultie-

renden Beziehung (|1.17))

dp dpdr qp
LT IE _()). 4.2
dp drdp % 2 4.2)

Diese Gleichung kann in Analogie zu Abschnitt als mechanische oder hydrostatische Zustandsgleichung
aufgefafit werden, da durch die Funktion ¥(p) die Relation zwischen Druck und Dichteﬂ festgelegt ist, aller-
dings bei beliebigen Temperaturdnderungen.

Wird fiir die Schwerkraft

M(r dr G [T
g9=G (Q)Z 5 /pqqu
T r 0

eingesetzt und die Gleichung nach r differenziert, erhiilt man daraus mit der Abkiirzung p’ = dp/dr die

Differentialgleichung

4 {rzp/\IJ(p)} = —4nGr?p (4.3)
dr P
fiir die unbekannte Funktion p(r).

Interessant fiir die heutige Zeit ist, dal unter den Annahmen aus Abschnitt fiir die Relation dp/dp der
Zusammenhang zum seismischen Parameter ® bzw. zu den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten Vp und
Vs seismischer Wellen

d K 4
dp p 3
besteht, wodurch sich der unmittelbare Bezug
K
v="5-9 (4.4)
p

zwischen der Hypothese ¥ und den seismischen Daten bzw. Dichte und Inkompressiblitat ergibt. Dadurch
sind diese Ansitze in gewisser Hinsicht mit den empirischen Zustandsgleichungen (Abschnitt oder
vergleichbar, obgleich auch ohne jeden experimentellen Beweis. Wenn aber versucht werden soll, eine physika-
lisch sinnvolle Parametrisierung zur Beschreibung der Dichte unter Verwendung seismischer Daten zu finden,
sollten diese Ansitze keinesfalls aufler acht gelassen werden.

Ibzw. spezifischem Volumen
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4.1.1.1 Annahmen von Legendre und Laplace

Ausgehend von der Gleichung von Clairaut

d*q 6 3 dp
[ B T 4.
dr? (r2 Jrﬁr dr)q7 (4.5)

mit der Abkiirzung ¢ = f pr>, der hydrostatischen Abplattung f und der mittleren Dichte p = T% for pq?dg,
gab Legendre im Jahre 1793 ein Gesetz fiir die radiale Verteilung der Dichte unter der (scheinbar willkiirlichen)

Annahme 3 4

P 2
—— 4+ A =0 4.6
prdr + (4.6)
an (TISSERAND 1891, Kap. 15), (BULLEN 1975, Kap. 6.3.). Mit Einsetzen von p und Differenzieren nach r
folgt fiir die Funktion p(r) die Differentialgleichung

d?p dp
2 2 9

2 A =
" dr? + rdr A 0

bzw. 2(r p)
rp 2
A = 4.
72 +A*rp=0 (4.7)
fiir r p(r). Die Losung
rp=G sin(Ar)+ H cos(Ar) (4.8)

ist im Ursprung r» = 0 nur fiir H = 0 endlich. Somit ergibt sich als Funktion fiir die Dichte

sin(Ar)
Ar

p(r) = po (4.9)
Erst Laplace gab 1825 diesem Dichtegesetz eine physikalische Interpretation, indem er voraussetzte, es
wiére ,natiirlich zu vermuten, daf} eine Fliissigkeit der Kompression um so stérker widersteht, je mehr sie
komprimiert wird®, und so anstelle der Clairaut’schen Theorie die Zustandsgleichung gemeinsam mit

der einfachen Beziehung
U(p)=Cp (4.10)

mit C' = const zugrunde legte (TTISSERAND 1891)). Daraus folgt unter Beriicksichtigung der Beziehung (4.4
die Proportionalitét
Kg o« p? (4.11)

zwischen Dichte und Inkompressibilitét.
Nach Gleichung (4.2) fithrt die Hypothese (4.10) auf

4
Cp’:—gp:—gﬂ'Grﬁp (4.12)

und nach wenigen Umformungen zu

30 4nG

—+— =

rp C
Mit A? = 47 G/C folgt sofort die Annahme (4.6) von Legendre, womit bewiesen ist, dal beide Ansitze
identisch sind. Die Differentialgleichung 2. Ordnung

0. (4.13)

C% {r?p'} = —47Gr?p, (4.14)

die man aus (4.3)) erhélt, mufl demnach ebenfalls die Funktionen (4.8) bzw. (4.9)) als Lésung haben. Da zur
damaligen Zeit die praktische Anwendung der transzendenten Funktion (4.9) zu unbequem Walﬂ wurde statt
dessen héufig die Reihenentwicklung

sin(Ar) . A? At
p(r) = po (T)Zpo(l—mr2+5!r4—...> (4.15)

verwendet (WIECHERT und ZOEPPRITZ 1907).

2 Auch heute werden diese wie viele andere Funktionen zur numerischen Auswertung im Rahmen der Rechengenauigkeit durch
eine Reihenentwicklung représentiert, jedoch ist dieser Umstand dem Anwender nur selten bewuft.
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4.1.1.2 Eine neue Losung fiir den Ansatz von Laplace

Die Funktion (4.9)) ist jedoch nicht die einzige Funktion, welche die Hypothese (4.10]) von Laplace im Zusam-
menhang mit der Poisson-Gleichung erfiillt. So stellt die Funktion

rp(r) = G sinh(Ar) + H cosh(Ar) (4.16)

ebenfalls eine spezielle Losung der Differentialgleichung (4.14) dar. Wie schon fiir (4.8)) gilt auch hier, daf§ nur
mit H = 0 eine Singularitdt im Ursprung vermieden werden kann. Eine weitere Dichtefunktion, die der von
Laplace formulierten Zustandsgleichung gerecht wird, ist somit

sinh(Ar) . A2 At

Die Reihenentwicklung unterscheidet sich gegeniiber der fiir die Funktion von Legendre/Laplace (4.15) ledig-
lich im Vorzeichen der einzelnen Glieder. Basierend auf der Definition

X —T

e’ —e
h(z) —
sinh(z) 5
kann weiterhin die verallgemeinerte Dichtefunktion
— @ AP — Ase BT 4.1
p(r) == (Ase 277, (4.18)

geschrieben werden, die ebenfalls der Hypothese von Laplace entspricht, aber ebenso wie (4.17)) in der Literatur
bisher nicht dokumentiert ist.

4.1.1.3 Ansatz von Roche

Roche erweiterte 1848 (ROCHE 1848b), (ROCHE 1848a)) den empirischen Ansatz von Laplace, indem er die
Hypothese

U(p)=Cip+Cap’ (4.19)

zum Ausgangspunkt seiner Uberlegungen machte, wobei C; und C5 wiederum Konstanten sind. Mit dieser
Annahme kann unter Verwendung von (4.4)) die Relation zwischen Dichte und Inkompressibilitét

Kg = (C1 + Cy p) p? (4.20)

angegeben werden. Aus (4.3)) ergibt sich aus diesem Ansatz die Differentialgleichung
d o, 2
J{T‘p (C1+Cap)} =—-4nGr?p (4.21)

mit der wesentlich einfacheren Funktion

p(r) =po (1 —kr?) (4.22)

als (spezielle) Losung. Roche bestimmte die beiden Parameter aus Gesamtmasse und der damals bereits aus
Beobachtungen der Mondbahn bekannten Prézessionskonstanten. Der Wert fiir die Dichte an der Oberfliche
ging darin nicht ein und konnte so zur Priifung des Ansatzes dienen. Weiterhin schitzte er die obere und
untere Grenze fiir den Parameter k durch Vergleich mit den Koeffizienten a; einer abgebrochenen allgemeinen
Reihenentwicklung nach geraden Potenzen

p(r)=po (L+arr?+asr® +...) (4.23)

unter der Annahme zweier extremer Werte fiir die Dichte an der Oberfliiche von 2.0 und 2.75 g/em3 ab. Die
beiden Koeflizienten a; und as ergeben sich damit aus Gesamtmasse und Triagheitsmoment. Die Wahl der
Reihe nach geraden Potenzen orientierte sich offensichtlich an der Entwicklung , wie spéter in (ROCHE
1853) auch explizit angegeben wurde.
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4.1.2 Dichtegesetze von Darwin und Lipschitz

Neben der Annahme einer Druck-Dichte Relation unter der Bedingung hydrostatischen Gleichgewichtes gab
es eine Reihe weiterer Losungsansiitze, um ein physikalisches , Gesetz“ fiir den Zuwachs der Dichte mit der
Tiefe zu formulieren. Die Gesetze von Darwin und Lipschitz sollen nachfolgend kurz dargestellt werden.
Wiéhrend dem Gesetz von Legendre/Laplace mit der Annahme implizit eine Anderung der Inkom-
pressibilitdt mit dem Quadrat der Dichte zugrundegelegt wurde, geht Darwin in (DARWIN 1884)) davon aus,
dafl das Verhéltnis zwischen Dichte und mittlerer Dichte in jedem Punkt des Erdinneren eine Konstante ist,
und formuliert als Dichtegesetz
p(r)=Ar". (4.24)

Darwin schriinkt den Parameter n auf das Intervall (0, 3) ein, da fiir n = 0 die Dichte konstant sein, fiir n < 0
die Dichte mit der Tiefe abnehmen und fiir n > 3 die Masse Null oder negativ werden wiirde, und er hélt nur
den Bereich [1,3) fiir physikalisch relevant. Unter der Annahme hydrostatischen Gleichgewichtes ergibt sich

daraus d 47 G A G A?
n—1 4
p & (221) _ &7 r201=n))

K=p—=——— n ) = 4.25
pdp n(3—n)p n(3—mn) (4.25)

Beriicksichtigt man, dafi n € [1, 3) gelten soll, kann auf die Proportionalitét
Ko p™, me |0, %) (4.26)

geschlossen werden.
Bullen kritisiert in (BULLEN 1975, Kap. 6.5.2) diesen Ansatz, da unter Beriicksichtigung des Inhomoge-

nitdtsparameters 1 (Abschnitt [3.1.2) nach Gleichung (1.54)
dp K

=1
dp p

und damit unter der Voraussetzung 1 = const der Ausdruck
dK 1
—=2n1-— 4.27
b= (1) (1.27)

gilt, woraus fiir n € [1, 3)

dK 4

dp < 377
folgt. Aus den seismischen Geschwindigkeiten ergeben sich nach in den tieferen Regionen der Erde ty-
pische Werte fiir dK /dp im Bereich zwischen 3 und 4 (BULLEN 1975, Kap. 11.2), s.a. Abschnitt Daraus
wiirde n € [2,3) resultieren, womit die Annahme signifikanter chemischer Inhomogenitéten verbunden wire,
fiir die aber in dieser generellen Form keinerlei anderweitiger Grund besteht. Weiterhin weist das Dichte-
gesetz formell eine Singularitdt im Ursprung auf, die aber durch Einfithrung eines radiusabhéngigen
Exponenten n = n(r) beseitigt werden kann (generalisiertes Darwinsches Gesetz, (LELGEMANN und MAR-
CHENKO 2001J)).

Allen bisher erwéhnten Bestrebungen, eine Funktion fiir die Dichte anzugeben, liegen mehr oder weniger

gut begriindbare physikalische Hypothesen zugrunde. Lipschitz w#hlt hingegen in (LipscHITZ 1863|) vollig
willkiirlich das Gesetz

p(r) =po (1 — kr/\) , (4.28)

indem er zur Begriindung anfiihrt , Wenn wir aber iiberhaupt nicht im Stande sind, die Form des Gesetzes der
Dichtigkeit a priori anzugeben, so scheint es nicht ungerechtfertigt, eine Form, die die geniigende Zahl [...]
Constanten enthilt, frei anzunehmen.“. Dieses Gesetz entspricht mit A = 2 dem Gesetz von Roche, jedoch
wird dieser Umstand von Lipschitz nicht erwédhnt. Durch die Einfiihrung des variablen Exponenten stellt es
in gewissem Sinne eine Erweiterung dar, mit der es moglich wurde, die Dichtefunktion an alle drei damals
bekannten Grofien, mittlere Dichte, mittleres Tragheitsmoment und Dichte der Kruste anzupassen.

4.2 Grundlage der Parametrisierung

Grundsétzlich ist es unmoglich, einen Zusammenhang zwischen Beobachtungen und gesuchten Grofien
vollstdndig mathematisch zu erfassen; die aufgestellten Modelle bleiben immer unvollstindig. Durch eine
moglichst zutreffende Wahl der Parametrisierung zwischen Daten und gesuchten Groflen kann jedoch ver-
sucht werden, die Fehler aus der unvollstdndigen Realisierung der funktionalen Abhéngigkeit zu reduzieren
und gleichzeitig eine moglichst stabile Losung zu erreichen. Die Bestimmung der Dichte aus seismischen Daten
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weist dahingehend zwei Probleme auf: Zum einen konnte die Form der Funktion fiir die Dichte bisher auf phy-
sikalischem Wege nicht festgelegt werden, zum anderen wére eine eindeutige Losung allein aufgrund der zur
Verfiigung stehenden Daten generell auch dann nicht moglich, wenn die Parametrisierung der Funktion be-
kannt wire. Deshalb ist zunéichst nach einer geeigneten Funktion fiir die Dichte zu suchen, die fundamentalen,
moglicherweise auch stark vereinfachten Annahmen gerecht wird, bevor im zweiten Schritt versucht wird, den
Informationsgehalt der Daten zu analysieren und durch geeignete zusétzliche Bedingungen so zu ergénzen,
daf sich ein stabiles Problem ergibt. Die Betrachtungen beziehen sich auf den einfachsten Fall, den eines
radialsymmetrischen, ideal elastischen und isotropen Korpers (SNREI, Abschnitt im hydrostatischen
Gleichgewicht, so daB die Anderungen der Dichte und der elastischen GroéSen nur von einer Verdinderlichen,
dem Radius, abhéngig sind. Im folgenden soll dafiir eine Parametrisierung angegeben werden, die grundsétz-
lichen physikalischen Belangen gerecht wird.

Historisch gesehen hatte die Angabe von ,Gesetzen® fiir die radiale Anderung der Dichte eine andere
Bedeutung als heute, da nur drei gesicherte Informationen zur Verfiigung standen: Dichte an der Oberfléche,
Gesamtmasse und Trégheitsmoment. Die Wahl der Funktion brauchte sich grundsétzlich nur an der Zahl
freier Parameter zu orientieren, um alle drei Beobachtungen zu reprisentieren. Dennoch waren stets Bestre-
bungen vorhanden, die Modellierung durch physikalische Grundkonzepte zu rechtfertigen, beispielsweise in
dem Bemiihen, die Clairaut’sche Differentialgleichung aus der Theorie hydrostatischer Gleichgewichtsfiguren
zu losen (Legendre) oder mit Hilfe von Postulaten iiber die Relation zwischen hydrostatischem Druck und
Dichte (Laplace, Roche). Natiirlich waren auch diese zusétzlichen Annahmen nicht exakt begriindbar, sondern
motivierten sich lediglich aus einer gewissen Plausibilitéit heraus und kénnen in diesem Sinne als willkiirlich
bezeichnet werden. Eine Rechtfertigung der gewahlten Funktion ist in solchen Fillen jedoch eher mdoglich
als bei einer vollig freien Annahme (wie z.B. bei Lipschitz). Mit der Einteilung der Erde in eine Anzahl
von Schalen mit unstetigen Dichteéinderungen wurde allerdings die urspriingliche Bedeutung der Dichtefunk-
tionen als vermeintliche ,,Naturgesetze“ herabgestuft, wie es Wiechert bereits 1907 in seiner Abhandlung
zur Begriindung eines zweischaligen Erdmodells (WIECHERT und ZOEPPRITZ 1907) ausgedriickt hat: , Die
Grundformel [...] sinke dann zu einer Interpolationsformel. Die Formel [...] stellte kein fundamentales phy-
sikalisches Gesetz dar, sondern wére nichts als ein iiberraschendes Spiel des Zufalls.“. Gerade aber die Wahl
einer geeigneten Interpolationsfunktion ist heute von ausschlaggebender Bedeutung, wenn der radiale Verlauf
der Dichte modelliert werden soll. Aus diesem Grunde haben diejenigen historischen Dichtefunktionen, die
auf einer physikalisch plausiblen Hypothese beruhen, heute eine neue Aktualitit erlangt.

4.2.1 Derzeitige Parametrisierung der Referenzmodelle

Eine vollstédndige analytische Beschreibung sowohl der Dichte als auch der seismischen Geschwindigkeiten wird
seit dem Modell PEM (DZzIEWONSKI et al. 1975)) auf der Grundlage von Polynomen niedriger Ordnung oder
kubischer Splines realisiert. Zuvor wurden die Modelle lediglich als Reihe diskreter Werte angegeben, wenn
auch teilweise analytische Beziehungen zu Hilfe genommen wurderﬂ Die Ursache fiir die verhéltnisméfig
spite Einfithrung einer Parametrisierung ist sicherlich in dem rechnerischen Aufwand zu suchen, der selbst
bei einer nur punktweisen Realisierung des Modells fiir die damalige Zeit hoch war. Begriindet wird die Wahl
einer getrennten Modellierung der seismischen Geschwindigkeiten Vp und Vg sowie der Dichte p mit Polyno-
men in (HALES et al. 1974)) allein damit, dafl es zuvor moglich war, die seismischen Geschwindigkeiten Vp
im Rahmen der Unsicherheit der Laufzeiten empirisch durch Polynome bis zum Grade Drei zu approximie-
ren und daf eine solche Darstellung fiir die anderen Groflen {ibernommen werden kénne. Weiterhin wiirde
die Reprisentation durch Polynome der Forderung des Standard Earth Committee der IUGG unter Vorsitz
von K. E. Bullen nach Einfachheit der Parametrisierung gerecht. Bullen schlidgt zwar in (BULLEN 1974)) im
Hinblick auf die Beriicksichtigung der Daten aus den Eigenschwingungen der Erde eine getrennten Modellie-
rung von p, K und p vor, fordert aber eine Reduzierung der Anzahl der Parameter auf ein Minimum. Da die
seismischen Geschwindigkeiten tiber die Dichte mit den beiden elastischen Konstanten verkniipft sind, kann
die Einfithrung von drei unabhéngigen Polynomen fiir p, Vp und Vg in einem gewissen Sinne als Konsequenz
dieser Forderungen betrachtet werden.

Andererseits muf} beriicksichtigt werden, dafl die Festlegung aller drei Grofien aus den vorhandenen Daten
generell nicht eindeutig moglich istﬂ woraus sofort deutlich wird, dafl die Bestimmung dreier voneinander un-
abhéngiger Polynome ein ,,ill-posed problem“ darstellt. Nur mit einer moglichst einfachen, aber physikalisch
sinnvollen Parametrisierung und der Einfithrung zusétzlicher Annahmen kann sich eine stabile Losung erge-
ben. Die wichtigsten darunter sind, neben dem Postulat einer hydrostatischen Druckzunahme, die -vorlaufigen-

3 7.B. benutzte Bullen in Regionen, in denen die Williamson-Adams-Gleichung nicht anwendbar schien, Polynome niedriger
Ordnung, jedoch nicht in der Absicht, damit eine Parametrisierung einzufiihren, sondern um die Dichteverteilung in diesen
kritischen Schalen zu iiberbriicken.

4 Bullen schreibt dazu in (BULLEN 1974): ,,Abgesehen von den Fehlern in den Beobachtungen ist es absolut unwahrscheinlich,
dafl die Gesamtheit der zur Zeit vorliegenden Daten so etwas wie ein eindeutiges Erdmodell liefern kénnte.*
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Annahmen von Homogenitét in der chemischen Zusammensetzung und Phase sowie von adiabatischen Tem-
peraturdnderungen, so dafl die Williamson-Adams-Gleichung (3.3))

K g

p dpjar”

(4.29)

als fundamentaler Zusammenhang zwischen seismischen Geschwindigkeiten und radialer Anderung der Dicht
gilt. Abweichungen von den beiden letztgenannten Annahmen kénnen durch die Einfithrung des Inhomoge-
nitdtsparameters 7 und des Parameters § zur Beriicksichtigung nichtadiabatischer Temperaturinderungen
(Abschnitt vorgenommen werden, sobald weitere, unabhéngige Daten oder Hypothesen zur Verfiigung
stehen. Allgemein kann damit nach Gleichung (3.15)

—n Tjdr p(1-96). (4.30)

geschrieben werden. Zwecks Festlegung einer geeigneten Parametrisierung stellt sich zuerst die Frage, welche
Funktionen sich fiir den idealisierten Zusammenhang , der zumindest im unteren Mantel und &ufleren
Kern ohne nennenswerte Einschrankungen in dieser Form giiltig ist, eignen. Wird, wie heute allgemein iiblich
(z.B. PEM (DzIEWONSKI et al. 1975), CAL5 (BoLT und UHRHAMMER 1975), PREM (DZIEWONSKI und
ANDERSON 1981), CORE11l (WIDMER 1991)), eine getrennte Modellierung von Vp und Vg sowie p durch
Polynomeﬂ bis zum Grade Drei

Vp = P3(r) =ap+ayr+axr®+azr?
Vs = Q3(r) = bo + by 7+ bar? + bz 7° (4.31)
p =Rs(r)=co+ecir+ear?+ezr’

vorgenommen, ergibt sich zunéchst unter Beriicksichtigung von (1.33))

4
o =Vp2— 51/52

ein Polynom sechsten Grades

2 (agar — gbo br) m+
2 (agag + a1? — §(bo ba + b1?)) r2+
( 3 ) (4.32)
2 (ao asz +ayas — %(bo by — by b2)) P34
(2 (al as — %bl b3) + as? — %) rh
2 (az az — Sbabs) 7+
(032 - %b32) 7‘6

fiir den seismischen Parameter. Aus (4.29) folgt ebenfalls ein Ausdruck fiir @, der allein auf dem Polynom R3
aufbaut. Fiir die Schwere in einem schalenweisen Modell gilt nach (|1.80)

M ~
g_47TG(20+R4>,
r

wobei R4 ein Polynom vierten Grades ist, das sich aus dem Integral fiir den Massenanteil innerhalb der

Schale k fr )
- C ), Rs(g)q dq
Ri+ 5 =~"r—5—— (4.33)
T T

5Mit K wird in diesem Abschnitt die adiabatische Inkompressibilitit Kg bezeichnet, da eine Verwechslung mit anderen
Definitionen fiir K nicht zu befiirchten ist.
6 Die zusitzlichen Kriimmungsbedingungen fiir kubische Splines beriihren die Betrachtungen hier nicht.
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ergibt, withrend 47 My = 47(M(r) — C) die Masse aller vom Radius r; vollstindig umschlossenen Schalen
abziiglich einer Integrationskonstanten C' ist. Es gilt also

]:24(r) = %07" + %TQ + %27"3 + %37”4- (4.34)
Weiterhin gilt fiir die radiale Ableitung der Dichte
Ro(r) =c142¢yr +3esr? (4.35)

und damit
(Mo +72 Ra(r)) Rs(r)

72 RQ(T)

Da der Ausdruck fiir ®; ein Polynom ist, sollte dies im Sinne einer konsistenten Modellbildung auch fiir die
gebrochene rationale Funktion @, gelten. Das ist aber nur dann der Fall, wenn das Restpolynom

Dy = —47G (4.36)

Pop = Moco+

Mg C1 r-+

(128 €1 ¢2°—6075 ¢ c12 ¢3%—996 ¢12 ¢2® c3+1863 ¢1° ¢p 3241944 ¢ ¢1 22 632) 9
Mo ez + 13740 ¢33 T

225 012 022 c3—486 ¢cp c1 c2 032—315 013 032—32 c1 024)

2, (
(MO c3+ 3+ 7290 ¢33

(128¢3°—996 ¢1 c2* ¢3—6075 cg c1 ¢ c3®+1944 ¢g c2° ¢35 +1863 1 c2” c3”) \ 3
7 T
21870 c3

(4.37)

verschwindet. Dariiber hinaus kann eine Identitdt zwischen ®; und ®, nur dann hergestellt werden, wenn
auch der Grad beider Polynome gleich ist, also die Koeffizienten von Ps(r) und Q3(r) die Bedingung

4
a32 — §b32 =0

erfiillen, woraus folgt, dafl Vp und Vg nicht mehr unabhéngig voneinander sind. Zumindest fiir Schalen,
in denen 1 = const und § = const angenommen werden kann, wird deutlich, dafl eine konsistente analy-
tische Darstellung fiir den seismischen Parameter ® auf der Basis von drei Polynomen nur unter grofien
Einschrinkungen moglich ist. Insbesondere sind die Koeflizienten ¢; der Dichtefunktion nicht voneinander
unabhéingig. Natiirlich ist es vorstellbar, durch eine entsprechende Festlegung von Funktionen fiir n und 4
beide Ausdriicke aneinander anzupassen. Dann wiirden aber a priori chemische Inhomogenitéiten und nichta-
diabatische Temperaturdnderungen fester Bestandteil der Modellierung, wofiir es in den tieferen Schichten
der Erde kaum Anhaltspunkte gibt.
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Abbildung 4.1: &; und 2 und deren Differenz fiir PREM.
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Abbildung 4.2: Abweichungen An und daraus resultierende Differenzen in @ fiir PREM.

Daf eine konsistente Modellierung mit einem derartigen Polynomansatz nicht moéglich ist, zeigt schon ein
Vergleich beider Darstellungen fiir PREM (Abbildung . Im unteren Mantel und Kern treten in PREM
geringfiigige Abweichungen von 1 = 1 auf, die physikalisch bedeutungslos sincﬂ da deren Ursache eher
in der Inkompatibilitdt von ®; und ®5 zu suchen ist, als in einer unabhéingigen Bestimmung des Bullen-
Parameters 7 El Werden die Abweichungen von An = 1 — 5, deren maximaler Betrag An,q, = 0.03 nicht
iibersteigt (Abbildung , als nicht signifikant betrachtet und wird demzufolge im gesamten Kern und
unteren Mantel n = 1 gesetzt, sowie 1 im oberen Mantel durch eine lineare Funktion approximiert, ergeben
sich Residuen in @, die mit v, = Max|®; — 5| = 2.9km?/s? und einem quadratischen Mittelwert von o, =
+0.7km?/s? gegeniiber der in Abschnitt ermittelten Fehlerschiitzung von o = £0.6 km?/s* durchaus als
bedeutsam betrachtet werden kénnen. Damit zeigt sich, da8 die Ubereinstimmung von ®; und ®; in PREM
nur durch Einfithrung nichtsignifikanter Abweichungen An erreicht werden konnte, die aber eine addquate
Berechnung des seismischen Parameters aus der Williamson-Adams-Gleichung ausschliefen.

4.2.2 Der seismische Parameter als Modellierungsgrundlage

Anstelle der getrennten Modellierung von Vp, Vg und p nach bietet es sich an, den seismischen Pa-
rameter ® gemeinsam mit der Dichte auf der Grundlage der Williamson-Adams-Gleichung bzw. der
erweiterten Form darzustellen. Auf der Basis hydrostatischen Gleichgewichtes besteht so ein formaler
Zusammenhang zwischen beiden Groflen in Form einer Differentialgleichung. Solange jedoch keine Vorstel-
lungen iiber die funktionale Beschreibung von ® vorliegen, ist es nicht moglich, daraus eine Parametrisierung
fiir die Dichte abzuleiten. Eine funktionale Beschreibung des seismischen Parameters bedeutet aber unter
Berticksichtigung der Beziehung die Festlegung einer Zustandsgleichung der Form

dp
U(p) = —.
(p) ip

Eine Basis fiir einen solchen Zusammenhang kann aus der Zustandsgleichung von Gilvarry (|1.56) durch Dif-
ferentiation nach der Dichte (1.59))

n—1 m—1
O Kr 1 n<ﬂ> _m(P)
dp po (m—n) Po Po

gewonnen werden, die in der vereinfachten Form

v =Cp% + Cgp'g (4.38)

eine allgemeine Formulierung einer Druck-Dichte-Relation mit Bezug zum seismischen Parameter ® bietet.
D. L. Anderson leitet aus einer derartigen Beziehung (siehe Abschnitt [3.1.5) die seismische Zustandsglei-
chung (3.31)) her, indem er die Festlegung der Exponenten aufgrund der Ergebnisse von Laboruntersuchungen

7 aber in der Literatur hiiufig als Beweis fiir Homogenitét und adiabatische Verhiltnisse angefiihrt werden, siehe z.B. (JACKSON
1998| Kap. 4.4), (DAVIES und DZIEWONSKI 1975)

8Dziewonski und Anderson schreiben dazu: ,Fiir den gréBten Teil im Kern und unteren Mantel ist 7 sehr nahe zu Eins. Kleine
Abweichungen sind, in einigen Féllen, ein Artefakt der Polynom-Représentation.* (DZIEWONSKI und ANDERSON 1981])
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vornimmt sowie eine Interpretation fiir die Koeffizienten C; angibt, jedoch ohne die Annahme hydrostatischen
Gleichgewichtes zu beriicksichtigen.
Im hydrostatischen Gleichgewicht gilt (1.19))

dp _ _
=P

und es kann mit dem Ausdruck fiir dp/dp die Schwere in der Form

g=—Y 4.39
5 (4.39)

ausgedriickt werden. Aus der Poisson-Gleichung (1.83])

d
%{ng} =47 G p,

die fiir jeden Punkt im Inneren des Korpers erfiillt sein muf}, folgt dann unmittelbar die bereits in Ab-
schnitt hergeleitete Differentialgleichung (4.3])

/
4 {er\Il} = —AnGr?p,
dr P

die nach dem Einsetzen der allgemeinen Hypothese (4.38]) die Gestalt
d
- {r?p (C1p* P+ Cop )} = —dn Gr?p (4.40)

annimmt und als Grundlage einer Modellbildung angesehen werden kann. Diese Differentialgleichung ist je-
doch nur unter der Bedingung o = 8 homogen und fiir allgemeine Exponenten « und 8 nach den bekannten
Verfahren nicht 16sbar. Die allgemeine Annahme (4.38]) ist kompatibel mit den Hypothesen, die den Dich-
tegesetzen von Laplace und Roche (Abschnitt grunde liegen. Offensichtlich stellen die Ansétze von
Laplace mit a = 1 und von Roche mit a = 1, 8 = 2 Sonderfélle dar, in denen eine Losung angegeben werden
kann. Ob sich diese Annahmen auch zur gemeinsamen Modellierung von Dichte und seismischem Parameter
eignen, kann eingeschétzt werden, indem das Verhéltnis zwischen Dichte und seismischem Parameter

o=-2Lp=c(rp (4.41)

p

fiir beide Annahmen anhand der im allgemeinen radiusabhéingigen Funktion
9
C(r)y=-= (4.42)

abgeschitzt wird. Aus bestehenden Modellen ist zu entnehmen, daf§ die Schwerkraft g im Mantel nahezu
konstant ist und im Kern fast linear mit dem Radius ansteigt. Wird als einfachste Entsprechung der Bedin-
gung ([1.20)) eine lineare Anderung der Dichte mit dem Radius, also

d
cTi = —A = const

angenommen, wiirde sich im Mantel C' = const und damit die direkte Proportionalitit
Uy, =CrLp

zwischen seismischem Parameter und der Dichte ergeben. Das ist aber genau die Annahme , die
dem Dichtegesetz von Legendre/Laplace zugrunde liegt. Fiir den Kern hingegen wire C(r) unter diesen
Umstéindelﬂ néherungsweise eine lineare Funktion des Radius, womit die erweiterte, dem Dichtegesetz von
Roche zugrundeliegende Beziehung

Up=(Cri+Crap)p

zutreffend wére. Dafl unter hydrostatischer Zunahme des Druckes selbst unter den einfachen Annahmen ¥,
und Y eine simple lineare Dichtednderung bestenfalls als erste Abschétzung betrachtet werden darf, zeigen
schon die Funktionen, die sich als Losung der Differentialgleichung in diesen Fillen ergeben (Tabelle.
Weiterhin ist davon auszugehen, daf3 die zugrundeliegenden, vereinfachten Hypothesen fiir reale Daten nicht

9 Es wird weiterhin von der provisorischen Annahme einer linearen Anderung der Dichte mit dem Radius ausgegangen.
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Tabelle 4.1: Verschiedene Druck-Dichte-Hypothesen V¥, zugehorige Beziehungen zwischen Inkompressiblitat K und
Dichte p sowie korrespondierende radiale Dichtefunktionen.

v K P
in(A
Laplace CLp Cr, p? 00 5111/(177")
r

Roche (Cri+Crap)p | (Cri+Crap)p* | po(1—kr?)

Birch Cp p2 Cp p3 kr?

3 4

Anderson Cap Cap —

exakt zutreffen. Auch enthalten beide Funktionen nur zwei freie Parameter, die sicherlich in den groflen Schalen

fiir eine gute Anpassung an die seismischen Daten nicht ausreichend sein werden und letztendlich erscheint die

Darstellung der Dichte durch eine transzendente Funktion im Gesetz von Legendre/Laplace formal ungiinstig.

Daher sollen im folgenden zwei mogliche Modifikationen an beiden Dichtefunktionerm angegeben werden.
Anstelle von kann auch die Reihenentwicklung nach geraden Potenzen

A2 At
pn(r) = po <1 - yrz + ot - >

verwendet werden. Das Gesetz von Roche ergibt sich daraus durch Abschneiden der Reihe nach dem zwei-
ten Glied. Eine mogliche Erweiterung bestiinde darin, die einzelnen Glieder der Reihe als unabhéngig zu
betrachten, also die Dichtefunktion als eine allgemeine Reihe in geraden Potenzen des Radius

N
pri(r) = dor* (4.43)
i=0

anstelle eines allgemeinen Polynoms aufzufassen. Das wiirde einerseits einer Verallgemeinerung des
Gesetzes von Legendre/Laplace entsprechen, andererseits einer Erweiterung des Gesetzes von Roche durch
weitere Terme mit geraden Potenzen, wie sie z.B. von Roche selbst (ROCHE 1848b,|ROCHE 1853)) und von
Bullard in (BULLARD 1954) bis zur vierten Potenz bereits angegeben worden sind. Eine andere Moglichkeit
zur empirischen Erweiterung der Roche’schen Funktion stellt der Ansatz von Lipschitz (4.28))

pva(r) =po (1 — k1)

dar, in dem der Exponent A als zusétzlicher Parameter eingefiithrt wird. Auch eine Kombination der beiden
Varianten ist vorstellbar, also eine Potenzreihe mit geraden Exponenten, die durch ein Glied mit variablem,
moglicherweise negativem, Exponenten ergénzt wird:

N
pvs(r) = (d;i ") +er>. (4.44)
i=0

Diese Ergéinzung kann auch als Hinzunahme eines additiven Terms nach Darwin interpretiert werden.

Zur Darstellung der seismischen Geschwindigkeiten und der Dichte durch unabhéngige, allgemeine Poly-
nome nach existieren damit drei Alternativen (Tabelle , wenn eine Modellierung von Dichte und
seismischem Parameter auf der Basis der Williamson-Adams-Gleichung eingefiihrt werden soll.

Die empirische Relation von Birch sowie die Seismische Zustandsgleichung von D. L. Anderson implizie-
ren eine Proportionalitdt zwischen Inkompressibilitdt und Dichte in dritter bzw. vierter Potenz, wie in den

Abschnitten und festgestellt wurde, d.h. aus (4.38) ergibt sich mit a =2 und 8 =0
Uy = Cpp? (4.45)

10 ynd damit verbunden Modifikationen an der zugrundeliegenden Hypothese, nicht aber an der Annahme hydrostatischen

Gleichgewichtes
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Tabelle 4.2: Funktionen zur Modellierung der Dichte.

Modell p
Roche po (1 —kr?)
N
V1 Z in T'2i
i=0
V2 (Lipschitz) po (1 —kr?)
N
V3 Z (di 7“%) +er
i=0

im Falle des Gesetzes von Birch und mit « =3 und 3 =10
Up=Cap® (4.46)

im Falle der Gleichung von Anderson als Hypothese fiir dp/dp. Die Definition ¥p stellt eine Vereinfachung
der Annahme (4.19) von Roche dar; folgerichtig resultiert die simple Funktion

p(r) = kr? (4.47)

als eine Losung von , die als Spezialfall der Funktion von Roche aufgefafit werden kann und mit nur einem
Parameter zur Représentation der seismischen Daten kaum geeignet sein wird. Fiir U4 hingegen verkompliziert
sich die Differentialgleichung nicht unbedeutend gegeniiber den anderen Ansétzen, weshalb an dieser Stelle eine
Losung nicht angegeben werden kann. So soll zunéchst versucht werden, den seismischen Parameter ® unter
Verwendung der in Tabelle angegebenen Dichtefunktionen auf der Grundlage des Zusammenhanges (4.30))
darzustellen.

4.2.3 Darstellung im Ursprung

Da im Ursprung die Schwerkraft Null ist, wihrend sowohl der seismische Parameter als auch die Dichte von
Null verschiedene Werte aufweisen, folgt aus der Williamson-Adams-Gleichung (3.3

dp ___p

dr g(IJ

(‘;f)o =0. (4.48)

Daraus allein kann jedoch noch nicht auf einen endlichen Wert fiir ® im Ursprung geschlossen werden, da sich
aus

zunéchst die Forderung

(4.49)

ein zunéchst unbestimmter Ausdruck ergibt.
Wird fiir die Dichte ein allgemeines Polynonﬂ

angesetzt, folgt aus

o= Zici ril (4.50)

Hworin die Darstellung in geraden Potenzen des Radius natiirlich enthalten ist
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unmittelbar die Forderung
1 = 07

d.h. die Dichtefunktion darf keinen linearen Term enthalten.
Fiir die Schwerkraft in einem schalenweisen Modell gilt nach ((1.80)

4G
927(M0+Mk)7

wobei in der innersten Schale My = 0 und M), = Jy pa?dg sind. Mit £ =47 G und

T

N
25 Ci  i+3
dg = - T

/pq 1 ;wr?)

0

ergibt sich

N
C; .
= v 4.51
smer Y (450
Da fiir die Dichte im Ursprung p(0) = ¢o > 0 gilt, kann fiir (4.49)
(I)O = —Cp g0 (452)
()
dr 0
geschrieben werden, woraus mit (4.50) und (4.51))
N
PR
—i+3 o2
Py = — 1= - £ - 4.53
0= | | 5602 (4.53)

folgt. Damit ®( definiert ist, mufl demzufolge
Co 7é 0
gelten. Das einfachste, nichtkonstante Polynom, das diese Forderung erfiillt, ist damit die Funktion von Ro-

che (4.22)
p(r) =po (1 - kr?) =co+car?.

Eine Funktion mit variablem Exponenten, wie die Funktion von Lipschitz (4.28)|)

p(r) =po (1 - kr>‘)

wird mit d
P g poAr* Tt
dr
der Forderung (4.48)) fiir eine nichtkonstante Dichtefunktion (k # 0, A # 0) nur unter der Bedingung
A>1

gerecht. Nach einigen Umformungen ergibt sich fiir ®

1 1 kr? r2=A
d=¢(p PP (= . 4.54
s [’" (3/\+(3/\+/\2)>+(3/\+/\2)+ 3 (4.54)

Im Ursprung gilt dann

A
Oy =0(r=0) = —_— 4.
0=2(r=0)=&p" 5 (4.55)
woraus als weitere Einschrankung
A< 2
folgt, damit ®q einen endlichen Wert annimmt. Ein von Null verschiedener Wert ergibt sich nur fiir den Fall
A=2
zZu )
Po
Oy =—n&—.
0 UAS 6k

Folglich eignet sich fiir die Modellierung des seismischen Parameters im Rahmen der in Betracht gezogenen
Dichtefunktionen nur solche auf der Basis der Funktion von Roche, die jedoch um beliebige Terme ¢; z*, i €
N, i > 2 erweitert werden kénnen.
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4.2.4 Trennung von Vp und Vg

Die bisherigen Uberlegungen bezogen sich auf eine iibereinstimmende Darstellung zwischen dem seismischen
Parameter und der Dichte unter Beriicksichtigung hydrostatischen Gleichgewichtes. In der Seismologie tragen
jedoch die Laufzeiten von Kompressions- und Scherwellen neben den Perioden der Eigenschwingungen die
urspriinglichen Informationen. Aus den Laufzeiten der Raumwellen kénnen unter den in Abschnitt
angefiihrten Voraussetzungen die Geschwindigkeiten Vp und Vg abgeleitet werden, die bei bekannter Dichte
itber die Relationen und (1.32) unmittelbare Aussagen iiber die elastischen Parameter erlauben. Der
Parameter ® aus Gleichung (1.33) enthélt jedoch beide Anteile, zu deren Trennung eine zusiitzliche Grofie
bendtigt wird.
Durch Umformung von kann der seismische Parameter auch in der Darstellung

LA (Vs ?
3\ Vp
geschrieben werden (LELGEMANN und MARCHENKO 2001). Die Gréle s = Vg/Vp ist in allen Schalen eine

nahezu konstante Funktion, die im &uBleren Kern exakt Null ist und in den iibrigen Regionen einen nur
geringfiigigen, fast linearen Trend aufweist (Abbildung .

o =V3

=VZ [1 - ;182] (4.56)
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Abbildung 4.3: Quotient s zwischen Kompressions- und Scherwellen (links) und Residuen bzgl. der Geschwindigkeiten
nach einer Modellierung von s durch eine lineare Funktion (rechts), Daten aus PREM.

Ein einfacher empirischer Ansatz mit einer linearen Funktion erscheint zur Darstellung der seismischen
Geschwindigkeiten nicht ungeeignet, wie die Residuen rechts in Abbildung [4.3|zeigen. Die gréften Differenzen
von maximal 0.06 km/s treten an den Grenzen des oberen Mantels auf und kénnen durch Verwendung einer
quadratischen Funktion auf ein Viertel reduziert werden. Dann kommen nennenswerte Residuen nur noch
im unteren Mantel vor, die mit AV,,,, = £0.015km/s innerhalb des Intervalls moglicher Modelle liegen,
das in (KENNETT et al. 1995)) fiir heuristische Untersuchungen angenommen wurde. Weiterhin kann davon
ausgegangen werden, dafl unter Verwendung dieser alternativen Form zur Modellierung der urspriinglichen
Laufzeitdaten die Diskrepanzen weiter reduziert werden kénnen.

Der Quotient s, obwohl grundsétzlich zur Modellierung geeignet, hat den Nachteil, daf er keine unmittel-
bare physikalische Interpretation erméglicht. Aus der Beziehung ([1.35))

()

ergibt sich jedoch der einfache Zusammenhang zur Poisson-Zahl o

22 — 1 20 — 1
TT 92 g UV ST\ Ty (4.57)

da immer s > 0 gilt. Die Poisson-Zahl besitzt physikalische Bedeutung als elastischer Parameter (zusammen
mit dem Youngschen Modulus oder E-Modul). Da s in den einzelnen Schalen eine nahezu konstante Funktion
ist, gilt gleiches auch fiir o. Fiir Fliissigkeiten (duflerer Kern) hat o den festen Wert 0.5, und die geringfiigi-
gen, fast linearen radialen Anderungen (Abbildung lassen sich ebenso wie fiir s durch eine lineare oder

1
o= =
2
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Abbildung 4.4: Poisson-Zahl ¢ und Residuen fiir die Geschwindigkeiten aus Modellierung durch eine lineare Funktion
in Abhéngigkeit des Radius fiir PREM.

quadratische Funktion approximieren, wie aus dem Residuenbild (Abbildung rechts) zu entnehmen ist.
Die Differenzen liegen in der gleichen Groflienordnung wie bei der Modellierung durch den Quotienten s, und
ebenso wie fiir s gilt auch hier, da diese um den Faktor Vier verringert werden kénnen, wenn anstelle einer
linearen eine quadratische Funktion angesetzt wird. Somit eignet sich die Poisson-Zahl ebenso wie der Quo-
tient s zur Berechnung der beiden Geschwindigkeiten aus dem seismischen Parameter, die sich dann aus den
Gleichungen

1—0
Vp = 30 4.58
P 140 ( )
3.1—20
— P 4.
Vs 2 1+o0 (4.59)

ergeben.

Wie bereits in Abschnitt erwahnt, gibt es unterschiedliche Parameterséitze zur Beschreibung der Ei-
genschaften eines linear elastischen und isotropen Mediums. Am gebrauchlichsten ist es in der Seismologie,
die Inkompressibilitat K und die Steifheit p anzugeben. Das ist auf die einfachen Relationen und
zuriickzufiihren, mit denen die seismischen Geschwindigkeiten durch die Quotienten K/p und u/p ausgedriickt
werden konnen. Grundsétzlich gibt es aus physikalischer Sicht aber keinen Grund fiir die Bevorzugung einer
Gruppe dieser Parameter. Da sich in Abschnitt gezeigt hat, daf3 sich auf der Basis einer entsprechenden
Dichtefunktion sowie der Annahme hydrostatischen Gleichgewichtes der seismische Parameter ® unmittelbar
darstellen 148t, erscheint die Wahl der Poisson-Zahl als zweite Grofle hier am geeignetsten. Somit griindet
sich die in dieser Arbeit vorgeschlagene Modellierung auf die drei GroBlen ®, p und o anstelle der iiblichen
Darstellung durch Vp, Vs und p, wobei sich der seismische Parameter unmittelbar aus der Dichte ergibt.
Dadurch wird es moglich, die Anzahl an Funktionen und Parametern gegeniiber der Parametrisierung durch
Polynome drastisch zu reduzieren: Es werden lediglich zwei Funktionen benétigt, wobei die Funkti-
on fiir o eine sehr einfache Struktur aufweist und schon mit zwei Parametern (lineare Funktion) adéiquat
dargestellt werden kann. Welche der in Tabelle aufgefithrten Funktionen fiir p zur Modellierung von @
verwendbar sind und die damit verbundene Feststellung der Anzahl notwendiger Parameter, soll Gegenstand
der Untersuchungen des néchsten Kapitels sein.
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Nachdem in Abschnitt [£.2] Moglichkeiten einer Parametrisierung der Dichtefunktion im Rahmen radialsym-
metrischer Modelle angegeben wurden, soll nun iiberpriift werden, inwiefern sich die Ansétze fiir synthetische
Datelﬂ eignen. Dazu soll davon ausgegangen werden, dafl die seismischen Geschwindigkeiten in Form der
Grole @ als Beobachtungen vorliegen. Wenn die Geschwindigkeiten allein aus den Laufzeiten seismischer
Raumwellen bestimmt werden, wie von Montagner und Kennett in (MONTAGNER und KENNETT 1996) vorge-
schlagen, erscheint das auch zuléssig, da in diesem Falle zur Berechnung der Geschwindigkeiten keine expliziten
Annahmen iiber die Dichte notwendig sind (Abschnitt [2.2.1]). Sollen auch Eigenschwingungsdaten in die Be-
rechnung der Geschwindigkeiten einbezogen werden, so kann dieser Ansatz zumindest die Grundlage fiir eine
erweiterte Vorgehensweise bilden. Das Ziel ist es, ein rein hydrostatisches Modell auf der Basis der Williamson-
Adams-Gleichung zu berechnen. In Regionen, in denen die Voraussetzungen dafiir nicht vollsténdig erfiillt
sind, kann der Bullen-Parameter n eingefiihrt werden, um Stérungen aufgrund chemischer Inhomogenitéten
und nichtadiabatischer Temperaturen zu beriicksichtigen. Die Festlegung von 7 kann jedoch nur a priori auf-
grund zusétzlicher Daten oder Hypotheserﬂ erfolgen. Daher wird in den folgenden Untersuchungen zunéchst
auf die Beriicksichtigung derartiger Abweichungen verzichtet. Die Einbeziehung bei Vorliegen entsprechender
Daten ist jedoch jederzeit méglich, ohne daf grundsitzliche Anderungen an Modellbildung oder Parametri-
sierung notwendig werden. Somit erfolgt die gesamte Modellierung einschliefilich des oberen Mantels auf der
selben Grundlage. Auf eine alternative Darstellung im oberen Mantel wird wegen des Umstandes verzichtet,
dafl die dafiir in Frage kommenden empirischen Ansétze (Birchs Law, seismische Zustandsgleichungen) nicht
auf der Annahme hydrostatischen Gleichgewichtes basieren oder als Ausgangspunkt einer hydrostatischen
Modellbildung ungeeignet sind (Abschnitt . Auf die Modellierung der Kruste wird im Rahmen dieser
Betrachtungen nicht eingegangen. Der Anteil der Kruste wird vom Gesamtmodell abgezogen, so dafl simtliche
Berechnungen nur bis zur Mohorovi¢i¢-Diskontinuitdt mit entsprechend reduzierten Werten fiir Gesamtmasse
und Trégheitmoment durchgefiihrt werden.

5.1 Modellbildung

5.1.1 Funktionales Modell

Es wird vorausgesetzt, dafl die Beschreibung sdmtlicher Gréfen im Rahmen eines radialsymmetrischen Modells
erfolgen kann und dafl die Daten fiir den seismischen Parameter ® als diskrete Werte in Abhéngigkeit vom
Radius zur Verfiigung stehen. Das kugelformige Modell mit dem dufleren Radius R soll aus n Schalen bestehen
und in jeder Schale k wird die Dichte durch eine unabhiingige Funktion py («; uf) mit dem {iblicherweise auf das
Intervall [0, 1] normierten Radius « = r/R als Verénderlicher sowie m unbekannten Parametern u; dargestellt.
Der funktionale Zusammenhang zwischen dem seismischen Parameter ® und den unbekannten Parametern
der Dichtefunktion lautet dann allgemein

O = F(x;uj). (5.1)
Die Aufgabenstellung besteht nun darin, die Parameter u; so festzulegen, dafi die diskreten Beobachtungen !
fiir ® bestmoglich unter Beriicksichtigung des funktionalen Zusammenhanges F'(p) dargestellt werden kénnen.

Die Funktion F' kann in diesem Sinne als alleinige Funktion der Unbekannten u; aufgefafit werden und ist
durch die erweiterte Williamson-Adams-Gleichung (4.30) in jeder Schale k mit

—nF(u) = -nR% p, (5.2)
Pk

festgelegt, wobei der Inhomogenitéitsparameter n nicht Bestandteil der Funktion sein soll und sich der Faktor R
aus der Normierung des Radius ergibt. Die Schwerkraft gi in der Schale k berechnet sich nach (|1.80)

47 G [ ~ ~
9= "3 (MO+Mk)

aus dem Masseanteil der aktuellen Schale

x

M, = /pk(q) ¢*dq

Tk

1 Als synthetische Daten werden hier die Geschwindigkeitsverteilungen aus bestehenden Modellen aufgefaft.
2z.B. der K-p-Hypothese von Bullen
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sowie aus der Summe der Massen aller vom Radius xj, eingeschlossenen Schalen

Ti+1

k—1
My =Y / pi(q) ¢* dg.
=1

Daraus wird sofort ersichtlich, dafl eine unabhéingige Bestimmung der Unbekannten fiir jede einzelne Schale
nicht moglich ist, da tiber My ein rekursiver Zusammenhang zwischen den Parametern der Dichtefunktionen
aller Schalen ¢ < k vorliegt. Dementsprechend ist eine Bestimmung der Unbekannten nur im Rahmen einer
gemeinsamen Berechnung {iber alle Schalen moglich, und F ist immer eine Funktion aller Unbekannten ué,
1 < k.

Sind innerhalb des Definitionsbereiches von Fj mehr Beobachtungen als Unbekannte vorhanden, ist eine
eindeutige Bestimmung der Unbekannten u; entweder aufgrund von zufélligen, groben oder systematischen
Fehlern in den Daten oder aufgrund von Inkompatibilitdten zwischen den Daten und der Funktion Fj, (Un-
vollsténdigkeit des Modells) nicht mehr moglich. Ublicherweise werden in diesen Fillen kleine Zuschlige v fiir
die Beobachtungen [ eingefiihrt, so dafl

l+v = Fj(uy) (5.3)

als Grundlage der Modellbildung betrachtet werden kann. Die Festlegung der v; kann nur aufgrund einer
zusétzlichen Bedingung erfolgen, fiir die in der Regel die Minimierung der Lo-Norm

S=> v — Min (5.4)

oder, unter Beriicksichtigung einer Gewichtung zwischen den einzelnen Beobachtungen,

S = Zpi v;® — Min (5.5)

gewéhlt wird. Unter diesen Voraussetzungen kénnen die bekannten Algorithmen der Ausgleichungsrechnung,
siehe z.B. (REISSMANN 1980), zur Bestimmung der Unbekannten angewendet werden. Da die Funktion Fj
nichtlinear ist, ergibt sich aus bzw. auch ein nichtlineares Normalgleichungssystem, dessen Losung
entweder groflere Schwierigkeiten bereitet oder oft garnicht angegeben werden kann. Aus diesem Grund soll
hier davon ausgegangen werden, daf§ die Funktion F' durch die Linearisierung

oF
J

in einer Umgebung Au; des Losungspunktes u? unter Vernachldssigung des Restgliedes R geniigend genau
représentiert werden kann (R(Aw;)) = O(Au;), Fréchet-Differential). Fithrt man zur Vereinfachung eine
Darstellung in Matrizenschreibweise ein, ergibt sich mit der Matrix der partiellen Ableitungen A (Jakobi-
Matrix), dem Vektor der um die Ausgangsniherung Fy reduzierten Beobachtungen 1, dem Residuenvektor v
sowie dem Vektor der Zuschlige fiir die Unbekannten Au die Formulierung

I+v=AAu (5.7)
Fiir den allgemeineren Fall (5.5)) kann die Minimum-Bedingung auch in der Form
S =vTPv — Min (5.8)

ausgedriickt werden, wobei die Matrix P eine Gewichtsmatrix ist. Soll die Gewichtung aus den stochastischen
Eigenschaften der Beobachtungen bestimmt werden, ergeben sich die Elemente aus deren Kovarianzmatrix Cj;

nach
P =m?Cy*, (5.9)

wobei mg der a priori festzulegende mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist. Sind die Beobachtungen vonein-
ander unabhéngig, ist P eine Diagonalmatrix mit den Elementen

m02

pii = 0 (5.10)

%

Die Losung des iiberbestimmten linearen Gleichungssystems (|5.7) unter Beriicksichtigung der minimalen
Norm (5.8)) ergibt sich aus dem Normalgleichungssystem (siehe z.B. (REISSMANN 1980)))

NAu=f (5.11)
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mit der Normalgleichungsmatrix N = ATPA und der rechten Seite f = ATPIL Die unbekannten Parameter
lassen sich dann durch eine iterative Verbesserung der Ausgangsnéherungen uz)+1 = ul, + Au bestimmen.
Dabei ist zu beachten, dal sich der Entwicklungspunkt der Linearisierung in jedem Iterationsschritt
dndert, weshalb auch eine Neuberechnung der partiellen Ableitungen erforderlich wird. Das Problem ist,
ein geeignetes Abbruchkriterium fiir die Iteration zu finden. Wird von einem normalen Konvergenzverhalten
ausgegangen, d.h. nimmt der Betrag der Zuschlige in jedem Iterationsschritt kontinuierlich ab, kann als
Abbruchkriterium

Mazx (|Au]) < ¢ (5.12)

eingefiihrt werden. Auf die zusétzliche, regularisierende Bedingung in Form einer minimalen Abweichung von
den Ausgangsniherungen, wie sie z.B. in (TARANTOLA und VALETTE 1982)) angegeben wird, kann und soll im
Rahmen dieser Arbeit genauso verzichtet werden wie auf andere Mafinahmen zur Stabilisierung, wie z.B. der
impliziten Festlegung der Normalgleichungsmatrix N aufgrund empirischer oder sonstig bestimmter Kovarian-
zen der Unbekannten. Werden statt dessen alle zusétzlich notwendigen Informationen als Nebenbedingungen
eingefiihrt, ergibt sich in dem hier betrachteten Fall immer ein stabiles System, ohne dafl Regularisierungen
erforderlich werden. Die Einfithrung von zusétzlichen Entscheidungskriterien zur Beurteilung der Anpassung
des funktionalen Zusammenhanges an die Daten wie z.B. ist dann gegenstandslos, da die Anpassung
im Sinne von immer bestmoglich erfolgt. Davon unabhéngig kénnen numerische Instabilitéiten oder
Konvergenzprobleme aufgrund der Linearisierung jederzeit auftreten, sind aber nicht mit dem Problem einer
unvollsténdigen oder ungeeigneten Modellbildung zu verwechseln. In solchen Féllen kann eine Démpfung der
Zuschlidge Au notwendig werden (siehe z.B. (SCHWETLICK 1979, Kap. 10.2)), wodurch die Lésbarkeit an sich
gewihrleistet wird, ohne dafl die Losung selbst beeinflufit werden sollte.

5.1.2 Nebenbedingungen

Wie bereits in Kapitel [3.1] erldutert, 148t sich auf der Basis der Williamson-Adams-Gleichung bzw. der
erweiterten Form @Eur die radiale Anderung, nicht aber die Dichte selbst berechnen. Fiir die Festlegung
der Absolutbetridge miissen also zusétzlich Vorinformationen an allen Stellen eingefiithrt werden, an denen
eine Anderung der Dichte stattfindet, die nicht durch stetig zunehmenden hydrostatischen Druck bestimmt
wird. Da prinzipiell an jedem Schaleniibergang eine derartige (sprunghafte) Anderung der Dichte auftreten
kann, muf fiir jede Schale ein Absolutwert durch eine zusétzliche Bedingung festgelegt werden. Eine solche
Bedingung muf} auf einer unabhéngigen Information beruhen, die unmittelbar Einflufl auf die Dichte hat,
entweder direkt durch die Vorgabe der Dichte oder der Dichteéinderung an den Diskontinutitdten oder durch
andere Groflen, die explizit von der Dichte abhéngen, wie z.B. Gesamtmasse, Tragheitsmoment oder auch
gewisse Moden der Eigenschwingungerﬂ Sollen die Frequenzen der Eigenschwingungen nicht direkt in die
Berechnung einflieflen, ergeben sich folgende Nebenbedingungen:

1. Direkte Vorgabe der Dichte pj; unterhalb der Grenze zwischen Kruste und oberem Mantel (Mohorovicié-
Diskontinuitéit) entsprechend Abschnitt

2. Einfiihrung von Gesamtmasse M), und Trigheitsmoment ya; nach Abschnitt [2.1.1] und 2:1.2] zur Festle-
gung der Dichtespriinge an der 670 km-Diskontinuitdt und der Kern-Mantel-Grenze.

3. Explizite Festlegung der iibrigen (n — 2) Dichtespriinge Apy entsprechend der Einteilung der Schalen in
Abschnitt [T.4] Liegen Informationen vor, z.B. im oberen Mantel aufgrund petrologischer Modelle oder
aufgrund einer (unabhiingigen) Modellabstimmung auf die Frequenzen der Eigenschwingungen, kénnen
diese unmittelbar eingefithrt werden. Solange kein Widerspruch zu anderen Vermutungen besteht, wird
in den iibrigen Fillen eine kontinuierliche Dichteéinderung an den Schalengrenzen postuliert (Ap; = 0).
Da aufgrund petrologischer Betrachtungen mit einer sprunghaften Dichtesinderung wegen Anderungen
des Phasezustandes in einer Tiefe von 400 km gerechnet wird, ohne daf} gesicherte Angaben iiber die
Grofle des Sprunges gemacht werden konnen, erfolgt die Einfiihrung der provisorischen Bedingung, dafl
die Betrige der Spriinge in 670 und 400 km Tiefe gleichgrof sein sollen.

Die obengenannten notwendigen Nebenbedingungen lauten

Cr= pm = pu(Tr)

n—1 Thi1 )
Cy =My = Z/ p(q)d® dg
k=1"7%k

Th41

n—1
Cs=ym =Y / p(q)q* dg
k=17 %n

Cj = Api = pry1(@k+1) — pr(Tr+1)-

(5.13)

3unter der Annahme, daf8 die elastischen (Geschwindigkeitsverteilung) und anelastischen Parameter (Q-Werte) bekannt sind
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Entscheidend fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist weniger die physikalische Relevanz der numerischen
Festlegung der Konstanten Cj, sondern generell der Umstand, dafl derartige Bedingungen fiir eine stabile
Losung erforderlich sind, wahrend eine quantitative Anpassung jederzeit realisierbar ist.

Durch die exakt zu erfiillenden Bedingungsgleichungen der Form

Cl = Gl(Uj) (514)

sind die Unbekannten nicht mehr voneinander unabhéingig. Diesem Umstand kann auf zweierlei Art und Wei-
se Rechnung getragen werden. Die erste und naheliegendere Moglichkeit ist die Elimination der iiberzéhligen
Unbekannten durch Einsetzen der Bedingungsgleichungen in die Funktion F'. Dieses Vorgehen ist aber fiir
nichtlineare Zusammenhénge praktisch sehr aufwendig, wenn nicht gar undurchfithrbar. Daher soll im folgen-
den die zweite Méglichkeit, die der Minimierung der Quadratsumme (5.4]) unter expliziter Beriicksichtigung
der Nebenbedingungen , angewendet werden. Nach der Multiplikatorenmethode von Lagrange wird dazu
fiir jede der n; Bedingungsgleichungen eine zusétzliche Unbekannte A; eingefiihrt und dann das Minimum der

Funktion
Q=> 07> 2XN(Gi(u;) - C) > Min (5.15)
i l

bestimmt. Wird wiederum davon ausgegangen, dafl die Bedingungsgleichungen entweder linear sind
oder durch eine Linearisierung bei Vorliegen geeigneter Naherungswerte ersetzt werden kénnen, kann
vektoriell in der Form

BAu=c¢ (5.16)

mit den um den Wert der Ausgangsnéherungen reduzierten Konstanten ¢ = ¢; —G(ug;) geschrieben werden.
Die Zuschlige fiir die Unbekannten ergeben sich damit nach (REISSMANN 1980, Kap. 5.5.1) aus der Losung

des linearen Gleichungssystems
N BT Au f

Bedingungen, die einen Rangabfall in den Normalgleichungen N kompensieren, also das System erst losbar
macherﬂ sind notwendige Vorinformationen, die sich nicht auf die Gréfle der Residuen auswirken und das
System nicht unter zusétzlichen Zwang setzen. Im Falle einer vollstdndigen Modellbildung wiirde fiir derartige
Bedingungen A\; = 0 gelten. Treten Nebenbedingungen auf, die redundant gegeniiber anderen Gleichungen des
Systems sind, also zusétzliche Vorinformationen darstellen, aber nicht vollstéindig kompatibel mit den iibrigen
Beobachtungen sind, iiben diese zusétzlichen Zwang auf das gesamte System aus. In diesem Falle ergeben sich
entsprechend grofle Betrége fiir die Multiplikatoren, und es vergroflert sich die Quadratsumme . Unter
gewissen Umsténden ist es sogar moglich, inkonsistente Nebenbedingungen anhand der Grofle der Multipli-
katoren zu detektieren (WZzIONTEK und WIENHOLZ 2001, WIENHOLZ 2002)). Hauptsédchlich dienen die hier
betrachteten Nebenbedingungen nur dazu, fehlende Informationen (z.B. iiber die Gréfie der Dichtespriinge)
zu erginzen, sind also notwendige Vorinformationen, und somit sollten die Betridge der Multiplikatoren im
Rahmen der Rechengenauigkeit im Losungspunkt Null ergeben.

5.1.3 Fehlerschitzungen

Die Angabe von Fehlerschitzungen sowohl fiir die Unbekannten als auch fiir die ausgeglichenen Beobachtun-
gen sind in der Literatur zur Inversion seismischer Daten nur selten zu finden, obwohl deren Bestimmung
unmittelbar aus den Ergebnissen einer Ausgleichung moglich ist. Statt dessen wird oft versucht, ein relatives
Kriterium zur Einschitzung der Représentation der Daten durch das Modell in Form einer mittleren nor-
mierten Verbesserung zu berechnen, wobei die mittleren Fehler der Beobachtungen a priori festgelegt
werden und das Kriterium somit unmittelbar von der Zuverldssigkeit einer solchen Abschétzung abhéingig ist.
Angaben zur Zuverlissigkeit und Genauigkeit der gesuchten Parameter findet man hingegen duflerst selten.

Zur Berechnung einer exakten Fehlerschétzung mufl zunéchst der mittlere Fehler der Gewichtseinheit nach
der Ausgleichung aus der (gewichteten) Quadratsumme der Residuen

vIPv

r

mo = (5.18)

berechnet werden. Hierbei ist r die Redundanz des Problems, die sich formal aus der Differenz zwischen der
Anzahl von Informationen und der Anzahl Unbekannter

r=(n +ny) —nm (5.19)

4wenn von der Berechnung einer Pseudo-Inversen abgesehen wird
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berechnen 148t, wobei n; die Anzahl der Beobachtungen, n; die Anzahl der Bedingungsgleichungen, n die
Anzahl unbekannter Parameter in jeder Schale und m die Anzahl der Schalen ist.

Die Kofaktorenmatrix der Unbekannten Q. ergibt sich unmittelbar aus der inversen Normalgleichungs-
matrix

Quu=N"1 (5.20)
oder fiir den Fall, dal noch Nebenbedingungen auftreten, aus der inversen Blockmatrix (REISSMANN 1980,
Kap. 5.5.2)
—1
N BT
B o0 Qi Qrk

Die Kovarianzmatrix C,, berechnet sich damit nach

Die Fehlerschéitzungen fiir die ausgeglichenen Beobachtungen kénnen nun nach dem Fehlerfortpflanzungsge-
setz bestimmt werden. Da die partiellen Ableitungen der Funktion F' ohnehin schon aus der Linearisierung
in Form der Matrix A bekannt sind, berechnet sich die zugehorige Kovarianzmatrix nach

Cy=AC,,A”T. (5.23)

Fiir die folgenden Untersuchungenen sind hauptséchlich die mittleren Fehler (Varianzen) der Unbekannten
von Interesse, um deren Signifikanz einschétzen zu kénnen. Da mit synthetischen Daten aus vorhandenen
Modellen gerechnet werden soll, sind die Fehlerschéitzungen fiir die ausgeglichenen Beobachtungen hier nicht
von Belang. Das wiirde sich aber sofort &ndern, wenn mit realen Daten gearbeitet wird, die naturgeméf
fehlerbehaftet sind.

5.2 Modellierung auf der Grundlage des seismischen Parameters

Alle nachfolgenden Untersuchungen sollen in erster Linie zur Beurteilung verschiedener Modellansétze fiir
die Relation zwischen Dichte und seismischem Parameter dienen. Zu diesem Zwecke werden die Geschwin-
digkeitsverteilungen aus verschiedenen bestehenden Modellen, hauptséchlich aus PREM, entnommen und als
synthetische Beobachtungen aufgefafit, auch wenn prinzipiell davon ausgegangen werden muf, dafy diese Werte
mafigeblich von der Parametrisierung des jeweiligen Modells geprégt sein konnen. Die auftretenden Residuen
werden dennoch ausschlieflich als Maf fiir Modelldefizite der untersuchten Alternative betrachtet. Es besteht
nicht die Absicht, ein Modell zur geophysikalischen Interpretation zu erstellen, sondern lediglich verschiedene
Modellansétze mit dem Ziel zu vergleichen, fiir zukiinftige Berechnungen eine geeignete Parametrisierung vor-
zuschlagen. Aus diesem Grund werden auch die Radien der Diskontinuitdten unverdndert aus den jeweiligen
Modellen iibernommen, auch wenn inzwischen Modifikationen bekannt sind.

5.2.1 Ausgangsniherungen

Aufgrund der Tatsache, daB der in Kapitel 5.1 angegebene Losungsweg auf einer Linearisierung beruht, besteht
die Notwendigkeit, eine Ausgangniherung fiir die Dichtefunktion festzulegen. Dies kann unabhéngig von
jeglicher Parametrisierung allein auf dem Zusammenhang basierend mit einer Diskretisierung der Werte
fiir @ und p vorgenommen werden. Dabei sind die Nebenbedingungen, die aus Gesamtmasse, Tragheitsmoment
sowie der Annahme fiir die Dichte unterhalb der Kruste resultieren, zu beriicksichtigen. Die Berechnung des
Dichtegradienten innerhalb einer Schale kann dann durch iterative numerische Auswertung des Integrals (3.5])

0
lnp:—/%dr+lnpo,

To

unter Verwendung einer (fast) beliebigen anfiinglichen Dichteverteilung, analog zur urspriinglichen Vorgehens-
weise von Williamson und Adams (WILLIAMSON und ADAMS 1923) durchgefiihrt werden. Die Konvergenz
erfolgt rasch innerhalb weniger Schritte, so wie von den beiden Autoren erwdhnt. Um alle drei Nebenbedin-
gungen erfiillen zu kénnen, miissen zwei Dichtespriinge eingefiithrt werden. Es wurden Diskontinuitdten an
der Kern-Mantel-Grenze sowie im Ubergangsbereich zwischen oberem und unterem Mantel in 670 km Tiefe
festgelegt. Im Hinblick auf die Dichte im oberen Mantel stellt die Beriicksichtigung nur einer Diskontinuitift
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in diesem Bereich eine starke Vereinfachung dar, die aber fiir den hier verfolgten Zweck als vollkommen aus-
reichend betrachtet werden kann. Fiir die anfangliche Dichteverteilung wurde das schon von Williamson und
Adams verwendete Dichtegesetz von Laplace (4.9))

sin(Ar)
p(r) = po Ar
mit den Koeffizienten

po=1025gem™3, A=3.726x10"*km™!
verwendet. Mit den seismischen Geschwindigkeiten aus PREM kann auf diese Weise, ausgehend von einem
globalen historischen Dichtegesetz und vo6llig unabhéngig von aktuellen Modellen, eine rein hydrostatische
Dichteverteilung eindeutig bestimmt werden (Abbildung , die exakt die seismischen Daten reproduziert.
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Abbildung 5.1: Radiale Dichtednderung nach dem Gesetz von Laplace, PREM und der Williamson-Adams-Gleichung.

Die Unterschiede zwischen PREM und der Losung aus der Williamson-Adams-Gleichung resultieren
hauptséchlich aus der einfachen Struktur dieser Modellierung im oberen Mantel, dessen Massenanteil aufgrund
des groflen Sprunges in 670 km Tiefe deutlich geringer ist als in PREM, und dem fehlenden Dichtesprung im
Kern. Wihrend die Dichte im unteren Mantel nahezu identisch mit PREM ist, féllt, bedingt durch die An-
passung an das Trégheitsmoment, der Dichtesprung an der Kern-Mantel-Grenze und damit der Massenanteil
des Kerns hoher aus als in PREM.

Werden die so berechneten diskreten Werte fiir die Dichte in jeder Schale direkt an die Funktion von Roche
angepafit, konnen die so ermittelten Koeffizienten als Ausgangsnidherungen in den weiteren Berechnungen
dienen.

5.2.2 Funktionen von Roche und Lipschitz

Zielsetzung ist es, eine moglichst einfache Modellierung zwischen Dichte und seismischem Parameter zu finden.
Die Funktion von Roche (4.22)

p(x) =po (1 —ka®) =do+dpa® (5.24)
weist unter allen Dichtefunktionen die einfachste Struktur auf, obwohl die zugrundeliegende physikalische

Hypothese (4.19) gegeniiber anderen Annahmen komplexer ist und deshalb eine gewisse Flexibliltdt in der
Anpassung an die seismischen Daten verspricht. Fiir die radiale Ableitung der Dichte ergibt sich

dp
— =2d
dz 20
und mit dem Masseanteil der Schale k
do , 3 da, 5

My, = g(x — %) + é(m )

gilt fiir die Schwerkraft

47 G 47 G d d
g =5 (Mo + My) = — <M0+;(3—xk3)+;<5—xk5)),
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wobei

N

—d d
My = Eo(l'iJrl?) —z°) + g(iﬂiﬂs - z;°)

?

der Anteil der Massen aller vom Radius xj eingeschlossenen Schalen ist. Mit den Abkiirzungen

T o
LT 9
5
v - (4962 _m wlf)
15 6z  10x3

1 x>
w2 = 6 1= 3
(5.26)

ist die Funktion (5.2 als

d do?
FRZE{Uo-Fdovl +d2u0+d0u1—|—dou2} (5.27)
2 2

definiert, die Konstante £ mit £ = 47 G R. Dieser nichtlineare Zusammenhang soll zur Bestimmung der
unbekannten Parameter d; linearisiert werden, um das in Kapitel geschilderte Ausgleichungsverfahren
durchfiihren zu koénnen. Es hat sich herausgestellt, dafl das lineare Ersatzproblem nach Einfiihrung der Sub-
stitution dy = C do weniger empfindlich auf die Qualitit der Ndherungswerte ist, da die Unbekannten dann
nicht mehr in Briichen auftreten. Mit der Umbenennung B = ds folgt fiir p

p(z) = B (C +z?) (5.28)

und damit fiir F
Fr=¢{vo+v1C+ B (ug+u1 C+usC?)}. (5.29)

Unter Beriicksichtigung der in Kapitel genannten Nebenbedingungen ist mit dieser Funktion eine ak-
zeptable Anpassung an die seismischen Daten jedoch nicht zu erzielen.
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Abbildung 5.2: Anpassung von ® aus PREM durch Funktion von Roche.

Die Residuen zeigen grofie systematische Abweichungen, besonders im &ufleren Kern und im unteren
Mantel, wie aus Abbildung ersichtlich wird. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit liegt mit moqpost =
+4.4 km?/s? weit auBerhalb der Genauigkeit, mit der ® bekannt ist. Die Funktion von Roche ist demzufolge
zur Modellierung der bestehenden Geschwindigkeitsverteilungen in seiner urspriinglichen Form nicht geeignet.
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Offenbar besteht die Notwendigkeit, den Ansatz fiir p durch eine veridnderte Struktur und/oder die
Einfithrung zusétzlicher Parameter zu erweitern, um eine Funktion F' zu erhalten, die flexibler den seis-
mischen Daten angepafit werden kann. In Kapitel wurden dazu zwei Moglichkeiten angegeben, die in
der Einfiihrung eines variablen Exponenten oder in der Hinzunahme weiterer Terme mit geraden Potenzen
bestehen konnen. Zunéchst soll in den Schalen mit den grofiten Residuen die Erweiterung durch Einfithrung
eines variablen Exponenten entsprechend der Funktion von Lipschitz (4.28|)

pva(x) = do + dy 2™

gepriift werden. Auch hier hat sich herausgestellt, dafl die Substitution dy = C dy eine giinstigere Linearisie-
rung und damit eine stabilere Ausgleichung erméglicht. Aus praktischen Griinden werden dariiber hinaus fiir
den Exponent 8 = A + 3 und die Umbenennung B = d5 eingefiihrt. Fiir die Dichtefunktion kann damit

p(z) = B (30 + ﬁz:(ﬁ*ff)) (5.30)

geschrieben werden, womit nach (5.2)) mit den Abkiirzungen

xﬁ 7Ikﬁ
ug = T
o Tk 3 3 Tk B
wo= 1= () +5<1_ (%) >
5 - )
My
Vg = e
T
_ 3My
v = W
der Ausdruck )
Fr, :gﬂaig [vo +v1C+ B (u0+ulC+u202)] (5.32)

fiir die Funktion F' gilt. Wenn auch mit dieser Modifikation die Anpassung an die seismischen Daten spiirbar
verbessert werden konnte (Abbildung 7 ist die Reprisentation der Beobachtungen dennoch nicht zufrie-
denstellend. Mit mogpost = £1.5 km? / 52 liegt die Genauigkeit immer noch weit unter der in Kapitel
ermittelten Fehlerschitzung von o = 40.6 km?/s2.
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Abbildung 5.3: Anpassung von ¢ aus PREM durch die Funktion von Lipschitz.
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5.2.3 Dichtefunktionen mit geraden Potenzen des Radius

Da eine zufriedenstellende Darstellung der seismischen Geschwindigkeiten auf der Grundlage der Dichtefunk-
tionen von Roche und Lipschitz nicht moglich ist, soll die Alternative einer Erweiterung durch Terme mit
geraden Potenzen des Radius untersucht werden. Die Funktion fiir die Dichte (4.43)) lautet

m
PV1(17) = Z do; 1172i,
i=0

die Anzahl der Koeffizienten m ist abhéngig von der radialen Ausdehnung der Schalen zu wéhlen. So ist zu
erwarten, dafl im unteren Mantel und im dufleren Kern eine groffere Anzahl an Koeffizienten benotigt wird als
in den Schalen des oberen Mantels. Die Bestimmung der notwendigen Anzahl an Parametern erfolgte durch
Testrechnungen, deren Ergebnisse nach Kriterien sowohl fiir die Genauigkeit als auch fiir die Stabilitat der
Losung eingeschétzt wurden. Als Maf fiir die Genauigkeit, also fiir den Grad der Anpassung an die Daten,
eignet sich einerseits die mittlere quadratische Abweichung

/S [> 02
S0 = — = )
n n
und andererseits der mittlere Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung (5.18))

v

r

mo =

Letztgenannte Grofie wird mit dem von der Redundanz r (Gleichung abhéingigen Faktor y/n/r skaliert,
weshalb eine Verringerung der Residuenquadratsumme allein aufgrund der Einfithrung einer entsprechend
groflen Zahl zusétzlicher Parameter realistischer eingeschéitzt werden kann. Weiterhin ist eine Gegeniiber-
stellung mit einer Fehlerschiitzung fiir die Ausgangsdaten maoglich. Im Falle einer groBen Uberbestimmung
weisen beide Groflen die gleiche Tendenz auf, und m( unterscheidet sich praktisch nicht mehr von der mittleren
quadratischen Abweichung, weshalb im folgenden auf die Angabe beider Gréflen verzichtet wird.

Die Stablilitdt der Losung soll durch zwei weitere Kriterien beurteilt werden. Zum einen kann das Quadrat
der Lo-Norm

E=) _d’ (5.33)

als Ma# fiir die Energie der Koeffizienten d; aufgefafit werden. Wird eine gute Anpassung an die Daten (kleine
mittlere Abweichung sg) aufgrund von Koeffizienten mit grofien Betriigen aber alternierenden Vorzeichen
erreicht, ist die Losung als instabil zu betrachten, da eine gegenseitige Ausloschung der Summanden auftritt,
was in den Zwischenpunkten zu starken Oszillationen fithren kann. Ein solcher Fall wird durch einen gegeniiber
anderen Losungen auffillig groflien Wert fiir F angezeigt.

Zum anderen stellt sich die Frage nach der Genauigkeit bzw. der Signifikanz der Parameter. Aus den
mittleren Fehlern der Koeffizienten kann die Grofe

DZ%SE; (5.34)

berechnet werden, welche ein mittleres Genauigkeitsma$ fiir die Koeffizienten einer Schale darstellt.

Zuséatzlich kann auch das Verhéltnis zwischen Parametern und zugehorigen mittleren Fehlern betrachtet
werden. Ubersteigt der mittlere Fehler wesentlich den Betrag der Unbekannten, so kann daraus geschlossen
werden, dafl diese im Rahmen der festgestellten Genauigkeit mit dem Wert Null bestimmt wurde. Im Falle eines
Polynomkoeffizienten sollte dann iiberpriift werden, ob die Unbekannte iiberhaupt beriicksichtigt werden mu#f.
Insbesondere dann, wenn deren Gesamteinflufl auf das Modell grof} ist (z — 1), mufl zwischen dem Anteil der
Unbekannten selbst und der Auswirkung der Unsicherheit ihrer Bestimmung abgewogen werden. Ein erster
Hinweis darauf kann die Einschitzung des Quotienten mg,/|d;| fiir jeden einzelnen Parameter erbringen.
Unter Beriicksichtigung des Umstandes, dafl bei einer Lo-Ausgleichung eine unzutreffende Parametrisierung
keinen isolierten Einflu} auf eine einzelne Unbekannte hat, kann als mittleres Mafl innerhalb einer Schale der
durchschnittliche normierte mittlere Fehler

N=-= i 5.35

eingefithrt werden. Als Grenzwert fiir nachfolgende Betrachtungen kann z.B. N = 1 gewéhlt werden. Daneben
kann auch die maximale Abweichung

mdi

AN = Max (’N —
|

) (5.36)
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als Indikator fiir das Auftreten von nichtsignifikant von Null verschiedenen Unbekannten angegeben werden.
Beide Kriterien kénnen nur als Hinweis auf die Notwendigkeit einer eingehenderen Untersuchung verstan-
den werden, da eine Beurteilung der Parametrisierung letztendlich nur im Einzelfall unter Beriicksichtigung
weiterer Kriterien vorgenommen werden kann.

Tabelle 5.1: Genauigkeit der Anpassung an die seismischen Daten (PREM) durch Modelle mit geraden Potenzen des
Radius bei unterschiedlichem Entwicklungsgrad. Die auftretenden Potenzen im Radius sind fiir die jeweiligen Regionen
in geschweiften Klammern angegeben.

Modell Potenzen in x S0
IC ocC D2 LM UM [km?/s?]

Gl {0,2} {0,2,4,6,8} {0,2,4} {0,2,4,6,8} {0,2,4} 0.10
G2 {0,2} {0,2,4,6} {0,2,4} {0,2,4,6,8} {0,2,4} 0.14
G3 {0,2} {0,2,4,6} {0,2,4} {0,2,4,6} {0,2,4} 0.23
G4 {0,2} {0,2,4} {0,2,4} {0,2,4,6,8} {0,2,4} 0.30
G5 {0,2} {0,2,4} {0,2,4} {0,2,4,6} {0,2,4} 0.35
G6 {0,2} {0,2,4,6} {0,2,4} {0,2,4,6,8} {0,2} 0.44
G7 {0,2} {0,2,4,6} {0,2,4} {0,2,4,6} {0,2} 0.48
G8 {0,2} {0,2,4} {0,2,4} {0,2,4,6} {0,2} 0.55
G9 {0,2} {0,2} {0,2} {0,2} {0,2} 4.49

Die Untersuchungen sollen in zwei Schritten durchgefiihrt werden. Zuerst wird die Giite der Anpassung
an die Daten eingeschétzt und daran anschlieflend die Stabilitdt bzw. Zuverlidssigkeit der Parametrisierung
anhand der Kriterien . Um einen Gesamteindruck zu erhalten, werden fiir jedes Modell die Gréfien
in den einzelnen Schalen durch deren Summen E und D, den Mittelwert N sowie den Maximalwert von AN
zusammengefaflt.

Anhand der Residuenbilder wurde festgestellt, dafl im unteren Mantel Koeffizienten bis zur achten Po-
tenz im Radius fiir eine addquate Darstellung des seismischen Parameters notwendig sind. Im inneren Kern
erscheint hingegen die Funktion von Roche zur Modellierung in allen Fillen ausreichend, und in den kleinen
Schalen des oberen Mantels ist eine zufriedenstellende Darstellung unter Beriicksichtigung gerader Potenzen
bis zum Grade Vier moglich. In Tabelle sind die einzelnen Modellansiitze nach den Genauigkeitskriterien
aufsteigend sortiert angegeben. Folgende Abkiirzungen wurden eingefiihrt: IC — innerer Kern, OC — duflerer
Kern, D2 — Ubergangszone Kern-Mantel, LM — unterer Mantel, UM — oberer Mantel.

Tabelle 5.2: Stabilitdtskriterien fiir die Modelle mit geraden Potenzen des Radius.

Modell E D N AN 50
[km? /%]

G9 800 0.08 0.00 0.00 4.49
G8 860 0.09 0.00 0.01 0.55
G7 860 0.11 0.00 0.01 0.48
G6 910 0.15 0.00 0.02 0.44
G5 1030 0.85 0.17 1.94 0.35
G3 1040 0.56 0.11 1.28 0.23
G4 1080 0.72 0.14 1.65 0.30
G2 1080 0.33 0.06 0.75 0.14
G1 1250 0.29 0.05 0.53 0.10

Zunichst ist ersichtlich, daf, abgesehen vom Modell G9 (Funktion von Roche), alle Modelle die seismischen
Daten innerhalb der Grenzen der in Abschnitt ermittelten Fehlerschitzung fiir ® von o = £0.6 km?/s?
repriasentieren konnen. Durch die Steigerung der Entwicklung im unteren Mantel und im dufleren Kern bis
zum achten Grade konnte eine deutliche Verbesserung der Anpassung auf sg = £0.1 km?/s? erreicht werden.
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Vergleichbarkeit nicht angepaBt worden; fiir eine iibersichtlichere Darstellung sei auf Abbildung[5.2] verwiesen.
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Abbildung 5.6: Durchschnittlicher mittlerer Fehler der Koeffizienten N der Modelle G1, G2, G3 und G9.

Aus den Residuenbildern (Abbildung und aus so in Tabelle ist zu entnehmen, daf§ das Mo-
dell G1 gegeniiber G2 nur eine vergleichsweise geringe Verbesserung der Anpassung mit sich bringt. Betrach-
tet man hingegen das Stabilitdtskriterium , so ist zu erkennen, dafl sich die Energie der Koeffizienten
von Losung G1 gegeniiber G2 in Schale 2 nach Einfithrung des Koeffizienten vom Grade 8 fast verdoppelt
hat (Abbildung [5.5). Gleiches gilt auch fiir den mittleren Fehler D der Modellparameter in der betreffenden
Schale (Abbildu. Daraus ist ersichtlich, dafl die Einfithrung eines Terms in achter Potenz des Radius
im #uBeren Kern nicht gerechtfertigt werden kann und eine Uberparametrisierung darstellen wiirde. Dies gilt
nicht fiir den Koeffizienten dg im unteren Mantel, der im Vergleich der Modelle G2 und G3 eine mafigebliche
Genauigkeitssteigerung erbringt, ohne dafl die Groflen E und D bemerkenswerte Unterschiede zeigen.

Ebenso ist bei der Einfiihrung des Terms in vierter Potenz fiir die Modellierung des oberen Mantels eine
signifikante Reduzierung der Residuen erkennbarﬂ ohne daf} aus der Gesamtenergie oder aus den mittleren
Fehlern der Unbekannten auf eine Uberparametrisierung zu schlieBen wire. Hinsichtlich der Gesamtenergie £
(Tabelle lassen sich aufgrund der unterschiedlichen Anzahl von Parametern im oberen Mantel die Modelle
G2 bis G8 in zwei Gruppen mit fast gleichem E einteilen. Die Losung G1 hebt sich davon mit einem um ca. 20%
grofleren Wert ab. Die normierten mittleren Fehler weisen fiir alle Modelle keine Besonderheiten auf, lediglich
in den Losungen G3 bis G5 treten in einzelnen Schalen des oberen Mantels sehr kleine Koeffizienten fiir die
Terme in vierter Potenz auf, die ursichlich fiir die auffilligen AN sind. Der Umstand, da8 der Ansatz nach
Roche (G9) an der Spitze der Tabellesteht, aber am Ende der Tabelle verdeutlicht den grundsétzlichen
Widerspruch zwischen der Anzahl der Parameter und der Qualitdt der Anpassung an die Daten. Weiterhin
wird aus einem Vergleich zwischen den Residuen (Abbildung und den mittleren Fehlern der Unbekannten
(Abbildung fiir Modell G9 sofort deutlich, daf} die sichere Bestimmung der Parameter allein kein Kriterium
fiir die Qualitidt der Anpassung an die Daten sein kann.

Favorisiert wird die Modellierung G2, weil damit der beste Kompromifl zwischen der Anzahl der Parameter
und der Darstellung der seismischen Geschwindigkeiten erzielt werden kann. Um sicherzustellen, daf3 die
Qualitéit der Parametrisierung unabhéngig von den jeweiligen Datensétzen ist, wurden die Berechnungen mit
den Geschwindigkeitsverteilungen von AK135F, CORE11, TASP91 und SP6 wiederholt. Dabei haben sich

5 Fiir einen Vergleich kann das Residuenbild fiir die Funktion von Roche im oberen Mantel den iibrigen drei Ansitzen
gegeniibergestellt werden.
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Abbildung 5.7: Residuenbilder fiir die Anpassung der Parametrisierung G2 an unterschiedliche Geschwindigkeitsver-

teilungen (v.l.n.r. AK135, CORE11, IASP91, SP6).

kaum Unterschiede in der Giite der Anpassung gezeigt (Abbildung . Lediglich im Bereich des inneren
Kern treten etwas deutlichere Differenzen auf. Dort liegen aber auch die gréfiten Unsicherheiten in den Daten
(vergl. Abschnitt , weshalb diesen Abweichungen keine zu grofle Bedeutung zukommt. Fiir den Fall,
daf die Residuen aufgrund der Genauigkeit der Daten als signifikant eingeschitzt werden miissen, kann eine
Erweiterung der Parametrisierung im Kern durch zusétzliche Terme in geraden Potenzen in Erwégung gezogen

werden.

Auf der Parametrisierung G2 basierend wurden abschlieend mit den seismischen Daten aus PREM zwei
Modelle HA2-327-A (Anhang [A.2) und HA2-337-A (Anhang [A.6) mit den Werten pp;1 = 3.27g/em® und
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Abbildung 5.8: Dichte aus den Modellen HA2-327-A und HA2-337-A sowie aus PREM, rechts ein Ausschnitt fiir den

oberen Mantel.
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pr2 = 3.37g/em? fiir die Dichte unterhalb der Mohorovi¢ié-Diskontinuitéit berechnet. Beide Modelle weisen
Dichtespriinge nur an der Kern-Mantel-Grenze sowie an den Diskontinuitéten in 400 und 670 km Tiefe auf.
Als Nebenbedingungen wurden die Gesamtmasse , das Triagheitsmoment sowie die Bedingung,
daf} die Grofle der Dichtespriinge in 400 und 670 km Tiefe gleiche Betréige aufweisen sollen, eingefiihrt. Auch
wurden keinerlei Abweichungen von der Annahme von Homogenitét der chemischen Zusammensetzung und
des Phasezustandes sowie von adiabatischen Temperaturdanderungen berticksichtigt, d.h. der Bullen-Parameter
wurde fiir das gesamte Modell mit nn = 1 festgelegt. Die Modellierung der Kruste wurde unveréndert aus dem
Referenzmodell entnommen und damit Gesamtmasse und Tragheitsmoment auf die obere Grenze des Mantels
reduziert (y' = 0.3329, M’ = 5.943 x 10?” g). Nach der Berechnung wurde die Kruste aus dem gleichen Modell
wieder hinzugefiigt.

Tabelle 5.3: Dichtespriinge fiir die Modelle HA2-327-A und HA2-337-A.

HA2-327-A HA2-337-A

Radius Ap Ap
] [gfem®][g/em?
1221.5 0.00 0.00
3480.0 4.26 4.43
3630.0 0.00 0.00
5600.0 0.00 0.00
5701.0 0.32 0.23
5771.0 0.00 0.00
5971.0 0.32 0.23
6151.0 0.00 0.00
6291.0 0.00 0.00
6346.6 0.37 0.47
6356.0 0.30 0.30
6368.0 1.58 1.58

Die gréfiten Abweichungen gegeniiber PREM treten aufgrund des fehlenden Dichtesprunges im inneren
Kern auf (Abbildung. Da der Anteil des inneren Kerns am Gesamtvolumen nur ca. 1% betrigt, wirkt sich
dieser Unterschied jedoch auf die iibrigen Abschnitte des Modells kaum aus. Weiterhin sind geringe Niveau-
Unterschiede im dufleren Kern und im unteren Mantel festzustellen, die allein aus der unterschiedlichen Wahl
der Dichte an der oberen Grenze des Mantel resultieren. Die Grofie der Dichtespriinge (Tabelle im oberen
Mantel von 0.32 g/cm3 bzw. 0.23 g/cm? wird ebenfalls unmittelbar durch die Wahl von py; beeinflut und
liegt mit 8% bzw. 6% innerhalb der Grifienordnung, die aufgrund petrologischer Betrachtungen erwartet
werden kann.

Die Residuenbilder beider Losungen sind fast identisch (Abbildung und zeigen eine Systematik in
Form eines leicht oszillierenden Verlaufes. Die grofiten Differenzen treten an den Schalengrenzen des &dufleren
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Abbildung 5.9: Residuen in @ fiir Modelle HA2-327-A und HA2-337-A.
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Abbildung 5.10: Gesamtenergie E der Koeffizienten fiir die Modelle A4 und A5.

Kerns auf, liegen aber mit vy,,4, = 0.5 km?/s? deutlich unterhalb der Genauigkeit, mit der die Daten bekannt
sind.

Die grofiten strukturellen Unterschiede in der Dichteverteilung bestehen im oberen Mantel, deren Ursache
in nichtadiabatischen Temperaturinderungen und chemischen Inhomogenitidten zu suchen wire. Allerdings
stellt sich die Frage nach der Zuverldssigkeit der Annahmen, die einer Modellierung dieser Abweichungen
zugrundezulegen wiren. Eine empirische Geschwindigkeits-Dichte-Relation, die in einem weiten Bereich (in
PREM bis 200 km Tiefe) einen negativen Dichtegradienten erfordert, steht im Widerspruch zur Annahme
hydrostatischen Gleichgewichtes und zur Grundforderung nach mechanischer Stabilitiat. Um so erstaunlicher
ist die gute mittlere Représentation der Dichte aus PREM im oberen Mantel durch das Modell mit py; =
3.27g/cm3.

5.2.4 Vergleich mit allgemeinen Polynomen

Um der Frage nachzugehen, ob eine ebenso gute oder sogar bessere Anpassung mit allgemeinen Polyno-
men moglich ist, sollen im folgenden einige empirische Ansitze dem Modell G2 gegeniibergestellt werden
(Tabelle . Zunéchst werden, abgesehen vom inneren Kern, vollstdndige Polynome bis zum dritten Gra-
de eingefiihrt. Das entspricht im wesentlichen der heute iiblichen Darstellung, wie in Kapitel [1.2.1] erldutert
wurde.

Tabelle 5.4: Genauigkeit der Anpassung an die seismischen Daten (PREM) durch Modelle basierend auf allgemei-
nen Polynomen. Die auftretenden Potenzen im Radius sind fiir die jeweiligen Regionen in geschweiften Klammern
angegeben.

Modell Potenzen in x So
1C ocC TZ LM UM [km?/s?]

G2 {0,2} {0,2,4,6} {0,2,4} {0,2,4,6,8} {0,2,4} 0.14
Al {0,2} {0,2,3,4} {0,2,3,4} {0,2,3,4} {0,2,3,4} 0.18
A2 {0,2} {0,2,3,4} {0,2,3} {0,2,3,4} {0,2,3} 0.18
A3 {0,2} {0,1,2,3} {0,1,2,3} {0,1,2,3} {0,1,2,3} 0.32
A4 {0,2} {0,1,2,3} {0,1,2,3} {0,1,2,3} {0,1,2} 0.32
A5 {0,2} {0,1,2,3} {0,1,2} {0,1,2,3} {0,1,2} 0.32
A6 {0,2} {0,2,3,4} {0,2,3,4} {0,2,3,4} {0,2} 0.46
A7 {0,2} {0,1,2,3} {0,1,2,3} {0,1,2,3} {0,2} 0.53
A8 {0,2} {0,2,3,4} {0,2} {0,2,3,4} {0,2} 0.58
A9 {0,2} {0,1,2,3} {0,1} {0,1,2,3} {0,1} 0.62
PREM | {0,2} {0,1,2,3} {0,1,2,3} {0,1} 0.74
A10 {0,2} {0,2,3} {0,2,3} {0,2,3} {0,2,3} 1.52
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Abbildung 5.11: Gesamtenergie E der Koeffizienten fiir die Modelle Al und A2.

In den Schalen des oberen Mantels mufl der Polynomgrad reduziert werden, um eine zu grofle Zahl von
Unbekannterﬂ zu vermeiden, die aus den Daten nicht sicher bestimmbar sind und die sogar zu Instabilitdten
fithrt (Modell A3). Das duflert sich sowohl in der Gesamtenergie der (alternierenden) Koeffizienten als auch in
groflen mittleren Fehlern, die um ein Vielfaches den Betrag der Koeffizienten iibersteigen. Eine Reduzierung
des Polynomgrades im oberen Mantel wirkt sich nur geringfiigig auf die Genauigkeit aus, stabilisiert aber die
Losung deutlich (Modell A4, Abbildung [5.10).

Weiterhin zeigt sich, daB die Koeffizienten in der Ubergangszone zwischen Kern und Mantel (Schale 3) nur
sehr ungenau bestimmbar sind. Eine Reduzierung des Polynomgrades auch in diesem Bereich (Modell A5)
fithrt zu einer kaum schlechteren Anpassung an die Daten, dafiir aber zu einer spiirbaren Verringerung der
mittleren Fehler der Koeffizienten. Der Ubergang auf lineare Funktionen in diesen Bereichen (Modell A9) ergab
jedoch einen Einbruch in der Qualitéit der Anpassung, die damit in der Groflenordnung lag, die sich unter
Verwendung der Dichtefunktion aus PREM ergibtﬂ Die Einfiihrung eines linearen Terms in der Dichtefunktion
kommt somit fiir die Modellbildung nicht in Betracht, da einerseits eine lineare Funktion keine gute Anpassung
ermoglicht und bei einer Erweiterung mit hheren Potenzen Probleme mit der Stabilitét der Losung auftreten,
wie aus den iiberdurchschnittlich groien Werten fiir £ und D (Tabelle hervorgeht.

Tabelle 5.5: Stabilitétskriterien fiir die Modelle mit allgemeinen Polynomen.

Modell E D N AN 50
[km? /%]

A8 1000 0.11 0.00 0.02 0.57
A7 1060 20.19 0.13 1.13 0.53
G2 1080 0.33 0.06 0.75 0.14
A9 1170 0.09 0.00 0.01 0.62
PREM | 1190 — — — 0.74
A10 1460 7.47 0.75 8.23 1.52
A2 1670 0.89 0.09 1.00 0.18
A6 1980 20.47 0.05 0.45 0.46
A5 2700 3.06 0.17 1.79 0.32
A4 2850 12.71 0.25 1.79 0.32
Al 11440 503.52  3.82  22.29 0.18
A3 16740 1518.64 24.10 196.96 0.32

Eine andere Moglichkeit, einen Polynomansatz zu formulieren, besteht in der Erweiterung der Funktion

6dies kann in gewissem Sinne auch als eine Uberparametrisierung aufgefait werden
"Unter Beriicksichtigung der nichtsignifikanten Abweichungen von n = 1 ist die Darstellung aus PREM im unteren Mantel
und im Kern um ein Vielfaches besser, siche Kapitel
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von Roche sowohl durch gerade als auch ungerade Terme hoheren Grades. Nur allein ein zusétzlicher Term
dritter Potenz (Modell A10) ergibt im unteren Mantel und duBeren Kern keine ausreichend gute Darstel-
lung der seismischen Geschwindigkeiten. Wird jedoch ein Term vierten Grades hinzugefiigt, verringert sich
die Residuenquadratsumme deutlich (Modelle A1, A2). Jedoch gilt auch hier wieder, dafl in den Schalen der
Ubergangszone und des oberen Mantels dadurch eine Uberparametrisierung auftritt, was sich in einem star-
ken Ansteigen von Energie und mittleren Fehlern bemerkbar macht, wiahrend eine nur unwesentlich bessere
Anpassung erreicht wird (Modell A1, Abbildung [5.11]).

Als einzige Alternative zur Darstellung der seismischen Geschwindigkeiten durch die Parametrisierung G2
kann somit nur das Modell A2 betrachtet werden. Allerdings ist die Représentation der seismischen Daten
mit diesem Ansatz deutlich schlechter, und die Quadratsumme der Residuen dieser Losung fast doppelt
so grof}. Weiterhin ist festzustellen, dafl die Energie der Koeffizienten der Losung G2 insbesondere in der
problematischen Schale des unteren Mantels sowie in einigen Schalen des oberen Mantels deutlich geringer
ausfillt, der Wert E fiir das Modell A2 ist demzufolge deutlich gréBer. Sowohl vom physikalischen als auch
vom praktischen Standpunkt aus stellte sich somit die Parametrisierung der Dichte durch eine Funktion nur
mit geraden Potenzen des Radius als die zweckméfigste Variante heraus.

5.3 Modellabstimmung auf Frequenzen der Eigenschwingungen

Die bisherige Modellierung basiert ausschlieffilich auf den Geschwindigkeiten der seismischen Raumwellen in
Form des seismischen Parameters ® unter Verwendung der Williamson-Adams-Gleichung und unter
Berticksichtigung von Nebenbedingungen zur Festlegung der Absolutwerte der Dichte. Im folgenden sollen die
Differenzen zu den bekannten Frequenzen der Eigenschwingungen untersucht werden und ggf. eine Modellab-
stimmung erfolgen.

Die Berechnung der Eigenfrequenzen eines gegebenen Modells fiir die Dichte, die elastischen Parame-
ter sowie fiir die Dampfungswerte @) erfolgt durch die numerische Losung des Eigendifferentialgleichungssy-
stems bzw. fiir eine Reihe diskreter Werte. Fiir die numerisch aufwendigen Berechnungen wurde
auf das Programm MINOS von F. Gilbert und G. Masters (LASKE et al. 2003) zuriickgegriffen, das iiber das
Internet frei zugénglich ist.

Die Rechnungen wurden fiir die Modelle HA2-327-A und HA2-337-A durchgefiihrt, nachdem eine Tren-
nung der seismischen Geschwindigkeiten nach der in Abschnitt vorgestellten Vorgehensweise auf der
Grundlage der Poisson-Zahl vorgenommen wurde. Beide Modelle wurden zum Zwecke der Berechnung der
Eigenfunktionen und Eigenfrequenzen durch 228 Werte diskretisiert. Weiterhin wurden dem Modell die Ddmp-
fungswerte (Q-Werte) aus PREM zugeordnet. Der Vergleich der auf diese Weise berechneten Eigenfrequenzen
wurde mit synthetischen Eigenfrequenzen aus PREM durchgefiihrt. Dies erschien im Hinblick darauf, dafl die
vorangegangenen Rechnungen ebenfalls mit synthetischen Daten durchgefiihrt wurden, am konsequentesten,
auch wenn inzwischen zuverldssigere Eigenschwingungsdaten zur Verfiigung stehen (MASTERS und WIDMER
1995, LASKE et al. 2003), da nur so die resultierenden Anderungen in der Dichte unmittelbar mit der Dich-
teverteilung aus PREM vergleichbar bleiben. Es ergeben sich erwartungsgeméafl nur geringfiigige Differenzen
in den toroidalen Moden. Das ist damit zu begriinden, dafl diese Schwingungen hauptséichlich auf die Ge-
schwindigkeiten Vg empfindlich sind und diese im Zuge der Modellierung gegeniiber dem Ausgangsmodell
nicht geédndert Wurderﬂ Bei den sphéroidalen Frequenzen konnten hingegen systematische Abweichungen
festgestellt werden, wie aus Abbildung hervorgeht. Daraus ist zu schluflfolgern, dafl die Dichteverteilung
nicht ausreichend mit den Eigenschwingungsdaten konform ist und angepafit werden sollte.

Sind Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen fiir ein Modell bekannt und liegen Daten fiir die Eigenfrequen-
zen vor, konnen nach

R
ow = / (MK(SK + Muép + Mpép) 2 dr
0

die Anderungen 6K, 6u und dp aus den Differenzen der Eigenfrequenzen éw berechnet werden. Die Kern-
funktionen werden punktweise auf der Grundlage der diskreten Werte fiir die Eigenfunktionen berechnet;
die Integration erfolgt numerisch. Die Bestimmung der Anderungen in den Parametern des Modells kann
durch die Einfithrung einer Korrekturfunktion erfolgen, fiir die meist ein Polynom verwendet wird (DzIE-
WONSKI und ANDERSON 1981,|MONTAGNER und ANDERSON 1989a,[MONTAGNER und KENNETT 1996)), da
das Modell selbst in den allermeisten Féllen ohnehin auf einer Polynomdarstellung basiert. Wird eine von
allgemeinen Polynomen abweichende Darstellung gewihlt, sollten auch andere Ansétze in Betracht gezogen

8Von den geringen Residuen innerhalb der Genauigkeit, verursacht durch die gemeinsame Modellierung von Dichte und
seismischem Parameter sowie bei der Trennung von Vp und Vg, kann abgesehen werden.
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Abbildung 5.12: Residuen der Eigenfrequenzen fiir toroidale (links) und sphérodiale Moden aus Modell HA2-327-A.
Die Linien stellen den Bezug zwischen Frequenzen gleicher Obertone her.

werden. Weiterhin soll davon ausgegangen werden, dafl nur die Dichtefunktion an die Eigenfrequenzen ange-
paBt werden soll. Das ist im Rahmen der Untersuchungen konsistent, da lediglich die Dichte gegeniiber dem
Ausgangsmodell variiert wurde. Damit gilt der Zusammenhang (3.46))

R
dw = /M,,(Sprz dr
0

zwischen den Differenzen in den Eigenfrequenzen und den Anderungen der Dichte. Wird nun fiir ein schalen-
weises Modell innerhalb jeder Schale k fiir dp eine radiale Korrekturfunktion Hy(r;z;) mit den unbekannten
Parametern z; definiert, so folgt aus (3.46))

Tk+4+1
bw=>" / M, Hy,(r; 28) r* dr. (5.37)
k

Tk

Fiir die weiteren Betrachtungen soll Hy als ein allgemeines Polynom

Hy =Y 2k (5.38)
J

dargestellt werden; die vorgeschlagene Parametrisierung durch eine Funktion in geraden Potenzen des Radius
ist darin enthalten. Da die Koeffizienten innerhalb einer Schale nicht vom Radius abhédngen, kann (5.37) in

der Form
Tk41

5w=222}“ / Mprj+2drzz zfljk (5.39)
E o J

Tk k J

geschrieben werden. Das Integral [ ]k kann mit der Dichte und den elastischen Parametern sowie den Ei-
genfunktionen des Ausgangsmodells numerisch berechnet werden, womit der beschriebene Zusammenhang
linear beziiglich der Unbekannten zj’-C wird. Damit sind unmittelbar die Voraussetzungen fiir die Anwendung
der in Abschnitt angegebenen Ausgleichungsalgorithmen zur Bestimmung der Parameter zf gegeben. Es
muf} darauf hingewiesen werden, dafl der Ausdruck bereits eine Linearisierung darstellt. Ein iteratives
Vorgehen einschliefflich der Neuberechnung von Eigenfunktionen und Kernfunktionen ist daher unumgéng-
lich. Eine Beriicksichtigung von Nebenbedingungen ist ebenfalls erforderlich. So sollen sich Gesamtmasse und
Tragheitsmoment durch die Korrekturfunktion nicht veréndern, beides Bedingungen, die analog zu
aufgestellt werden kénnen. Dariiber hinaus kann es erwiinscht sein, an gewissen Diskontinuitdten Stetigkeit
vorzuschreiben, also das Auftreten von Dichtespriingen zu vermeiden. Weiterhin werden in der Literatur re-
gularisierende Bedingungen vorgeschlagen, so z.B. in (MONTAGNER und KENNETT 1996)) die Vorgabe einer
aus petrologischen Untersuchungen ermittelten Normalgleichungsmatrix oder minimale Entfernung von den
Ausgangsnidherungen. Im Rahmen der Untersuchungen wurde festgestellt, dafl selbst fiir den Fall, daf} die
Dichte als einzige unbekannte Funktion eingefiihrt wird, ohne zusétzliche Bedingungen zur Stabilisierung nur
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Abbildung 5.13: Residuen der Eigenfrequenzen fiir toroidale (links) und sphérodiale Moden nach der Ausgleichung
(Modell HA2-327-B). Die Linien stellen den Bezug zwischen Frequenzen gleicher Obertdne her.

eine konstante Funktion fiir H eine sinnvolle Losung erbringt. Das gilt insbesondere fiir den oberen Mantel,
wo sich ohne Regularisierungen sehr unwahrscheinliche Gradienten fiir die Dichte ergeben. Auch hier wurde
eine Abhéingigkeit von der Parametrisierung ermittelt, so erwies sich die Funktion von Roche als wesentlich
stabiler als eine lineare Korrekturfunktion. Da das Hauptproblem bei der Anwendung der Williamson-Adams-
Gleichung die Bestimmung von Absolutwerten fiir die Dichte ist, wurden letztendlich nur konstante Ande-
rungen der Dichte beriicksichtigt, die allein fiir eine deutlich verbesserte Anpassung schon ausreichend waren
(Abbildung . Es traten kleine Anderungen an den Betriigen der Dichtespriinge im oberen Mantel auf;
entscheidend ist aber, dafl der Dichtesprung an der Grenze zwischen innerem und &uflerem Kern dadurch
nachvollzogen werden konnte (Tabelle .

Tabelle 5.6: Dichtespriinge Ap und deren Anderungen DAp nach der Anpassung an die Eigenschwingungen fiir die
Modelle HA2-327-B und HA2-337-B

HA2-327-B HA2-337-B
Radius Ap DAp Ap DAp
[km] | [g/em®] [g/em®] | [g/em?] [g/em?]
1221.5 0.66 0.66 0.68 0.68
3480.0 4.18 -0.08 4.32 -0.11

3630.0 0.00 0.00 0.00 0.00
5600.0 0.00 0.00 0.00 0.00

5701.0 0.38 0.06 0.35 0.12
5771.0 0.00 0.00 0.00 0.00
5971.0 0.27 -0.04 0.15 -0.08
6151.0 0.00 0.00 0.00 0.00
6291.0 0.00 0.00 0.00 0.00
6346.6 0.37 0.00 0.47 0.00
6356.0 0.30 0.00 0.30 0.00
6368.0 1.58 0.00 1.58 0.00

Mit den neu bestimmten Dichtespriingen am inneren Kern und in 400 km Tiefe erfolgte anschlieend
eine Neuberechnung des gesamten Modells. Das Ergebnis sind die Modelle HA2-327-B und HA2-337-B (An-
hang / . Durch die geéinderten Absolutwerte fiir die Dichte &ndert sich jedoch geringfiigig auch dessen
Gradient, weshalb zwei Spriinge zur Anpassung an Gesamtmasse und Trégheitsmoment frei bleiben miissen.
Daher wére eine iterative Vorgehensweise grundsétzlich erforderlich. Wie aber aus Abbildung [5.13] ersichtlich
wird, sind die Residuen zu den Eigenfrequenzen schon nach der ersten Iteration sehr gering, weshalb nur noch
eine marginale Anderung der absoluten Dichtewerte in einem zweiten Schritt zu erwarten wire. Auffillig ist
jedoch der etwas verdnderte Residuenverlauf (Abbildung im dufleren Kern nach der Einfithrung des Dich-
tesprungs zwischen innerem und duflerem Kern im Vergleich zur vorangegangenen Losung (Abbildung .
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Abbildung 5.14: Residuen in @ fiir Modelle HA2-327-B und HA2-337-B.

Da aber die Abweichung kaum die Genauigkeit der seismischen Daten iibersteigt und moglicherweise durch
die Polynomdarstellung des Ausgangsmodells mitverursacht wird (s.a. Abbildung , sollte dem zunéchst
keine wesentliche Bedeutung beigemessen werden.

Im Ergebnis stimmen beide Modelle, sowohl das mit der Anfangsdichte par; = 3.27 g/cm? als auch das
mit par2 = 3.37 g/em? ab einer Tiefe von 400 km nahezu iiberein (Abbildung . Die Dichtespriinge dort
haben sich etwas verringert, wihrend sich die Spriinge in 670 km Tiefe fiir beide Modelle auf einen Wert
nahe bei 0.35 g/cm3 festgelegt haben (Tabelle . Damit ist die Dichte im unteren Mantel und im Kern fiir
beide Modelle fast identisch mit PREM. Die aus den unterschiedlichen Annahmen zur Dichte unterhalb der
Kruste resultierenden Massenunterschiede machen sich dann vor allem durch einen geénderten Sprung an der
Kern-Mantel-Grenze bemerkbar.

Uberraschend sind die nur geringen Unterschiede zu PREM im oberen Mantel (Abbildung rechts), da
in diesem Bereich nicht davon ausgegangen werden kann, dafl die Voraussetzungen fiir diese einfache Form der
Modellierung erfiillt sind. Aufgrund der nur kleinen Abweichungen zeigt sich, daf} die vorgeschlagene Modell-
bildung fiir ein Referenzmodell grundsétzlich geeignet ist. Weiterhin ist festzustellen, daf§ die Modellierung
unter Verwendung des in der Isostasie gebrduchlichen Wertes fiir die Dichte unterhalb der Mohorovici¢-
Diskontinuitét von ppr1 = 3.27 g/em? im Mittel besser mit der Dichteverteilung aus PREM {ibereinstimmt.
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Abbildung 5.15: Dichte fiir Modelle HA2-327-B und HA2-337-B.

Durch die Untersuchungen konnte die Behauptung von Denis (DENIS et al. 1998) nicht nachvollzogen
werden, dafl durch die Beriicksichtigung des hydrostatischen Wertes fir den Tragheitskoeffizienten von
y = 0.3320 der Sprung an der Diskontinuitéit zwischen innerem und &duflerem Kern in Frage gestellt werden
mufl. Im Rahmen der Untersuchungen wurde das gesamte Dichtemodell neu berechnet, wihrend bei Denis die
Struktur des oberen Mantels aus vorhandenen, nichthydrostatischen Modellen iibernommen worden ist. Es
hat sich gezeigt, dafl eine stabile Rekonstruktion der absoluten Dichte im unteren Mantel und Kern aufgrund
einer Anpassung an die Frequenzen der Eigenschwingungen trotz unterschiedlicher Anfangsdichten unterhalb
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der Kruste moglich ist. Insbesondere der Sprung an der Grenze zwischen innerem und &duflerem Kern resultiert
zweifelsfrei aus einer solchen Anpassung, siehe auch (MASTERS 1979,[MASTERS und SHEARER 1995]). Aller-
dings muB bei einer solchen Uberlegung in Betracht gezogen werden, daf die Festlegung der radialen Lage
der Diskontinuitdten mafigeblichen Einflufl auf die aus den Eigenschwingungsdaten bestimmte Dichte haben
kann, wie die Untersuchungen von Bullen und Haddon (BULLEN und HADDON 1967, HADDON und BULLEN
1969)) gezeigt haben. Da die Lage der Schalengrenzen vorwiegend aus dem Verhalten seismischer Raumwellen
rekonstruiert wird, muf3 bei einer Beurteilung des Dichtesprungs im Kern sicherlich die Zuverlassigkeit dieser
Festlegung mit in Betracht gezogen werden. Den hier getroffenen Aussagen zur Bestimmung der Dichtespriinge
aus den Eigenschwingungsdaten liegt eine unveréinderte Ubernahme aus den jeweiligen Geschwindigkeitsmo-
dellen zugrunde.

5.4 Mboglichkeiten zur Beriicksichtigung nichthydrostatischer Einfliisse

Die Berticksichtigung nichthydrostatischer Einfliisse in einem Dichtemodell kann auf zweierlei Weise erfolgen.
Entweder wird eine grundsétzlich nichthydrostatische Relation zwischen Dichte und seismischen Geschwindig-
keiten, z.B. das Gesetz von Birch (Abschnitt oder die Zustandsgleichung von Anderson (Abschnitt
eingefiihrt, oder es miissen a priori Informationen iiber die Stérung des hydrostatischen Gleichgewichtes fest-
gelegt werden. Letzteres kann nur basierend auf zusétzlichen Mefldaten oder aufgrund der Formulierung
geeigneter Hypothesen erfolgen. Obwohl die Zielsetzung grundsétzlich in der Formulierung eines hydrosta-
tischen Normal-Dichtemodells besteht, soll nachfolgend gezeigt werden, wie zusétzliche Informationen iiber
mogliche Storungen beriicksichtigt werden kénnen.

5.4.1 Beriicksichtigung der K-p-Hypothese von Bullen

Die Forderung von Bullen nach einer allmihlichen Anderung der Inkompressibilitit K mit steigendem Druck
(K-p-Hypothese, Abschnitt stellt eine plausible Hypothese zur Abschétzung von nichthydrostatischen
Storungen in den tiefen Regionen der Erde dar. Die Hypothese ist aber aufgrund der Druckverhéltnisse im
oberen Mantel nicht anwendbar. Abbildung[5.16]zeigt die Relation zwischen K und p fiir das Modell HA2-3320-
327-B, aus der klar erkennbar ist, daf die Anderung der Inkompressibilitéit mit dem Druck in weiten Bereichen
eine fast stetige, lineare Funktion darstellt. Dementsprechend ist auch die radialen Anderung von dK /dp
fast konstant. Sprunghafte Anderungen treten vor allem im oberen Mantel auf, da wegen des geringeren
Druckes sowohl Verdnderungen der Materialeigenschaften als auch Temperatureffekte groffen Einflul auf die
Inkompressibilitdt haben.
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Abbildung 5.16: Anderung der Inkompressibilitit K mit dem Druck p fiir das Modell HA2-3320-327-B.

Ausgehend von einem hydrostatischen Dichtemodell (n = 1) kann zusammen mit den seismischen Ge-
schwindigkeiten aus der Beziehung ((3.24))

dK _ | 1d®

dp " gdr
die Anderung der Inkompressibilitit mit dem Druck berechnet werden. Da die Anderung der Schwere eine
glatte und stetige Funktion des Radius ist, wird sofort ersichtlich, daf die Struktur von dK/dp unmittelbar
vom Gradienten der seismischen Geschwindigkeiten und damit von der Zuverldssigkeit dieser Informationen
abhéngt. Insbesondere im Bereich der Kern-Mantel-Grenze (Zone D”) stellt sich die Frage, ob die drastische
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Anderung des Gradienten, welche inzwischen ein Merkmal fast aller aktueller Geschwindigkeitsverteilungen
ist, iiberhaupt signifikant aus den Daten rekonstruiert werden kann (CLEARY 1974,'YOUNG und LAy 1987).
Schwierigkeiten in der Interpretation der Laufzeitkurven sowie die bewegte Topographie der Kern-Mantel-
Grenze, die ausgeprigte, ungleichméflige Abweichungen von der Kugelsymmetrie aufweist, fiihren zu grofien
Unsicherheiten bei der Bestimmung einer mittlerer globaler Geschwindigkeitsverteilung in dieser Region.

Aus Abbildung rechts wird deutlich, dafl der Wechsel des Geschwindigkeitsgradienten zu einem
sprunghaften Verlauf von dK/dp in diesem Bereich fiihrt. Sowohl oberhalb als auch unterhalb dieses Berei-
ches weist dK/dp fast gleichgroBe Werte auf. Kénnen Unsicherheiten der Geschwindigkeiten als mafigebliches
Kriterium ausgeschlossen werden, kann diese sprunghafte Anderung auf chemische Inhomogenititen bzw.
nichtadiabatische Temperaturen zuriickgefiihrt werden. Unter der Voraussetzung, dafl die Inkompressibilitét
unter den dort herrschenden Druckverhéltnissen nur noch unmafigeblich von der chemischen Zusammenset-
zung und den Temperaturverhéltnissen abhéngt, postulierte Bullen eine stetige Fortsetzung zwischen beiden
Schalengrenzen. Mit dieser Annahme kann aus (3.13)

_dK+1d(I)
n_dp g dr

der Inhomogenitatsparameter 7 ermittelt werden, s. z.B. (CLEARY 1974).
Im Rahmen der vorgestellten Parametrisierung ist es moglich, eine Stetigkeitsbedingung an den Schalen-

grenzen beruhend auf dem Ausdruck

dK 1d®
2z 4
dp " g dr (5.40)

unmittelbar in die Modellierung als Nebenbedingung

() (5.,

fiir ausgew#hlte Schaleniibergéinge k, k + 1 einzufithren. Aus den daraus resultierenden systematischen Resi-
duen
v=vr + v = (a, + b, ) + dv, (5.42)

die nidherungsweise in einen linearen Hauptanteil vy, = a, + b, r und den verbleibenden Rest Jv zerlegt
werden konnen, ist es moglich, auf die Anderung An zu schlieBen, die notwendig ist, um die Systematik in der
Residuen zu beseitigen. Kann dv im Rahmen der Genauigkeit vernachléssigt werden, gilt fiir die systematisch
verfilschten Beobachtungen

=+ g,

und damit auch J J J
5@:%@—1—%1@:—@—1—@,

Unter Verwendung der Beziehung (3.13)) folgt daraus

bzw.
An=n—ﬁ:—§bv. (5.43)

Da die Schwerkraft in diesem Bereich eine fast konstante Funktion des Radius ist, ergibt sich ein nahezu
linearer Verlauf fiir An, so daf§ auch 7 als lineare Funktion des Radius dargestellt werden kann.

Da die Schwerkraft g an den Schalengrenzen immer stetig sein mufl und somit g = gx+1 gilt, bedeutet die
Einfithrung des Kriteriums fiir ein hydrostatisches Modell (n = 1) implizit die Stetigkeit der Gradienten

von ¢
a@) _(do
dr k_ dr k1

an diesen Ubergéingen. Das hat unmittelbar EinfluB auf die Funktion, mit der die seismischen Daten dargestellt
werden. So hat sich gezeigt, dafl die Dichtefunktion mit geraden Potenzen des Radius nicht die notwendige
Flexibilitéit aufweist, um eine Anpassung an ® unter Beriicksichtigung einer derartigen Zwangsbedingung zu
ermdglichen. Jedoch erweist sich die Einfithrung der Dichtefunktion entsprechend , (siehe auch Tabel-
le

p:d0+d2T2+6T7)\
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mit einem Term mit variablem Exponenten (Darwin-Term) als eine zu diesem Zwecke geeignete Darstellung
innerhalb der Schale D”. Die Bestimmung des Exponenten A stellt ein hochgradig nichtlineares Problem dar
und kann nicht unter Verwendung einer Linearisierung durchgefiihrt werden. Deshalb wurde nach eingehenden
Untersuchungen die Festlegung A = 1 getroffen.

Weiterhin ist bereits aus dem Verlauf von dK/dp in Abbildung erkennbar, dafl im unteren Bereich
des duBeren Kerns eine steile Anderung auftritt, die offenbar im Zusammenhang mit der gewihlten Parame-
trisierung steht, da an gleicher Stelle etwas auffilligere Residuen (Abbildung bereits festgestellt wurden.
Damit wird deutlich, wie gro3 die Wechselbeziehung zwischen der Forderung aus der K-p-Hypothese und
der Parametrisierung ist. Durch Residuen, die kaum die Zuverléssigkeit der Daten iibersteigen, konnen -
bedingt durch die starken Auswirkungen auf den Gradienten - Widerspriiche gegeniiber einem plausiblen
Verlauf von dK/dp verursacht werden. Im Hinblick auf die K-p-Hypothese sollte also eine geringfiigige Mo-
difikation der Parametrisierung vorgenommen werden. Auch in diesem Falle hat sich die Hinzunahme eines
kleinen Korrekturtermes e r~* als giinstig erwiesen, woraus die Modelle HA2-3320-327-C bzw. HA2-3320-337-
C (Anhang / hervorgegangen sind. Das Ergebnis der Bestimmung von n mit dieser Parametrisierung
zeigt Abbildung[5.17] Bedingt durch den groSen Wert fiir 7 ist vor allem die deutlich stérkere Dichtezunahme
oberhalb der Kern-Mantel-Grenze gegeniiber der Dichteverteilung aus PREM auffillig.
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Abbildung 5.17: Dichte im Vergleich zu PREM sowie dK /dp fiir das Modell HA2-3320-327-C unter Beriicksichtigung
von 7 aus der K-p-Hypothese.

Die Anwendung der K-p-Hypothese 143t also grundsétzlich die Bestimmung von 7 in den tiefen Regionen
der Erde zu. Allerdings muf} vorausgesetzt werden kénnen, dafl einerseits die seismischen Geschwindigkeiten
eine ausreichende Zuverlissigkeit aufweisen, andererseits der Einflu der Parametrisierung die Berechnung
von dK/dp nicht dominiert.

5.4.2 Beriicksichtigung nichthydrostatischer Stérungen im oberen Mantel

In Abschnitt konnte gezeigt werden, dafl die Modellierung des oberen Mantels in PREM in weitgehender
Ubereinstimmung mit der seismischen Zustandsgleichung von Anderson steht.
Aus dem Zusammenhang (|4.30)

g
b= 1-96
Urpyre p(1—9)
konnen unter Vernachléssigung einer Unterscheidung zwischen dem Einflufl von chemischen Inhomogenitéten 7
und nichtadiabatischen Temperaturen ¢ die Abweichungen von einer hydrostatischen Modellierung insgesamt

mit der Beziehung
n= @ dp (5.44)
gp dr
allein durch den Parameter 1 beschrieben werden. Aus den seismischen Geschwindigkeiten und der Dichte
kann auf diese Weise der Inhomogenititsparameter bestimmt werden; dK/dp ergibt sich dann aus .
Hinsichtlich PREM wird damit zum einen deutlich, daf die K-p-Hypothese von Bullen unberiicksichtigt
geblieben ist (Abbildung. Zum anderen gibt es grofle Schwankungen fiir 7 im oberen Mantel, die aus den
Eigenschaften der Dichteverteilung resultieren. Insbesondere werden die negativen Werte bis zu einer Tiefe
von 220 km durch den positiven Gradienten der Dichte in diesem Bereich verursacht. Nach den Kriterien aus
Tabelle [3.1] (Abschnitt wiirde dies mechanische Instabilititen vor allem in diesem Bereich bedeuten.
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Abbildung 5.18: Bullen-Parameter 1 und dK/dp fiir PREM.

Inwiefern die Werte fiir 5 iiberhaupt physikalisch plausibel begriindet werden kénnen, bleibt an dieser Stelle
offen.

Exemplarisch kann jedoch gezeigt werden, dal im Rahmen der vorgeschlagenen Parametrisierung durchaus
auch solche Storungen beriicksichtigt werden kénnen. Im Unterschied zu den empirischen Relationen miissen
diese jedoch klar definiert werden, wie das z.B. durch die Einfithrung des Bullen-Parameters im Zusammenspiel
mit zusétzlichen Informationen moglich ist.

Auf diese Weise wurden in Erweiterung der Festlegung von 1 aus Abschnitt die Werte aus PREM
im oberen Mantel nach einer Anpassung an eine lineare Funktion zur Modellierung der Dichte verwendet.
Das Ergebnis der Anpassung an den seismischen Parameter und die Frequenzen der Eigenschwingungen sind
die Modelle NHA2-3320-327 bzw. NHA2-3320-337 (Abbildung und Anhang [A5|fA.9). Beide Modelle
unterscheiden sich gegeniiber PREM im wesentlichen nur in der Anfangsdichte unterhalb der Kruste und dem
sich daraus ergebenden Niveau im Bereich bis 400 km Tiefe sowie in dem stdrkeren Dichtegradienten in der
Region D”.
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Abbildung 5.19: Dichte fiir Modelle NHA2-327 und NHA2-337 unter Beriicksichtigung nichthydrostatischer Stérungen.

Die Residuen weisen nur minimale Betréige auf (Abbildung 7 und sowohl im unteren Mantel als auch
im duBeren Kern zeigt dK/dp einen durchgingig fast konstanten Verlauf. Die geringfiigigen systematischen
Abweichungen konnen auch hier wieder als Einflufl der gewihlten Funktion auf die Berechnung von dK/dp
verstanden werden, wie durch einen Vergleich mit dem Residuenbild erkennbar wird. Es zeigt sich also, dafl
die Bestimmung von dK/dp sehr stark von der radialen Ableitung des seismischen Parameters gepriagt und
demzufolge auch von kleinen, systematischen Resteffekten aus der Parametrisierung beeinflufit wird.

Eine Gegeniiberstellung von hydrostatischer und nichthydrostatischer Modellierung im oberen Mantel
kann vorgenommen werden, wenn basierend auf der seismischen Zustandsgleichung von Anderson
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Abbildung 5.20: Residuen in ® und dK/dp fiir das Modell NHA2-3320-327 unter Beriicksichtigung von 1 aus PREM
und der K-p-Hypothese.

ein Vergleich der mittleren Atommasse

v
M = 4
—on (5.45)

zwischen beiden Varianten durchgefiihrt wird. Der Koeffizient ¢ wurde in verschiedenen Laboruntersuchun-
gen bestimmt (siehe Tabelle [3.3) und der Exponent n wurde von Anderson fiir den Mantel mit n = 1/3
angegeben (siehe Abschnitt . Damit ist es moglich, die mittlere Atommasse fiir die unterschiedlichen
Dichteverteilungen zu berechnen (Abbildung .
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Abbildung 5.21: Mittlere Atommasse im oberen Mantel aus der Zustandsgleichung von Anderson fiir das hydrostatische
Modell HA2-3320-327-B und das nichthydrostatische Modell NHA2-3320-327.

Wiihrend fiir das nichthydrostatische Modell in den jeweiligen Schalen die mittlere Atommasse nahezu
konstant bleibt, ist fiir den Fall einer hydrostatischen Berechnung (Modell HA2-3320-327-B) im Bereich bis
zu einer Tiefe von 220 km ein starkes Ansteigen festzustellen, wihrend sich zwischen 400 und 600 km Tiefe die
Atommasse wieder verringert. Im Hinblick auf die zu vermutenden Anderungen von Material und Phasenzu-
stand erscheint jedoch eine konstante Atommasse in den einzelnen Schalen ebenso unwahrscheinlich zu sein.
Andererseits sind gerade in den oberen Schichten nichtadiabatische Temperaturinderungen zu erwarten, die
auch in der Relation von Anderson unberiicksichtigt bleiben. Eine abschlieBende Beurteilung mufl an dieser
Stelle offen bleiben, aber es kann festgestellt werden, dafl im Falle fehlender oder nur unsicherer Informatio-
nen iiber Dichtestérungen die Annahme hydrostatischen Gleichgewichtes eine zwar vereinfachte, dafiir aber
plausible Moglichkeit einer stabilen Bestimmung der Dichte aus seismischen Daten darstellt.
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5.5 Ein generelles Konzept

Die derzeitigen Referenzmodelle basieren auf der Bestimmung von drei unabhéngigen Funktionen fiir die seis-
mischen Geschwindigkeiten und die Dichte, fiir die in der Regel ein empirischer Polynomansatz eingefiihrt
werden. Eine eindeutige Festlegung der Koeffizienten dieser Polynome kann nicht vorgenommen werden, ohne
daf zusétzliche Kriterien eingefithrt werden. In PEM (DzIEWONSKI et al. 1975) sind das Kriimmungsbedin-
gungen beziiglich der seismischen Geschwindigkeiten; so wird ein glattes, monotones Fallen der Absolutbetrige
der ersten Ableitungen mit zunehmender Tiefe als ein allgemeines Kriterium angegeben. Hinsichtlich der Aus-
wahl der Bedingungen schreiben (DZIEWONSKI et al. 1975): , wir nehmen eine gewisse Hypothese in Bezug
auf die Glattheit der Verteilung der seismischen Parameter an; die beobachteten Daten werden mit allen
Freiheitsgraden invertiert, die diese Hypothese erlaubt; nach der Inversion werden die Residuen untersucht -
wenn diese akzeptabel sind, wird die Hypothese als plausibel betrachtet - wenn diese die erlaubte Grenze {iber-
schreitet, muf3 die Hypothese verworfen werden.*. Hinsichtlich der Bestimmung der Dichte wird die optionale
Einfithrung der Williamson-Adams-Gleichung als ,,zusétzliche Moglichkeit® mit der Begriindung genannt, dafl
die meisten Modelle nur eine geringe Abweichung davon erkennen lassen.

Eine andere Moglichkeit, die Lésung zu stabilisieren, besteht in der Forderung nach einer minimalen Ande-
rung der Ausgangsniherungen. Betrachtet man die Gegeniiberstellung fiir PREM (DZIEWONSKI und ANDER-
SON 1981)) zwischen den a priori angenommenen Werten fiir die Dichte und den Resultaten der Inversion in
Tabelle wird sofort erkennbar, dafl die eingefiihrten Ausgangsniherungen im Zuge der Ausgleichung nur
minimal gedndert wurden.

Tabelle 5.7: Festlegungen fiir das Startmodell von PREM und zugehorige Werte nach der Inversion.

a priori  a posteriori | Differenz

lg/em?]  [g/em®] | [g/em?]
Dichtesprung am inneren Kern  Aprop -0.50 -0.60 -0.10
Dichte an Kern-Mantel-Grenze pcyp 5.95 5.57 0.02
Dichte unterhalb der Kruste oM 3.32 3.38 0.06
Dichte im Ursprung 00 12.97 13.09 0.12
Dichtesprung in 670km Tiefe Apero -0.35 -0.39 0.04

In Abschnitt siehe auch Abbildung wurde ebenfalls festgestellt, dal die Anderungen sowohl
der Dichte als auch des seismischen Parameters in CORE11 gegeniiber dem Ausgangsmodell PREM minimal
und systematisch sind, weshalb auch hier keinesfalls von einer unabhéngigen Bestimmung der Dichte im
Rahmen der Modellierung gesprochen werden kann. Zieht man in Betracht, daf§ fiir die Konstruktion der
Startmodelle oftmals fragwiirdige Annahmen getroffen werden, mit denen mitunter kaum die Bedingungen
fiir Gesamtmasse und Tragheitsmoment zu erfiillen sind (MONTAGNER und ANDERSON 1989al), erscheint die
Vorgabe einer minimalen Anderung gegeniiber den Ausgangsmodellen nicht haltbar.

Dariiber hinaus wurde bereits in Abschnitt auf die iiberraschend gute Ubereinstimmung der Dich-
teverteilung aus PREM mit den Gesetzen von Birch und Anderson im oberen Mantel hingewiesen, woraus
geschlossen werden kann, dafl in diesem Bereich eine unabhéngige Bestimmung der Dichte nur unter Beriick-
sichtigung einer direkten Beziehung zu den seismischen Geschwindigkeiten moglich war.

Weitere Fragen ergeben sich beziiglich der Parametrisierung dieser Modelle. Abgesehen von der Uberpara-
metrisierung durch die Einfithrung von drei unabhéngigen Funktionen entbehrt der empirische Polynomansatz
jeglicher physikalischer Begriindung. Auch die Entscheidung iiber den Grad der Polynome wird offenbar we-
sentlich von Stabilitdt der Losung abhéngig gemachiﬂ

Da aus diesen Griinden die existierenden Modellierungen fiir die Festlegung eines Normal-Dichtemodells fiir
ungeeignet gehalten werden, soll abschliefend eine Moglichkeiten skizziert werden, wie sich die hier vorgestellte
Modellierung in ein Gesamtkonzept eingliedern l&8t.

Der Modellierung liegt grundsétzlich der Zusammenhang zwischen dem seismischen Parameter und der
Dichte auf der Basis der Williamson-Adams-Gleichung zugrunde. Durch die Wahl einer geeigneten Dichte-
funktion kénnen so Dichte und seismischer Parameter addquat und eindeutig beschrieben werden. Damit
bilden die Gréflen ® und p den Kern der Modellierung. Um auch die Laufzeiten seismischer Wellen darstellen

9Dziewonski und Anderson schreiben dazu: ,,Der Grad der Polynome, der benétigt wird, um die Daten zu erfiillen, wurde durch
ausprobieren festgelegt® (DZIEWONSKI und ANDERSON 1981)); Montagner und Anderson geben an, dafl ggf. ,,der Parameter-Raum
ein wenig vergréflert werden muf3“, um den Beobachtungen gerecht zu werden (MONTAGNER und ANDERSON 1989al).
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zu koénnen, wurde in Kapitel mit den Gleichungen (4.58))

1—0o

Vp = 30

P 1+o
3.1—20
- P

Vs 2 1+o

ein Zusammenhang zu den seismischen Geschwindigkeiten Vp und Vg aufgezeigt. Auf der Grundlage die-
ses Zusammenhanges kénnen allein durch Einfiihrung einer zweiten Funktion, der radialen Anderung der
Poisson-Zahl o, beide Geschwindigkeiten beschrieben werden. Da die Poisson-Zahl eine nahezu konstante
Grofle innerhalb der einzelnen Schalen ist, reicht ein simpler empirischer Ansatz auf der Grundlage einer
linearen oder quadratischen Funktion fiir eine addquate Darstellung vollkommen aus. Ein Zusammenhang zu
den Laufzeiten seismischer Raumwellen kann damit unter Verwendung der bekannten Beziehungen zwischen
Geschwindigkeiten und Laufzeiten hergestellt werden, womit eine Bestimmung der Parameter fiir die Dichte-
funktion (resp. der Funktion des seismische Parameters) und der Poisson-Zahl direkt anhand der Laufzeiten
seismischer Wellen moglich sein sollte.

Da in neueren Veroffentlichungen, z.B. (MONTAGNER und KENNETT 1996)), die Ansicht vertreten wird, dafl
aus den Frequenzen der Eigenschwingungen nicht auf die seismischen Geschwindigkeiten geschlossen werden
sollte, um Inkompatibilititen mit den Laufzeiten seismischer Raumwellen zu vermeiden, und aus anderen
Arbeiten entnommen werden kann, dafl die Bestimmung von Dampfungswerten und Anisotropie aus diesen
Daten im Vordergrund steht (WIDMER et al. 1991,[WIDMER 1991)), erscheint es sinnvoll, eine Trennung der
Beitrige von seismischen Geschwindigkeiten und Eigenfrequenzen auch hinsichtlich der Dichte einzufiihren.
Mit dem seismischen Parameter kann die Form der Dichtefunktion innerhalb einzelner Schalen unter plausiblen
physikalischen Annahmen beschrieben werden, wihrend die Absolutbetrige aus den Eigenschwingungsdaten
rekonstruierbar sind.

Das Konzept besteht dann darin, die Parameter der Dichtefunktion sowie der Funktion fiir die Poisson-Zahl
in einem ersten Schritt direkt aufgrund der seismischen Laufzeiten zu ermitteln. In einem zweiten Schritt kann
dann eine verbesserte Anpassung an die Eigenschwingungsdaten durch die Bestimmung von Dichtespriingen
an den Schalengrenzen sowie der Démpfungswerte erfolgerﬂ Wie sich in Abschnitt gezeigt, fithrt die
Einfiihrung einer konstanten Anderung der Dichte auf ein stabiles Ausgleichungsproblem, dessen Losung zu
einer signifikanten Reduzierung der Residuen fiir die Eigenfrequenzen fithrt. Moglicherweise erlaubt diese
Vorgehensweise auch die gleichzeitige Bestimmung einer einfachen (konstanten) Funktion fiir die Q)-Werte.

Ein neuer Aspekt hinsichtlich der Dichtebestimmung aus Eigenschwingungsdaten kann in dem Nachweis
der Aufspaltung niederfrequenter Moden aufgrund der Erdrotation aus den MeBdaten hochempfindlicher
supraleitender Gravimeter gesehen werden (ZURN et al. 2000). Aus dem daraus bestimmbaren Zeeman-
Parameter ergibt sich ein unmittelbarer Zusammenhang zur Dichte, der im Rahmen weiterfithrender Be-
trachtungen beriicksichtigt werden sollte (WIDMER-SCHNIDRIG 2002)).

Die so gewonnenen Angaben zum absoluten Verhalten der Dichte an den Schalengrenzen kann nun als Ne-
benbedingung in die abschlieBende Neuberechnung des seismischen Parameters ® (sowie der Poisson-Zahl o)
aus den Laufzeiten eingefiihrt werden. Wie sich gezeigt hat, &ndert sich dadurch die Anpassung an die Eigen-
frequenzen nur noch unwesentlich, weshalb eine weitere iterative Fortfithrung nicht notwendig sein wird.

Der Vorteil einer solchen Vorgehensweise liegt auf der Hand: Durch die Einfiihrung einer gemeinsamen
Darstellung von Dichte und seismischem Parameter durch eine Funktion ist nur noch eine zweite Grofle
(Poisson-Zahl) zur Trennung der beiden Geschwindigkeiten zu beriicksichtigen. Damit sind im Gegensatz zu
derzeitigen Modellen lediglich zwei Funktionen zur Darstellung aller drei GréBen (p, ®,0) bzw. (p, Ve, Vs)
notwendig, wodurch eine Uberparametrisierung ausgeschlossen und die Losung eindeutig ist. Wird weiterhin
auf die strenge Unterscheidung des Beitrages der einzelnen Beobachtungen geachtet, ist zu erwarten, daf3 sich
eine stabile Losung aus den vorhandenen Daten ergibt.

10in der Annahme, daB auf die Einfiihrung von Anisotropie im Rahmen eines globalen Referenzmodells verzichtet werden kann



Schluf3folgerungen und Ausblick

Aus globaler Sicht betrachtet kann kaum erwartet werden, dafl im Inneren der Erde gréflere Abweichungen von
einem hydrostatischen Gleichgewichtszustand auftreten. Auch existieren nur wenige gesicherte Informationen
zur quantitativen Beschreibung derartiger Abweichungen. Zu diesen gehoren einerseits laterale Anomalien, die
durch das Storpotential des dufleren Erdschwerefeldes sowie durch isostatische Effekte nachgewiesen werden
konnen. Andererseits zéihlen dazu radiale Abweichungen, die aufgrund des Unterschiedes zwischen dem aus der
Prézessionskonstanten und dem aus der hydrostatischen Theorie abgeleiteten Tragheitsmoment nachweisbar
sind und insbesondere im oberen Mantel vermutet werden. Dariiber hinaus zeigen sich fiir die bestehenden
Geschwindigkeitsverteilungen Widerspriiche zwischen empirischen Relationen zur Dichte (Gesetz von Birch,
Zustandsgleichung von Anderson) und einer hydrostatischen Modellierung. Diese sind aber unmittelbar von
der Zuverléssigkeit der empirischen Relationen abhéngig, die sich vielfach auf Meflergebnisse unter Laborbe-
dingungen griinden.

Die Modellierung einer Normal-Dichteverteilung unter der Annahme hydrostatischen Gleichgewichtes er-
scheint gerechtfertigt, solange keine mafigeblichen Abweichungen a priori vorgegeben werden koénnen. Nach-
weisbare Abweichungen konnen als Storungen betrachtet werden und sollten erst dann in die Modellierung
einfliefen, wenn unabhéngige, gesicherte Informationen dies tatséchlich erforderlich machen.

Mit der Einfiihrung der Williamson-Adams-Gleichung (Abschnitt als Grundlage einer hydrostati-
schen Modellierung besteht ein unmittelbarer Bezug zwischen dem seismischen Parameter ® und der Dichte p.
Unter Verwendung dieser Beziehung ist die vollstéindige Beschreibung der elastischen Eigenschaften eines iso-
tropen Mediums allein durch die Hinzunahme einer weiteren Funktion moglich. Wird fiir die zweite Funktion
die Poisson-Zahl o eingefiihrt, ergeben sich die Geschwindigkeiten von Scher- und Kompressionswellen damit
unmittelbar aus dem seismischen Parameter. Da die Poisson-Zahl innerhalb der einzelnen Schalen nahezu
konstant ist, reicht eine Darstellung durch eine lineare oder quadratische Funktion des Radius aus (Ab-
schnitt . Somit kann ein isotropes Medium durch die drei GroBen @, o und p und nur zwei voneinander
unabhéngige Funktionen eindeutig beschrieben werden.

Eine adidquate Darstellung des seismischen Parameters durch die Dichte setzt jedoch voraus, dafl eine
geeignete Parametrisierung fiir die Funktion der Dichte verwendet wird. Allein aus einer Beziechung zwischen
Dichte und seismischen Geschwindigkeiten ist die Ableitung einer solchen Parametrisierung nicht mdoglich,
solange eine Funktion fiir die Anderung der seismischen Geschwindigkeiten mit dem Radius bzw. eine Druck-
Dichte-Relation nicht vorliegt. Ausgehend von einer allgemeinen Hypothese fiir eine Druck-Dichte-Relation
hat sich gezeigt, dafl es unter Beriicksichtigung der Poisson-Gleichung moglich ist, eine Differentialgleichung
fir die Dichte als Funktion des Radius fiir den Fall hydrostatischen Gleichgewichtes zu formulieren. Fiir
einige historische Dichtegesetze existieren Losungen dieser Differentialgleichung (Abschnitt , die dann
als Grundlage einer Parametrisierung betrachtet werden kénnen (Abschnitt . Durch die Erweiterung
bzw. Verallgemeinerung dieser Funktionen wurde die direkte Beschreibung des seismischen Parameters &
durch die Funktion der Dichte auf der Basis der Williamson-Adams-Gleichung (Abschnitt moglich. Die
dafiir geeigneten Parametrisierungen unterscheiden sich von allgemeinen Polynomen hauptséchlich dadurch,
dafl nur Terme in geraden Potenzen des Radius auftreten (Abschnitt . Allgemeine Polynome, wie sie
derzeit zur Parametrisierung von Referenzmodellen verwendet werden, sind fiir die Darstellung weniger gut
geeignet (Abschnitt .

Eine getrennte Modellierung der beiden Geschwindigkeiten und der Dichte durch drei unabhéngige Funk-
tionen, wie in heute gebriuchlichen Modellen, z.B. in PREM, stellt generell eine Uberparametrisierung dar,
wodurch unweigerlich mehr Unbekannte als erforderlich eingefiihrt werden. Dementsprechend unsicher ist
auch die Bestimmung der Dichte in solchen Modellen, die in hohem Mafle von den zusétzlichen Bedingungen
zur Stabilisierung gepriigt sind. Wird anstelle dessen eine hydrostatische Modellierung eingefiihrt, fiir die die
einfachen und plausiblen Annahmen von chemischer Homogenitit und konstantem Phasenzustand innerhalb
der einzelnen Schalen sowie adiabatischen Temperaturdnderungen zugrundegelegt werden miissen, ergibt sich
die Moglichkeit einer stabilen Bestimmung der Dichte aufgrund seismischer Daten. Abweichungen von den
genannten Voraussetzungen, fiir die es nur in gewissen Regionen (oberer Mantel, Zone D”) Anzeichen gibt,
konnen durch eine Storgrofie modelliert werden. Eine Moglichkeit dafiir bietet die Einfithrung des von Bullen
definierten Inhomogenitétsparameters 1 (Abschnitt und die Modellierung der Abweichungen An =1—n
aufgrund unabhéngiger Informationen oder Hypothesen (Abschnitt Alternativ dazu - vorausgesetzt, dafl
ausreichend gesicherte Anhaltspunkte existieren - ist in gewissen Regionen eine grundsétzlich nichthydrosta-
tische Modellierung vorstellbar, wie z.B. durch eine direkte Geschwindigkeits-Dichte-Relation. Die auf diese
Weise implizit eingefithrten Abweichungen vom hydrostatischen Gleichgewicht kénnen jedoch prinzipiell auch
durch den Inhomogenitéitsparameter 7 dargestellt werden, mit dem Vorteil, dafl die Grofle der Storungen,
nicht zuletzt auch im Hinblick auf die mechanische Stabilitdt der Schichtung, besser beurteilt werden kann.

Unabhéngig von der Modellierung mufl die Bestimmung der Dichte unter Verwendung seismischer Ge-
schwindigkeiten immer in zwei voneinander unabhéngige Problemstellungen zerlegt werden. Diese sind zum
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einen die Modellierung der Anderung der Dichte innerhalb der einzelnen Schalen und zum anderen die Fest-
legung des Verhaltens an den Schalengrenzen. Zu Letzterem kann eine Aussage aus den seismischen Ge-
schwindigkeiten allein nicht abgeleitet werden. Aus diesem Grunde sind zur Festlegung der Betrige unstetiger
Dichtednderungen an den Diskontinuitéiten Zusatzinformationen erforderlich. Im wesentlichen sind das die An-
gaben zur Gesamtmasse und zu einem (hydrostatischen) Triigheitsmoment, die Annahme der Dichte unterhalb
der Kruste sowie die Frequenzen der Eigenschwingungen; aber auch Ergebnisse petrologischer Betrachtungen
konnten zu diesem Zwecke einbezogen werden.

Die vorgestellte Parametrisierung ermoglicht somit auf der Basis der plausiblen Annahme von hydro-
statischem Gleichgewicht eine stabile Beschreibung einer Normal-Dichteverteilung in Ubereinstimmung mit
den Geschwindigkeiten seismischer Wellen sowie notwendigen Zusatzinformationen. Mit der Einfiihrung des
Inhomogenitétsparameters bietet diese Modellierung auch die notwendige Flexibilitat zur Beriicksichtigung
maflgeblicher Abweichungen von den zugrundeliegenden Annahmen. Damit ist eine Beschreibung der Dich-
teverteilung im Erdinneren durch eine Differenzierung zwischen Normal- und Storanteilen méglich, wobei
die Festlegung des Normalanteils aufgrund der vorliegenden Daten eindeutig gewéhrleistet ist. Abweichungen
davon, in lateraler wie auch in radialer Richtung, konnen nun durch die Modellierung von Dichtestérungen
vorgenommen werden.

Sowohl in dieser Hinsicht als auch im Hinblick auf die Interpretation der Anomalien des dufleren Erd-
schwerefeldes stellt der Ubergang vom radialsymmetrischen auf ein rotationssymmetrisches, ellipsoidisches
Normal-Dichtemodell eine wichtige Modellerweiterung dar, die Aufgabe weiterfithrender Untersuchungen sein
sollte.
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Anhang A. Koeffizientensitze

A.1 Modelle nach Roche und Lipschitz

Modelle fiir den seismischen Parameter aus PREM nach Roche und Lipschitz.

Radius Roche Lipschitz
do da do da A
1221.5 | 12.515 -8.148 | 12.539 -8.178 2.0
+ 0.002  0.010 0.009  0.012 0.0
3480.0 | 12.527 -8.470 | 12.507 -9.262 2.144
+ 0.002  0.010 0.009  0.007 0.001
3630.0 6.399 -2.848 6.390 -2.848 2.0
+ 0.003  0.009 0.002  0.004 0.0
5600.0 6.257 -2.411 6.631 -2.680 1.481
+ 0.002  0.003 0.004  0.004 0.003
5701.0 6.095 -2.201 6.123  -2.209 2.0
+ 0.011  0.013 0.004  0.005 0.0
5771.0 5.843 -2.249 5.860 -2.253 2.0
+ 0.015  0.019 0.005  0.006 0.0
5971.0 5.960 -2.391 5.980 -2.399 2.0
+ 0.011  0.013 0.004  0.005 0.0
6151.0 5.753 -2.486 5.769 -2.499 2.0
+ 0.017  0.018 0.006  0.006 0.0
6291.0 6.056 -2.810 6.099 -2.854 2.0
+ 0.027  0.027 0.009  0.010 0.0
6346.6 5.892 -2.642 5.940 -2.690 2.0
+ 0.039  0.039 0.014 0.014 0.0
A.2 DModell HA2-327-A
Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,
mit Dichte unterhalb der Moho py = 3.27 g/cm3 ,
und 7 = 1 vor der Anpassung an die Eigenschwingungen.
Radius do da dy ds ds
1221.5 | 12.334 -7.914 — — —
+ 0.000  0.000 — — —
3480.0 | 12.327 -7.668 -1.392 -2.912 —
+ 0.000  0.001 0.008 0.018 —
3630.0 6.761 -5.000  3.486 — —
+ 0.002 0.010 0.017 — —
5600.0 6.681 -4.869 5.070 -4.171 1.209
+ 0.001  0.006 0.019 0.024 0.011
5701.0 6.176 -2.237  0.008 — —
+ 0.015  0.039  0.025 — —
5771.0 5.943 -2.405 0.088 — —
+ 0.031  0.077  0.048 — —
5971.0 3.999 2.328 -2.793 — —
+ 0.008 0.020 0.012 — —
6151.0 5.362 -1.598 -0.498 — —
+ 0.014  0.030  0.017 — —
6291.0 8.636 -8.178  2.792 — —
+ 0.030  0.063  0.033 — —
6346.6 8.421 -7.736  2.564 — —
+ 0.113  0.231  0.117 — —
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A.3 Modell HA2-327-B

Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,
mit Dichte unterhalb der Moho pyr = 3.27 g/cm®
und 7 = 1 nach der Anpassung an die Eigenschwingungen aus PREM.

Radius do dg d4 d6 ds
1221.5 | 12.965 -8.739 — — —
+ 0.000  0.000 — — —

3480.0 | 12.281 -8.062  0.942 -6.656 —
+ 0.000 0.001  0.010 0.023 —
3630.0 6.779 -4.988  3.464 — —
+ 0.002 0.013  0.021 — —
5600.0 6.698 -4.849  5.015 -4.120 1.189
+ 0.001  0.008 0.024 0.031 0.014
5701.0 6.198 -2.242  0.004 — —
+ 0.020  0.050  0.032 — —
5771.0 5.891 -2.408 0.104 — —
+ 0.040  0.098  0.060 — —
5971.0 3.967 2277 -2.748 — —
+ 0.011  0.025 0.015 — —
6151.0 5.362 -1.598 -0.498 — —
+ 0.017  0.038  0.021 — —
6291.0 8.636 -8.178  2.792 — —
+ 0.038  0.080  0.042 — —
6346.6 8.422 -7.738  2.565 — —
+ 0.149  0.302 0.154 — —

A.4 Modell HA2-327-C

Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,

mit Dichte unterhalb der Moho py = 3.27 g/cm3,

1 unter Beriicksichtigung der K-p-Hypothese als lineare Funktion n = A, + Byz,
sowie Anpassung an die Eigenschwingungen aus PREM.

Radius do d2 d4 d6 ds e A A’? BU
1221.5 | 12,959 -8.731 — — — — — | 1.000  0.000
+ 0.000  0.001 — — — — — — —
3480.0 | 12.245 -7.740 -0.673 -3.713 — | 0.00395 1.000 | 1.000 0.000
+ 0.001  0.006 0.030 0.052 — | 0.00008  0.000 — —
3630.0 3.424 -3.203 — — — | 1.78655 1.000 | 2.158 1.470
+ 0.004  0.003 — — — | 0.00157  0.000 — —
5600.0 6.679 -4.733  4.679 -3.692 0.994 — — | 1.000 0.000
+ 0.001 0.007  0.021 0.028 0.014 — — — —
5701.0 6.185 -2.221 -0.005 — — — — | 1.000  0.000
+ 0.029  0.074  0.047 — — — — — —
5771.0 5.880 -2.375  0.086 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.089  0.146  0.090 — — — — — —
5971.0 3.961  2.297 -2.758 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.016  0.037  0.022 — — — — — —
6151.0 5.298 -1.456 -0.577 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.026  0.057  0.032 — — — — — —
6291.0 8.508 -7.893  2.635 — — — — | 1.000  0.000
+ 0.058  0.121  0.063 — — — — — —
6346.6 8.352 -7.571  2.468 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.220 0.448  0.228 — — — — — —
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A.5 Modell NHA2-327

Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,
mit Dichte unterhalb der Moho py = 3.27 g/cm?,

n aus PREM und unter Beriicksichtigung der K-p-Hypothese als lineare Funktion n = A, + By,
sowie Anpassung an die Eigenschwingungen aus PREM.

Radius do d2 d4 dﬁ ds e A AW BW
1221.5 | 12.889 -8.637 — — — — — | 1.000  0.000
+ 0.000  0.000 — — — — — — —
3480.0 | 12.194 -7.680 -0.617 -4.053 — | 0.00375 1.000 | 1.000  0.000
+ 0.000 0.003 0.014 0.024 — | 0.00004 0.000 — —
3630.0 3.742  -3.316 — — — | 1.64239 1.000 | 2.135  1.202
+ 0.002  0.002 — — — | 0.00074 0.000 — —
5600.0 6.700 -4.669  4.493 -3.493 0.911 — — | 1.000  0.000
+ 0.000 0.003 0.010 0.013 0.006 — — — —
5701.0 6.224 -2.248  0.001 — — — — | 1.000  0.000
+ 0.014 0.034 0.022 — — — — — —
5771.0 4.890 -1.243  0.250 — — — — | 0.890 -0.578
+ 0.004 0.009 0.006 — — — — — —
5971.0 8.593 -6.597  1.276 — — — — | 9.277 -8.053
+ 0.025  0.060  0.035 — — — — — —
6151.0 5.816 -3.024  0.551 — — — — | 2.385 -1.662
+ 0.008 0.017  0.010 — — — — — —
6291.0 2.843  0.525 -0.095 — — — — | -0.009 -0.119
+ 0.000  0.001  0.000 — — — — — —
6346.6 2.847  0.517 -0.091 — — — — | -0.013 -0.114
+ 0.002  0.003  0.002 — — — — — —
A.6 Modell HA2-337-A
Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,
mit Dichte unterhalb der Moho par = 3.37 g/cm?®
und 7 = 1 vor der Anpassung an die Eigenschwingungen.
Radius do da dy ds ds
1221.5 | 12480 -8.101 — — —
+ 0.000  0.000 — — —
3480.0 | 12.473 -7.850 -1.384 -2.938 —
+ 0.000  0.001 0.009 0.019 —
3630.0 6.688 -5.034  3.561 — —
+ 0.002 0.011  0.017 — —
5600.0 6.611 -4.934 5.264 -4.350 1.277
+ 0.001  0.007 0.019 0.025 0.011
5701.0 6.090 -2.215 0.019 — —
+ 0.015  0.039  0.025 — —
5771.0 5.959 -2.382  0.071 — —
+ 0.032  0.080 0.049 — —
5971.0 4.011  2.361 -2.816 — —
+ 0.009 0.020 0.012 — —
6151.0 5.484 -1.562 -0.557 — —
+ 0.014  0.032 0.018 — —
6291.0 8.853 -8.334  2.830 — —
+ 0.032  0.067  0.035 — —
6346.6 8.640 -7.894  2.603 — —
+ 0.120 0.245 0.124 — —
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A.7 Modell HA2-337-B

Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,
mit Dichte unterhalb der Moho pyr = 3.37 g/cm®
und 7 = 1 nach der Anpassung an die Eigenschwingungen aus PREM.

Radius do dg d4 d6 ds
1221.5 | 13.108 -8.931 — — —
+ 0.000  0.000 — — —

3480.0 | 12.399 -8.229  1.051 -6.842 —
+ 0.000 0.001  0.011  0.025 —
3630.0 6.722 -5.018  3.526 — —
+ 0.002  0.014  0.022 — —
5600.0 6.643 -4.904 5174 -4.267 1.245
+ 0.001  0.009 0.025 0.032 0.015
5701.0 6.130 -2.225 0.014 — —
+ 0.020  0.051  0.033 — —
5771.0 5.855 -2.387  0.103 — —
+ 0.041  0.102  0.063 — —
5971.0 3.947  2.259 -2.726 — —
+ 0.011  0.026  0.015 — —
6151.0 5.484 -1.562 -0.557 — —
+ 0.019 0.042 0.023 — —
6291.0 8.853 -8.334  2.830 — —
+ 0.041  0.087  0.045 — —
6346.6 8.641 -7.896  2.604 — —
+ 0.161  0.327  0.166 — —

A.8 Modell HA2-337-C

Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,

mit Dichte unterhalb der Moho py = 3.37 g/cm3,

1 unter Beriicksichtigung der K-p-Hypothese als lineare Funktion n = A, + Byz,
sowie Anpassung an die Eigenschwingungen aus PREM.

Radius do d2 d4 d6 ds e A A’? BU
1221.5 | 13.100 -8.921 — — — — — | 1.000  0.000
+ 0.000  0.000 — — — — — — —
3480.0 | 12.361 -7.893 -0.589 -4.109 — | 0.00416 1.000 | 1.000 0.000
+ 0.000 0.003 0.015 0.027 — | 0.00004  0.000 — —
3630.0 3.278  -3.204 — — — | 1.83764 1.000 | 2.096 1.568
+ 0.002  0.002 — — — | 0.00093 0.000 — —
5600.0 6.623 -4.753  4.735 -3.719 0.998 — — | 1.000 0.000
+ 0.000  0.003 0.010 0.014 0.007 — — — —
5701.0 6.128 -2.225  0.015 — — — — | 1.000  0.000
+ 0.014  0.036  0.023 — — — — — —
5771.0 5.859 -2.388  0.102 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.029 0.072  0.044 — — — — — —
5971.0 3.950  2.261 -2.728 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.008 0.018 0.011 — — — — — —
6151.0 5.484 -1.564 -0.555 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.013  0.029 0.016 — — — — — —
6291.0 8.854 -8.335  2.830 — — — — | 1.000  0.000
+ 0.029  0.061  0.032 — — — — — —
6346.6 8.642 -7.899  2.606 — — — — | 1.000 0.000
+ 0.113  0.230  0.117 — — — — — —
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A.9 Modell NHA2-337

Modell fiir den seismischen Parameter aus PREM,
mit Dichte unterhalb der Moho py = 3.37 g/cm37

n aus PREM und unter Beriicksichtigung der K-p-Hypothese als lineare Funktion n = A, + By«
sowie Anpassung an die Eigenschwingungen aus PREM.

Radius do d2 d4 dﬁ dg e A AW BW
1221.5 | 12.975 -8.752 — — — — — | 1.000  0.000
+ 0.000  0.000 — — — — — — —
3480.0 | 12.262 -7.769 -0.592 -4.102 — | 0.00389 1.000 | 1.000  0.000
+ 0.000 0.003 0.015 0.025 — | 0.00004 0.000 — —
3630.0 3.735 -3.314 — — — | 1.62684 1.000 | 2.064  1.309
+ 0.002  0.002 — — — | 0.00075 0.000 — —
5600.0 6.670 -4.711  4.614 -3.613 0.959 — — | 1.000  0.000
+ 0.000  0.003 0.010 0.013 0.006 — — — —
5701.0 6.186 -2.239  0.006 — — — — | 1.000  0.000
+ 0.014 0.035  0.022 — — — — — —
5771.0 4.876 -1.238  0.250 — — — — | 0.890 -0.578
+ 0.004 0.009  0.006 — — — — — —
5971.0 8.559  -6.561 1.267 — — — — | 9.277 -8.053
+ 0.026  0.060 0.036 — — — — — —
6151.0 5.820 -3.016  0.546 — — — — | 2.385 -1.662
+ 0.008 0.018  0.010 — — — — — —
6291.0 2.935 0.531 -0.093 — — — — | -0.009 -0.119
+ 0.000  0.001  0.000 — — — — — —
6346.6 2.939 0.523 -0.089 — — — — | -0.013 -0.114
+ 0.002  0.003  0.002 — — — — — —
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