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Zusammenfassung

Die Entwicklung und Anwendung von Verfahren zur Analyse raumlich-zeitlicher Prozesse stehen im Mittelpunkt dieser
Arbeit. Mit speziellen mathematischen und statistischen Methoden konnte eine bequeme und aussagekraftige Analyse von
solchem Datenmaterial ermdglicht werden. Als Beispiele werden in dieser Arbeit Fallstudien zur Gletscherkinematik im
Zusammenhang mit  geologischen, paldontologischen  Fragestellungen und auch zu so genannten
Aufmerksamkeitslandschaften, welche in der Psychologie von Bedeutung sind, prasentiert.

Die Oberflache des Gletschers wird durch eine analytische Funktion approximiert. Mit dem Vorliegen der analytischen
Beschreibung einer Struktur kénnen weitere Elemente aus dem Wertebereich dieser Struktur an beliebigen Stellen des
Definitionsbereiches geschétzt bzw. interpoliert werden. In dieser Arbeit wird nun inshesondere der Interpolation von
differential-geometrischen GroRRen in anisotropen, d.h richtungsabhéngigen, Medien nachgegangen. Solche differential-
geometrische GroRen wie z.B. Surface Dilatation, Surface Maximum Shear Strain u.a. stellen so genannte ,,GréRen 2.
Ordnung* der rdumlich-zeitlichen Struktur einer Oberflache dar, wie dies in unserem Fall durch das Vorliegen mehrerer
zeitlicher Messepochen gegeben ist.

Auch eine parametrische Darstellung der Blockgletscheroberfldche auf der Grundlage von Bezier-Splines wird vorgestelit.
Die Deformationsanalyse von Reliefoberflachen mithilfe von Bezier-Splines erfolgt aus einem alternativen und in einem
gewissen Sinn unkonventionellen Blickwinkel: Der Blockgletscher wird als komplettes Objekt aufgefasst, dessen
Veranderungen mithilfe von koordinatenfreien, im CAD-Design tblichen Kategorien wie ,,vorderes Zungenprofil*, ,linke
Kante des Gletschers®, usw. beschrieben werden kénnen.

Eine Analyse der Blockgletscheroberflache auf der Grundlage von speziell zu diesem Zweck eingeftihrten Wavelet-Splines
wird vorgestellt, wobei insbesondere anisotrope Strukturen Beriicksichtigung finden konnten. Mithilfe spezieller
Splineflachendarstellungen ist es gelungen, einen rdaumlich-zeitlichen statistischen AusreiBertest bzw. Test auf
Abnormitaten in Geodaten zu entwickeln, welcher in der vorliegenden Arbeit diskutiert wird.

Die Schwierigkeiten bei der Datenerfassung und die damit verbundene Ungenauigkeit der Messwerte legen auf geradezu
naturliche Art und Weise die Berlcksichtigung von Verfahren und Methoden der Fuzzy-Theorie nahe. Es sei daran
erinnert, dass es bei vielen geowissenschaftlichen Anwendungen nicht nur darum geht, einen Wert fir eine bestimmte
Charakteristik herleiten zu konnen, sondern auch darum, die mit diesem Wert verbundene Giite nachfolgender
Ergebnisinterpretationen quantifizieren zu kénnen. Die Fuzzy-Theorie im obigen Sinne liefert ein bequemes Instrument fur
diesen Zweck. Eine entsprechende Genauigkeitsanalyse differential-geometrischer GréRen wird in der Arbeit présentiert.

In Yuanzhong und Litao (2005) wird ein ARMA-Modell zur Beschreibung, Analyse und Vorhersage von
Dammdeformation préasentierten. In dieser Arbeit schlagen wir nun weitere, verbesserte ARMA-Modelle vor.
Beispielsweise ist es uns gelungen, die Genauigkeit der Vorhersage mithilfe dieser Modelle um anndhernd 50% zu
verbessern.

Bei dem vorgestellten Forschungsgebiet ist grundsatzlich eine interdisziplindre Zusammenarbeit erforderlich. In dieser
Arbeit diskutierte Verfahren werden oftmals im Zusammenhang mit Fragestellungen aus der Blockgletscherforschung
angewendet. Umfangreiches Datenmaterial konnte hierbei im Rahmen einer Forschungskooperation mit dem Institut fiir
Geologie und Pal&ontologie der Universitét Innshbruck zur Verfligung gestellt und analysiert werden.
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Symbolverzeichnis

E? dreidimensionaler Euklidischer Raum

XY,z Koordinaten des dreidimensionalen Euklidischen Raums
XY,Z Gitterkoordinaten

()] affine Abbildung

A Skalierungsmatrix

Y Translationsvektor

b’ (u, v), By (u, )

I(u,v), 11 (u,v)

GR

SP(x,y)

RE
DIL

DIL

Bezierflachen

erste, zweite Fundamentalform

Gradient

Wavelet-Spline der Ordnung (Tiefe, Grad) p

Reliefenergie
Surface Dilatation

unscharfe Surface Dilatation
Surface Maximum Shear Strain

unscharfes Quadrat des Surface Maximal Shear Strains
Mittleres Relief, mittlere Oberflache
Reliefvarianz

Fuzzy-Zahl

Lagrange-Funktionen
zweidimensionales Lagrange-Polynom
unscharfes Lagrange-Polynom

erste partielle Ableitungen
unscharfe erste partielle Ableitungen
unscharfe partielle p-te Ableitungen (in Form von Differenzen)

unscharfe Gradientenlédnge

zufélliges Relief zum Zeitpunkt T
Trend des zufélligen Reliefs zum Zeitpunkt T
Punktprozess, unmarkiert

Punktprozess, markiert

IntensitdtsmaR

faktorielles MomentenmaR 2. Ordnung fiir markierte Punktprozesse
f-Produktdichte

Epanecnikov-Kern

Markenkorrelationsfunktion

empirische Markenkorrelationsfunktion
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T TestgroRe
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1. Einleitung

Praktisch alle Prozesse bzw. GesetzmaRigkeiten, die in den Naturwissenschaften untersucht werden, kénnen raumlich-
zeitlichen Phanomenen zugeordnet werden. Die Erfassung des Datenmaterials spielt dabei eine wichtige Rolle im Hinblick
auf die weitere Analyse dieser Daten. Die Fragen, wo, wann und wie die Daten erfasst und bearbeitet werden, kénnen nun
als die drei entscheidenden ,\W* (,,3W*“-Problem) bezeichnet werden.

Die Entwicklung und Anwendung von Verfahren zur Analyse rdumlich-zeitlicher Prozesse soll im Mittelpunkt dieser
Arbeit stehen. Ziel ist es dabei, mit speziellen mathematischen und statistischen Methoden eine bequeme und
aussagekraftige Analyse von solchem Datenmaterial zu ermdglichen, das nicht auf konventionelle Weise bearbeitet werden
kann. Als Beispiel hierfir kénnen Daten zur Gletscherkinematik (Geologie, Paldontologie) und auch so genannte
Aufmerksamkeitslandschaften (Psychologie) genannt werden.

Die meisten Approximationsverfahren befassen sich mit dem Problem der optimalen Beschreibung einer Struktur, die an
endlich vielen Stellen des rdumlich-zeitlichen Mediums mittels Elementen ihres Wertebereiches (Skalar, Vektor, Matrix
usw.) gegeben ist, mit Hilfe eines funktionalen Zusammenhanges.

Die Interpolation stellt dabei eine Nebenaufgabe dar: Wenn die oben erwdhnte Beschreibung der Struktur vorliegt, so
koénnen damit weitere Elemente aus dem Wertebereich der Struktur an beliebigen Stellen des Definitionsbereiches
geschéatzt werden. Zur Losung dieser Nebenaufgabe braucht man nicht unbedingt eine exakte funktionale Darstellung einer
Funktion. Oftmals sind Informationen iber Nachbarschaftsverhéltnisse zwischen Mess- und Vorhersagestellen ausreichend.

Folgende weitere Fragenstellungen der Approximationstheorie kénnen folgendermafen formuliert werden (nach Dierckx,
1993):

Sollten unregelmé&Rig verteilte Daten zundchst immer auf ein Gitter interpoliert werden, bevor man diese dann global
approximiert?

Gibt es im Raum ,,optimale Positionen fiir so genannte Knoten, mit welchen dann die hdchste Approximationsgute
erreicht wiirde?

Wenn einige Daten im Gitter fehlen, dirfen dann trotzdem die herkdmmlichen Approximationsalgorithmen mit den
geschatzten Werten verwendet werden?

Was ist bei riesigen Datenmengen zu tun?

Unter gewissen einschrdnkenden Annahmen versucht man auf diese Fragen plausible Antworten zu geben. Global
betrachtet stellen solche Fragen eine Schnittstelle zwischen der Angewandten Mathematik und der Philosophie dar.

In dieser Arbeit wird insbesondere der Interpolation von differential-geometrischen GréfRen in anisotropen Medien
nachgegangen. Solche differential-geometrische GroRen wie z.B. Surface Dilatation, Surface Maximum Shear Strain u.a.
stellen so genannte ,,GrofRen 2. Ordnung“ einer raumlich-zeitlichen Struktur wie z.B. zeitliche Epochen einer Oberflache
dar. Die Grundidee besteht in der Verwendung zweistufiger Interpolationsverfahren: Zundchst soll diese - nicht unbedingt
stetige - anisotrope Struktur analytisch erfasst werden, darauf aufbauend wird die Interpolation der Grofen 2. Ordnung
durchgefiihrt. Praktische Anwendungen der entwickelten Verfahren werden présentiert.

Grundsatzlich sollte und muss das gewahlte Untersuchungsgebiet sogar weitgehend interdisziplinar erforscht werden.
Unter anderem bezieht sich die obige Aufgabestellung auf die Beriicksichtigung von Verfahren der rdumlich-zeitlichen
Deformationsanalyse. Eine ausfiihrliche und anspruchsvolle Diskussion der entsprechenden Thematik kann Grafarend
(2006) sowie Grafarend, Krumm (2006) entnommen werden.

Ausgehend von einem Datensatz, der zu einem festen Zeitpunkt erhoben wurde, lassen sich (approximierende oder
interpolierende) Splinedarstellungen herleiten, und diese sind einer differential-geometrischen Untersuchung zuganglich.
Dabei konnen die aus geodatischen Anwendungen bekannten differential-geometrischen Veranderlichkeitsparameter wie
zum Beispiel Surface Dilatation und Surface Maximum Shear Strain mittels funktionaler Tensorenbeziehungen
approximiert werden. Bei den Untersuchungen kdénnen zudem anisotrope Eigenschaften des Mediums beriicksichtigt
werden.
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Mit Hilfe spezieller Splineflachendarstellungen konnte ein raumlich-zeitlicher statistischer AusreiBertest (Test auf
Abnormitaten in Geodaten) entwickelt werden. Die Plausibilitat dieses Tests kann anhand einer Gegeniiberstellung von
vorhergesagten und tatséchlichen Messungen eines Anwendungsbeispiels nachgewiesen werden.

Eine zusatzliche Aufgabestellung bezieht sich auf die Fehlerfortpflanzung der ,,Unschéarfe” von urspriinglichen Messungen
auf abgeleitete differential-geometrische GroRen. Hierzu werden Verfahren der Fuzzy-Theorie herangezogen. Damit
kdnnen auch heterogene Bereiche, d.h. Bereiche mit Messungen verschiedener Unschéarfe, modelliert und analysiert
werden.

Es hat sich gezeigt, dass das zunéchst Uberwiegend fir geowissenschaftliche Anwendungen entwickelte Wavelet-Spline-
Verfahren zur raumlich-zeitlichen Reliefsanalyse, auch bei einigen wichtigen Problemstellungen in der Psychologie
nitzliche Ldsungsansatze bereitstellen kann.

Die meisten Anwendungen der in dieser Arbeit entwickelten Verfahren kommen aus der Blockgletscherforschung. Im
Rahmen von Forschungsprojekten am Institut fiir Geologie und Paldontologie der Universitat Innsbruck werden seit 1997
an einigen ausgewdhlten Blockgletschern der westlichen Stubaier Alpen (Inneres Reichenkar, Sulzkar), westlichen Otztaler
Alpen (Kaiserbergtal, Olgrube) und der Schobergruppe sowohl die duRere Morphologie als auch der interne Aufbau aktiver
Blockgletscher im Detail erfasst, wobei auch das geologische und hydrogeologische Umfeld (Gesteinsaufbau,
Zerlegungsgrad der Gesteine, Verwitterungsgrad, Schuttanfall, VVergletscherung im Einzugsgebiet, Niederschlage etc.) in
die Untersuchungen miteinbezogen wird, siehe Krainer, Mostler (2000a,b), (2001), (2002), (2004), Krainer u.a. (2003)
Erstmals wurden die Bewegungsraten am hochaktiven Blockgletscher im Inneren Reichenkar mit der GPS-Methode
gemessen, siehe Chesi u.a. (1999), (2003). Die Erfassung der FlieRbewegung, insbesondere der zeitlichen und rdumlichen
Verteilung der FlieBbewegung, ist sehr wesentlich fiir das Verstandnis des Bewegungsmechanismus und der Dynamik
eines Blockgletschers. Allerdings lasst sich aus der FlieRbewegung allein noch kein FlieBmodell ableiten. Die Anwendung
des GPS-MefRsystems flhrte im Hochgebirge im Vergleich zu den herkémmlichen geodétischen und photogrammetrischen
Methoden zu verbesserter Messgenauigkeit. Dariiber hinaus bilden die Messergebnisse eine wichtige Grundlage zur
Interpretation des FlieRverhaltens und der Dynamik aktiver Blockgletscher. Es ist geplant, die Messungen (ber einen
langeren Zeitraum fortzufiihren. Umso wichtiger ist es, ein geeignetes mathematisches Modell zur Beschreibung sowie
Interpretation dieser Prozesse weiter zu entwickeln bzw. zu modifizieren. In der vorliegenden Arbeit werden einige
Ergebnisse vorgestellt und kurz diskutiert.

Blockgletscher sind lappen- bis zungenformige Korper aus gefrorenem Lockermaterial (Hangschutt, Moréne) und Eislinsen
bzw. Eiskdrpern, die sich langsam hangabwaérts bewegen. Die Bewegung erfolgt &hnlich wie bei Gletschern durch
Kriechprozesse als Folge der internen Deformation. Die Entstehung von Blockgletschern ist nach wie vor sehr umstritten.
Wahrend in Barsch (1996), Benedict u.a. (1986) und Haeberli (1985), (1989) Blockgletscher ausschlieflich als
Erscheinungen des alpinen Permafrostes auffassen (,,ice-cemented rock glaciers®) und andere Entstehungsmdglichkeiten
strikt ablehnen, betonen andere Autoren wie Ackert (1998), Clark u.a. (1994), Humlum (1996), Johnson (1978), (1980),
Outcalt, Benedict (1965), Whalley, Azizi (1994), Whalley, Martin (1992), Whalley u.a. (1994), Whalley, Palmer (1998),
White (1971), White (1976) auch die Moglichkeit der Entstehung aus zuriickschmelzenden Kargletschern (,,ice-cored rock
glaciers®). Im Rahmen einer von der American Geophysical Union initiierten Chapman Conference im August 1996 sind
alle Teilnehmer einstimmig zur Auffassung gekommen, dass es auch Blockgletscher glazialen Ursprungs (ice-cored rock
glacier) gibt, siehe Clark u.a. (1998). Damit sollte der jahrzehntelange Streit Uber die Entstehung von Blockgletschern nun
endgultig beendet sein. Auf alle Falle zdhlen Blockgletscher zu den wichtigsten und h&ufigsten morphologischen
Erscheinungen des Hochgebirges.

Blockgletscher sind in den Ostalpen, vor allem in den Zentralalpen oberhalb ca. 2.500 m Seehdhe weit verbreitet. In einem
jungst veroffentlichten Blockgletscherinventar hat Lieb (1996) fir den &stlichen Teil der Osterreichischen Alpen 1451
Blockgletscher (1169 fossile und 282 intakte) aufgelistet. Auch aus den Stubaier und Otztaler Alpen sowie aus der Silvretta
Gruppe sind zahlreiche, teils sehr groRe und hochaktive Blockgletscher bekannt, siehe Gerhold (1967), (1969).

Waéhrend aus den Westalpen, insbesondere aus den Schweizer Alpen bereits zahlreiche Detailstudien von Blockgletschern
vorliegen, sind in den Ostalpen bislang nur wenige Blockgletscher untersucht worden, siehe Lieb (1996), moderne
Untersuchungen fehlen weitgehend.
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In den letzten 150 Jahren (seit 1850) haben durch die Erwarmung die Alpengletscher ca. ein Drittel ihrer Flache und die
Hélfte ihrer Masse verloren, da die Schneegrenze um ca. 100 m angestiegen ist. Die Veranderungen der Alpengletscher
werden auch seit gut hundert Jahren aufgezeichnet, so dass man dartiber sehr gut Bescheid weil.

Kaum bekannt sind dagegen die Veranderungen der aktiven Blockgletscher in diesem Zeitraum. Veranderungen an aktiven
Blockgletschern sind deshalb nahezu unbekannt, weil das Eis der aktiven Blockgletscher unter einer mehr oder weniger
dicken, nicht gefrorenen Schuttlage verborgen und daher direkten Untersuchungen nicht zuganglich ist. In aktiven
Blockgletschern sind derzeit groRe Schuttmassen im Hochgebirge stabilisiert, indem sie gefroren sind. Die gegenwaértige
Erwarmung konnte allerdings in den periglazialen Bereichen des Hochgebirges durch das fortschreitende Abschmelzen des
Eises in aktiven Blockgletschern in nachster Zukunft zu einer betrachtlichen Zunahme von Massenbewegungen
(Murgéngen, Hangrutschungen, Felsstiirzen etc.) filhren und dadurch Straen, Seilbahnen, Schipisten etc. gefahrden.
Beispiele aus den Schweizer Alpen verdeutlichen diese Problematik. Bewegungsmessungen werden an aktiven
Blockgletschern bereits seit tber 70 Jahren durchgefiihrt, langjahrige Messreihen existieren jedoch im Vergleich zu
normalen Gletschern nur von ganz wenigen Blockgletschern. Die Messmethodik reicht von einfachsten, recht ungenauen
Vermessungen der Stirn oder von Steinreihen am Blockgletscher bis hin zu geodétischen Prazisionsmessungen mit
Theodoliten und photogrammetrischen Auswertungen von Luftbildern, siehe Barsch (1996), Haeberli (1985). Eine
Zusammenfassung der bislang gemessenen Bewegungsraten von aktiven Blockgletschern ist in den Arbeiten von Barsch
(1996), Haeberli (1985) und Vitek, Giardino (1987) enthalten. Die ersten Messdaten tber FlieBbewegungen stammen vom
Val Sassa Blockgletscher in den Schweizer Alpen mit einer durchschnittlichen Bewegungsrate von 168 cm /Jahr, vgl.
Chaix (1919), (1923). Laut Wahrhaftig, Cox (1959) wurden in einer mehrjahrigen Messreihe (1949 — 1957) am Clear Creek
Blockgletscher in den Alaska Range durchschnittliche FlieRbewegungen von 57 cm/Jahr im unteren Teil und 64 cm/Jahr im
oberen Teil festgestellt. Seither wurden auch an vielen anderen aktive Blockgletschern Bewegungsmessungen durchgefiihrt,
wobei meistens nur ein oder zwei Profile quer zur Bewegungsrichtung eingemessen wurden. Jede Profilreihe besteht meist
aus 5-6 markierten Gesteinsblocken. Die Messungen erfolgten meist nur Giber wenige Jahre.

In Osterreich hat Pillewizer bereits 1938 mit der systematischen Vermessung von aktiven Blockgletschern der Otztaler
Alpen (AuReres und Inneres Hochebenkar bei Obergurgl, Rotschliffkar im Taschachtal, Olgruben-Blockgletscher im
Kaunertal) begonnen. Der Blockgletscher im AuReren Hochebenkar bei Obergurgl wird seither als einziger Blockgletscher
laufend nachgemessen, weist somit in Osterreich den weitaus langsten Beobachtungszeitraum von immerhin 70 Jahren auf,
siehe Haeberli, Patzelt (1982), Vietoris (1958) und (1972). Seit 1994 werden auch am Ddsener Blockgletscher
(Ankogelgruppe) umfangreiche Bewegungsmessungen durchgefiihrt. Nach Kaufmann (1996) ist die Stirn des
Blockgletschers im AuBeren Hochebenkar in den letzten 50 Jahren um 148 m vorgestoRen, was einer mittleren jahrlichen
FlieRgeschwindigkeit von 3 m/Jahr entspricht. Nach luftbildphotogrammetrischen Auswertungen betrug die mittlere
jahrliche FlieRgeschwindigkeit des Désener Blockgletschers (Ankogelgruppe) im Zeitraum 1954 - 1975 21 cm und hat sich
im Zeitraum 1975 — 1993 auf 12 cm verlangsamt. VVon 1954 bis 1993 hat sich die Blockgletscherstirn um 6.6 m vorbewegt,
vgl. Kaufmann (1996). Die meisten aktiven Blockgletscher zeigen jéhrliche Bewegungsraten von einigen cm bis 1 m, vgl.
Haeberli, W. (1985), meist liegen sie deutlich unter 1 m, vgl. Benedict u.a. (1986), Calkin u.a. (1987), Potter (1972), Potter
u.a.

(1998), Sloan u.a. (1998), Wahrhaftig, Cox (1959). Nach Barsch (1996) liegen die Werte zwischen 1-2 cm (Minimum) und
100 - 200 cm (Maximum). Hohere FlieBbewegungen sind sehr selten und meist auf spezielle topographische Verhéltnisse
(extrem steiles Geféalle im Stirnbereich) zuruickzufihren. Die bislang héchsten FlieRbewegungen wurden am Blockgletscher
im AuBeren Hochebenkar mit 5m/Jahr gemessen, vgl. Vietoris, L. (1972).

Weitere Anwendungen der in dieser Arbeit diskutierten Verfahren beziehen sich auf eine unkonventionelle statistische
Analyse sozial-psychologischer Daten und auf spezielle ARMA-Vorhersagemodelle von Dammdeformationen. Eine ndhere
Beschreibung der mathematischen Modelle und des entsprechenden Datenmaterials kann den entsprechenden Kapiteln
entnommen werden. Die abschlieBende Diskussion der Ergebnisse wird in einem zusétzlichen Diskussionskapitel
zusammengefasst. Weitere Details kdnnen den beigefiigten Kopien ausgewahlter Verdffentlichungen entnommen werden.

Es ist sicherlich unbestritten, dass mittlerweile eine untberschaubare Anzahl verschiedener Approximationsverfahren
existiert. Viele dieser Verfahren verdanken ihre Entwicklung konkreten praktischen Aufgabestellungen. Eine allgemein
gultige Losung fiir alle Approximationsprobleme kann und wird es wahrscheinlich nicht geben. Vielmehr sollte man stets
die praktische Relevanz einer solchen Ldsung im Auge behalten. Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Herleitung
solcher praxisrelevanter Verfahren leisten.
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2. Approximation mittels einer analytischen Funktion

2.1 Problemstellung und einige Lésungswege: ein kurzer Uberblick
Nach Dierckx (1993) lautet die Definition einer Approximationsfunktion wie folgt:

Definition 2.1-1. z., r=1..,m, seien Werte einer Funktion Z:Z(X,y) an den Stellen (Stitzpunkten)

r

(Xr, yr), r=1...,m, aus ihrem Definitionsbereich. Die Funktion Z(X, y,6’) heilt eine Approximationsfunktion (oder
eine Approximierende) mit festen Stiitzpunkten, wenn der n-dimensionale Vektor € so gewahlt ist, dass
2(x,,y,,0)=1z, ist.

Wir bezeichnen die Forderung Z(Xr, yr,¢9): Z, als Sthtzpunkttreue. Bei dieser Definition handelt es sich um eine so

genannte Approximation (und auch um eine Interpolation) mit festen Stiitzpunkten. Zum Beispiel gehdren hierzu
Approximationen mittels Lagrange-Funktionen fur gitterférmig verteilte Stitzpunkte. Diese Approximation hat einen
entscheidenden Nachteil: Es kommt nicht selten zu unerwiinschten Schwingungen zwischen den Stiitzpunkten. Um diese
zu vermeiden, wurden Spline-Verfahren entwickelt, bei denen durch spezielle Techniken ein moglichst
»sparsamer Verlauf einer Funktion angestrebt wird.

Unter einem Spline versteht man eine stlickweise stetige Funktion oder, genauer ausgedriickt, eine Familie von stetigen
Funktionen, die fir lokale Bereiche der gegebenen Stiitzpunkte angepasst werden. Man sieht also vom globalen
Approximationsansatz mittels einer einzigen Funktion ab. Der Preis fiir den Qualitatsgewinn gegeniiber Lagrange-
Funktionen ist allerdings hoch: Spline-Berechnungen sind normalerweise sehr rechenaufwendig und die Anzahl der lokalen
Output-Parameter ist hoch.

Es gibt aber auch Approximationsansatze, die nicht unbedingt die Forderung Z(Xr, yr,H): Z, (feste Stltzpunkte)

erflillen missen. Beispielsweise weist eine Approximation mittels Bezier-Splines nur die End-Punkt-Treue auf, siehe Farin
(1993). D.h. die Endpunkte eines Kontrollpolygons behalten ihre genauen z-Werte. Die nach diesem Verfahren erzeugten
analytischen Oberflachen ,,schweben* zwischen den weiteren Punkten, ohne diese notwendigerweise zu berihren.

Bei diversen Regressionsansatzen wird oftmals eine minimale quadratische Abweichung zwischen den geschéatzten und
gemessenen Werten und nicht die Stitzpunkttreue gefordert. Es gibt auch Approximationsverfahren, bei deren

Konstruktion eine natiirliche Nahe eines Punktes (X, y) im Raum zu den Stitzstellen benutzt wird. Die Methode der
inversen Distanzen gehdrt zum Beispiel zu solchen Verfahren.

SchlieBlich spielt auch die Verteilung der Stlitzpunkte im Raum eine entscheidende Rolle bei der Auswahl eines relevanten
Approximationsverfahrens. Wenn nun eine gitterférmige Struktur der Stutzpunkte vorliegt, gibt es ,.elegante* Ansétze, um
eine geeignete analytische Funktion fir solche Daten zu ermitteln. Einen besonders unbequemen Fall stellen allerdings
zufallig im Raum verstreute, unstrukturierte Daten dar.

Mittlerweile gibt es eine uniberschaubare Anzahl verschiedener Approximationsverfahren. Sie verdanken ihre
Entwicklung einer ebenso groRen Anzahl praktischer Aufgabestellungen. Man sollte natiirlich auch keine allgemein giiltige
Losung flr ein Approximationsproblem erwarten. Vielmehr sollte man versuchen, die praktische Relevanz einer Lésung zu
gewabhrleisten. Wir beschranken uns daher im Weiteren nur auf die Diskussion, Entwicklung und Verallgemeinerung
solcher Approximationsansatze, die bei der Analyse des konkret vorliegenden Datenmaterials in Frage kamen.



14 2. Approximation mittels einer analytischen Funktion

2.2 Beschreibung des Datenmaterials

Aktive Blockgletscher

Abbildung 2-1: Ein aktiver Blockgletscher in den dsterreichischen
Alpen (Quelle: Prof. Krainer, Institut fiir Geologie
und Paldontologie, Universitat Innsbruck).

Aktive Blockgletscher sind lappen- bis zungenférmige Korper aus gefrorenem Lockermaterial (Verwitterungsschutt,
Moranenmaterial) und Eislinsen bzw. Eiskdrper, die sich langsam hangabwarts bewegen, vgl. Krainer, Mostler (2000, 2001,
2004). Ein

Beispiel eines solchen Gletschers kann Abb. 2-1 entnommen werden. Die Bewegung ist vor allem auf Kriechprozesse
zuriickzufihren, die durch das Schmelzen des Eises entstehen. AuBRerdem wird auch basales Gleiten als Grund dieser
Kinematik vermutet. Blockgletscher zéhlen zu den auffalligsten und haufigsten morphologischen Erscheinungsformen des
Hochgebirges. Wahrend in den Westalpen (beispielsweise in der Schweiz) bereits zahlreiche Detailstudien Uber aktive
Blockgletscher vorliegen, sind in den Ostalpen bislang nur wenige Blockgletscher ndher untersucht worden. Moderne
Untersuchungen fehlen weitgehend.

In den letzten 150 Jahren haben als Folge der globalen Erwarmung die Alpengletscher ungeféhr ein Drittel ihrer Fldche und
die Halfte ihrer Masse verloren, da die Schneegrenze um 100 m angestiegen ist. Wahrend Verdnderungen der
Alpengletscher seit Uber hundert Jahre aufgezeichnet werden und daher gut bekannt sind, sind Verénderungen an aktiven
Blockgletschern in diesem Zeitraum nahezu unbekannt, vor allem deshalb, weil das Eis der aktiven Blockgletscher unter
einer mehr oder weniger dicken, ungefrorenen Schuttlage wverborgen und daher direkten Beobachtungen und
Untersuchungen nur schwer zugénglich ist.

In zahlreichen aktiven Blockgletschern der Alpen sind derzeit noch groBe SchuttmaRen stabilisiert, indem sie gefroren sind.
Eine fortschreitende Erwdrmung koénnte allerdings in den periglazialen Bereichen des Hochgebirges durch das
fortschreitende Abschmelzen des Eises in den aktiven Blockgletschern in Zukunft zu einer betrachtlichen Zunahme von
Massenbewegungen (Murgéngen, Hangrutschungen, Felsstiirzen) fiihren und dadurch Strassen, Seilbahnen, Skipisten und
andere Einrichtungen im hochalpinen Raum gefahrden.

Einige Blockgletscher werden aus steilen Karwénden mit Verwitterungsschutt versorgt. Solche Schuttfahnen ziehen vom
Wandfu zum Blockgletscher hinunter, biegen bei Erreichen des Blockgletschers um und bilden schlieRlich am
Blockgletscher markante longitudinale Riicken und Vertiefungen, siehe Abb. 2-1.
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Die Bewegungsraten des Blockgletschers Reichenkar liegen derzeit im Stirnbereich bei maximal 2,5 m/Jahr, im mittleren
Steilabschnitt bewegen sich einzelne Bldcke bis zu knapp 7 m/Jahr! Wegen dieser bemerkenswerten Kinematik eignet sich
das Datenmaterial hervorragend zur raumlich-zeitlichen Deformationsanalyse.

Nun soll das bereits in der Einleitung erwéhnte ,,3W*“-Problem an diesem Beispiel etwas néher erlautert werden. Im August
2004 nahm ich an der Vermessung eines Blockgletschers teil, um mir ein klares Bild tiber die Datenerfassung zu machen.
Das Datenmaterial kommt also tatséchlich von einem aktiven Blockgletscher. Man stelle sich dabei einen riesigen Haufen
von Felsblécken vor, einige davon weisen an der Oberflache einen Durchmesser von bis zu 2 m auf. VVon diesen Steinen
wurden etwa 100 farbig markiert, welche als Messstellen vorgesehen waren. Die sich standig in Bewegung befindende
Masse tberrollt allerdings viele solcher Messstellen, dreht sie um, iberschiittet sie mit neuen Felsbldcken oder macht sie
auf eine andere Art und Weise unauffindbar. Obwohl man auf dem Gletscher zwar von Jahr zu Jahr néherungsweise
identische Routen lauft, kénnen Fehler aber dennoch nicht ausgeschlossen werden: Man verfehlt beispielsweise einige
Messpunkte. Aufgrund von Witterungseinfliissen im Hochgebirge kénnen manchmal Stellen unpassierbar sein oder nicht
erreicht werden. Bei wiederholten Messungen koénnen also Messfehler aufgrund der Zeitverschiebung entstehen. Und
selbstverstandlich sind die markierten Messstellen nicht gitterformig auf dem Blockgletscher verteilt: Eine geeignete
Interpolation der gewonnenen Daten vor weiteren Untersuchungen ist daher erforderlich.

Aufmerksamkeitslandschaften

Mit dem Begriff ,Landschaft* befasst man sich normalerweise in den Geowissenschaften. Der Begriff
»Aufmerksamkeitslandschaft® ist auerhalb der Psychologie weitgehend unbekannt. Eine ausfiihrliche Definition dieses
Phéanomens wird den entsprechenden Spezialisten (berlassen. Aus mathematischer Sicht stellt eine
Aufmerksamkeitslandschaft schlicht eine stetige Oberflache dar, die den H&ufigkeiten von Augenblickfixierungen
entspricht. Diese Oberflache besitzt einen vorgegebenen Definitionsbereich, der sich auf eine Bildebene beschrankt. Die
Methoden zur Analyse solcher Oberflachen unterscheiden sich daher nicht signifikant von denen aus den
Geowissenschaften.

2.3 Approximation mithilfe von Bezier-Splines

Der Arbeit eines Designers liegt keine mathematische Beschreibung des Objektes zugrunde. Ein Punkt im Raum wird nicht
als ein Koordinatentripel verstanden. Der Designer denkt vielmehr in praktischen Begriffen wie Ecke, Mittelpunkt oder
glatte Kurve.

Die analytische Beschreibung eines Objektes beruht gewdhnlich auf einem Koordinatensystem. Wenn man aber nur an dem
Objekt selbst und nicht an seinem Koordinatenbezug interessiert ist, existieren Methoden, die eine koordinatenfreie oder
koordinatenunabhéngige Verwaltung solcher Objekte unterstiitzen. Die meisten Abbildungen, die in einer
Computergraphik oder CAD-Umgebung zum Positionieren und Skalieren von Objekten benutzt werden, sind so genannte
affine Abbildungen. Dieser Begriff geht auf Euler zuriick. Als Grundoperation fiir Punkte gilt die baryzentrische
Kombination.

Eine Abbildung @, die E? auf sich selbst abbildet, wird als affine Abbildung bezeichnet, wenn sie die baryzentrische
Kombinationen invariant l&sst, d.h.

vx=>ab,, mit xb, eE® fir =

" @-1)
Ox =Y a;db;, Ox,db; eE’,

j=0

Die Formel (2-1) bedeutet mit anderen Worten: Bei einer affinen Abbildung wird der Mittelpunkt einer Strecke auf den
Mittelpunkt der Bildstrecke abgebildet. Die bekannte Form einer affinen Abbildung @ entspricht
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OX = AX+V, (2-2)

wobei A eine 3 x 3 Matrix und v ein Vektor in E? ist.

Der Berechnung von Bezier-Splines liegt der so genannte Algorithmus von Casteljeau zugrunde. Die Arbeiten von
Casteljeau stammen aus dem Jahr 1959. Bis 1975 blieb der Algorithmus unbekannt, weil er nur auf Franzgsisch formuliert
wurde und lediglich in Form interner Forschungsberichte bei Citroen vorlag, siehe Farin (1993).

Den Grundstein des Algorithmus von Casteljeau zur Berechnung einer Bezier-Fl&che bildet eine wiederholte bilineare
Interpolation, bei der im ersten Schritt eine parametrische Oberflache x(u,v) wie folgt entsteht:

Boo» Opy. By, by, seien vier verschiedene Punkte im E°. Die Menge aller Punkte X € E* der Form

K(uv)=Y Y hBIUBIV), mit Bi(y)=(1-y)f*y",

i=0 j=0 (2-3)

wird als hyperbolisches Paraboloid durch die vier Punkte bij, i, ] =01, bezeichnet. In Matrixform gilt dann fiir (2-3):

()=l u u]{% b}f} 2

blO bll v

Die Flache x(u,v) wird auch manchmal bilineare Interpolierende genannt. Sie kann als Abbildung eines Einheitsquadrates
in die Oberflache x(u,v) angesehen werden.

Man erhalt Bezier-Fl&chen aus wiederholten bilinearen Interpolationen wie folgt: Fir gegebene {bij }szo und (u,v) e R?

setzt man
b_r—lr—l b4|_’—lr—1 1—V

b (u,v)=[1-u ul]| " i

ij ( ) [ ]|:bir+—lljr—l blr+—lljr+—ll:|{ v }

fur

=1..,n; i,j=0,..,n-r (2-4)
und
by® =by.

Dann liegt der Punkt by, mit Parametern (u,v) auf der Bezier-Flache b™ (u,v) :

Das Netz der {bij }szo heillt Bezier- oder Kontrollnetz. Seine Punkte werden Bezier- bzw. Kontrollpunkte genannt. Ohne

Einschrénkung der Allgemeinheit und nur zur Vereinfachung der Darstellung wird in (2-4) von der gleichen Anzahl der
Kontrollpunkte in u- und v-Richtung ausgegangen. Dies ist aber keine notwendige Bedingung: Man erhdlt im Allgemeinen
eine Bezier-Flache in Form eines zweidimensionalen Polynoms mit unterschiedlichen Graden von u und v. Fir ausfihrliche
Abhandlungen diesbeziiglich sei an dieser Stelle auf Farin (1993) verwiesen.

Nun soll die Bedeutung der Parameter u und v aus (2-3) und (2-4) naher erlautert werden. Wie man aus (2-3) ersehen kann,
entspricht der z-Wert der Bezier-Flache fiir u=0 und v=0 dem z-Wert des Eckpunktes b00 . Bei u=1 und v=1 gibt die
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Bezier-Flache den Eckpunkt b, wieder, usw. Der Fall u=0 und v € [0,1] beschreibt die Lage der Punkte der Bezier-
Fléche entlang des Profils [boo’bm]- Bei u=0.5 und v=0.5 kann man in einem gewissen Sinn von der geometrischen
»Mitte” der hergeleiteten Bezier-Flache sprechen.

Bei der Oberflachendeformationsanalyse interessiert man sich fir einige differential-geometrische GroRen, deren

Definitionen unten eingefiihrt werden. Um die weiteren Bezeichnungen mdéglichst einfach zu halten, wird Formel (2-4) wie
folgt umgeschrieben:

Bl (u,v)=[1-u u]{Bgol(U’V) Béll(u,v)} [1—@

BSt(u,v) BSH(u,v) || v
fur
k=1,..,n; (247
und
B(?o = byo. B(?l =by,, Bloo = by, Blol =h,.

Die in (2-4’) benutzten Bezeichnungen werden rekursiv auf jede Zelle des Kontrollnetzes tbertragen. D.h. jede Zelle
besitzt eine linke untere Ecke Bgo , eine rechte untere Ecke Bloo, eine obere linke Ecke Bgl und eine obere rechte Ecke

Blol. Wird die erste Iteration (bilineare Interpolation Gber alle Zellen) durchgefiihrt, so werden die Punkte des neuen, um
eine Spalte und eine Zeile verkleinerten Gitters, nochmals umbenannt: Jede neue Zelle besitzt nun eine linke untere Ecke
By, . eine rechte untere Ecke B, , eine obere linke Ecke By, und eine obere rechte Ecke Bj, usw.. Die Darstellung (2-
4’) ist far eine algorithmische Implementierung sinnvoller als (2-4). Die hergeleitete parametrische Bezier-Flache
Boo (u, V) stellt fiir bestimmte Parameter u und v einen dreidimensionalen Ortsvektor dar.

Mit den Bezeichnungen aus (2-4”) kénnen folgende Relationen fir partielle Ableitungen von Bezier-Flache hergeleitet
werden, vgl. auch Walder (2005¢):

k-1 k-1
iBgo(u,v):[l_u u]i{Bio_l(U,v) Bokl_l(
du du | BS*(u,v) B

+f1 1]{B§al<u,v> Bgﬂu,v)}[l—v}

Big'(uv) Bi'(uv)

(2-5)
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d . d | By (u,v) Bgt(uv
—B V) =2-11-
dv? oo(u V) [ u u]dv|:Blkol( ,V Blkll UV 1
k-1 kl l
Tfi-u u]d Biol(uv B(I)<11UV) v
dv? | BSt(u,v) BSH(uv)|| v

500 uh g S B[

dvdu | BS*(u,v) BS*(u,v

i1 1][5551(u,V) BglluvM 1}

Big'(u.v) Bi'(uv)

i1 1]1{3551(U1V) Bz (u, v)Ml;v}

dv B (uv) Bi'(uv)

fu u]— B (u,v) BEM(u,v)|[-1
Bi(u,v) BE'(u,v)|| 1

dvdu

fur

k=1,..,n;

und

Bc?o = boo’ B(?l = b01! Bloo = blO’ Blol = b11-

Aus der Differentialgeometrie sind folgende GroRen bekannt, die mithilfe der in (2-5) berechneten partiellen Ableitungen

ermittelt werden kdnnen, vgl. Voosoghi (2000):

Die_erste Fundamentalform entspricht in unserem Fall (bei der Bezier-Fliche Bgo(u,v) werden im Folgenden die

Parameter u und v weggelassen):

I(u,v)= <dB§O,dB{,‘O> = o, dudu + o, dudv + e, dvdu + &, dvdv,

mit

d ., d _, d oo d oy
Ay = <du Boor du Boo>’ a,, :<E BOO'EBOO>’

d on d .,
Qy =0y = <E BOO’d_V B00>

Die zweite Fundamentalform kann dann wie in (2-7) berechnet werden:

1 (u,v)= —<dN : dB§o> = f,,dudu + A, dudv + S, dvdu + £, dvdv,

mit
d d d d
= — —N Bn y = - —N Bn y
ﬂuu <du d OO> ﬂ <dV d OO>
d d

d d
=—(—N,—B%), B, =—(—N,—B_"
ﬂuv <dU dv 00> ﬂ <dV dU 00>

(2-6)

(27
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Mit N wird in (2-7) der Normalvektor N(u,v) der Bezier-Flache bezeichnet. Seine Herleitung erfolgt mithilfe des folgenden
normierten Vektorprodukts aus (2-8):

Vv, XV, d d

N = , V,=—BJ, v,=—B] (2-8)
|V1XV2| 1 00 2 00

du dv

Man bezeichnet in der Differentialgeometrie den folgenden Ausdruck als mittlere Krimmung MK einer Fl&che:

MK(U’V) = % {auuﬂuu + auvﬂuv + avuﬂvu + awﬂvv}’

wobei (2-9)
-1
auu auv B A, A,
avu aW avu aW
Als Gradient GR der parametrischen Bezier-Flache wird hier die Summe von Vektoren betrachtet, die den partiellen
Ableitungen - nach u bzw. nach v - dieser Flache By, (u,v) entsprechen, d.h.:

d ., d .,
GR(u,v)= ™ B (u,v)+ " B (u,v) (2-10)

Der Kosinus CosW des Winkels zwischen den Vektoren, die den partiellen Ableitungen nach u bzw. nach v der Bezier-
Flache By, (u,v) entsprechen, kann Formel (2-11) entnommen werden.

<d B (u,v), (;jv BY, (u,v)>

du

\/<0(I{J By, (u,v), (;t Bgo (U, V)>\/<c?v Boo(u,v), (i/ Buo (U’V)>

In Abschnitt 6 wird ein Anwendungsbeispiel fir die hier eingefihrten differential-geometrischen GroRen prasentiert.

CosW (u,v) =

(2-11)

2.4 Sequentielle Approximation mithilfe von Wavelet-Splines

Zunéchst sollen einige Bezeichnungen und Begriffe naher erldautert werden. Die Abbildungen 2-2 und 2-3 veranschaulichen
die folgende Definition.

Definition 2.4-1. Eine Familie von stetigen Funktionen {fi (t)}, i=012,...,teR, wird als 2-kongruent bezeichnet,
wenn diese Funktionen die folgenden Bedingungen B.1 bis B.3 erfillen:

®.1) f,(t)= fi(t+(%ji_2} i=01,..

(B.2) n?%x(fi(t))zl, i=01,...
83) f,(t™ )=0 fir vt"™: fi(tmaxi):rrtle%x(fi(t)), i=01..
®.4) f ()= f,(2t) i=01,..
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Wird zusétzlich noch die Bedingung B.4 erfiillt, wird diese Familie als 2-kongruent- einheitlich bezeichnet.

Kommentar. AuBer den Bedingungen B.2 und B.3 erinnert Definition 2.4-1 an die klassische Definition von Wavelets.
Allerdings wird hier keine Orthogonalitét der Funktionen {fi (t)}, i=0L12,..,teR, verlangt. Bestimmte Familien von

{fi(t)}, i=12,...,teR sind im [0,1] orthogonal.

1.5 i i i i i i i i ]
- A A ' I - ] '

; :

: 3
vy Vo v G I o I Vo '

: .

05}

Abbildung 2-2. Ein Beispiel fur drei, die Bedingungen B.1 bis B.3
aus Definition 2.4-1 erfullende Funktionen.

In Abbildung 2-2 werden folgende Funktionen verwendet:

durchgezogene Linie: f,(t)= Sin(g tj :

16(t" -1f (" -0f, t <[0]]

—16(t -1t -2, te[lZ] mit €= mot(t)

gestrichelte Linie: f,(t) = {

4", t*e[o,l}
4
punktierte Linie: f,(t)= 4(£—t*j, t e EE mit t" =mod,(t).
2 4 4
* * 3
At -1), tel—-1
€D, tey

Beispiel 2.4-1. Eine sinusoidale kongruent-einheitliche Familie von Funktionen kann wie folgt dargestellt werden:
1
fi(t) = sin (E) Al i=012.. (2-12)

Diese Funktionen sind einzeln stetig und unendlich oft differenzierbar.
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Abbildung 2-3. Ein Beispiel fir drei, die Bedingungen
B.1 bis B.4 erfiillende Funktionen.

In Abbildung 2-3 werden folgende Funktionen verwendet:

fi(t)= sin((%jl_i ;th i=012.

Beispiel 2.4-2. Eine zickzack-férmige kongruent-einheitliche Familie von Funktionen l&sst sich folgendermalen darstellen:

mit t"=mod ., (t), (2-13)

k=012,..

Diese Funktionen sind einzeln stetig und an ihren lokalen Extremstellen nicht differenzierbar.
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Beispiel 2.4-3. Eine 4-polynomiale kongruent-einheitliche Familie von Funktionen kann folgendermalen definiert werden:

(zk){t* ) [g“jz(r of, te [o, [g”

f ()= N2 N2 1 7

S EONIERREGRON
mit t* = mod o (t) (2-14)
k=012,.. 2

Diese Funktionen sind einzeln stetig und tberall einmal differenzierbar.

Hinweis: Aufer den Beispielen 2.4-1 bis 2.4-3 sind selbstverstandlich weitere (auch asymmetrische) Formen von
kongruent-einheitlichen Familien méglich.

Definition 2.4-2. Eine Funktion S® = S°(x,y), (x,y)e R?, mit der folgenden Darstellung
S p(x, Y) = A+a, fo(X)+ b fo(y)"' Co fo(X)fo(y)+
a f,(x)+ b, f,(y) + ¢, (x) o (y)+ ..
ap—l fp—l(X)+ bp—l fp—l(y)+ Cp—l fp—l(x)fp—l(y)’ (2-15)

mit A a,,b,,c, € R,const, k=0,.,p-1
wird als Wavelet-Spline vom Grad p bezeichnet.

Wavelet-Splines vom Grad 1 und 2 kénnen Abb. 2.4 und 2.5 entnommen werden.

Kommentar. Wird die Formel (2-15) verallgemeinert zu

SPM(x,y)=A+ Dles fr(x)f(y) +..

k+I=1...my

ki f |
ZC -1 p l —1(y) (2-16)

k+l=L..m,

mit A,ci' eR,const, j=0,.,p-1

so spricht man von einem erweiterten Wavelet-Spline. Solche Splines kdnnen dann sehr hilfreich werden, wenn erweiterte
Informationen (z.B. partielle Ableitungen, Krimmungen zusétzlich zu den H&henwerten) an einigen Stitzstellen
beriicksichtigt werden bzw. verfiigbar sind. Dann kann ausschlieRlich der betroffene Bereich ndher untersucht werden,
ohne dass massive globale Umrechnungen fiir das ganze Gebiet erforderlich sind.
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Abbildung 2-4. Beispiel eines Wavelet-Spline vom Grad 1.
Alle hierzu benutzte Konstanten aus (2-15) sind gleich 1.

fo(x)= sin(% x] und fy(y)= sin(% yj .

> A 3
d’i“"i‘ --”"“\\: e
AN PN

A

Abbildung 2-5. Beispiel eines Wavelet-Spline vom Grad 2.
Alle hierzu benutzte Konstanten aus (2-15) sind gleich 1.
1-i

f.(x)=sin (%)lim( und  f,(y)=sin (%J ny |, i=01.

23
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LEMMA 2.4-1. (Sequentielles Verfahren zur Konstruktion von lokal-adaptiven Wavelet-Splines zur Ausdinnung
sowie zur Oberflachenapproximation von Gitterwerten)

Z(Xi,yj), i,j=1..,N, N=2°"41 p=12,.. sei ein Gitter von Z-Werten. Fiir jedes k =1,2,..., p,

existiert dann eine Familie Skp(x, y) = {Slp (X, y)}l_1 k-1 von Wavelet-Splines vom Grad K , fur welche gilt:

wy sPhyj)=2z0yj) far Vi,j=l,(2p_k+1), (2~2p‘k+1),(3-2p‘k+1),..,N,

woraus direkt folgt:

(L.2) Sg_l(xivyj)zz(xivyj)’ fir Vi, j=1.N |

Skp+1(X’ y)= Skp (%, ¥)+ Reya(x, ), mit
Rk+l(xi,yj):0 far
vie(1,[2P ) 1 q){2. 2P~ 9] N{ und
Ly Vi 1,[2P~ (D) 1) (2. 2P+ 1 q) N /{1, (2p‘k+1)(2-2p‘k+1)..,N},

vje i1, [P~k L1]{o.2P~+D) 9] Nt und
1 2P~ (k+1)+1 2.2P=(k+D) 4] N /{1, (Zp_k+1)(2'2p_k +1)"’N}
2,..

Die Wavelet-Splines einer solchen Familie kénnen sich lokal unterscheiden. Ihre Konstruktion - basierend auf der Auswahl
von geeigneten 2-kongruenten Funktionen oder der Anpassung von Koeffizienten - stellt eine analytische Approximation

des urspriinglichen Gitters fur jeden Schritt K dar.

Ein konstruktiver Beweis dieses Lemma kann Walder, Buchroithner (2004) entnommen werden. Weitere
Verallgemeinerungen des Verfahrens fiir gemischte Wavelet-Splines und anisotrope Medien werden in Walder (2005b)
vorgestellt.

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass diese Darstellung weder eine Spline-Approximation noch eine
Wavelet-Transformation des Georeliefs im ,klassischen Sinne* ist, vgl. Chiu (1992). Wegen des sequentiellen Charakters
ist die Berechnung von Wavelet-Splines sehr einfach: Die ,,schwierigste* numerische Aufgabe besteht im Invertieren einer
4 x 4 — Matrix, siehe hierzu Waélder, Buchroithner (2004). Wir erldutern hier kurz das Verfahren am Beispiel der
sinusoidalen Wavelets aus Beispiel 2.4-1.

Ein gitterformiges DTM (digital terrain model) kann mittels
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X, Xy e X 7B VR
x| Xe e Xy [ Ye Yoo Ve
X, X, o X, Yo Yoo oo Ym
und (2-17)
2(X, Y1) Z(Xu¥e) e 20X V1)
7 |20 Y) 2(Xo0Yo) e 2(X00 o)

Z(Xl7ym) Z(XZlym) Z(Xn7ym)

definiert werden, wobei X,Y,Z m x n-Matrizen sind.

Aus diesem Datensatz wird ein quadratisches Gitter ausgewéhlt bzw. ein neues erzeugt, wobei fiir die neue Anzahl N auf
der Basis von n Zeilen und m Spalten aus (2-17) gilt:

N = max(2" +1) mitk = Iogz{min(n,m)}. (2-18)

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit, lediglich zur Vereinfachung der Darstellung soll im Weiteren
x; €[01]furi=1..N und y, [01]fiir j =1..N (2-19)

vorausgesetzt werden In jedem Fall kénnen die (x, y)-Koordinaten skaliert bzw. riicktransponiert werden:

_ Xg —Min(x) _ Ya —Min(y)
" max(x) —min(x) "™ max(y) - min(y)’
X, = {max(x) — min(x)x,,, + min(x), (2-20)

Yar = {Max(y) —min(y)}y,e, +min(y).

Nun wird vorausgesetzt, dass die unbekannte Funktion z = z(X, y) mittels

SP(x,y) = A+a,sin(zx/2) + by sin(zy / 2) + ¢, sin(zx / 2) sin(zy / 2) +
a, (X, y)sin(zx) + b, (x, y)sin(zy) + c,(X, y) sin(zx) sin(zy) + ...

a, (X, y)sin(2"*zx) + b,y (x, y)sin(2" " zy) +

C,1 (X, y)sin2P zx)sin(2* zy), p=12,...

(2-21)

approximiert werden kann. Die Koeffizienten @,b,C sind Konstanten, die allerdings von einer Teilfliche zur anderen
variieren. Im weiteren Verlauf soll nun deren Berechnung sowie dem Qualitdtsmal} der p-ten Approximation nachgegangen
werden.

Zunéchst soll Formel (2-21) mittels Abb. 2-6 néher erldutert werden. Fir p = 0 werden nur die 4 Eckpunkte der 1-Zelle zur
Berechnung herangezogen. Daraus erfolgt die Bestimmung von A, a,,b,,C,, zumal die anderen Glieder aus der

Zerlegung (2-21) fiirr (X,Y) € {0,1} zu Null werden:
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Abbildung 2-6. Aufbau eines Gitters.
Die 4 schwarzen Punkte werden im ersten Schritt ausgewahlt.
Die 5 zusatzlichen Punkte kommen im zweiten Schritt dazu, usw.

-1

Al 1 0 0 0] z(0,0)
a 11 0 0] |z(10
of_ (L0) | 2-22)
b, 1 010 z(0,1)
Co 1111 z(11)
Die Genauigkeit der 1-Approximation kann durch
G, =[2(0.5,0.5) - $*(0.5,0.5) (2-23)

ermittelt werden.

Im néchsten Schritt wird die 1-Zelle geviertelt. Es entstehen dabei vier 2-Zellen. Fir jede hiervon sollen 3 neue
Koeffizienten az,bz,c2 bestimmt werden. Beispielsweise gilt fur die obere linke 2-Zelle (ihre linke untere Ecke liegt bei
(0,0.5)):

-1

a,(005] [0 1 0 2(0,0.5) — $*(0,0.5)
b,(005)|=[1 1 1| -|2(0.50.5)-S'(0.50.5)| (2-24)
c,(005)| [1 0 0 2(0.5,1) — S*(0.5,1)

Fur die anderen drei 2-Zellen verlauft die Berechnung analog. Es soll darauf hingewiesen werden, dass
a;,b;,c; fur j>2 in (2-21) mit Null multipliziert werden. Wie in (2-23) kann die Qualitét der 2-Approximation der

oberen linken 2-Zelle beschrieben werden durch:
G,(0,0.5) =[2(0.25,0.75) - $*(0.25,0.75)| (2-25)

Das Verfahren kann weiter fortgesetzt werden, bis beispielsweise eine a-priori festgelegte Genauigkeit erreicht wird oder
alle Punkte des Gitters bereits bearbeitet wurden.

Folglich gilt fiir den I-ten Schritt (obere linke I-Zelle):
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_ 1 1 ~ 1
q (0,1—F) 01 0 1 Z(O,l——_) — SI l(O’l_F
1 ~ 1
b(01 2| l) = 1 l 1 (2| -1 2|—l) S 1(2| -1 F)
1 1 00 1
CI (011_F) Z(2| 1 11) S (2|_1 11)
und (2-26)
1 1
G|(O,1_F) (2| ) 2|) S (2| y 2|)

Fir die anderen Zellen verlauft die Berechnung analog.

Die somit ermittelte Approximation (2-21) stellt eine stiitzpunkttreue, stetige und differenzierbare Spline-Approximation
mit sinusoidalen Basis-Funktionen vom Grad p fir alle (x,y) dar, die innerhalb der gebildeten Zellen liegen. Dies gilt fir
Wavelet-Splines mit beliebigen stetigen und differenzierbaren Basis-Funktionen. An den Kanten der Zellen besitzt ein
solcher Wavelet-Spline allerdings keine Regularitidt in diesem Sinne. Fiur Anwendungen von Wavelet-Splines zur
Interpolation von differential-geometrischen GréRRen innerhalb der gebildeten Zellen spielte ihr sprungartiges Verhalten an
den Zellenkanten keine Rolle. Der Vorteil des hier vorgestellten Verfahrens liegt in seiner lokalen Anpassung, der
Schnelligkeit und der Genauigkeitskontrolle bei der Berechnung sowie auch in der Vielfalt méglicher Basis-Funktionen.

In Abschnitt 6 werden zahlreiche Anwendungen von Wavelet-Splines aufgezeigt.

2.5 Spezielle, nicht-negative kubische Splines (SNNK-Splines) zur Approximation ein- bzw.
mehrdimensionaler Dichtefunktionen

Klassische kubische Splines werden beispielsweise in Dierckx (1993) beschrieben. Dennoch eignen diese sich nicht
(unmodifiziert) zur Approximation von nicht-negativen Kurven oder Oberflachen, weil sie - im Gegensatz zu Lagrange-
Polynomen — zwar bekanntlich eine schwingungsarme, aber nicht unbedingt eine nicht-negative Approximation darstellen.

Wenn man sich bei den Regularititsanforderungen an approximierende Splines auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit
beschrankt, so kann eine Klasse von speziellen kubischen Splines konstruiert werden, die zur Approximation von nicht-
negativen Funktionen wie z.B. Dichten gut geeignet ist.

LEMMA 2.4-2. Eindimensionale SNNK-Splines

Es seien n+l1 Messwerte [ZO,... z ] an den Stutzstellen [XO,...,Xn] gegeben. Der folgende Spline S(X) ist stetig,

17n

differenzierbar, nicht-negativ und erfiillt die Interpolationsforderung: S(Xi ) =2,1=0,.,n:

So(x)v X € [Xo’ Xl]
S(x)=1... mit
S, (x), xe[x ., x]
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$,(x) =2, +3-0(x—x F ~22Z_(x !,

(AXHl) (AXHl)
AXiyy = Xiyg — X, (2-27)
Az, =17, T,

xe[X, X, }i=0,..,n

1
Beweis:

Die Stetigkeit der Funktionen in (2-27) ist zwischen den Stitzpunkten offensichtlich; an den Stiitzstellen erhélt man:

S(x)=1z,
AzZ. 2 Az, 3
S(X.,)=z +3—L (X, —X ) —2—_(X., — X
( |+1) i + (Axi+1)z ( i+1 |) (AXi+1)3 ( i+1 I)
AZ. 2 AZ. 3
=7 +3-_—"+ (Ax. —2_ i1l _(Ax.
ZI + (AXH1)2 ( X|+l) (AXiH)S ( X|+l)
=2,+3Az,,, -2A7,, =7, +Az,, =1

i+17

TR U v Al

£5,(x)=0,

g S0) =6 ()6 L 0
= 6(AAXZﬁ(AxM)_ e(AAXZﬁ(AXM)Z -0

Die Nicht-Negativitit des SNNK-Splines ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen: Eine kubische Funktion als Teil
dieses Splines hat maximal zwei Extremstellen. Diese beiden Stellen befinden sich nach unserer Konstruktion genau an den

Stltzpunkten. Daraus folgt, dass wenn alle Messwerte [ZO,...,Zn] an den Stitzstellen [XO,...,Xn], i =0,...,n, positiv

bzw. nicht negativ sind, die durch den Spline interpolierten z-Werte zwischen den Stitzstellen nie kleiner (oder groRer) als
diese Messwerte werden kdénnen.

QED

Ein Beispiel flr einen SNNK-Spline kann Abb. 2-7 entnommen werden.
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0.3

025

02

0.15

01

0.05

Abbildung 2-7. SNNK-Spline: Mit Stern sind die Messwerte gekennzeichnet.

n
Folgerung. Wenn z, =2, =0, Ax,,, =d,i=0,..,nund Zd =1, Z= ZZi (empirische Dichte, Histogramm), so
i=0

ist IS(X)dX =1. Daher eignen sich die SNNK-Splines aus (2-27) besonders gut zur Approximation einer unbekannten
Xo

eindimensionalen Dichte.

Beweis:
n-1 Xi+1
| = S dx S, (X )dx
Jstegox=5. [0

z{ o) i n L |

i=0 AXHl) 2 (AXHI
1

Z{z AX,; + AZ,  AX. ;AzHlAX } ZAXM{ z, +%z }

i=0

3

Dies entspricht einer so genannten Trapezformel. Setzt man

n
Z,=2,=0,AX,, =d,i=0,..,nund Zd =1, Z= ZZi , s0 erhalt man:
i—0

QED
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LEMMA 2.4-3. Zweidimensionale SNNK-Splines

Zogr-s Zno
Es seien (n+1)(m+1) Messwerte | ... an einem Stitzstellengitter (Knoten) [XO,..., Xn]x [yo,..., ym] gegeben.

Z z

om?***r Snm

Der folgende Spline S(X, y) ist stetig, differenzierbar, nicht-negativ und erfullt die Interpolationsforderung:

(x,,y) Z;,1 i=0,.,n j=0,..,m:

S(X’ y)= {Sij (X’ Y), (Xv y)e [Xi ’ Xi+1]>< [yj’ yj+l]

mit

Sij(xiy):Si,j(x)+3ﬁ(y_yj)2_2 A)’/- 3 (y—y,- )
AS; j+l(X): Si,j+l(X)_Si,j(X)’

AYin=Yiu— Y

vely, vl i=o,

Az . . AZ. ..

S, (x)=z; +3—2L (x—x, F —2—2_(x-x, ),
= S R

AXiyy = Xiyg — X
Azi+lj =Ziygj — Lij
xe[X, %, i=0,..,n
Anschlieend ergibt sich:

AZ AZ. .
Si'(y):Zi'+3 Rl (y_Y')Z_z = (y_Y')z’
ij+1 yj+1 yi’
AZi,j+1 =7 — Ly

ye[yj!yj+l]'i =0,...m (2-28)

Beweis:

Wie man leicht erkennen kann, wird der zweidimensionale SNNK-Spline S(X, y) mithilfe einer speziell aufgebauten

Interpolation zwischen den entsprechenden eindimensionalen SNNK-Splines gebildet. Tatséchlich gelten folgende
Relationen:

S0 y;)=5,,(0) SU(xy;.)=
$"(x,y)=S () S (X1 ) =
X € [Xi1Xi+1]' I=0,...,n
ye[yj,yj+1],j:0,...,m

LX)
vy (Y)

S
S
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit zwischen den Knoten sind wiederum offensichtlich. An den Knoten gilt nun:
S”(Xw y]'): Si,j(xi): Zj;
S" (Xm’ yj) Si,j Xi+l): Zig

(
Sij<xi’yj+1) Sii(x)+3 A5l )(ij+1)2_ZASLM(Xi)(AYju)S
(

) (Ay j+1 ) (Ay j+1 )3
Si,5(x)

i,] XI +AS| j+l(XI): Si,j+l(Xi): Zi,j+l

Analog lasst sich feststellen, dass

SIJ( I+l’yj+1) S ( |+1)+AS| j+1( |+l):Si,j+l(Xi+l): Zi+1,j+1’
i=0,.,n j=0,.,m

gilt. Die partiellen Ableitungen entsprechen

d
AS; (%) —AS, ;.,(x)

d i d dX i,j+1 5 dX i,j+1 3
—SU(x,y)=—S35, .(x)+3 —y.f-2 —y,
S0 y)= 5 (x)+ I, (y-v,) . (y-y,)
und
d . AS; 1.(x) AS; .1 (x)
_Su X,y =6 i,j+1 y_y _6 i,j+1 y_y ’
506 Ry -y ) Pusly oy

xe[X,%,]i=0,..,n
ye[yj!yj+1]' J =01 1m

Mit Verwendung von Lemma 2.4-2 erhdlt man fur die Funktionen aus (2-28) sowohl an den Knoten als auch den
Ubergéngen zwischen den verschiedenen Spline-Basisfunktionen folgende Beziehungen:

d d
9 si(x,y)= d 7—% Hl(X)(y Y, )Z—ZdXASI H(X)(y y,J =
dx I ij+l
d d
d d 7Asi,j+l(xi+l) 7ASixJ'+1(X'+1)

M qij _49 dx v B _odx
dXSJ(Xm’y) dXS (|+1)+3W<y yJ) 2 Aym (y y) =0

) AS; ., (x AS; (X
@S”(X’ yj+1):6 A;.l(z)(ijﬁ-l)_G A J l(3)(ij'+1)2 :O’

j+1 j+l
xe[x, %, }i=0,..,n
yely, vl i=0..m
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Die Nicht-Negativitat zweidimensionaler SNNK-Splines lasst sich analog zu Lemma 2.4-2 erklaren.

QED

n

m
Folgerung. Wenn z,, =z, = Zy; =2, =0, Ay, ,AX,, =d,i=0,..,n,j=0,..,mund zZd =1, Z= z Z;

j=0i=0
Y Xn

(empirische Dichte, rdumliches Histogramm), so ist IIS(X, y)dxdy =1. Daher eignen sich die in Lemma 2.4-3
Yo Xo

eingefiihrten SNNK-Splines besonders gut zur Approximation einer unbekannten zweidimensionalen Dichte.

Beweis:

m-1 n-1 Yi+t Xj+1

I_” (x, y)dxdy = ZZI IS”xydxdy

Yo Xo j=0 i=0 Vi X
m-1 n-1 Xz ASI L(x 1 ASI L
ol T L d

I

gl

I ]
o -
>

|
N

x >

zh
K_JH

1
Sij (X)ij+l + ASi,jJrl(X)ijH - E | ]+l Ayﬁl}dx

m-1 n-1 Xiz1 1 1
= ZAVM I {_ Si (X)+_Si,j+l(x)}dx =
— =

2

ot U= | 1 1 1 1 1
= ij+1z {E Axi+1{§ Z; + 5 i } + EAXM{E Zijn t > Zi+1,j+1}}

m-1 n-1

ZAyJ+1AX|+1 {Z + Z|+1] + ZI j+1 + ZH—l j+1}
j=0 i=

Setzt man Z,, =Z,, =27, =7, = 0, AyHAx.

erhalt man

I
o
N

I
[N

+Z i+1,j+1}

+Z

|+lj i,j+1

I:% . {z + 7
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Abbildung 2-8a. Messwerte auf einem 5x5-Gitter.
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Abbildung 2-8b. SNNK-Spline fiir die Messwerte aus Abb. 2-8a.

Kommentar. Eine weitere Verallgemeinerung von Lemma 2.4-3 auf mehrdimensionale Falle ist wegen des rekursiven
Aufbaus von SNNK-Splines nahe liegend.

Die Abbildungen 2-8a und b prasentieren einen Datensatz und einen zweidimensionalen SNNK-Spline.
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3. Interpolation von differential-geometrischen Gréfi3en

Bezug nehmend auf spater folgende Anwendungen, méchten wir uns hier wiederum auf dreidimensionales Datenmaterial
beschranken. Wie in der Einleitung bereits angekindigt, besteht die Grundidee der Interpolation von differential-
geometrischen Grofzen in einem zweistufigen Verfahren: Im ersten Schritt soll die funktionale Darstellung einer Oberflache
S mit Verfahren aus Abschnitt 2 gewonnen werden, im zweiten Schritt werden darauf aufbauend die gesuchten differential-
geometrischen Grofien abgeleitet.

Als differential-geometrische Grdfen sollen hier die Charakteristiken bezeichnet werden, die als Funktionale einer
Oberflache betrachtet werden kdnnen. Als Bespiele solcher Charakteristiken kénnen die so genannte Reliefenergie und die
Surface Dilatation genannt werden. lhre diskretisierten Aquivalente, die bei einer numerischen Implementierung des
Verfahrens benutzt wurden, werden unten definiert.

Der Begriff “Reliefenergie” RE(I, j) ist in der Kartografie gelaufig, der Begriff ,,Surface Dilatation DIL(i, j) wurde

aus mehreren differential-geometrischen Charakteristiken zusammengestellt, siehe hierzu Grafarend (2006), Grafarend,
Krumm (2006), Voosoghi (2000), Walder, Buchroithner (2006) und Abschnitt 2.3. Beide stellen im diskreten Fall Matrizen
N x N dar, die in (3-1) und (3-2) definiert werden.

(max(S, (i, j))—min(S, i, )))

RE(i, j) = |Xi+1—xi|><‘yj+1—yj‘ "ofiri, j=1LN-1 31)
0, sonst

mit  S,(i, ) = [S(x. ¥, ) S (ki vy ) S0 vk S(x )]

DIL(i, j) =4 + 4,
mit

(3-2)

PAR, =tr(E - A™)
PAR, = det(E - A™) wobei

(asl(xi,yj)]2 08,(%,¥;) 95.(%,Y;)
1+ ——— -

A= A j) = OX OX 6y2
05, (%, y;) 0S,(xyy) (05X Y;)
OX oy oy
+(asz(xi,y,-)f 35,0, Y;) 88,(%Y))
C=C(ij) = OX OX ay2
05,(%.¥5) 85,(%.y;)  (85(%.Y))
X oy oy
E=05-(C-A)

Die Reliefenergie gilt als relatives Veranderlichkeitsmal des Reliefs, die Surface Dilatation dient der Beschreibung von
Zerrungs-Pressungs-Deformationen auf der Oberflache. Weitere Vertiefungen in die Deformationsanalyse konnen
Grafarend (2006), Grafarend, Krumm (2006) entnommen werden. Insbesondere sind dort weitere Formen von
Deformationstensoren zu finden.
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Basierend auf der Darstellung (2-15) kénnen weitere niitzliche statistische Charakteristiken eines Reliefs hergeleitet werden.
Beispielsweise kann die so genannte ,,mittlere Flache* MR definiert werden. Es ist eine abstrakte Charakteristik, die auf
mittleren Amplituden basiert. Diese mittleren Amplituden werden als arithmetisches Mittel der entsprechenden lokalen

Amplituden der zu untersuchenden Oberflache ermittelt. Somit erhalt man die mittlere Fliche MR, , kK =1,2,..., fiir jeden

Schritt der Approximation mittels

MRl(X’ Y) = Sl(x’ y) =A+a, fo(x)+ b, fo(y)+ Co fo(x)fo(Y)’
MR, (X, y)= MR,(x, y)+ mean(a, ) f,(x) + mean(b, ) f,(y) + mean(c, ) f,(x) f,(y)....
MR, (X, ¥) = MR, (x, y)+ mean(a, )f, (x)+ mean(b, ) f, (y)+ (3-3)

mean(c, )f, (x)f,(y),

Als Reliefvarianz VarR, ,k =1,2... kann das folgende MaR verwendet werden:

varR, (x, y)= ‘Sk (%, ¥)— MR (x, YXa
k=12,.

(3-4)

Bemerkung. Weil es sich bei Wavelet-Splines um eine endliche Summe von stetigen Funktionen handelt, ist eine spezielle
Abhandlung zu den partiellen Ableitungen, die in (3-2) bendtigt werden, uberflissig. Partielle Ableitungen von
parametrischen Bezier-Oberflachen wurden bereits in 2.3 untersucht.

Anwendungen zur Interpolation dieser und der in Abschnitt 2.3 bereits eingefiihrten differential-geometrischen Gréf3en in
den Geowissenschaften und in der Psychologie werden in Abschnitt 6 ausfihrlich diskutiert.
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Abbildung 3-1. Ein imaginéres Netz auf dem Blockgletscher Reichenkar fiir das Jahr 1997.
Die Zahl neben dem jeweiligen Block steht fiir die laufende Nummer
der jeweiligen Messstelle (rote Rauten). Der schwarze Pfeil
kennzeichnet die Bewegungsrichtung des Blockgletschers.
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Einen Spezialfall der Interpolation von differential-geometrischen GréRen stellen Untersuchungen der Anderungen von
Streckenléngen dar. Wir diskutieren hier ein Netz-Modell-Verfahren, das speziell fur die Anwendung am Blockgletscher
Reichenkar entwickelt wurde und daher auch an diesem konkreten Beispiel hier erklart werden soll. Eine Beschreibung des
entsprechenden Datenmaterials kann Abschnitt 2.2 entnommen werden.

Fir Untersuchungen der Anderungen von Streckenldngen wird ein imagindres Netz an Hand einiger ausgewéhlter
Messstellen wie in Abb. 3-1 zusammengestellt.

Dieses Netz verandert sich von Jahr zu Jahr lokal unterschiedlich. Die lokalen Unterschiede gehen auf die relative
Kinematik der Blocke auf dem Gletscher zuriick. Manche Bldcke neigen zum Abrutschen, andere beschleunigen ihre
Bewegung oder werden im Gegenteil durch irgendwelche Hindernisse (Reliefunebenheiten, Eiskerndeformationen)
abgebremst.

Zu den bereits erwéhnten Besonderheiten der Datenerfassung auf dem Blockgletscher Reichenkar gehéren insbesondere die
unterschiedliche Anzahl der Messungen zwischen den Epochen und der Ausfall einiger Messstellen. Zum Beispiel liegt die
Hohenmessung fir den Punkt Nummer 7 im Jahr 2001 nicht vor (daher ergibt sich in Abb. 3-5a, 3-5b eine Licke: Ein Netz
wie in Abb. 3-1 konnte nicht zusammengestellt werden). Fir die Auswahl der Messstellen, die zu einem Netz wie in Abb.
3-1 zusammengefasst werden, sprach vor allem ihre relative ,,informative Stabilitit* Gber die Epochen 1997 bis 2004 und
ihre glnstige raumliche Verteilung (konvexe Maschen).

Am imagindren Netz werden die Abstédnde zwischen den Bldcken fiir jede Epoche ermittelt. Diese Abstédnde verdndern sich
von Jahr zu Jahr lokal unterschiedlich. Die Anderung dieser Abstande, d.h. der Lange jeder Strecke bzw. Netzkante in Abb.
3-1, kann durch den Quotienten aus nachfolgenden und vorherigen Streckenlangen ermittelt werden. Die Abbildungen 3-
2a und 3-2b zeigen einen solchen Vergleich fir die Jahre 1998 und 1997.

Fir weitere Untersuchungen wird nun jeweils ein Jahr als Referenzepoche ausgewéhlt. Relative jahrliche Veranderungen
von Streckenldngen kénnen dann bezlglich solcher Referenzepochen naher betrachtet werden. In den Abbildungen 3-3a,
3-3b, 3-4a und 3-4b werden einige Beispiele hierzu présentiert.
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Abbildung 3-2a. Relative Anderung der Abstande entlang der
Bewegungsrichtung fiir Jahre 1997-1998.
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Abbildung 3-3b. Relative Anderung der Absténde quer zur
Bewegungsrichtung fir die Jahre 1997-1998.

« 10t Jahr 2003, Entlang der Bewegungsrichtung
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Abbildung 3-3a. Relative Anderung der Abstande entlang
der Bewegungsrichtung fir die Jahre 2002-2003.
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« 10 Jahr 2003, Quer zur Bewegungsrichtung
"]255_ ................. EERCLCCECEECEECEED ERRCECECELECEEEEEEE EEE R
195 1.025
1,248 1
1.24
L q1.018
1,238
123 F '101
122_ .......................................
1
1215_ ...........................................................................
1.21 1 i i i 0,995
53 5305 531 5.315 532
x10°
Abb. 3-2b: Relative Anderung der Abstande quer zur
Bewegungsrichtung fiir die Jahre 2002-2003.
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Abbildung 3-4a. Relative Anderung der Abstande entlang
der Bewegungsrichtung fiir die Jahre 2003-2004.
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« 10 Jahr 2004, Quer zur Bewegungsrichtung
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Abbildung 3-4b. Relative Anderung der Absténde quer zur
Bewegungsrichtung fiir die Jahre 2003-2004.
Relat. Anderungen von Streckenlangen entl. der Bewegungsrichtung
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Abbildung 3-5a. Raumlich-zeitliche Anderungen von Streckenléngen fiir
einige ausgewahlte Strecken entlang der Bewegungsrichtung:
Linie (1,1) — Kante 2-11, (5,4) — Kante 28-33, (1,4) — Kante 5-8
und (5,1) —Kante 23-36 (vgl. Abb. 3-1 fir
die entsprechenden Punktnummern)
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Relat. Anderungen von Streckenlangen quer zur Bewegungsrichtung
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Abbildung 3-5b. Raumlich-zeitliche Anderungen von Streckenléngen fiir
einige ausgewahlte Strecken quer zur Bewegungsrichtung.
Linie (1,1) — Kante 2-3, (5,4) — Kante 27-28, (1,4) — Kante 5-6
und (5,1) —Kante 23-24 (vgl. Abb. 3-1 flr
die entsprechenden Punktnummern)

Wenn man nur das Jahr 1997 als Referenzepoche fir alle weiteren Jahre wahlt, so kann eine raumlich-zeitliche
Deformationsanalyse fiir die Netzkanten durchgefuhrt werden, die nicht nur einen j&hrlichen, sondern auch einen globalen
Uberblick iiber den kompletten Beobachtungsraum vom Jahr 1997 bis zum Jahr 2004 erlaubt. Den Abbildungen 3-5a und 3-
5b kénnen die zeitlichen Anderungen von Streckenlangen fiir einige ausgewdhlte Netzkanten entnommen worden. Zur
Visualisierung wurde stets die lineare Interpolation verwendet.

Das vorgestellte Netz-Verfahren erlaubt eine sehr einfache, aber doch aussagekraftige Analyse von Anderungen der
Streckenlangen zwischen eingemessenen Blocken. Wie man insbesondere in den Abbildungen 3-3a bis 3-4b erkennen kann,
existiert ein deutlicher Unterschied in den lokalen Bewegungsgeschwindigkeiten auf dem Blockgletscher.

Waéhrend der axiale mittlere Bereich des Gletschers eine relativ konstante Bewegung aufweist, neigt der mittlere
Zungenbereich zu einer leichten Beschleunigung. Dadurch entfernt er sich vom etwas héher gelegenen, steilen Teil des
Blockgletschers. AuRerdem besteht stets ein htheres Abrutschpotential fiir die Randbldcke des Gletschers als fiir diejenigen
in seiner Mitte.

Im Bereich unter Punkt 36 befindet sich méglicherweise ein Hindernis, das hier die Bewegung des Blockgletschers entlang
des Hanges verhindert. Dadurch nimmt an dieser Stelle die seitliche Abrutschtendenz zu, siehe Linie (5,1) in Abb. 3-5b.

Die deutliche Anderung des Steigungskoeffizienten in Abb. 3-5a (Linie (1,1)) und 5b (Linie (1,4)) kann fiir eine
zunehmende Tendenz des ,,Abbiegens* des Blockgletschers sprechen (dem Koordinatensystem aus Abb. 3-1 entspricht eine
nordwestliche Abbiegungsrichtung).
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4. Unscharfefortpflanzung fir differential-geometrische GréfRRen

Die meisten Messungen stellen aus mathematischer Sicht unscharfe GréRen dar, weil bei ihrer Erfassung keine absolute
Préazision gewahrleistet werden kann. Manchmal gelingt es, statistische Tests zu entwickeln, die empfindlich auf das
Auftreten von groben Abnormitdten in rédumlich-zeitlichen Datenreihen reagieren, siehe Waélder (2005a). Die
,unscharfe* von Daten kann aber auch mit Hilfe von in der Fuzzy-Theorie entwickelten Werkzeugen modelliert werden,
siehe Waélder (2006), (2007a). Zu diesen Werkzeugen gehort das so genannte Intervallkalkil. Eine Messung als
mathematisches Objekt wird in Form eines Intervalls dargestellt, dessen Unter- und Obergrenze den zu erwartenden
Rahmen fir die reale Messung angeben. Durch die variable Breite des Intervalls wird dabei der von Null abweichende
Messfehler einer realen Messung wiedergegeben. Ein solches Modell ist im Grunde genommen der einfachste Ansatz flr
eine Fuzzy-Zahl.

Nun reicht es normalerweise nicht aus, gewonnene Messwerte in ein GIS zu Ubertragen. In vielen Féllen werden diese
Daten weiter auf ein Gitter interpoliert; sie konnen zu einer analytischen Oberflache zusammengefasst werden, man
interessiert sich fir die Ableitungen erster oder hoéherer Ordnungen dieser analytischen Oberflache, usw. Einige
Untersuchungen des Verhaltens unscharfer Oberflaichen wurden bereits in Kaleva (1994), Lodwick, Santos (2003)
durchgefiihrt. Die allgemeine Fragestellung lautet dann: Wie pflanzt sich die urspriingliche ,,Unschérfe* von Messungen
auf einige von ihnen abgeleitete differential-geometrische Grofen fort?

In dieser Arbeit wird nun ein Ansatz zur Modellierung der Unschérfe-Fortpflanzung vorgestellt und anhand einer Fallstudie
néher erléutert.

4.1 Einige Definitionen aus der Fuzzy-Theorie

Eine unscharfe Zahl kann als ungenau gegebene oder ungenau bestimmte Zahlen definiert werden. Unscharfe Zahlen
werden durch konvexe unscharfe Mengen beschrieben und ihre Zugehorigkeitsfunktion weist keine Nebenmaxima auf,
siehe Bandemer, Gottwald (1993). Fur unscharfe Intervalle ist der Kern ein Intervall. Die unscharfen Zahlen und Intervalle
verallgemeinern daher die Ansatze der Intervallarithmetik, die aus der traditionellen Fehlerrechnung hervorgegangen ist.
Nun rechnet man gleich mit durch die Fehlerschranken gegebenen Intervallen statt mit fehlerbehafteten reellen Zahlen.
Kernpunkt dieses Ubergangs ist die Idee, dass die Intervallpunkte ,,scharf“ gegeben sein miissen. Fiir die gewdhnliche
Intervallarithmetik kann z.B. auf Alefeld, Herzberger (1974) verwiesen werden.

Abbildung 4-1. Schematische Darstellung zweier unscharfer Intervalle A = [a‘ , a°, a*]

und B = [b_,bo, b+] sowie ihrer Zugehorigkeitsfunktionen.
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Um mit unscharfen Zahlen und Intervallen rechnen zu kénnen, miissen zundchst einige Grundrechenarten hierflr erklart
werden, die in den weiteren Abschnitten verwendet werden. Durch die Operationen mit unscharfen Zahlen, die wir
benutzen werden, entstehen neue unscharfe Zahlen, unscharfe Intervalle mit eigenen scharfen Grenzen. Wie in Lodwick,
Santos (2003) werden wir uns nicht fur die genaue Form der entsprechenden Zugehdrigkeitsfunktionen interessieren,
sondern vielmehr fir die Bestimmung der Unter- bzw. Obergrenze der abgeleiteten Intervalle und ihrer ,,Zentren“: Wir
bezeichnen so die Stellen, an welchen die entsprechenden Zugehdrigkeitsfunktionen ihre Maxima aufweisen.

Mit A= [a’,ao,a*] und B = [b’,bo,b+] bezeichnen wir zwei unscharfe Intervalle. Die untere sowie die obere

Grenze und das ,,Zentrum“ eines unscharfen Intervalls sollen als seine Parameter bezeichnet werden. Sie und ihre
Zugehdrigkeitsfunktionen sind in Abb. 4-1 schematisch dargestellt.

Wir benétigen die folgenden Operationen mit unscharfen Intervallen A, B : die Summe A+ B, die Differenz A— B, das
Produkt A- B und die Subtraktion A/ B . Als Ergebnis dieser Operationen entsteht eine neue unscharfe Zahl, ein Intervall
C= [C_, c?, C*] , fur welches gilt:

C=A+B: ¢ =a +b,c°=a’+b% c" =a" +b";
C=A-B: ¢ =a -b",c’=a’-b"c" =a"-b7;
C=A-B: ¢ = min{a‘b‘,a*b‘,a‘b*,a+b+},
¢’ =a’’,
¢ = max{a‘b‘,a+b‘,a‘b+,a+b+};
C=A/B: ¢ =minfa /b ,a" /b ,a /b*,a* /b"}
c®=a’/b’,
c*:max{a‘/b‘,aﬁ/b‘,a‘/b+,a+/b+} nur fir b™ >0 oder b" <0

(4-1)

Zusétzlich kdnnen das Quadrat C = A? und die Wurzel C = \/K eines unscharfen Intervalls definiert werden. Hierfir
gilt:
C=A"=A-A:
¢ =minfaa-,a'a’} c®=(a°f,c* =maxfaa-,a*a’} a >0 oder a" <0 (4-2)
¢ =0, c°=(a°f,c" =maxfaa,a'a*} a <0 und a* >0
C=+A:
¢ =+a, c®=+a’, ¢ =+a", nur fir a >0

(4-2)

4.2 Mathematische Modellierung von unscharfen Oberflachen

Wir gehen im Weiteren davon aus, dass unscharfe Hohenmessungen Z =[Zi’,zf,zi+],i=1,...,n an scharfen

Koordinaten (Xi, Y, ), i =1...n vorliegen. Wenn diese Daten auf ein scharfes Gitter {X i Yy }, j=1.N,k=1..M,

interpoliert werden, so sind die interpolierten Hohen ij = [Z ik Z?k Z ,+k] an den Knoten des Gitters wiederum unscharf.

Es hangt vom Interpolationsverfahren ab, welche Parameter diese neuen unscharfen Intervalle erhalten.

Bei jeder distanzabhangigen (scharfen!) Gewichtung der urspriinglichen Messwerte erhalten wir stets:
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Z,+a)T, v +a)T,,

iaﬁ:L a* = Fkt(d?) d=(x - X, F+(y, -V, ), 4-3)
i=1

i=1.n j=1.N,k=1..M
Werden hier inverse Quadrate von Distanzen zur Berechnung der Gewichte herangezogen, so entspricht (4-3):

7 — k7 k5 k5
Zy=o, 7 +a, 7, +..+a, Z,,

; wi . 1
af=— wk=—" (4-4)

1 n

Sy e

i=1

£>0i=1.n, j=1..N k=1..M

Durch eine ,kiinstliche* Konstante & kann in (4-4) verhindert werden, dass ein Gewicht unbestimmt ist, wenn die
Vorhersagestelle mit einer Messstelle zusammenféllt. Weil alle in (4-4) verwendeten Gewichte positiv sind, kénnen die
Parameter von unscharfen interpolierten H6henmessungen wie folgt berechnet werden, vgl. (4-1):

n
- _ o 0ko- ik - ko- _ k5 -
ij—al Z, ta, 7, +..+a, Z, —Zai zZ;,
i=1

n
ZO =0!jk20+ajk20 +...+a'ijO — a. ’
jk 1“1 2 =2 n “n i i (4_5)

n
Z. =t +a) + . +al) =Zai’kzi+

i=1.n j=1...N,k=1...M

Kommentar. Um die weiteren Auslegungen nicht unnétig zu verkomplizieren, werden im weiteren Text auch fur
Gitterkoordinaten {X j Y, }, j =1..N,k =1...M, Kleinbuchstaben verwendet.

Bemerkung: Falls die Koordinaten der Punkte auch unscharf sind, verwendet man in (4-4) die in (4-1) eingefiihrten
Operationen mit unscharfen Zahlen.

Im néchsten Schritt sollen die unscharfen interpolierten Messungen (4-5) zu einer analytischen Oberflache
zusammengefasst werden. Selbstverstandlich ist eine solche Oberflache selbst wiederum unscharf. Zu einer derartigen
Approximation kann ein zweidimensionales Lagrange-Polynom verwendet werden. Zu seiner Konstruktion werden
folgende (scharfe!) Lagrange-Funktionen benétigt:

(x-X,) ()= 11 (y-V.) (4-6)

(x)= 11 , -
¢,(x) A, %) ¢ Svov)

Diese Funktionen besitzen eine wohlbekannte Eigenschaft an den Knoten des Gitters {X i Y }, j=1.N,k=1.M,

namlich
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Lo- i
¢1(Xp):51p:{ P J

0,p#]

1L, p=k
¢k(yp):5kp :{0 E;ﬁk

(4-7)

Mit Hilfe dieser Funktionen wird das approximierende Polynom bzw. die gesuchte unscharfe analytische Oberflache
folgendermafen konstruiert:

ZZJW) X)¢’k ) ijij(va)’

Y ay (4-8)
jk(Xv Y): ¢J(X)¢k( )

Um die Parameter dieser unscharfen Oberflache (4-8) angeben zu kénnen, greifen wir auf die gleichen Uberlegungen wie
in Lodwick, Santos (2003) beziiglich des Wechsels des Vorzeichens bei ij (X, y), j=1..N,k =1..M, zuriick und
erhalten:

pi(x’ y): Z Z]kL]k(X y zzjkl—]k X, y)

j=1..N j=1..N
k=1..M k=1..M
Li(x,y)20 Li (x,y)<0
p’(x.y)= D Z§L(xy) (4-9)
Y
Py)= Y ZiL )+ TZil,xy)
4IM M
Ly (x,y)20 L (x,y)<0

Diese drei Oberflachen in (4-9) geben somit den ,,unteren®, ,,mittleren“ und ,,oberen“ Verlauf der unscharfen Oberflache
(4-8) an. Zunéchst sollen nun einige Eigenschaften der in (4-9) eingefihrten Oberflachen diskutiert werden.

LEMMA 4-1. Alle in (4-9) eingefuhrten zweidimensionalen Funktionen sind stetig und auch differenzierbar.
Beweis:

Die ,,mittlere* Funktion pO(X, y) ist deswegen stetig und unendlich oft differenzierbar nach x und y, weil die Funktionen

ij (X, y) diese Eigenschaft aufweisen. Bei den ,,unteren* und ,,oberen* Funktionen aus (4-9) soll zunachst ein méglicher

Sprung wegen Vorzeichenwechseln von ij (X, y) an den Knoten ausgeschlossen werden. Zwischen den Knoten folgen

Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieser Funktionen aus der entsprechenden Regularitat der Lagrange-Funktionen.

Wir prifen nun die Stetigkeit der ,,unteren” Funktion p"(x, y) aus (4-9) an den Knoten. Hierzu soll festgestellt werden,
dass an den Knoten die folgenden Relationen gelten:

vx: p(x—y)=p (x+y) sowie

(4-10)
vy: p(xy-)=p(xy+)

Wir betrachten das Vorzeichen der Lagrange-Funktionen fur X (X X.+1) naher:
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(1), i+l<j-1
sign(goj(x)): 1, j-1<i<j (4-11)
1), ixj+1

Die Aussage (4-11) kann man leicht nachvollziehen, wenn man sich eine ausfiihrliche Darstellung der Lagrange-Funktion
?; (X), j =1...N, vor Augen halt. Diese ist namlich gleich

x) = (X_Xl)(x Xz) (X lexx XJ+1)' XN)
2i0)= T s ) =, Xy~ %)

Man kann aus (4-12) leicht ersehen, dass sich im Nenner stets j-1 positive und (N-1)-(j-1) negative Klammern befinden. Im
Zihler ist diese Zahl variabel, vgl. (4-11). Gerade fur den Fall eines Uberschreitens des Knotens j ist kein
Vorzeichenwechsel vorhanden, weil sich gerade in diesem Bereich genau j-1 positive und (N-1)-(j-1) negative Klammern
befinden. Im Nenner gilt entsprechendes.

(4-12)

Die Uberlegungen beziiglich ¢, (y) k =1...M sind analog. Somit kann nun (4-10) bewiesen werden.

Fur die erste Ableitung von @, (X), i =1..N, gilt:

d o ()] L
&(pJ(X) (DJ( ) (X_Xl) (X_Xj—l) (X_Xm) (X_XN)
— 1 (X_Xi)+ + (X_Xi) )
- Xl)i?“ 0 -x)  (x - Xj—l):¢}gll\‘ (x; ) )
1 (x-x) 1 (x—x)

B O A e M ey [E N oy

Aus (4-13) folgert unmittelbar, dass die erste Ableitung eine stetige Funktion ist, die an den Knoten folgende Werte
annimmt:

d i=L N (X =X )
&%(Xp): v (4-13)
1 I1 (XP_Xi) pij
0 = )i b =)

. d
Die Uberlegungen beziiglich d—gok(y), k =1...M sind analog. Firr die ,,obere* Funktion p*(x, y) aus (4-9) verlaufen
Yy

die analytischen Untersuchungen mit dem gleichen Ergebnis. Die ,,unteren* und ,,0beren“ Funktionen in (4-9) sind somit
stetig und unendlich oft differenzierbar.

QED

Die - unscharfen - ersten Ableitungen der unscharfen Oberflache (4-8) kénnen folgendermafen konstruiert werden:
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~ d ~ d
Ax:d_pxy d szk(ﬂ X)¢k z ij(pk (/7()
X on
d d - \d 0
Ay:d_yﬁ(x' y):@_z ij(/’ X)¢k =z ij(/’ y(/’k(y)

Um Parameter dieser unscharfen Oberfliche (4-14) angeben zu kdnnen, verwenden wir die gleichen Uberlegungen zum
Vorzeichenwechsel wie fiir (4-8) und erhalten

j=1..N & j=1..N &
k=1..M k=1..M
(ﬂk(y)c%((ﬂj(x)>0 (pk(y)j—x(pj(xko
d
K=Y Z5p(y)-—e;x), (4-15)
j=L.N dx
k=1..M
+ + d - d
A= Y Zioy)—e, )+ Y Ziedy)—e(x)
j=1..N dx j=1..N dx
k=L .M MY
(ﬂk(y)[%((/’j(x)>0 (pk(y)j—x(pj(xko
und entsprechend
_ _ d . d
A, = Z Zlk¢1(x)d_¢k(y)+ Z ij(/’J(X)d_(ok(Y)v
j=L..N y j=1..N y
k=L -M k=L .M
oy (x)g (20 ()G ()0
d
AOV - Z Z?kgol(x)d_gok(y)’ (4-15")
joLN y
k=1 -M
+ + d - d
Ay = _ Z Jk(pl(x)&(pk(y)—l— _ Z jk¢j(x)&¢k(y)
j=1..N j=1..N
k=1..M k=1..M
o3(x) (Y0 o) (y)<0

Kommentar. Lemma 1 steht in Widerspruch zu Proposition 1 aus Lodwick, Santos (2003). Der Grund besteht darin, dass
die dort im Beweis durchgefiihrte Berechnung des Vorzeichens der Lagrange-Funktionen auf einer unvollstdndigen
Fallunterscheidung beruht.

Auf eine dhnliche Art und Weise kann die Unschérfe von weiteren differential-geometrischen GréBen modelliert werden.

Beispielsweise setzt sich die Lange des Gradienten 6 der unscharfen Oberflache (4-8) aus

Q= A +A (4-16)

zusammen. Zur Berechnung der Parameter dieser unscharfen GréRe kénnen Operationen aus (4-1) und (4-2) verwendet
werden.
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Viele GIS-Tools bilden Differenzen anstatt klassische Ableitungen zu verwenden. Nach diesem Prinzip funktionieren auch
die meisten Filter. Die Fortpflanzung der ,,Unscharfe” kann in einem solchen Fall folgendermaBen behandelt werden:

1. Mittelwertbildung

Hier wird meist die folgende Summe berechnet, wobei nicht nur von positiven Gewichten auszugehen ist:

L
m = Zﬂjk Z =1 (4-17)
j.k=1

Fur die Breite des Fensters wird normalerweise L = 3,5,... benutzt. Die Parameter des unscharfen Mittelwertes aus (4-17)
sind:

Zﬂjkz + Zﬁjkzl !

j.k=1 j.k=1
Bik=0 Bik<0
0 N 0
=Y B @17)
ik=1
L L
+ +
m- = Zﬂjkzi + Zﬂjkzl
ik=1 ik=1
B=0 Bi<0

~ 1 ~ ~ ~ ~
et [Fo -7 et 7.7
Gy T ub B Ve ~ ykl[ w2 (¢-19)

j=2.N-1 k=2.M-1

Die Parameter dieser unscharfen Gréf3en sind:

k— - + k
A= T[Zm)k ~Z{y) A=
j+l i1 j+1

- 1
k+ + - ’
A= — 20 - 26 (4-18")
1T R

j=2.N-1, k=2.M-1

Die Parameter der partiellen Ableitungen nach y kénnen analog bestimmt werden. Die hoheren Ableitungen kdnnen
rekursiv auf der Basis eines priméren Gitters berechnet werden, wie z. B. fir die p. Ordnung nach x bzw. nach y:

Nk o (j+Dk  A(i-Dk jk
Ay =——[Rgms -mg] &

(J+Dk A
X x(p-1) x(p-1) y(p) — [A —A 1)] (4-19)
j-1

y(p-1) y(p-

Y — Yea

wobei die entsprechende Verkleinerung des sekundéren Gitters beruicksichtigt wird. Fur ihre Parameter gilt dann:
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. 1 .
jk—= (j+)k— (j—l)k+ jko (j+1)0 (j-1)0
Axipy = X, —x [A (p-1) A ] A = X . —x [Ax (p-1) A><(pfl)]'
j+1 j-1 j+1 j-1
1 (4-19")
jk+ (j+D)k+ (j-1)k-
e — [0 - A% ]
j+l j-1

Ableitungen nach y erhélt man analog:

Zum Vergleich zweier zeitlich getrennter Epochen (in (4-20) mit [1] und [2] bezeichnet) kénnen Verfahren der
Deformationsanalyse von Oberflachen herangezogen werden, siehe Grafarend (2006), Grafarend, Krumm (2006),
Voosoghi (2000) und Abschnitt 3. Nun soll hier die Unschérfe der folgenden Charakteristiken diskutiert werden: Surface
Dilatation und Quadrat des so genannten Surface Maximum Shear Strains. Dieses ,,Quadrat* darf dann auch negativ
werden, wenn Surface Maximum Shear Strain eine komplexe Zahl ist. Die Definitionen kénnen (4-20) enthommen werden
und entsprechen in unserem Fall:

DIL=4,+4, und 1:2:@—~2)2 mit
4, =05- (PAR +yPAR? —4.PAR, )22 :0.5-(PAI§1—\/PAI512—4-PAI§2) und (4-20)
PAR, =tr(E-A™) PAR, =det(E- A

o[ r@F AEAvE]) 5_{“(&&[2])2 R[] Ak 2]

| AKR]-ARR) 1+ (AR [)F ARl AR 1 () J E =0.5(C - A)

- ) wobei

Aus (4-20) lasst sich ableiten, dass

DIL = PAR,, T'?=PAR?-4-PAR, (4-207)

Nach einigen Vereinfachungen in (4-20) erhélt man:

DIL =PAR, =05-tr(C-A*—E)=05-tr(C-A*)-1

. e @0 o @0 - oR R R R e
)

o Grlf + Gealf) +(1 G ) G )

und

PAR, =05 -det(C- A" —E)=0.25-(det(C- A*)-tr(C .- A*)+1)

_ 025 [ etlC tr(C-A*)+1|=025.-9UC) 05.pAR —0.25 (4-22)
det(A) det|A

N S R S el
e (Rl + (A5
In den Relationen (4-21)-(4-22) werden somit nur die in (4-1) eingeflihrten Operationen mit scharfen Zahlen verwendet.

Die in (4-21) und (4-22) prasentierten Herleitungen verwenden eine analytische Darstellung der Elemente einer inversen
2x2-Matrix.

~0.5-PAR, —0.25

In Abschnitt 6 wird die Fortpflanzung der Unscharfe von Hohenmessungen auf die von ihnen abgeleiteten differential-
geometrischen GrofRen an einem Beispiel présentiert.
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5. Ein statistisches Verfahren zur Indikation von Datenabnormitaten

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einem Teilproblem der Analyse von rdumlich-zeitlichen Prozessen, namlich mit
statistischen Untersuchungen zur Genauigkeit von Messungen und mit der Vorhersage von rdaumlich-zeitlichen
Verénderungen der Reliefoberfliche. Das mathematische Werkzeug fiir diese Analyse stellt eine spezielle analytische
Oberflachendarstellung dar, die sich auf eine unkonventionelle Reliefdarstellung im Amplituden-Frequenz-Bereich stiitzt,
siehe Walder (2005a,b), Walder u.a. (2004) und Abschnitt 2.

Die mathematische Basis der in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen bilden spezielle
Interpolationsmethoden fiir solches Datenmaterial, das nicht mehr auf konventionelle Weise bearbeitet werden kann, siehe
Waélder (2005a,b). Als Beispiel fir diese Vorgehensweise sollen die Untersuchungen am Blockgletscher Reichenkar
genannt werden, siehe Abschnitt 6.

Die Diskussion des Verschmutzungsgrades von Daten gehdrt zum Kompetenzbereich der Ausreilierstatistik. Als eine der
ersten Arbeiten, die sich mit AusreiRern bei Zeitreihen beschéftigt, ist die von Fox (1972) zu erwéhnen. Im Allgemeinen
versucht man, den Einfluss von Ausreilern zu unterdriicken, weil diese jede Datenanalyse drastisch beeinflussen kénnen.
Wir wollen in der vorliegenden Arbeit bewusst vom Begriff ,,Ausreiler Abstand nehmen und stattdessen lediglich von
»,Datenabnormititen” sprechen. Der Grund hierfiir besteht darin, dass wegen des spezifischen, Praxis bezogenen
Datenmaterials eine strenge theoretische Herleitung sowohl der statistischen Schatzer als auch der Verteilung von
TestgroRen fast unmoglich ist: Sieben zeitliche Epochen geben keinen Anlass zu asymptotischen Abhandlungen, weiterhin
erfordert der rdumlich-zeitliche Bezug die Einflihrung von mehrdimensionalen TestgréRen.

Bei der oben beschriebenen Problematik erweisen sich daher schlieBlich einige empirische Verfahren der rdumlichen
Statistik als sehr nutzlich, siehe Walder (1999). Nun soll der konkrete Modellaufbau insbesondere im Hinblick auf die
praktische Anwendung in Abschnitt 6 diskutiert werden.

Trendmodellierung mit Wavelet-Splines

Zundchst sollte das rdumliche Datenmaterial - die Reliefhéhen in [m] - Uber verschiedene zeitliche Epochen sozusagen auf
»einen gemeinsamen Nenner* gebracht werden. D.h. zeitlich verschiedene, spéarliche Messungen von sich in standiger
Bewegung befindenden Felsblécken werden auf ein zeitunabhdngiges Punktgitter interpoliert. Im konkreten
Anwendungsfall entsteht das grobe Gitter aus 5 x 5 Punkten auf konventionelle Art und Weise durch Mittelwertbildung
Uber lokale Bereiche um die vorgesehenen Stiitzpunkte. Im néachsten Schritt wird eine sequentielle Reliefinterpolation der
Tiefe 3 (Anzahl p der verwendeten Rekursionen) mit zickzack-férmigen Basis-Funktionen nach (2-15) durchgefiihrt, um
die Visualisierung feinerer Gitterstrukturen zu unterstiitzen, siehe Walder (2005a,b). Somit koénnen die analytischen
Gleichungen des untersuchten Georeliefs fir jede zeitliche Epoche ermittelt werden, siehe (5-1).

P(x,y)= A+a, fy(x)+b, fo(y)+c, fy(x)f,(y)+
a, f,(x)+ by fy(y )+C f00f(y)+.
ap—lfp—l( ) p- 1 p- 1( )+C -1 p—l( )fp—l(y)’ (5-1)

mit A,a,,b,,c, € R,const, k=0,.,p-1

wobei
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k
2kt*, t*e O,[Ej
2
k-1 k k-1 k
]k | % |1 1 1 Lox
fk(t)— 2 (Ej —t |, t e (Ej (Ej +[§j mit t =mod k_2(t),

() G TR

k=012,.

und

= {max(x) — min(x)}-t + min(x),
y = {max(y) —min(y)}-t + min(y).

Die Koeffizienten A a,b,,c,, k=01...p—1 stellen Amplituden dar, die fiir jeden lokalen Bereich und fur jede

zeitliche Epoche sequentiell angepasst werden, siehe Walder (2005a, b). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit und nur
zum Zweck der Vereinfachung der Berechnungen ist es sinnvoll, die realen Gitterkoordinaten zunéchst auf den [0,1] x
[0,1]-Bereich zu transformieren, um diese Amplituden zu ermitteln. Die Ricktransformation ist offensichtlich und wurde
bereits in Abschnitt 2 beschrieben.

Nachdem eine zeitlich-einheitliche, auf dem réaumlichen Frequenzbereich festgelegte Darstellung des Datenmaterials
erreicht wurde, kann eine Gegeniberstellung von Amplitudenzeitreihen in jedem der lokalen Bereiche des Georeliefs
erfolgen. Fiir unser Beispiel kann festgestellt werden, dass bei den Zeitreihen 1997-2003 naherungsweise von einer linearen
Regression ausgegangen werden kann. Zusétzliche Untersuchungen mit einem quadratischen bzw. exponentiellen Ansatz
fuhren zu keinen signifikanten Verbesserungen. Somit wird kann in einer ersten Annahme von einem linearen Trend bei
diesen Amplitudenzeitreinen ausgegangen werden. Fir den Trend des Georeliefs D zum Zeitpunkt T ergibt sich
unmittelbar:

(XyT):A o( )+6f( )+Co ()O(Y)+
&, 1,00+ b, f,(y)+ & L, () (y)+.
—1fp—1( ) l5—1 p—l( )+Cp—1fp—1(x)fp—1(y)' (5_2)
Ampl = Parl,,, T+ ParZAmp,,

mit Ampl = A,ék,Bk,ék, k=0,..,p-1

wobei Parl, Par2 die Parameter der entsprechenden linearen Regressionen fiir A, akbk ' Cs k=01,.. p —1 darstellen.
Nach der Trendmodellierung erfolgt die stochastische Modellierung zufélliger Geooberflachen.

Ein empirischer Konfidenzbereich fiir die mittlere Geooberflache: Modellierung zufélliger Stérungen

Die zweite Annahme bei unserer Modellierung besteht in der Erfassung zufalliger Schwankungen des Georeliefs R mittels:
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R”(x,y,T):(AJrZ )
(8, + 2, )fo (x)+ B, +
(él+Za1)f() (A

(ép_l + Za,,,l)fp LX)+

Jfo(y)+ (6 + 2, ) () (y)+
)f (y)+(é1 +ch)f1 X)f,(y)+... 53)

Z
Z
6,042 a0+ 6n+ 2, )L (01,40

wobei die zufalligen StérgroRen ZA,Zak ,Zbk ,ZCK ,k=0,...,p—1 als trend- und voneinander unabhéngig sowie

normalverteilt mit Mittelwert Null vorausgesetzt werden. Der Begriff ,,mittlere Geooberflache” mit D=E(R) (vgl. (5-2), auf
den oberen Index wird hier verzichtet) in der Abschnittstiberschrift soll hier als Analogon zum Begriff ,,Mittelwert* bei der
klassischen Konfidenzintervallschdtzung eingefihrt werden.

Als Schétzer der Standardabweichung jeder StérgroRe wird der Mittelwert der absoluten Abweichungen der fur jede
zeitliche Epoche nach (5-1) berechneten Amplituden von ihren durch die entsprechende lineare Regression (vgl. (5-2)) fir
diese Zeitpunkte errechneten Werten verwendet.

AnschlieRend werden 1000 Simulationen des in (5-3) dargestellten zufalligen Georeliefs (H6hen) erzeugt und in jedem der
lokalen Bereiche der minimale und maximale Wert berechnet. Diese Werte werden zu zwei Oberflachen zusammengefasst,
einer minimalen und einer maximalen Grenzoberflache. Der Bereich zwischen diesen Oberflachen wird dann als
empirischer Konfidenzbereich fir die mittlere Geooberflache definiert. Dieser Konfidenzbereich kann einerseits zur
Vorhersage der zu erwartenden Gletscherdynamik und anderseits zum Test auf Abnormitéaten in den Messungen unter den
oben eingefiihrten Annahmen verwendet werden. Die grundlegende ldee hierzu besteht in einer rdumlich-zeitlichen
Verallgemeinerung des in Wélder (1999) vorgestellten empirischen Verfahrens.

Nun kann der empirische statistische Test auf Abnormitéten in den Geodaten folgendermafen formuliert werden:

Liegen die Messungen in einem konkreten Jahr zu Uber M% in dem unter den oben beschriebenen Modellannahmen
berechneten Konfidenzbereich, so kann mit einer Sicherheit von M% davon ausgegangen werden, dass diese Geodaten
keine Abnormitéten aufweisen.

Wenn das Gegenteil eintritt, kann von einer Abnormitdt in den Geodaten gesprochen werden, die sich sowohl auf
Verschmutzung als auch auf die Ungiiltigkeit der obigen Annahmen zuriickfiihren lassen kénnte. Zum Beispiel kdnnte eine
Steigungsénderung (change point) beim linearen Regressionsansatz eingetreten sein. In diesem Fall misste der lineare
Ansatz in (5-2) erganzt werden.

In Abschnitt 6 wird eine Anwendung dieses Verfahrens prasentiert.
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6. Anwendung von Interpolationsverfahren fur differential-geometrische Grofien
6.1 Fallstudie ,,Kaiserberg*“: zum sequentiellen Aufbau von Wavelet-Splines

Basierend auf den um GPS-Messungen erweiterten Datensatz zum DHM ,,Kaiserberg“, d.h. einem digitalen Hohenmodell
mit mehr als 100 000 Messpunkten, sollen nun Ergebnisse zu folgenden Untersuchungen prasentiert werden:

e Schrittweise Ausdunnung des Datensatzes auf ein 65 x 65 — Gitter

e  Sequentielle Approximation des Georeliefs mittels gemischter Wavelet-Splines

Kommentar. ,,Gemischte” Wavelet-Splines stellen, wie bereits in 2.4 diskutiert wurde, eine Verallgemeinerung des
urspringlichen Ansatzes dar. In jedem Schritt wird anhand einer Gegeniiberstellung von entsprechenden Genauigkeiten
derjenige Typ von Basis-Funktionen aus den Beispielen 2.4-1 bis 2.4-3 ausgewahlt, mit dem dabei die hochste Genauigkeit
nach (2-26) erzielt wird. Das Verfahren erlaubt eine lokale Anpassung dieses Typs in jedem Schritt und fiir jede einzelne
Zell. Zur Vereinfachung der Darstellung wird in den folgenden Abbildungen jeweils eine Art pro Schritt (jedoch nicht pro
Zelle) ausgewahlt.

Unser priméres Ziel bestand darin, die Struktur des urspriinglichen DHMs fir weitere Anwendungen nicht nur mit
moglichst geringem Speicheraufwand und mit einer optimalen Genauigkeit zu erhalten, sondern auch eine differential-
geometrische Analyse auf der Basis der abgeleiteten funktionalen Form des Reliefs durchfiihren zu kénnen.

Die Qualitat des vorgestellten sequentiellen Verfahrens kann schrittweise kontrolliert werden. Als Ergebnis der
urspriinglichen Ausdiinnung wird eine spezielle Wellen-Struktur fur das reale Georelief erzeugt. Basierend auf dieser kann
nun eine Frequenzanalyse durchgefiihrt werden. Zudem kann der Aufbau von Makro- bis hin zu Mikrostrukturen des
Georeliefs analysiert und verfolgt werden. Die Anwendung von gemischten Wavelet-Splines erhéht dabei die Genauigkeit
der Approximation eines Reliefs. Weitere Details kénnen Walder (2005b) entnommen werden.
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Abbildung 6-1. Originaldaten Kaiserberg mit mehr als 100 000 Punkten.



56 6. Anwendung von Interpolationsverfahren fiir differential-geometrische GréRen

Grad 1.

Ine vom

polynomialer Spl

itter

12x2-Gi

. Schritt 1

Abbildung 6-2a

 @honos ﬁ-%?”

o

Ak,
e
ot
y Jﬁw%%mﬂz.
o e
GRS
RN
| e
SRl it
AR
AR
s et
ety
R e e
it
e R
R
S S
UL
e

Al
N

o o o o O
o o o O O
L I T o o
oy o ot oy

Ine

hter Wavelet-Spli

tter, gemisc

G

tt2:3x3-

Schr

Abbildung 6-2b.

vom Grad 2 (Poly/Zickzack).



6. Anwendung von Interpolationsverfahren fiir differential-geometrische GroRen

3500

0

£
S
R
R
Do
by
“‘1"33:‘“
i

)
o

R
o
3

3000

2
e
R
B
i
o
o
b
et
Ao
1\t‘
i

=
S0
S
Ah
s
o

<
R

432
R

7
S
SR
o
e
s
2

T
S
o
S
3
N
W
L
‘é““‘\“\
¥

25
e
S
R0
“s‘
o
o

2500

&

g
‘:ﬁp“n
L

2
SR
e
R
Rt
R
R
P
-
i

3

o
e
-

W
o
i

@
i
i

“‘\
%

s
ey

2000, . N
1.96 -

&
i

5
¥ 10

Abbildung 6-2c. Schritt 3: 5 x 5 — Gitter, gemischter Wavelet-Spline
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Abbildung 6-2d. Schritt 6, 33 x 33 — Gitter, gemischter Wavelet-Spline
vom Grad 6 (Poly/Zickzack/Sin/Zickzack/Sin/Sin).
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Abbildung 6-2e. Schritt 7, 65 x 65 — Gitter, gemischter Wavelet-Spline
vom Grad 7 (Poly/Zickzack/Sin/Zickzack/Sin/Sin/Zickzack).

6.2 Fallstudie ,,Reichenkar*: gemischte Wavelet-Splines und Anisotropie

Die Beschreibung des Datenmaterials kann Abschnitt 2.2 entnommen werden. Die rdumliche Verteilung der Messpunkte
Uber alle Jahre wird in Abb. 6-3 dargestellt. Auf Grund der geringen Abstande kann diese Darstellung nur fiir einzelne,
entsprechend vergroRerte Teilgebiete empfohlen werden. Die Oberflachen des Blockgletschers wurden mithilfe von
gemischten Wavelet-Splines fiir anisotrope Medien approximiert, siehe hierzu Wélder (2005b).

Nach der urspriinglichen Interpolation auf ein - nicht unbedingt regelmaRiges - Gitter wird eine spezielle Wellen-Struktur
fir das reale Georelief erzeugt. Eine Interpolation von differential-geometrischen Grofen kann auf der Basis der
abgeleiteten funktionalen Form des Reliefs mit Hilfe dieses Verfahrens durchgefiihrt werden. Aus einer ersten, groben
Datenanalyse ergibt sich unmittelbar, dass sich die Hohenmessungen aus den Jahren 1997 und 1998 nur im ersten
Messpunkt (Nummer 1 in der Excel-Tabelle) unterscheiden. D.h., es kdnnen keine Z-Verschiebungen nachgewiesen
werden, was auf einen Geréte- oder Ubertragungsfehler hindeuten kénnte.

Fur Epochen ab dem Jahr 2000 liegen u.a. Visualisierungen der Langen von Verschiebungsvektoren vor. Auffallig ist
hierbei die Anderung der Lage der Extremwerte dieser Vektorlange im beobachteten Zeitraum. Eine plausible
geowissenschaftliche Erklarung fiir diese Anderungen ware insbesondere im Hinblick auf mégliche Zusammenhénge mit
der entsprechenden Lage des Eiskerns von grofRem Interesse.

Eine Gegeniberstellung der Bewegung des Gletschers in den Jahren 2002 und 2003 bzw. 2003 und 2004 mithilfe

gemischter Wavelet-Splines flr anisotrope Medien wird in Abb. 6-4a,b prasentiert.

Bemerkung. Die Ergebnisse der Interpolation von differential-geometrischen Gréfien mithilfe von Wavelet-Splines werden
in einer weiteren Fallstudie présentiert, um unnétige Wiederholungen vermeiden zu kénnen.
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6.3 Fallstudie ,,Reichenkar*: Bezier-Splines

Anhand des Kontrollnetzes aus Abb. 3-1 wurden in siehe Walder (2005e) Bezier-Flachen fiir die Hohenmessungen am
Reichenkar fir die Jahre 1997 bis 2000 und 2002 bis 2004 hergeleitet. Abb. 6-5 zeigt eine solche Flache fiir das Jahre 1997.
Hierbei wurde eine Unterteilung der Parameter u und v aus [0,1] in 10 gleich grof3e Intervalle verwendet. Daher entstanden
11 x 11 - Gitter, die in den weiteren Abbildungen zur Visualisierung verwendet werden sollen. Als Eckpunkte dienten

dabei die Messstellen mit den Nummern by, = 2,b,, = 36,b,, =6,b,, =32, vgl. Abb. 3-1. Die Definitionen der unten

berechneten GrolRen kdnnen Abschnitt 2.3 entnommen werden. Der Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren, die den
partiellen Ableitungen nach u bzw. nach v der Bezier-Flache entsprechen, kann flr das Jahr 2003 den Abb. 6-9a,b
entnommen werden. Fiir die rdumlich-zeitliche Deformationsanalyse von zwei Epochen wurde jeweils ein Jahr als
Referenzepoche ausgewahlt und mit einem nachfolgenden verglichen.

Die Deformationsanalyse von Reliefoberflachen mithilfe von Bezier-Splines erfolgt aus einem alternativen und in einem
gewissen Sinn unkonventionellen Blickwinkel: Der Blockgletscher wird als ein komplettes Objekt aufgefasst, dessen
Verénderungen mithilfe von koordinatenfreien, im CAD-Design ublichen Kategorien wie ,,vorderes Zungenprofil®, ,.die
linke Kante des Gletschers* usw. beschrieben werden kénnen.

Wie man in Abb. 6-5 erkennen kann, glattet die Bezier-Flache die wahren Hohenmessungen sehr stark. Dennoch soll betont
werden, dass der Blockgletscher ein sehr ,raues* Untersuchungsobjekt ist: Man kann im Grunde genommen von keiner
Oberflache im gebrauchlichen Sinne des Wortes sprechen. Eine differential-geometrische Oberflachendeformationsanalyse
wie aus Abschnitt 2 wird nun auf einer so genannten Trendoberflldche durchgefiihrt.

Der absolute mittlere Fehler der Approximation des Blockgletschers mittels Bezier-Splines liegt in unserem Fall bei ca. 5 m.
Dieser Fehlerwert wurde dabei durch eine Gegenuberstellung aus den Messdaten linear interpolierter Werte und den aus
der Bezier-Flache abgeleiteten Werten bestimmt.

Waéhrend der axiale mittlere Bereich des Gletschers beinahe krimmungsfrei verlduft, erweist sich der linke vordere
Zungenbereich als nach oben hin konvex (konkav). Der etwas héher gelegene steile Teil des Gletschers rechts ist dabei
nach unten hin konvex (konvex).
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Bezier-Flaeche
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Abbildung 6-5. Bezier-Fléche flr das Jahr 1997. Die linke untere Ecke mitu=0,v=0
entspricht der Messstelle mit der Nummer 2. Die rechte untere Ecke mitu=1,v=0
entspricht der Messstelle mit der Nummer 6, vgl. Abb.3-1.

Mittlere Kruemmung w10 Mittlere Kruemmung

1 :
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Abbildungen 6-6a,b. Die mittlere Krimmung fiir die Jahre 1997 und 2003.
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Lange der Mormalendifferenz: Jahre 2003 und 2004
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Abbildung 6-7. Die Lange der Differenz von Normalvektoren der entsprechenden
Bezier-Flachen in den Jahren 2003 und 2004.

Gradientuntersuchungen: Lange

400

9
350

o

7
1300

&

5
1250

200

0 2 4 6 3 10 12

Abbildung 6-8. Die Gradientenlangen der abgeleiteten Bezier-Flache
fir das Jahr 2003.
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Gradientuntersuchungen: Cos

3 10 12

Abbildung 6-9a. Der Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren,
die den partiellen Ableitungen nach u bzw. nach v
der abgeleiteten Bezier-Flache entsprechen,
im Jahr 1997.

Gradientuntersuchungen: Cos

10 12

Abbildung 6-9b. Der Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren,
die den partiellen Ableitungen nach u bzw. nach v
der abgeleiteten Bezier-Fléache entsprechen,
im Jahr 2003.
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Die ,,Aktivitat” der Oberflache des Gletschers ist entlang der longitudinalen Gletscherkanten am auffalligsten. Es besteht
stets ein héheres Abrutschpotenzial fir die Randbldcke, welches diese Aktivitat erklaren I&sst. Die Gegentberstellung von
verschiedenen Epochen zeigt, dass sich diese Aktivitdt in den Jahren 1997 und 1998 auf die vordere linke Ecke
konzentrierte, wéhrend sich in den Jahren 2003 und 2004 der mittlere linke sowie der rechte obere Randbereich eher
veranderten. Die Gradientenuntersuchungen, siehe Abb. 6-8, zeigen den Unterschied der Neigung des Blockgletschers
Reichenkar deutlich auf: Oben rechts befindet sich der steilste Abschnitt, wéhrend der Zungenbereich ziemlich flach
ausfallt.

Nicht uninteressant ist die Untersuchung des Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren in Abb. 6-9a,b, die den
partiellen Ableitungen nach u bzw. nach v der abgeleiteten Bezier-Flache entsprechen. Die negativen Werte bedeuten, dass
die Anderungen der Oberflache in Richtung quer und entlang der Fortbewegung des Gletschers ,,gegenlaufig® sind: Der
Winkel zwischen den oben genannten Vektoren ist dabei stumpf. Dagegen stehen positive Werte fiir die
,Gleichlaufigkeit“ dieser Anderungen (analog zu dem Vorzeichen eines Korrelationskoeffizienten). Diese Gleichlaufigkeit
kann das Monotonieverhalten der Oberflache (steigend bzw. fallend in beiden Richtungen u und v) oder die Tendenz des
»Abbiegens* des Blockgletschers widerspiegeln. Dem Koordinatensystem aus Abb. 3-1 entspricht dabei eine nordwestliche
Abbiegungsrichtung.

6.4 Fallstudie ,,Reichenkar*: Statistische Untersuchungen zur Datenabnormitat mithilfe von
Wavelet-Splines

Abbildung 6-10a zeigt die Langen der tangentialen Verschiebungsvektoren der Messungen am Gletscher fur die Jahre 2002
und 2003; in Abbildung 6-10b sind die Langen dieser Vektoren fir die Jahre 2003 und 2004 dargestellt. Die in Abbildung
6-10a gezeigte Tendenz entspricht ungefahr der in den friiheren Jahren. Man kann aus der Legende zu Abbildung 6-10b
ersehen, dass sich die FlieBgeschwindigkeit in den Jahren 2003 bis 2004 beinahe verdreifacht hat.

Im ersten Schritt unserer Untersuchungen wurden die Messungen in einem ausgewahlten Teilgebiet nahe des
Zungenbereiches des Gletscher auf ein 5 x 5 - Gitter interpoliert und die Ableitung von analytischen Darstellungen wie in
(5-1) fur jede der sieben zeitlichen Epochen (1997 und 1998 bis 2004) durchgefiihrt, vgl. Abschnitt 5 und Walder (2005a).
Abbildung 6-11 zeigt die analytische Oberflache fiir das Jahr 2004. Somit entstanden 16 Teilbereiche mit 10 spezifischen,
lokal angepassten Amplituden.

Im zweiten Schritt wurden die Parameter von 160 linearen Regressionsmodellen ermittelt. Um den Modellansatz
hinsichtlich seiner Relevanz zu testen, wurde zuerst mit den Zeitepochen 1997 bis 2003 gearbeitet. Dabei wurden bei der
Anpassung der linearen Regression immer Werte eines bestimmten Jahres nicht berticksichtigt und durch Anwendung des
in Abschnitt 5 beschriebenen Ansatzes vorhergesagt. Diese Vorgehensweise wird in der Geostatistik als cross validation
bezeichnet. Es lasst sich nun festhalten, dass mit dem in Abschnitt 5 eingeflihrten empirischen statistischen Test keine
Abnormitéaten festgestellt werden kdnnen. Dabei kann eine Sicherheit von M = 95 % gewahrleistet werden.

Der weitere Verlauf der Fallstudie betraf nun das Jahr 2004. Mit Hilfe der auf den Amplitudenzeitreihen der Epochen bis
einschlieBlich 2003 basierenden Regressionsansdtze konnten Schatzungen bzw. Extrapolationen fiir die entsprechenden
Amplituden des Jahres 2004 berechnet werden. Somit konnte die empirische Vorhersage fiir das Georelief in dieser
zeitlichen Epoche erfolgen. Der Konfidenzbereich fir die mittlere Geooberflache des Jahres 2004 wurde wie in Abschnitt 5
ermittelt und besteht aus einer minimalen und maximalen Grenzoberflache nach 1000 Simulationen, siehe Abbildungen 6-
12a und 6-12b.

Die aus den Hohenmessungen abgeleitete analytische Darstellung fir das Jahr 2004 befindet sich zwar stets (ber der
minimalen Grenzoberflache, die maximale Grenzoberflache wird aber teilweise Uberschritten, sieche Abbildung 6-13. Die
Korrelation zwischen der vorhergesagten mittleren Geooberflache und der im Jahr 2004 gemessenen betrdgt 0,9. Die
Differenz beider Oberflachen kann Abbildung 6-14 entnommen werden. Die Messungen im Jahr 2004 weisen also einen
gewissen Grad an Abnormitat auf. Wenn man dabei von einer Datenverschmutzung ausgeht, spricht die Art dieser
Differenz eher fiir einen systematischen Messfehler (ca. 9 m Uberschétzung) bei der Datenerfassung. Sollte dies der Fall
sein, kdnnten im Datensatz die Hohenmessungen mittels dieser Differenz ,,bereinigt” und somit plausiblere Aussagen zur
Hohenmessungen erreicht werden.
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Abbildung 6-10a. Die Lange des Verschiebungsvektors des Blockgletschers Reichenkar
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Jahr 2004
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Abbildung 6-11. Die nach (5-1) interpolierte Teiloberflache
flir das Jahr 2004.
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Abbildung 6-12a. Die minimale Grenzoberflache des Konfidenzbereiches
far das Jahr 2004.
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Abbildung 6-12b. Die maximale Grenzoberflache des Konfidenzbereiches
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Abbildung 6-13. Differenz zwischen der Geooberflache im Jahr 2004

und der maximalen Grenzoberflache des
empirischen Konfidenzbereiches.
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« 10" FLACHENDIFFERENZ mit VORHERSAGE
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Abbildung 6-14. Differenz zwischen der vorhergesagten mittleren
Geooberflache und der im Jahr 2004 gemessenen, [m].

Das in Abschnitt 5 vorgestellte Modell wurde an einem konkreten Anwendungsbeispiel getestet. Die Annahme, dass in den
Jahren 1997 bis 2003 keine Abnormitaten auftraten, konnte durch unseren Test bestétigt werden. Allerdings muss die
Hypothese ,,ungestorter Daten“ im Jahr 2004 abgelehnt werden.

Unser Modell stellt eine anwendungsorientierte Erganzung und in diesem Sinne auch eine Verallgemeinerung von
klassischen Verfahren der rdumlichen Statistik dar. Die Trenderfassung durch eine spezielle, lokal angepasste
Wellendarstellung erhoht dabei die Realitatsbezogenheit unseres Verfahrens. Der in Abschnitt 5 eingefiihrte empirische
Konfidenzbereich, der sich auf eine wiederholte Simulationen stiitzt, kann flir weitere Anwendungen, insbesondere im
Zusammenhang mit zeitlich-rdumlichen, zufalligen Modellen, von Interesse sein. In diesem Fall sollten die in Abschnitt 5
eingefiihrten Annahmen projektbezogen angepasst bzw. verallgemeinert werden.

Eine spéter erfolgte Gegeniiberstellung von Messungen am Reichenkar aus dem Jahr 2005 und der entsprechenden
Vorhersagewerten (Extrapolation) mit dem beschriebenen Ansatz, die hier nicht weiter diskutiert werden soll, zeigt keine
Steigungsanderung bei der linearen Regression der Amplituden auf. Dadurch wird obige Aussage bezlglich
Datenabnormitaten im Jahr 2004 zusétzlich untermauert.

6.5 Fallstudie ,,Reichenkar*: Unscharfefortpflanzung von Messungen auf abgeleitete
differential-geometrische GrofRen

Wir betrachten die Hohenmessungen aus den Jahren 2003 bis 2005. Es soll nochmals darauf verwiesen werden, dass in
Abschnitt 6.4 fiir das Jahr 2004 eine systematische Uberhéhung der z - Koordinate von ca. 9 m nachgewiesen werden
konnte, siehe auch Walder (2005a). Bei den anderen Koordinaten liegt zudem eine systematische Uberhéhung von ca. 2 m

vor. Dagegen weisen alle Messungen in den friiheren Jahren eine ziemlich konstante Genauigkeit von + 0.5 m (GPS) auf.

Die Hohenmessungen in den Jahren 2003 und 2005 werden als unscharfe Zahlen Z,izl...n=36, mit

Z, = [Z( =2)-0572,z =7} +0.5] modelliert. ~ Fur  das  Jahr 2004  verwenden  wir
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Z = [Zi" =2)-9572",2" =2 + 0.5] m. Im ersten Schritt werden jahrliche Hohenmessungen mit Hilfe der Methode
der inversen Distanzen auf ein Gitter Uber einem ,,zungennahen“ Teilgebiet interpoliert. Abbildung 6-15 zeigt einen
Parameter der entsprechenden unscharfen Gitterwerte Z ik I, ] =1...N = 20, aus (4-3’) fiir das Jahr 2003, die nach (4-4)

berechnet wurden.

Bei der Berechnung der Gewichte in (4-4) wird von & = 0.6 ausgegangen. In den Abbildungen 6-16a bis 6-16¢ sind
Jahresdifferenzen dargestellt. Die in Abbildung 6-16c dargestellte Differenz entspricht etwa dem ,zu
erwartenden Anderungscharakter des Blockgletschers (beobachtet auch in friiheren Jahren).

Wir verwenden nun die Relationen (4-16)-(4-22) zur Berechnung von einigen — unscharfen - differential-geometrischen
GroRen fiir die Oberflache des Blockgletschers Reichenkar.

<10 Jahr 2003
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1.256
E 42430
125
L 12410
1245
b
E 12400
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2390
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2380
123
53 5305 531 5315 532 5335 533

x10*
Abbildung 6-15. Parameter Z?k der unscharfen Gitterwerten Z ;, nach (4-3’)

und (4-4) far das Jahr 2003. Die ,,Breite* ihrer Unschéarfe
ist dabei konstant und betragt 1.0 m.
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Abbildung 6-16a. Differenz zwischen den Parametern Z ?k
in den Jahren 2003 und 2004.
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Abbildung 6-16b. Differenz zwischen den Parametern Z ?k
in den Jahren 2004 und 2005.
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Abbildung 6-16c. Differenz zwischen den Parametern Z?k
in den Jahren 2003 und 2005.
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Abbildung 6-17a. Quadrat der Gradientenlange fiir das Jahr 2003 nach (4-16) und ,,Breite* seiner Unschérfe.
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Abbildung 6-17b. Quadrat der Gradientenlange fiir das Jahr 2004 nach (4-16) und ,,Breite* seiner Unschérfe.
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Abbildung 6-17c. Quadrat der Gradientenlénge fir das Jahr 2005 nach (4-16) und ,,Breite* seiner Unscharfe.
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Abbildung 6-18a. Surface Dilatation fiir die Jahre 2003-2004 nach (4-21) und ,,Breite** der Unschérfe.
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Abbildung 6-18b. Surface Dilatation fiir die Jahre 2004-2005 nach (4-21) und ,,Breite* der Unscharfe.
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Abbildung 6-18c. Surface Dilatation fur die Jahre 2003-2005 nach (4-21) und ,,Breite** der Unscharfe.
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Abbildung 6-19a. Quadrat des Surface Maximum Shear Strains fir die Jahre 2003-2004 nach (4-20")-(4-22)
und ,,Breite* seiner Unschérfe.
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Abbildung 6-19b. Quadrat des Surface Maximum Shear Strains fiir die Jahre 2004-2005 nach (4-207)-(4-22) und
,.Breite* seiner Unschérfe.
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Abbildung 6-19c. Quadrat des Surface Maximum Shear Strains flr die Jahre 2003-2005 nach (4-207)-(4-22) und
,.Breite* seiner Unschérfe.

Als weitere Verallgemeinerung sollen nun auch die (X, y) - Koordinaten der Messungen als unscharf betrachtet werden.
Die Koordinaten aus den Jahren 2003 und 2005 werden somit als unscharfe Zahlen Gi, i=1..n=36, mit

u, = [ui‘ =u’-05u’,u" =u’ +O.5], U=X,yY modelliert. Fir das Jahr 2004  verwenden  wir

u. = [U-_ =u’-20,u’,u" =u’+ 2.0], U= X,y m. Die folgenden Abbildungen veranschaulichen die Verénderung

1
bei der Unschérfefortpflanzung.

Analog zur obigen Vorgehensweise greifen wir auf die Relationen (4-16)-(4-22) zur Berechnung einiger — unscharfer -
differential-geometrischer GroRen fiir die Oberflache des Blockgletschers zuriick.
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Abbildung 6-20 a-c. Breite der Unscharfe der Gitterwerte ij
fir die Jahre 2003 (a), 2004 (b) und 2005 (c).

Die Verwendung von Konzepten aus der Fuzzy-Theorie, wie sie oben diskutiert wurde, stellt eine alternative und sinnvolle
Erganzung sowohl zu statistischen Verfahren der Genauigkeitskontrolle als auch zum Fehlerfortpflanzunggesetz bereit. Es
sei daran erinnert, dass es bei vielen geowissenschaftlichen Anwendungen nicht nur darum geht, einen Wert fiir eine
bestimmte Charakteristik ableiten zu kénnen, sondern auch darum, die mit diesem Wert verbundene Gute nachfolgender
Ergebnisinterpretationen quantifizieren zu kénnen. Die Fuzzy-Theorie im obigen Sinne liefert ein bequemes Instrument fur
diesen Zweck.

Zur Vereinfachung wurde in diesem Abschnitt ausschlieRlich das Problem der ,,Maximal-fehlerberechnung* behandelt. D.h.
es wurde auf die Herleitung der entsprechenden Zugehdrigkeitsfunktionen der unscharfen Grofen verzichtet. Unser
Hauptinteresse galt insbesondere dem Ausmall der ,,Unschérfe“. Grundlegende Schritte zur Berechnung der
Zugehorigkeitsfunktionen werden beispielsweise in Bandemer, Gottwald (1993) beschrieben.

Ein Vorteil von Verfahren der Fuzzy-Theorie gegentber ,,klassischen* statistischen Methoden besteht in ihrem Verzicht
auf einschrankende Verteilungsannahmen beziiglich FehlergroRen. Zudem ist die Herleitung der Zugehérigkeitsfunktionen
von abgeleiteten GroRen einfacher als die Bestimmung ihrer Verteilungen. AuBerdem kdnnen heterogene Bereiche, d.h.
Messungen verschiedener Unschdrfe, mit dem in dieser Arbeit prasentierten Verfahren problemlos modelliert und
analysiert werden.
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Abbildung 6-21a-c. Breite der Unschérfe des Quadrates der Gradientenlange
fur die Jahre 2003(a), 2004 (b) und 2005 (c).

Anhand einer Gegenuberstellung der préasentierten Abbildungen l&sst sich feststellen, dass die Unscharfe der (x,y)-
Koordinaten zu einer deutlichen - auch zu erwartenden - Zunahme der Breite der Unschérfe der betrachteten differential-
geometrischen GroRen fihrt, vgl. Abbildungen 6-17a-c und 6-21a-c, 6-18a-c und 6-22a-c und so weiter. Besonders
ausgepréagt ist dieser Effekt fur das Jahr 2004,
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Abbildung 6-22a-c. Breite der Unscharfe der Surface Dilatation fiir die Jahre 2003-2004 (a),
fir die Jahre 2004-2005 (b) und fur die Jahre 2003-2005 (c).
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Abbildung 6-23a-c. Breite der Unscharfe des Quadrates des Surface Maximum Shear Strains
fir die Jahre 2003-2004, fiir die Jahre 2004-2005 und fir die Jahre 2003-2005.

6.6 Fallstudie ,,Aufmerksamkeitslandschaften*: Bildanalyse mithilfe von Wavelet-Splines

Mit dem in Abschnitt 2.4 eingefiihrten Wavelet-Spline-Verfahren lasst sich eine Approximation von
Aufmerksamkeitslandschaften der Tiefe (Schritt, Grad) 5 durchfiihren. Mit Hilfe einer zeitlich-einheitlichen, auf dem
rdumlichen Frequenzbereich festgelegten Darstellung des Datenmaterials und unter der Verwendung ausschlieflich
polynomialer Basis-Funktionen kann eine Gegeniiberstellung von Amplitudenzeitreihen in jedem lokalen Bereiche von
Aufmerksamkeitslandschaften verschiedener Versuchspersonen (VP) erfolgen. Die entsprechenden Bilder sind den Abb. 6-
25a und 6-25b zu entnehmen.

Die mittleren Amplituden (vgl. (3-3)) werden in Abb. 6-26a und 6-26b présentiert. Die mittleren Reliefs fur beide VP
kdnnen Abb. 6-27a,b entnommen werden.

In Abb. 6-28 a,b sind die héchsten Frequenzen der Aufmerksamkeitsintensitat dargestellt. Diese entsprechen
S%(x, y)—S*(x, y), siehe (2-15).
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FLACHE 2
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Abbildung 6-25 a, b. Wavelet-Spline der Tiefe 5 fiir VP 2(a) und VP 5 (b).
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Abbildung 6-26a. Mittlere Amplituden fiir VP 2. Oben links ist A dargestellt. Oben rechts werden

a,,mean(a, ),...,mean(a, ) dargestellt. Unten links sind b, mean(b, ),..., mean(b, )
abgebildet. Unten rechts stehen die mittleren Amplituden C,, mean (Cl ),..., mean(c4 )
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Abbildung 6-26b. Mittlere Amplituden fiir VP 5. Oben links ist A dargestellt. Oben rechts werden
a,,mean(a, ),...,mean(a, ) dargestellt. Unten links sind b,,mean(b, ),..., mean(b, )

abgebildet. Unten rechts stehen die mittleren Amplituden c,, mean(c, ),...,mean(c, ).
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Abbildung 6-27a. Die mittlere Flache fiir VP 2.
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Abbildung 6-27b. Die mittlere Fléache fir VP 5.
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Abbildung 6-28a. Die héchsten Frequenzen der
Aufmerksamkeitsintensitat fir VP 2.
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Abbildung 6-28b. Die héchsten Frequenzen der
Aufmerksamkeitsintensitat fir VP 5.

Zunachst betrachten wir Abb. 6-25a,b:

VP 5 zeigt ein — bezogen auf den Mittelwert - ,breitflachigeres” Interesse am Bild als VP 2. Die Aufmerksamkeit von VP
2 nimmt mit wachsenden Abstédnden schneller als bei VP 5 ab (Markenkorrelationsfunktion, vgl. Abb. 9-1). Die mittlere
Abweichung in der Aufmerksamkeit zwischen VP 2 und VP 5 ist fur geringe bis mittlere Abstdnde am auffalligsten. Im
»Randbereich des Bildes“ nehmen die Unterschiede in der Aufmerksamkeitsintensitat ab. Beide Versuchspersonen weisen
das gleiche Maximum an Konzentration auf, das sich auf dem angebotenen Bild auf ein Frauengesicht bezieht. Die
Ausdiinnung des zu untersuchenden Gitters auf 17 x 17 — Punkte mit einer entsprechenden Approximation mittels
polynomialer Wavelet-Splines (siehe Beispiel 2.4-3) fiihrte zu einem geringen Qualitétsverlust verglichen mit den
urspriinglich dber 20 000 Punkten.

Nun sollen Abb. 6-26a,b uns 6-27a,b naher betrachtet werden:

Zunéchst ist die ausgepragt diagonale Blickrichtung von VP 2 aufféllig; insbesondere im Vergleich mit dem ,,klassischen®,
zeilenweise ablaufenden Abtasten des Bildmaterials durch VP 5. Ein abstraktes Modell auf der Basis der mittleren
Amplituden bildet die theoretische Vorstellung ab, dass die VP das ganze Bild mit einer konstanten, den mittleren
Amplituden Gber alle lokalen Bereiche entsprechenden Aufmerksamkeit erfasst. Hier spielt wiederum die ausgepragt
diagonale Blickrichtungsfiihrung von VP 2 im Gegensatz zu VP 5 eine Rolle.

Nun zu Abb. 6-28a,b:
Die Bereiche maximaler Frequenzen der Aufmerksamkeitsintensitit beziehen sich bei beiden Versuchspersonen auf ein
Frauengesicht im vorgelegten Bildmaterial.
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7. Eine Gegenuberstellung von Reliefapproximationen anhand zweier Verfahren

7.1 Kurze Darstellung zweier Lésungswege eines Approximationsproblems

Gegeben seien Hohenmessungen Zi ,i=1..N 2, auf einem N x N - Gitter. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit und

nur zum Zweck der Vereinfachung der Form weiterer Relationen soll nun vorausgesetzt werden, dass die Rechts- und
Hochwerte im Intervall [0,1] liegen, siehe Abschnitt 2.4 fiir Details zur entsprechenden Transformation bzw.
Rucktransformation. AuRerdem wird

N=2'+1 k=12.. (7-1)

angenommen.
Gesucht wird eine zweidimensionale, erweitert-polynomiale Georeliefapproximation der Form (2-15) mit 3k+1
unbekannten Koeffizienten. Im weiteren Text wird dies mit dem Begriff polynomiale Approximation vom Grad k abgekdirzt.

Die Komponenten des Vektors & aus (7-2) sind nun optimal zu bestimmen, siehe (7-4) und (7-5):

a: z=z(x,y)=P(x,y,a) (7-2)
Zur Losung dieses Problem kénnen mehrere Lésungswege fiihren, die von zusétzlichen Annahmen abhéngen.

Wenn die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten & fiir die polynomiale Georeliefdarstellung kleiner als die Anzahl
der Messungen ist, so ist es ein klassisches Ausgleichungsproblem gegeben, das mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate geldst werden kann. Hier muss die so genannte Interpolationsforderung (7-3) nicht erfiillt werden.

2(x,y;)=2;,i=1..N" (7-3)

Auf weitere Details und auf die Diskussion der Vor- und Nachteile dieses in der wissenschaftlichen Literatur oft
beschriebenen und vielseitig angewendeten Verfahrens soll hier verzichtet werden. Zur Vertiefung in diese Thematik sei
beispielsweise auf Grafarend, Schaffrin (1993), Schwarz (1988), Niemeier (2002) und Reillmann (1976) verwiesen.

Eine etwas andere Vorgehensweise kennt man bei Wavelet-Splines. Hier kann zwar grundsatzlich von der gleichen Anzahl
der Koeffizienten in der polynomialen Darstellung (7-2) ausgegangen werden, man variiert diese Koeffizienten allerdings
in lokalen Bereichen bzw. Gitterzellen in unserem Fall, um die Interpolationsforderung (7-3) zu erfiillen.

Die Grundidee der in Abschnitt 2.4 eingefiihrten Georeliefapproximation liegt in der sequentiellen Ableitung der
analytischen Gleichung in (7-4):

P (xy)=A+a f (x)+b f (y)+c fl(x)fl(y)

Py (% y)= Py (%, y)+a,(x, )Ty (x)+ b, (x, y) T, (y) + ¢, (x, y) T, (x) T, (y)

(7-4)
P (6 Y) =P _;(xy)+a (xy)f ()+b (x y)f (y)+c, (xy)f (), (v)
k=23..

wobei mit fk(-), k =1,2... spezielle Wavelet-Funktionen oder die so genannten Basis-Funktionen eines Wavelet-Splines

bezeichnet werden. Diese Funktionen kénnen eine sinusoidale, zickzack-férmige oder polynomiale Form aufweisen, siehe
die Beispiele 2.4-1 bis 2.4-3. Die Koeffizienten a,b,c sind Amplituden, die fiir lokale Bereiche individuell angepasst
werden. Fir den Koeffizientenvektor dieser Approximation gilt in solchen Bereichen:
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:(ao a, b ¢ .. a b Ck)T (7-5)
k=12..

Der Parameter k beschreibt somit den Schritt, die Tiefe oder den so genannten Grad der Approximation auf einem Gitter
von Messwerten. Eine ausfiihrliche Beschreibung verschiedener Verallgemeinerungen des Modells (7-4) sowie ihre
praxisbezogenen Anwendungen kénnen Walder und Buchroithner (2003, 2004) sowie Waélder (2005a,b,c) entnommen
werden. Hier soll dem nicht detaillierter nachgegangen werden. Im Rahmen dieser Arbeit beschranken wir uns auf
zickzack-formige Wavelet-Funktionen (7-6) insbesondere, um die weiteren Ausfiihrungen mdéglichst tibersichtlich darlegen
zu kénnen. Abbildung 7-1 veranschaulicht den Verlauf dreier solcher Funktionen. Einige Bezeichnungen aus Abschnitt 2.5

werden leicht abgeandert, um eine einfache Darstellung zu erméglichen.

Abbildung 7-1. Zickzack-férmige Basis-Funktionen eines Wavelet-Splines
(rot fur k =1, grun fir k = 2 und blau fir k = 3).

Abbildung 7-2. Prinzip der Gittererweiterung von k = 2
(nur schwarze Gitterpunkte) auf k=3
(schwarze und rote Gitterpunkte).



7. Eine Gegeniberstellung von Reliefapproximationen anhand zweier Verfahren 85

ok-1¢*, t*ell
k=1 1 k-2 * * *
f ()=12"" (Ej —t ], toel, mit t =m0d1k_3(t), t=xy
k-1|,* (1 k=3 * [ZJ
2 t —(—j , t el
2 3
k-1

A0 @767

k=12...

Nun soll die Approximation vom Grad k auf einem N x N - Gitter, N = 2k +1, durchgefiihrt werden. In den in den

Abschnitten 7.2 und 7.3 durchgefiihrten Untersuchungen soll die folgende Frage beantwortet werden:
Wie genau ist diese Approximation fur verschiedene Approximationsansdtze — und wie ,,stabil* bleibt sie - flr ein

erweitertes Gitter mit N = 2% +12
Abbildung 7-2 veranschaulicht eine derartige Erweiterung eines Gitters.

7.2 Theoretische Grundlagen beider Ldsungswege

Wir gehen in diesem Abschnitt von einem urspriingliches N x N — Gitter mit N = 2“1 +1 und einer polynomialen
Approximation vom Grad k (mit 3k + 1 Koeffizienten) aus, siehe (7-2) und (7-4).

Die Methode der kleinsten Quadrate

Wir fiihren nun folgende Bezeichnungen ein:

flT
E | |=[fr]
F’Iz
]?iT:[]- fl(xi) fl(yi) fl(Xi)fl(yi)
f(x) fly) fi)f(y)] (7-7)

i=1..N? N=2'+1
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Die Losung & des Approximationsproblems (7-2) entspricht hier der Losung é,'i des Ausgleichungsproblems (7-8) und ist
der Gleichung (7-9) zu entnehmen. Als theoretisches GenauigkeitsmaR der Approximation vom Grad k kann die Norm des

Vektors HV k H verwendet werden.

Ek g = 7k

a = [a(f a’bich..atbl C,f]T (7-8)
VAR [Zl Zz..-ZNz]T =[zT,

i=1.N°

7] =[5 2] - minfe )=
=T T 2 (19)
-l e ) T 22

Hinweis 1. Wir verzichten in (7-9) auf die Darstellung der numerischen Lésung mittels einer QR-Zerlegung. Diese kann
zum Beispiel in Schwarz (1988) gefunden werden.

Nun soll das urspriingliche Gitter mit (Zk -1 + 1) X (Zk -1 + l) Messwerten zu einem Gitter mit (Zk +1) X (2k +1)

Messwerten erweitert werden, siehe Abb. 7-2. Zur Untersuchung der Giite der auf dem urspriinglichen Gitter
k+1

durchgeflhrten Approximation vom Grad k auf dem nun erweiterten Gitter muss die Norm des Vektors HV aus (7-10)
bestimmt werden:
“\7k+1 _ “Ek+1 gk _Zka (7-10)
Unter Verwendung der offensichtlichen Beziehungen (7-11) auf dem erweiterten Gitter
= k+l _ E
—_— F*

- (7-11)

Zk+1: Zk
Z*

gilt fur das theoretische Genauigkeitsmal? der polynomialen Approximation vom Grad k nach der Methode der kleinsten
Quadrate:

o) = +|E-ax -2 (710"

wobei der Lésungsvektor é,': der Gleichung (7-9) zu entnehmen ist. Mit Stern werden in (7-11) die Blocke der Matrix

k — . . . . . . .
F " bzw. des Vektors Z *** bezeichnet, die sich auf die neuen, nach der Gittererweiterung hinzu gekommenen
Messwerte beziehen, d.h.:
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-[f7]

£
Z'=[z,] (7-11°)

j=N2+1, N2+2,...(2k +1)Z

Als ein relatives theoretisches Genauigkeitsmal der polynomialen Approximation vom Grad k auf dem erweiterten Gitter

2
nach der Methode der kleinsten Quadrate kann das mit der Anzahl (Zk +1) der Punkte normierte theoretische
Genauigkeitsmal (7-10") verwendet werden.

Das Wavelet-Spline-Verfahren

Wir fuhren nun eine einfache Operation ein, um die Darstellung der weiteren Ausfiihrungen nicht unnétig durch
verschachtelte Matrixprodukte zu erschweren.

Definition 7-7. Die folgende Operation (7-12) wird als Stretching bezeichnet. Das Ergebnis der Anwendung dieser
Operation auf eine Matrix bzw. auf einen Vektor ist

wiederum eine Matrix bzw. ein Vektor. Diese Operation fuhrt zu einer durch einen ganzzahligen Vektor B gesteuerten
Wiederholung einiger Zeilen der Matrix bzw. des Vektors A.

AoB=|" (7-12)

A,

A,

wobei A und B eine identische Zeilenanzahl aufweisen miissen.

Unter Verwendung der Bezeichnung (7-13), die in Bemerkung 7-1 erklart wird, kann die eindeutige Losung M ¥ des
Approximationsproblems (7-2) mit Hilfe eines Wavelet-Splines aus der Gleichung (7-14) bestimmt werden. Der
konstruktive Algorithmus zur sequentiellen Herleitung dieser eindeutigen Lésung kann in Wélder, Buchroithner (2004) und
in 2.4 gefunden werden.

mK = [m%.Zellemml_.Zelle m2-Zelle

i ]
) (7-13)
w3.Zelle <4Zelle (N -1 Zelle
] ] 4K

I.Zelle

%3

T
= |.Zelle .S .S S .S S,.S .S
(mi j _[ao ay b1 Cp bk Ck}

i=1.N2,1=12,.(N-1)



88 7. Eine Gegenuberstellung von Reliefapproximationen anhand zweier Verfahren
(Ekoﬂkj.Mk _ 7k, K

=H(Ek ONkJ,Mk_Z—k ONkHZO

(7-14)
ik

wobei der Vektor N ¥ eine Spalte mit ganzzahligen Elementen darstellt, von denen jedes jeweils der Anzahl der Spalten
der Matrix M * aus (7-13) entspricht, die sich dabei auf einen festen Punkt (xi,yi) i =1...,N? bezieht. Dieser Vektor

héngt von der Reihenfolge der Nummerierung der Punkte auf einem Gitter ab. Beispiel 7-1 veranschaulicht einige
Bezeichnungen aus (7-13) und (7-14) fir das Gitter in Abb. 7-3 (nur schwarze Punkte). Die in (7-14) verwendete Operation

wurde in Definition 7-7 eingefiihrt. Die Norm des Vektors der Abweichungen a* st gleich Null. Die
Interpolationsforderung (7-3) wird dabei erfillt.

Beispiel 7-1. Verwendung der Bezeichnungen aus (7-13) und (7-14) fiir k = 2, siehe Abb. 7-3 (nur schwarze Punkte).

Die Nummerierung der Gitterpunkte und der Gitterzellen erfolgt hier von unten nach oben und von links nach rechts.

2 | »1.Zelle - 1.Zelle 2.Zelle - 2.Zelle
M _[ml m2 m2 m3
~1.Zelle ~3.Zelle .1.Zelle -.2.Zelle
my my Mz Mg
~3.Z¢elle .4.Zelle .2.Zelle .4.Zelle
Mg Mg Mg Me
~3.Z¢elle -3.Zelle 4.Zelle 4.Zelle
m> m8 m8 m9 J
T |.Zelle
~l.zelle} [.S.5S,.S.S_.S,S_S
(mi j ‘[ao a; by ¢’ ay by c; }[X J
irYi
i=1.32,1-1234
und

NZ2=[121242121]

Bemerkung 7-1. Die Bezeichnung aus (7-13) soll an dieser Stelle nochmals naher erlautert werden. Wie man auch an
Beispiel 1 sehen kann, werden einige Gitterpunkte in die Berechnung von Spline-Koeffizienten zwei- bzw. viermal
einbezogen, weil sie gleichzeitig zu zwei bzw. vier benachbarten Gitterzellen gehéren, siehe auch Abb. 7-3. Man kann

leicht nachweisen, dass sich dadurch die Anzahl der Gleichungen in (7-14) bis auf 4 erhéht, was der Anzahl der
unbekannten Koeffizienten der Matrix M genau entspricht. In der Bezeichnung (7-13) wurde speziell die vierfache
Beriicksichtigung eines inneren Gitterpunktes m; in den Gitterzellen mit den Nummern 1,2,3 und 4 hervorgehoben.

Abbildung 7-3. lllustration der vierfachen Einbeziehung von Gitterpunkten fur k = 2
(nur schwarze Punkte, die exemplarische Gitterzelle ist hellblau) und k =3
(schwarze und rote Punkte, die exemplarische Gitterzelle ist hellgelb).
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Nach der Erweiterung des urspriinglichen Gitters wie in Abb. 7-2 und unter der Berticksichtigung von (7-11) und (7-14),
der Definition 7-1 und der fortlaufenden Nummerierung der hinzu kommenden Punkte gilt fiir das theoretische
Genauigkeitsmal’ der polynomialen Approximation vom Grad k mit Hilfe eines Wavelet-Splines:

Mkz[Mk,M*}

Nk+1:{ k} (15)

*

2 Z

Uk+1

H(Ek+1 Nk+1j mKk+1_sk+1 gk+1

:H E*ON*)-M*—Z*ON

( ”*j M*_Z*ON’*

*

Als ein relatives theoretisches Genauigkeitsmall der polynomialen Approximation vom Grad k auf dem erweiterten Gitter

nach dem Wavelet-Spline-Verfahren kann das mit der Anzahl 4% der Punkte normierte theoretische Genauigkeitsmaf3
(7-15) benutzt werden.

7.3 Eine Fallstudie: Hohenmessungen am Blockgletscher Reichenkar

Eine ausflhrliche Beschreibung des Blockgletschers Reichenkar ist bereits in Abschnitt 2.2 erfolgt. Zur Untersuchung des
Bewegungsverhaltens dieses aktiven Blockgletschers wurden am Blockgletscher einige markierte Messpunkte (gréRere
Felsblécke mit eingemeilelten und mit roter Farbe markierten Messmarken) vermessen. Es wurde ein Bereich in der
Stirnnéhe ausgewahlt. Mit diesen Héhenmessungen in diesem Bereich wurde ein regelméRiges 17 x 17 - Gitter erzeugt, das
als Grundlage der Genauigkeitsuntersuchungen diente.

Dieses Gitter weist starke Schwankungen der Messwerte im unteren Bereich auf, die durch eine Approximation auf der
Basis seines 5 x 5 — Subgitters nicht erfasst werden konnten, siehe Abb. 7-4. Das 5 x 5 Subgitter wurde als urspringliches
Gitter ausgewahlt. Ausgehend von diesem 5 x 5 — Gitter wurden polynomiale Approximationen des Georeliefs vom Grad
k = 3 (10 Koeffizienten) mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate (Methode 1) und mittels des Wavelet-Spline-
Verfahrens (Methode 2) durchgefiihrt.

1.25
1.248
1.246
1.244

1.242

124

1238 2450

1.235’ ! !

1.234

1.232

1.234
5305 53 5315 532

x10°
Abbildung 7-4: 17 x 17 — Gitter (Original) der Héhenmessungen (in [m]) auf einem Teilgebiet des Reichenkar
Blockgletschers. Die Stiitzpunkte des urspringlichen 5 x 5 — Gitters (Subgitter) wurden schwarz
gekennzeichnet.
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In Tabelle 7-1 wird eine Koeffizientenibersicht beider Losungswege prasentiert. Da beim Wavelet-Spline-Verfahren 16
verschiedene Gitterzellen mit jeweils 10 Koeffizienten betrachtet werden, werden in Tabelle 7-1 die Mittelwerte dieser
Koeffizienten Uber alle 16 Gitterzellen gebildet.

o  Koeffizienten der e Methode 1 e Methode 2
Approximation vom (Mittelwerte
Grad 3 e (iber 16 Gitterzellen)

e q, o 243172 e 24333

e . -19 . -8,5

. b e 252 e 255

e C J 1,2 o -0,0

e a, . -0,8 . 0,5

. b2 . -6,4 . -4,1

e G, o 3,7 o 4,3

. a, . 0,2 . 0,5

° b3 ° -2,5 . -0,7

e G ° 1,3 . 5,6

Tabelle 7-1. Koeffizientenliberblick fir beide Methoden fiir die auf das Intervall [0,1]
transformierten Rechts- und Hochwerte, [m].

Nun sollen fiir diese Fallstudie die empirischen Genauigkeiten beider Methoden verglichen werden.
Als empirisches GenauigkeitsmaR wird hier fir beide Methoden die Summe — und nicht der Mittelwert- der absoluten

Abweichungen zwischen den wahren und den approximierten Messwerten auf einem erweiterten Gitter verwendet.
Die empirische Genauigkeit der Approximation vom Grad 3 flir das 5 x 5 — Gitter betréagt, in [m]

68,285  fiir Methode 1 und
0,0 fir Methode 2.

Die empirische Genauigkeit der gleichen Approximation vom Grad 3 fir das erweiterte 9 x 9 — Gitter nach (10”) und (14)
betragt

2391,5 fir Methode 1 (Abb. 7-5a) und
2314,3  fir Methode 2 (Abb. 7-5b).

Eine weitere Erweiterung auf ein 17 x 17 — Gitter flihrt zu folgenden Werten der empirischen Genauigkeit der
Approximation vom Grad 3:

12580  fiir Methode 1 (Abb. 7-6a) und
12515  fiir Methode 2 (Abb. 7-6b).
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Abbildung 7-5 a, b. Darstellung des 9 x 9 — Gitters mit der Approximation vom Grad 3
nach Methode 1 (a) und nach Methode 2(b), [m].

Wenn man anstatt der nach Methode 1 ermittelten Koeffizienten die mittleren Koeffizienten des Wavelet-Splines aus
Tabelle 7-1 zur Approximation benutzt, kdnnen folgende Werte der empirischen Genauigkeiten der polynomialen
Approximation vom Grad 3 ermittelt werden:

76,02 fir das 5 x 5- Gitter,
2390,7 furdas 9 x 9 — Gitter und
12568 fur das 17 x 17 — Gitter.

Es ist nun leicht zu verstehen, wieso die Genauigkeit fiir das 5 x 5 — Gitter bei der Approximation mit Verwendung der
mittleren Koeffizienten des Wavelet-Spline niedriger ist, als diejenige bei der Methode der kleinsten Quadrate. Die nach
Methode 1 ermittelten Koeffizienten -und nur diese- sind fir diesen Fall gerade diejenigen Koeffizienten, die zu einer
polynomialen Approximation mit einer minimalen Abweichung zwischen den wahren und den approximierten Messwerten
fihren. Eine theoretische Begrindung flr die héhere empirische Genauigkeit bei den mittleren Koeffizienten des Wavelet-
Splines auf den erweiterten 9 x 9 — bzw. 17 x 17 - Gittern ist dagegen nicht trivial. Hierzu sind griindliche, auf modernen
Verfahren der Approximationstheorie basierende Untersuchungen notwendig.
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Abbildung 7-6 a, b: Darstellung des 17 x 17 — Gitters mit der Approximation vom Grad 3 nach Methode 1(a) und nach
Methode 2 (b) , [m].
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Tabelle 7-2 gibt einen zusammenfassenden Uberblick der relativen empirischen Genauigkeiten fiir die oben beschriebenen

Falle.

Gitter/Methode 1 Mittlere Koeffizienten nach Methode 2
5x5 2,7314 0,0 3,0409
9x9 29,5249 28,5718 29,5149

17 x 17 43,5288 43,3036 43,4892

Tabelle 7-2. Gegeniiberstellung der relativen empirischen Genauigkeiten
polynomialer Approximationen vom Grad k =3 in [m].

Es wurden zwei verschiedene Ansatze zur Georelief-Approximation vorgestellt und an Hand einer Fallstudie verglichen.
Das Testgebiet, ein Teil des Blockgletschers Reichenkar, weist starke ,,UnregelmaRigkeiten* im Relief wie lokale
Schwingungen auf, siehe Abb. 7-4. Gerade diese Eigenschaft macht die Gegeniiberstellung beider Methoden besonders
spannend, weil mit zunehmender RegelmaRigkeit eines Georeliefs ein geringerer Unterschied zwischen beiden Methoden
bei fortschreitenden Gittererweiterungen zu erwarten ist.

Es konnte nun gezeigt werden, dass die ,die Anzahl der Koeffizienten reduzierende”, und dabei auf die
Interpolationsforderung (7-3) verzichtende, klassische Lésung nach der Methode der kleinsten Quadrate bei der
Erweiterung des Gitters etwas ungenauer als die Wavelet-Spline-Methode ist, die die Interpolationsforderung
berticksichtigt. Es soll allerdings darauf verweisen werden, dass bei einer Entscheidung zwischen beiden Methoden stets
die konkrete, praktische Aufgabenstellung beachtet werden sollte.
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8. Einige ARMA-Modelle zur Vorhersage von Dammdeformationen

8.1 Mathematische Modellierung

In Yuanzhong und Litao (2005) wird ein ARMA-Modell zur Beschreibung, Analyse und Vorhersage der
Dammdeformation prasentiert. Wir schlagen nun weitere Modelle vor, die unter anderem die Genauigkeit der Vorhersage
signifikant verbessern.

Yuanzhong und Litao (2005) folgend soll hier angenommen werden, dass zwei unabhédngige Variablen X, Y (Druck und
Temperatur) die abhangige Variable Z, die eigentliche Dammdeformation beeinflussen. AuRerdem verwenden wir bei der
Analyse den gleichen Datensatz wie in Yuanzhong und Litao (2005), um eine Gegenuberstellung verschiedener Ansatze zu
erleichtern. Zunachst werden die folgenden vier ARMA-Modelle in Betracht gezogen:

Z(K)=C+ Y o x(k—i)+ Pk i)+
i=1 i=1 (8-1)

Zz(k)=C-Zz(k—1)+iaiX(k—i)+iZ::BiY(k—i)+a

i=1

Zs(k):C+Zocl.X(k—i)+Z::[3iY(k—i)+g
z,(k)=C-7,(k-1)+ y

1

o, X(k—i)+ Y BY(k-i)+e

M-

Die zuféllige Variable ¢ ~ N(O,O'Z) ist normalverteilt mit Mittelwert Null und der (unbekannten) Varianz o?. Der

Parameter p beschreibt die so genannte Rekursionstiefe der entsprechenden AR-Modelle, d.h. die Anzahl der
vorhergehenden Monate, die bei der Modellierung bericksichtigt werden sollen.

Mit Hilfe wvon Verfahren der Ausgleichungsrechnung konnen die unbekannten Koeffizienten C und
ao,,B, i= O(oder 1)..p geschéatzt werden. Hierzu wird eine ausreichende Anzahl M von Gleichungen benétigt, die
auf Messungen x(j),y(j), z(j), |]| = M bezogen sind. M ist die Anzahl der Monate, in welchen die entsprechenden
Messungen gesammelt wurden. Fir diese Anzahl M gilt M < 2p +1 fir die Modelle 1 und 2, bzw. M <2p + 3 fur
die Modelle 3 und 4.

Beispielsweise erhélt man fir Modell 1:

z(p+1)= C+i0h~x(1? +1-i)+ iﬁiy(p +1-i)+e
1 ]

zl(p+2):C+Zp:aix(p+2—i)+zp:Biy(p+2—i)+8 (8-2)
i=1 =1
z(p+M)= C+iaix(p+M—i)+ iBiy(p+M—i)+8
i=1 i=1

In Matrixform entspricht dies:
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z=A-u+e,
z' = [z(p +1),...,z(p +M)], u' = [C,ocl,...,ocp,Bl,...,Bp],
Akl)=Lk=1.M (8-2))

=1
Ak, 1 +1)=x(p+k—1)k=1.M,I=1.p
Ak, I+ p+1)=y(p+k-1)k=1.M,1=1.p

Die Ldsung von (8-2") erhélt man dann durch:
w=(474)" 4"z (8-3)

Die Modellgenauigkeit entspricht in diesem Fall:

) \/ (4ir -z ) (4i - 2) 6.4)

O =

M-2p-1
Statistisch gesehen kann die Giite der Anpassung durch die Korrelation zwischen den wahren, gegebenen Messwerten und
den durch das entsprechende Modell vorhergesagten GréRen quantifiziert bzw. Gberprift werden. Dabei wird erwartet, dass

E(g)~é=2z—Au~0

p=pldu,z)~1 (8-5)

Die Modelle 2,3 und 4 kdnnen analog behandelt werden. Die GréRe 62 aus (8-4) kann als Schatzer fiir die unbekannte

Modellvarianz o von & ~ N (O, 02) benutzt werden. Diese Grol3e wird spater zur Vorhersage herangezogen.
8.2 Eine Fallstudie: Analyse und Vorhersage der Dammdeformation am Gangue-Damm in einer
Goldmine in der chinesischen Provinz Shandong

Wir verwenden die Messungen (Druck, Temperatur und Deformation) aus Tabelle 1 in Yuanzhong und Litao (2005), S. 91.
Die monatlichen Dammdeformationen wurden in Abb. 8-1 visualisiert.

90 - Tt e [

] 10 15 20 25 30 35 19 pressure

Abbildung 8-1: Die monatlichen Dammdeformationen in mm (links) und Dammdeformationen
in Abhéngigkeit von Druck in mPa und Temperatur in C (rechts).



8. Einige ARMA-Modelle zur Vorhersage von Dammdeformationen 95

El

80 -

r

60 -

50

40t

20 L L L 1 1
0

Abbildung 8-2: Die gemessenen Deformationen (fette Linie) und ihre
Vorhersage (gestrichelte Linie) nach Modell 1 aus (8-1) mitp = 7.

Zunéchst soll die Modellierung und Vorhersage von Deformationen fiir die letzten vier Monate (K = 30,31,32 und 33 aus
Tabelle 1 in Yuanzhong und Litao (2005), S .91) anhand der Messungen aus den vorigen Monaten 1 bis 29 durchgefiihrt
werden. Die wahren Messwerte und ihre Vorhersagewerte nach Yuanzhong und Litao (2005) kénnen Tabelle 8-1
entnommen werden.

Kommentar 8-1: Nach dem Modell in Yuanzhong und Litao (2005) betrégt die Summe der absoluten Abweichungen
zwischen den wahren und vorhergesagten Deformationswerten d = 45.3 mm.

Wir verwenden die Modelle 1 bis 4 mit verschiedenen Werten fur Parameter p und berechnen mit ihrer Hilfe die
Koeffizienten entsprechender linearer Regressionen, siehe Tabellen 8-2 bis 8-5. Abbildung 8-2 zeigt die Gegenliberstellung
zwischen den gemessenen und vorhergesagten Dammdeformationen fir ein Modell.

Monat, K 30 31 31 33
Deformation, wahre, mm | 38 54 50 79
Deformation, geschdtzte, | 45.3 48.0 52.6 49.6
mm

Tabelle 8-1. Wahre Deformationsmessungen und ihre Vorhersagewerte fiir die
letzten vier Monate (nach Yuanzhong und Litao (2005), S .91, 92).

Die Vorhersage wird anschliefend in zwei Schritten durchgefiihrt. Im ersten Schritt wird ein Regressionsmodell zur
Trendanpassung verwendet. Im zweiten Schritt wird 100-mal eine normalverteilte Grofle € mit Mittelwert Null und

Varianz 62 simuliert. Ihr maximaler absoluter Wert wird dann zur Berechnung der Grenzen des Vorhersageintervalls
benutzt. Selbstverstandlich kann auch die 1.5 - o -Regel fir diesr Berechnung verwendet werden.

In Tabelle 8-6 werden schlieBlich die vorhergesagten monatlichen Deformationswerte und die Summe ihrer absoluten
Abweichungen von den gemessenen Dammdeformationen (vgl. Tabelle 8-1) préasentiert.
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p=2 p=3 p=4 p=5 p=6 p=7
C=108.31 C=148.25 C=281.65 c=1781 C =143.85 C=132.98
a, =175 a, =0.62 a, =0.19 a, =—0.64 a, =-1.17 a, =—0.18
B, =-092 B, =-095 B, =-0.90 B, =-0.97 S, =-0.68 S, =-0.69
a, =-377 a, = -3.61 a, =-3.31 a, =-2.0 a, =05 a, =2.35
B, =-118 B, =-149 B, =-1.46 B, =-16 B, =-1.45 p,=-14
o, =377 a, =4.01 o, =3.9 a, =0.72 o, =0.36
B, =0.09 P, =021 P, =021 S, =0.48 p, =031
o, =-1.68 a, =—2.47 a, =-2.21 a, =-2.43
S, =0.01 B, =-0.26 B, =-05 B, =-0.63
a; =3.51 o, =517 as =5.25
B =-0.19 Ps =0.52 P =0.62
o =—6.86 as =-8.00
B =0.23 P =0.34
a, =-0.9
S, =0.49
o =12.03 12.23 13.11 13.47 12.88 13.94
s = 2029 | 0.14 0.25 0.02 -0.29 -0.32
mmx107°
5 =070 0.74 0.74 0.78 0.85 0.88

Tabelle 8-2. Koeffizienten linearer Regressionen und einige statistische Charakteristiken aus (8-4), (8-5)
fiir Modell 1 aus (8-1) berechnet anhand von Messungen aus den ersten 29 Monaten.

Kommentar 8-2: Den Tabellen 8-1 und 8-6 kann entnommen werden, dass eine langfristige Prognose bzw. Vorhersage
meist sinnlos ist. Dieser Erkenntnis ist in der Approximationstheorie nicht neu. Viel sinnvoller ware es somit, lediglich eine
kurzfristige Vorhersage nur fur den Monat K = 30 anhand der vorhergehenden Monate 1 bis 29 zu machen.

Wenn dann anschlieBend zusétzliche Informationen (ber Druck, Temperatur und Deformation fir den Monat K=30
ermittelt werden konnten, kdnnen neue Regressionsmodelle angepasst werden, bei denen die Monate 1 bis 30 nun
berticksichtigt werden. Mit ihrer Hilfe erhdlt man dann die Vorhersage fiir den Zukunftsmonat K=31. Das Verfahren lasst
sich entsprechend fortsetzen.

Die Auswahl der Modelle 1-4 aus (8-1) hdngt in hohem MaRe von der wahren Natur des Dammdeformationprozesses ab
und sollte daher den entsprechenden Experten tberlassen werden.
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p=4 p=5 p=6 p=7
C=-0.03 C=-0.07 C=-0.06 Cc=-01 C=0.14 C=0.01
o =12.69 12.32 13.34 13.42 13.40 14.37
&=-3.44 -1.32 -1.35 -0.31 -1.16 -0.63
mm
p =0.66 0.73 0.73 0.79 0.83 0.87

Tabelle 8-3. Koeffizienten linearer Regressionen und einige statistische Charakteristiken aus (8-4), (8-5)
fiir Modell 2 aus (8-1) berechnet anhand von Messungen aus den ersten 29 Monaten.

p=1 p=2 p=3 p=4 p=5 p=6
C=139.72 C =169.64 C=14143 C=113.46 C=120.38 C=232.08
o =10.59 11.11 11.69 12.16 12.56 12.47
£=-0.09 0.23 0.03 0.32 0.01 0.54
mmx10~°

,5 =0.77 0.78 0.79 0.81 0.85 0.89

Tabelle 8-4. Koeffizienten linearer Regressionen und einige statistische Charakteristiken aus (8-4), (8-5)
fiir Modell 3 aus (8-1) berechnet anhand von Messungen ais den ersten 29 Monaten.

p=1 p=2 p=3 p=4 p=5 p=6
C=0.18 Cc=0.19 Cc=0.14 Cc=023 C=024 C=026
o =11.75 12.55 12.39 12.40 12.79 13.93

£ =-4.36, -4.11 -2.16 -1.37 -1.28 -1.72
mm

p =071 0.70 0.76 0.81 0.84 0.86

Tabelle 8-5. Koeffizienten linearer Regressionen und einige statistische Charakteristiken aus (8-4), (8-5)
fiir Modell 4 aus (8-1) berechnet anhand von Messungen aus den ersten 29 Monaten.

97
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Modell 1

K =30 K =31 K =32 K =33 d
p=2 39.73+18.05 | 49.76+18.05 |61.07+18.05 |4555+18.05 | 5048
p=3 3502+18.35 |54.89+18.35 |71.79+18.35 |49.24+18.35 | 5542
p=4 33.35+19.67 |56.23+19.67 |70.61+19.67 |45.32+19.67 |61.16
P=5 25.64+20.21 |61.08+20.21 |69.62+20.21 | 45.13+20.21 |67.04
p=6 31.52+19.32 | 64.34+19.32 |52.07+19.32 |5255+19.32 |51.21
p=7 3345+ 29.1 65.95+ 29.1 50.28+ 29.1 54.82+29.1 40.97

Modell 2

K =30 K=31 K =32 K=33 d
p=2 48.75+19.04 |60.13+19.04 |65.87+19.04 |4540+19.04 |66.35
p=3 39.29+18.48 |62.12+18.48 |79.33+18.48 |53.39+18.48 | 64.35
p=4 39.324+20.02 | 61.55+20.02 |78.95+20.02 |53.08+20.02 |63.74
pP=5 35.17+20.13 | 68.48+20.13 |75.39+20.13 |52.95+20.13 | 68.76
p=6 27.91+20.1 58.57+ 20.1 54,05+ 20.1 45.25+20.1 52.45
p=T 37.67+21.56 |71.96+21.56 |52.95+21.56 |60.04+21.56 |40.20

Modell 3

K =30 K =31 K =32 K =33 d
p=1 3547+15.89 |31.67+15.89 |60.87+15.89 |62.02+15.89 |5271
p=2 36.61+16.67 |31.49+16.67 |59.75+16.67 |56.81+16.67 | 55.83
p=3 39.64+17.54 |3273+17.54 |5871+17.54 |60.73+17.54 | 49.89
p=4 39.32+18.24 | 3427+18.24 |5569+18.24 |61.45+18.24 |44.29
pP=5 47.14+18.84 |3325+18.84 |5994+18.84 |67.18+18.84 | 51.66
p=6 4741+ 22.05 |3512+22.05 |57.29+22.05 |54.78+22.05 | 59.80
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Modell 4
K =30 K =31 K =32 K =33 d
p=1 28.89+17.63 |31.19+17.63 |61.90+17.63 |5458+17.63 | 6824
p=2 28.86+18.83 | 29.95+18.83 |63.11+18.83 |54.73+18.83 | 70.57
p=3 36.28+18.59 |29.64+18.59 |59.79+18.59 |5852+18.59 |56.35
p=4 3044+18.6 27.38+18.6 50.35+18.6 51.86+18.6 61.67
pP=5 3851+19.19 |2588+19.19 |5490+19.19 |57.13+19.19 | 55.40
p=6 37.68+20.9 27.20+20.9 55.13+ 20.9 49.34+20.9 61.90
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Tabelle §-6. Vorhergesagte monatliche Deformationswerte bzw. Intervalle und die Summe d der absoluten
Abweichungen von den gemessenen Dammdeformationen fiir die Modelle 1 bis 4 aus (8-1).

5 10 15 20 25 30

Abbildung 8-3. Graphische Prdsentation einer intervall-basierten, kurzfristigen Vorhersage (gestrichelte Linien) der
Dammdeformation fiir den Monat K=30 nach Modell 1 aus (8-1) mit p = 7 unter Beriicksichtigung von
Messungen aus den Monaten 1-29.

Zur Abbildung 8-3: In diesem Fall erhielten wir p =0.88, & = -0.32x107° und & = 13.94. Der wahre Messwert im

Monat K=30 ist als roter Stern (unten) gekennzeichnet. Das Zentrum des Vorhersageintervalls entspricht dem blauen Stern
(oben).

Weitere Regressionsmodelle sind m(‘jglich Beispielsweise I&sst sich Modell 3 aus (8-1) folgendermalien verallgemeinern:
C+Za ZﬁY —i)+e (8-6)
+eps pary
Der Parameter eps korrlglert mogliche Nullwerte bei den Temperaturmessungen, um numerische Schwierigkeiten zu

vermeiden. Wir verwenden hier eps = 9, da hiermit ein optimaler Wert fur die d erreicht wird, siehe Abbildung 8-4. Die
folgenden Ergebnisse konnten mit dem Modell aus (8-6) erzielt werden, vgl. Tabelle 8-6:

P =072, &=-0028mmx10"° und d = 25.94. Die Parameterwahl p = 4 filhrte dabei zu & = 14.47.
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Die vorhergesagten Werte fiir die Dammdeformation in den Monaten K = 30-33 sind:
30.70+ 21.71, 4466+ 21.71, 50.49+21.71, 6459+ 21.71.

Abbildung 8-4 zeigt die Werte von d in Abhangigkeit von eps aus (8-6). Hier kann man erkennen, dass ein Optimum etwa
fur eps = 9 erreicht wird. Abbildung 8-5 kénnen die Ergebnisse der intervallbezogenen Vorhersage der Dammdeformation
fir den Monat K = 30 nach dem Modell (8-6) entnommen werden. Wegen zufalliger Schwankungen, die durch den
Parameter ¢ in (8-1) und (8-6) modelliert werden konnen, besitzt eine punkt-basierte Vorhersage eine geringere

Aussagekraft im Vergleich mit einer intervall-basierten VVorhersage.

24 1 L L L L L L 1 L

Abbildung 8-4. Abhdngigkeit zwischen d und eps fiir das
Regressionsmodell (8-6).

5 10 15 20 25 30

Abbildung 8-5. Graphische Prdsentation einer intervall-basierten, kurzfristigen Vorhersage (gestrichelte Linien) der
Dammdeformation fiir den Monat K=30 nach Modell (8-6) unter Beriicksichtigung von Messungen aus den
Monaten 1-29.

Zur Abbildung 8-5: In diesem Fall erhielten wir p = 0.72, £ =-0.028 mmx10"° und d = 25.94. Die Parameterwahl p=4

fihrte dabei zu & = 14.47. Der wahre Messwert im Monat K=30 ist als roter Stern (unten) gekennzeichnet. Das Zentrum
des Vorhersageintervalls entspricht dem blauen Stern (oben).
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9. Empirische statistische Tests in sozial-psychologischen Untersuchungen

9.1 Einleitung zur Problematik

Die Entwicklung und/oder Anwendung spezieller statistischer Tests gehoren zu jeder sozio-psychologischen Studie, vgl.
u.a. O’Brien (1984), Guthrie und Buchwald (1991), Sawilowsky und Blair (1992), Blair und Karniski (1993). Mittlerweile
gibt es eine unliberschaubare Anzahl von statistischen Verfahren, die zur Analyse der Ergebnisse solcher Studien eingesetzt
werden kdnnen. Dennoch erfordert die Vielfalt an realen Fragestellungen immer wieder neue Testverfahren, die vor allem
frei von einschrankenden Annahmen Uber bestimmte Verteilungsklassen sein sollten, wie beispielsweise in Bradly (1968)
und Walder (2005a).

In Rahmen einer Kooperation zwischen den Instituten fir Kartographie und fiir Arbeits-, Organisations- und
Sozialpsychologie der Technischen Universitdt Dresden wurde eine sozio-psychologische Studie durchgefiihrt, die eine
guantitative Analyse der Bildwahrnehmung von Kartenprodukten zum Ziel hatte. Im Verlauf dieser Studie hat sich ein
Bedarf an speziellen statistischen Testverfahren aufgezeigt. Die Beschreibung dieser Verfahren und ihre Anwendung sollen
den Schwerpunkt dieses Abschnittes darstellen.

9.2 Eine kurze Einfuhrung in die Terminologie der raumlichen Statistik und der
Punktprozesstheorie

Wir beschrédnken uns hier nur auf die fiir die weiteren Untersuchungen relevanten Begriffe und Definitionen. Eine
detaillierte Darstellung der Theorie der Punktfelder kann zum Beispiel in Kallenberg (1986), Karr (1986), Stoyan und
Stoyan (1994) und Walder (1999) gefunden werden. Ein Punktprozess @ ist — vereinfacht ausgedriickt - ein
mathematisches Modell fiir die Abhandlungen von Punktmuster, die in einem Raum zuféllig verstreut sind. Das

IntensitatsmaR A spielt in der Theorie der Punktfelder etwa eine dhnliche Rolle wie der Erwartungswert fiir ZufallsgréRen:
A(B)=E®(B) (9-1)

wobei auf der rechten Seite in (9-1) die mittlere Anzahl der Punkte in einer Borel-Menge B steht. Wenn dieses
IntensitdtmaR aus (9-1) eine Dichte i(x) im Sinne von (9-2) besitzt, nennt man diese Intensitatsfunktion:

A(B)= [ A(x)dx 9-2)

Man spricht von homogenen Punktprozessen, wenn gilt:
A(B)=1-v(B) (9-3)
wobei mit v(B) das Lebesque-MaR bezeichnet wird, d.h. der Flacheninhalt der Menge B im zweidimensionalen Raum.

Als grundlegend in der Punktprozesstheorie gilt das so genannte Campbell-Theorem, das besagt, dass fir jede Funktion
f(x), die einem Punkt x im Raum eine nichtnegative Zahl zuordnet, die folgenden Relationen bestehen:

EY f(x)=E I f(x)CD(dx):J. f (x)A(dx) (9-4)

xe®

Nun koénnen Punktprozesse auch markiert werden. Unter einer Markierung von Punktprozessen versteht man eine
eindeutige Zuordnung einer Zufallsvariable - der so genannten Marke — zu jedem Punkt des Punkprozesses, vgl. Walder
(1999). Diese Marke kann unabhé&ngig oder abhangig vom Punktprozess verlaufen. Es kénnen auch mehrere Markierungen
nacheinander durchgefiihrt werden. Fir markierte Punktprozesse wird der ,,Arbeitsraum* um zusétzliche Dimensionen, so



102 9. Empirische statistische Tests in sozial-psychologischen Untersuchungen

genannten Markenachsen, reicher. Die Definition der Intensitat eines markierten Punktprozesses W' verallgemeinert sich
zu, vgl. (9-1):

Ay, (S)=E¥(S) (9-17)

wobei die Menge S eine Teilmenge von R2x M fir markierte Punktprozesse auf einer Ebene ist. Mit M werden hier die
Markenachsen bezeichnet.

Das Cambell-Theorem fiir markierte Punktprozesse ¥ und eine Funktion f, die sowohl von dem Punkt x als auch von
einer Marke m abhéngt, lautet:

E > f(x,m)= Ej f(x,m)‘I’(d(x,m)):_[f(y)AM (dy) (9-4")

[x,mle¥

Besonders wichtig fiir die weitere statistische Analyse sind die so genannten Grofen zweiter Ordnung aus der Theorie
markierter Punktprozesse. Wir werden hier einige davon einfiihren, um das Verstandnis der Terminologie zu erleichtern.

Man bezeichnet das folgende MaR a?) als faktorielles Momentenmal? 2. Ordnung fiir markierte Punktprozesse:

a(fZ)(Bl X Bz): E z z f(m1' m, )181 (Xl)le (Xz )’

[x,me¥][x,, mye¥]

l,yeB
1 =
«(y) {0, sonst

(9-5)

Falls dieses MaR eine Dichte pgz)(xl, X2) im Sinne der Relation (9-6) besitzt, bezeichnet man diese als f-Produktdichte.

a?)(Bl x B, ) = J‘J.p(fZ)(Xl’ X, )XmdXZ (9-6)

BB,

Nun soll an dieser Stelle eine Deutung von p(fz)(xl, X2) vorgenommen werden. Wir betrachten zwei infinitesimale Kreise

mit den Mittelpunkten in (zufalligen!) x; und x, und den Flachen dF; und dF,. Hierzu betrachten wir eine ZufallsgréRe, die
gleich Null ist, wenn nicht in jedem der Kreise genau ein Punkt des markierten Punktfeldes liegt, und die sonst gleich
f(my,m,) ist. m; und m, bezeichnen die Marken der Punkte in diesen infinitesimalen Kreisen. Der zugehorige

Erwartungswert aus (9-5) und (9-6) ist ndherungsweise gleich pfcz)(xl, X, )dFlsz .

Wir werden weiter isotrope markierte Punktprozesse benutzen, fur die gilt:
2 2
pg)(xllxz)zp(f )(I‘), Ir=||X2 _X1|| (9-7)

Dies bedeutet, dass die f-Produktdichte nur vom Abstand zwischen den Punkten und nicht von ihren Positionen im Raum
abhéngt. Als Markenkorrelationsfunktion in diesem Fall wird der folgende Term bezeichnet:

(0200 )P

A0 pP) T P

—;, P2 (r)=0, (9-8)
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0012 T
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Abbildung 9-1: Beispiel einer unnormierten Markenkorrelationsfunktion
der Form (1) aus (9-12).

In Stoyan und Stoyan (1994) wurden einige empirische Schatzer der Markenkorrelationsfunktion prasentiert. Wegen der
Komplexitat ihrer Darstellungen (Quotient zweier erwartungstreuer Schétzer) kann die Erwartungstreue dieser Schatzer
meist nicht gewéhrleistet werden.

Im Weiteren werden wir den folgenden (Kern-)Schéatzer der Markenkorrelationsfunktion benutzen, siehe auch Abb. 9-1:

izf(r):C' Zf(mi’mj)'wij(r)’

i,j=1,..n
i<j

=gl el

i,j=L.n (9-9)

Die Bezeichnung oc steht hier fur ,,proportional”. In Stoyan und Stoyan (1994) wurde die folgende Form der Gewichte
G;j (r) vorgeschlagen:

eh(r—Hxi —xjH)

G.(r)= ,
ij (r) V(\Ni mWJ)
2 (9-10)
I LI BN
e,(t)=14h{" h?
0, sonst

In (9-10) wurde der so genante Epanecnikov-Kern eh(t) verwendet. Zur Wahl des Fensters W (die unteren Indizes

beschreiben seine Translation bis zum entsprechenden Punkt) sowie des Parameters h soll auf Stoyan und Stoyan (1994)
verwiesen werden. Meist probiert man verschiedenen Fenster und Parameter solange aus, bis man ,,plausible” Ergebnisse
hat.

Als alternative Kernfunktion kann auch die folgende ,,robuste* Funktion aus (9-10”) benutzt werden:
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Gij(r):l(r—hguxj—xiusr+h) (9-10°)

Wir gehen zunédchst von einem urspriinglichen Punktprozess d):{xi} auf einem Gitter G aus, auf dem die
entsprechenden Marken M (Xi) — die Haufigkeit der Blickfixierung verschiedener VPn (Versuchspersonen) im Punkt

X; € @ fir unsere Anwendung aus Abschnitt 9.3 - modelliert werden.

P(X € (D) = 1{X € G} (9-11)

Wegen der speziellen Art des markierten Punktprozesses - beispielsweise wegen seiner raumlichen Beschranktheit auf eine
Bildebene- kann die Normierungskonstante ¢ aus (9-8) gleich Eins gesetzt werden.

Es konnen verschiedene Formen fiir die Funktion f (ml, m2) aus (9-5) verwendet werden, z.B..

) f(m,m,)=m, -m,,

2) f(m,m,)=|m —m,| 012
3) f(ml'mz):(ml(q)l)_ml(CDZ))(mZ(Cbl)_mZ(CDZ))

4 f(m,m,)=|m(®,)-m (@, )+|m,(®,)-m,(D,)

Die erste und zweite Funktion aus (9-12) erlauben eine Aussage bezogen auf denselben Punktprozess, die dritte und vierte
Funktion erlauben eine Analyse der absoluten Differenzen zwischen den Marken verschiedener Punktprozesse. Bei der
weiteren statistischen Analyse wird der Schatzer der unnormierten Markenkorrelationsfunktion stets in der robusten Form
verwendet, d.h.:

sz (r)= Z f(mivmj)'Wij (r)

i,j=1,..n
i<j

Gy (r)

i,j=L..n (9-13)

Gij(r):l(r—hsuxj —xiHSr+h)

Die Form (3) der Funktion f(ml,mz) aus (9-12) kann zur Konstruktion eines AhnlichkeitsmaBes o, zwischen

Realisierungen von markierten Prozessen wie in (9-14) sowie zur Clusteranalyse dieser Realisierungen verwendet werden.

o = [k (rfdr (9-14)

9.3 Begriff ,,Aufmerksamkeitslandschaft* und eine kurze Beschreibung des Experimentes

Der Begriff ,,Aufmerksamkeitslandschaft“ stammt aus der Psychologie und wird zur Beschreibung der rdumlichen
Verteilung der Aufmerksamkeit einer Versuchsperson bei der Betrachtung eines Objektes verwendet. Gewohnlich tritt ein
Bild (oder auch eine Karte) in der Rolle dieses Objektes auf. Diese Aufmerksamkeitslandschaften werden anhand spezieller
technischer Mittel erzeugt, die sich sowohl auf Bewegungen als auch auf die Fixationsdauer der Augen von
Versuchspersonen stiitzen. Aufmerksamkeitslandschaften werden zur quantitativen Analyse der Bildwahrnehmung
herangezogen.

In unseren Untersuchungen wurde ein Ausschnitt einer topographischen Karte zwei Gruppen von jeweils 20 Personen
angeboten, siehe Abb. 9-2. Anhand dieser Karte sollten sie unabhéngig voneinander identische Aufgaben l6sen. Wéhrend
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des Losens dieser Aufgaben wurden jedes Mal Aufmerksamkeitslandschaften erzeugt, siehe Abb. 9-3. Diese Aufgaben
besalen verschiedene Schwierigkeitsstufen und wurden so konstruiert, dass die bei einer Ldsung erzeugte
Aufmerksamkeitslandschaft die weiteren mdglichst gering oder gar nicht beeinflussen sollte. Folgende zwei (von insgesamt
neun) Aufgaben sollen hier nun naher diskutiert werden:

1) Eine kurze - etwa 15 Sekunden lange- Betrachtung der Karte im Sinne eines Geméldes;

2) Einschatzung der starksten Kartenbelastung (Der Begriff ,,Kartenbelastung* ist dabei rein intuitiv zu interpretieren,
obwohl es hierflir in der Kartographie eine bestimmte Definition gibt, die sich in erster Linie auf die Objektdichte bezieht).

Legende
& bis 100 000 Einwohner Fluss ~—~ Cisenbahn
m 100 000 bis 1 Mio. Einwehner See ~~  Autobahn

B Ober 1 Mio. Einwchner . SchnellstraBe

Abbildung 9-3: Beispiel einer Aufmerksamkeitslandschaft fiir Aufgabe 1.
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Die erste Gruppe (,,Experten) setzte sich aus Personen zusammen, die eine nachweisbare fachliche Kompetenz in der
Kartographie besitzen (Studenten der Kartographie, Geographie, Geodésie usw.). Zu der zweiten Gruppe (,Laien®)
gehorten Personen, die sich nicht taglich mit der Analyse von Karten befassen (BWL-, Jura-Studenten usw.).

Anhand der Analyse von Aufmerksamkeitslandschaften sollte beispielsweise die Hypothese (iber den Unterschied in den
Betrachtungsprozessen der beiden Gruppen entweder bestétigt oder abgelehnt werden kénnen.

9.4 Empirische statistische Testverfahren beziglich der Identitat zweier Betrachtungsprozesse

Es soll angenommen werden, dass eine Aufmerksamkeitslandschaft eine Realisierung eines zufalligen markierten

Punktprozesses ist, der als ein mathematisches Modell des Betrachtungsprozesses W dient. Fir jede solche Realisierung
kann ein Schatzer der Markenkorrelationsfunktion, d.h. eine empirische Markenkorrelationsfunktion, wie in (9-9) ermittelt

werden. Entscheidet man sich fiir die Form (1) der Funktion f (ml, mz) aus (9-12), so liefert dieser Schatzer immer nicht-
negative Werte, weil Aufmerksamkeitslandschaften nicht-negativ sind.

Als ein erwartungstreuer Schatzer der wahren, aber unbekannten Modell-Markenkorrelationsfunktion kann dann der
Mittelwert aus den empirischen Markenkorrelationsfunktionen fir Realisierungen benutzt werden, die zu dem gleichen
Betrachtungsprozess gehdren, d.h.:

iz

N <
7\—
=
=

Z||_\

1

:LNZW
N, < )

2

(9-15)

)

wobei mit Np, p =12, die Anzahl von Realisierungen des Prozesses ‘Pp, p =212 und mit I2$p‘k)(r), p=12 die

entsprechenden empirischen Markenkorrelationsfunktionen der k-ten Realisierung des p-ten Prozesses bezeichnet werden.
Wir bezeichnen diese Funktionen aus (9-15) als mittlere empirische Markenkorrelationsfunktionen von

Betrachtungsprozessen ‘¥, (Experten) und ‘¥, (Laien).

25

Abbildung 9-4: Empirische Funktionen u(l)(r), Iz(l)(l’), o“’(r) (dinne Linien, von unten nach oben) und

u(z)(r), k(z)(r), 0(2)(r) (fette Linien, von unten nach oben) fir Aufgabe 1.
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Als Streuungsmasse kénnen folgende ,,Bander* (Bereiche zwischen den entsprechenden Ober- und Untergrenzen) benutzt
werden, siehe Abb. 9-4:

Yvr:
0 (r) = [0 ) ()= max [ ()] min 6140 @19
b(r) =[o®(r)u ()] | max [k (r)] min [k(7)]

Abb. 9-4 zeigt die in (9-15) und (9-16) eingefiihrten Funktionen flir das Datenmaterial aus Abschnitt 9.3 fur Aufgabe 1.

Nun soll der empirische Test auf die Identitat zweier Betrachtungsprozesse wie folgt formuliert werden:

H, : Die Betrachtungsprozesse sind nicht unterscheidbar, d.h. ¥, =",

H, : Die Betrachtungsprozesse sind unterschiedlich, d.h. ‘¥, # ‘¥,

Man berechne eine empirische TestgroRe
‘b(l) A b(Z)‘
RN

wobei mit || der Flacheninhalt der entsprechenden Menge bezeichnet wird.

T=2 (9-17)

Die Hypothese H , wird mit einem Signifikanzniveau o zugunsten der Hypothese H, verworfen, wenn
T<l-a,a~=0: o=0.01;0.05.

Der (empirische) Fehler der 1. Art (H, verwerfen, obwohl die Hypothese richtig ist) betragt in diesem Fall « -100% .

Beispiel 9-1 (Analyse der Ergebnisse fiir Aufgabe 1 aus Abschnitt 9.3): Anhand der Analyse der Ergebnisse aus Abb. 9-
4 konnte die Hypothese H,: ¥, =¥, fiir o > 0.24 nicht verworfen werden. Die TestgréRe T betrug dabei T = 0.76.

Sollte dennoch eine hdhere Sicherheit gefordert werden (z.B. 95% oder o = 0.05 ), wird diese Hypothese H, verworfen,

und die Prozesse werden somit als unterschiedlich angesehen. Somit unterscheidet sich die Betrachtungsart einer Karte
bezuglich der beiden Gruppen aus Experten und Laien.

1. Verallgemeinerung des empirischen statistischen Tests auf die Identitét zweier Betrachtungsprozesse

Interpretationen von Ergebnissen hangen meistens von den Modellannahmen ab, die a priori vorausgesetzt werden. Wenn
man nun die Modellannahmen weiter verfeinert, kann man die empirischen Markenkorrelationsfunktionen fir
Realisierungen von Prozessen zusétzlich auf einen ,,gemeinsamen Nenner* bringen, in dem man diese jeweils durch das
Quadrat des Integrals der entsprechenden Aufmerksamkeitslandschaft, d.h. des quadrierten VVolumens der Landschatft, teilt.
Damit kann die ,,Einheit des Betrachtens* modelliert werden: Jede VP hat so zusagen eine ,,Einheit der Aufmerksamkeit*
und verbraucht diese fur ein Bild und in einem gewissen Zeitraum auf unterschiedliche Art und Weise. Diese
Verallgemeinerung kann zur Erhéhung bzw. Senkung der Variabilitat im Band (9-16) fuhren.
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2. Verallgemeinerung des empirischen statistischen Tests auf die Identitat zweier Betrachtungsprozesse

Wenn man die TestgréRe (9-17) durch (9-17°) ersetzt, erhalt man einen, die Hypothese H,, ,.begiinstigenden* empirischen

Test, mit dem sich auch die absolute Identitdt einer Menge von Realisierungen und jeder ihrer Untermengen nachweisen
l&sst.

‘b(l) A b(?-)‘

Fortsetzung des Beispiels 9-1. In diesem Fall konnte T = 0.96 erreicht werden. Somit kann mit einer Sicherheit von 95%
(odera. = 0.05) die Hypothese H, nicht verworfen werden. Die Prozesse konnen nicht als unterschiedlich angesehen
werden. Die Betrachtungsart der Experten stellt eher eine Untermenge der Betrachtungsart der Laien dar.

3. Verallgemeinerung des empirischen statistischen Tests auf die Identitat zweier Betrachtungsprozesse

Eine empirische Markenkorrelationsfunktion ist invariant beziiglich Spiegelungen oder Drehungen von Realisierungen. Bei
einigen Fragenstellungen — wie diese bei der Aufgabe 2 aus Abschnitt 9.3 - kann es aber wichtig sein, nicht nur
distanzbezogene Markenkorrelationen von zwei (oder mehreren) Realisierungen miteinander zu vergleichen, sondern auch
die tatsachliche, ,punktgenaue* Identitit dieser Realisierungen bestdtigen bzw. ablehnen zu kénnen. Hierzu kann der
folgende Test verwendet werden, vgl. hierzu auch Walder (2005a).

Man untersucht die Markenkorrelationsfunktion der Differenz zweier Prozesse, vgl. Form (3) aus (9-12). Wenn die
Unterschiede unsystematisch, also zuféllig sind, dirfen die Ergebnisse dieser Differenz nicht in Clustern auftreten.

Ein absolutes, ,,unkorreliertes* Chaos kann durch einen Kkorrelationsfreien GaufRschen Prozess modelliert werden. Es
werden 500 Simulationen eines solchen Prozesses erzeugt, d.h. fiir jede Bildmasche wird 500 Mal eine normalverteilte
GroRe mit dem Mittelwert Null und mit einer Varianz gegeben durch die Varianz der Differenz beider Prozesse generiert
(die Varianz einer Reihe von Differenzen fiir jede Masche). Fiir jede simulierte Realisierung wird dabei eine empirische
Markenkorrelationsfunktion berechnet.

Mittlere Landschaft, "Expertengruppe” Mittlere Landschaft, "Laiengruppe”
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Abbildung 9-5: Mittlere Aufmerksamkeitslandschaften fir die Experten- (links) und
Laiengruppe (rechts) bei der Losung von Aufgabe 2 aus Abschnitt 9.3.

Anschlieend wird dann eine Min/Max-Hulle dieser Markenkorrelationsfunktionen ermittelt, vgl. Wélder (2005a). Diese
kann der Abb. 9-7 entnommen werden. Der Test auf die ,punktgenaue” lIdentitdt zweier Prozesse lautet dann
folgendermalen:
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Liegt nun die urspriinglich berechnete empirische Markenkorrelationsfunktion der Differenz zweier Realisierungen zu M%
in der anhand von Simulationen erzeugten Min/Max-Hiille, so kann die Hypothese (ber die ,,punktgenaue* ldentitat zweier

Prozesse mit einem Signifikanzniveau o verworfen werden, wenn M< (1— (x)% :

Abbildung 9-5 zeigt mittlere Aufmerksamkeitslandschaften fiir die Experten- und Laiengruppe bei der Ldsung von
Aufgabe 2 aus Abschnitt 9.3. Abbildung 9-6 zeigt die Differenz dieser mittleren Landschaften und eine simulierte
Differenz (eine Realisierung des korrelationsfreien Gaulischen Prozesses).

4 4
Differenz der Mittleren Landschaften 35 Simulierte Differenz von Landschaften 35
v, : 0
Mmp—at—t++—++ + L L1 1 ] 3 100 H 3
0ttt i 200
. H 25 25
U o o o o o o o e s SRR i 300 |{
1Y B O R 2 400 2
500 | 500
: 15 15
1} ¥ ) ) : 600 ]
0 " N O L 700 { H L
300 ! i i ! i i 05 300 \ \ \ \ \ ) 05
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Abbildung 9-6: Differenz der mittleren Landschaften (links) und
eine simulierte Differenz (rechts), vgl. Abb. 9-5.
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Abbildung 9-7: Ergebnis eines Tests auf die ,,punktgenaue* Identitat
zweier Prozesse: Die simulierte Min / Max-Hulle ist gestrichelt
gekennzeichnet. Die durchgezogene Linie zeigt die
Markenkorrelation der Differenz zweier Prozesse.
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Beispiel 9-2 (Analyse der Ergebnisse flir Aufgabe 2 aus Abschnitt 9.3): Fir Aufgabe 2 wurde der Test auf die
»punktgenaue* ldentitdt zweier Prozesse (hier: Unterschiede in der Interpretation des Begriffes ,Kartenbelastung® bei
Experten und Laien) benutzt, siehe hierzu die oben diskutierte 3. Verallgemeinerung.

Die Hypothese Uber die ,punktgenaue“ Identitat zweier Prozesse wird fir oo = 0.05 verworfen. So muss die
»punktgenaue* Interpretation der “Kartenbelastung” fur Experten und Laien doch als unterschiedlich angesehen werden.

Mithilfe von Verfahren der rdumlichen Statistik und der Punktprozesstheorie lassen sich einige niitzliche empirische Tests
konstruieren. Diese Tests wurden nun nicht ausschlieBlich fiir sozial-psychologische Untersuchungen entwickelt, sondern
stellen eine sinnvolle Erganzung fir herkémmliche multidimensionale statistische Verfahren dar. Sie sind besonders fir
den Fall geeignet, dass gewisse Testsannahmen bei ,klassischen Tests* anhand des Datenmaterials nicht gewdhrleistet
werden kdnnen.
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Diskussion der Ergebnisse

Die Entwicklung und Anwendung von Verfahren zur Analyse raumlich-zeitlicher Prozesse stehen im Mittelpunkt dieser
Arbeit. Mit speziellen mathematischen und statistischen Methoden konnte eine bequeme und aussagekraftige Analyse von
solchem Datenmaterial ermdglicht werden, das sich bisher nicht auf konventionelle Weise bearbeiten lieR. Als Beispiele
werden in dieser Arbeit Fallstudien zur Gletscherkinematik im Zusammenhang mit geologischen, paldontologischen
Fragestellungen und auch zu so genannten Aufmerksamkeitslandschaften, welche in der Psychologie von Bedeutung sind,
préasentiert.

Es soll an dieser Stelle nochmals festgehalten werden, dass bei dem gewahlten Forschungsgebiet grundsatzlich eine
interdisziplindre Zusammenarbeit erforderlich ist. In dieser Arbeit vorgestellte Verfahren werden oftmals im
Zusammenhang mit Fragestellungen aus der Blockgletscherforschung angewendet. Umfangreiches Datenmaterial konnte
hierbei im Rahmen einer Forschungskooperation mit dem Institut fiir Geologie und Paldontologie der Universitat Innsbruck
zur Verfiigung gestellt und analysiert werden.

Zusammenfassend soll hier nun nochmals auf den Blockgletscherbegriff und die bestehenden Schwierigkeiten bei der
Datenerfassung und Modellierung eingegangen werden. Aktive Blockgletscher sind lappen- bis zungenférmige Kérper aus
gefrorenem Lockermaterial (Verwitterungsschutt, Mordnenmaterial) und Eislinsen bzw. Eiskorper, die sich langsam
hangabwarts bewegen, vgl. Krainer, Mostler (2000, 2001, 2004). Das im Rahmen dieser Arbeit analysierte Datenmaterial
stammt von dem aktiven Blockgletscher Reichenkar im Otztal (Tirol). Bei der Datenerfassung wurden einige als
Messstellen vorgesehene Felsblcke mit einem Durchmesser von bis zu 2 m farbig markiert. Die sich standig in Bewegung
befindende Masse tberrollt allerdings viele solcher Messstellen, dreht sie um, (iberschiittet sie mit neuen Felsblécken oder
macht sie auf eine andere Art und Weise unauffindbar. Obwohl auf dem Gletscher zwar von Jahr zu Jahr naherungsweise
identische Routen gelaufen werden, kénnen Fehler dennoch nicht véllig ausgeschlossen werden: Es werden beispielsweise
einige Messpunkte verfehlt. Aufgrund von extremen Witterungsverhaltnissen im Hochgebirge kdnnen durchaus gewissen
Stellen unpassierbar oder unerreichbar sein. Bei wiederholten Messungen kénnen somit schon aufgrund der zeitlichen
Verschiebung der Messungen Fehler entstehen. Und selbstverstandlich sind die markierten Messstellen nicht gitterformig
auf dem Blockgletscher verteilt. Diese Griinde machten zundchst eine geeignete Interpolation der gewonnenen Daten vor
dem Beginn weiterer Untersuchungen notwendig.

In Kapitel 3 konnte ein hierzu ein so genanntes Netz-Verfahren vorgestellt werden, das eine relativ einfache, aber doch
aussagekraftige Analyse der Anderungen von Streckenldngen zwischen eingemessenen Blocken erlaubt. Es sei an dieser
Stelle nochmals auf die Abbildungen 3-3a bis 3-4b verwiesen. Wie hier zu erkennen ist, gibt es deutliche Unterschiede in
den lokalen Bewegungsgeschwindigkeiten auf dem Blockgletscher.

Waéhrend der axiale mittlere Bereich des Gletschers eine relativ konstante Bewegung aufweist, neigt der mittlere
Zungenbereich zu einer leichten Beschleunigung. Dadurch entfernt er sich vom etwas héher gelegenen, steilen Teil des
Blockgletschers. AuRerdem besteht fur die Randblécke stets ein héheres Abrutschpotential des Gletschers als fur
diejenigen in seiner Mitte.

Im Bereich unter Punkt 36 befindet sich méglicherweise ein Hindernis, das hier die Bewegung des Blockgletschers entlang
des Hanges verhindert. Dadurch nimmt an dieser Stelle die seitliche Abrutschtendenz zu, siehe Linie (5,1) in Abb. 3-5b.

Die deutliche Anderung des Steigungskoeffizienten in Abb. 3-5a (Linie (1,1)) und 5b (Linie (1,4)) kann fir eine
zunehmende Tendenz des ,,Abbiegens* des Blockgletschers sprechen (dem Koordinatensystem aus Abb. 3-1 entspricht eine
nordwestliche Abbiegungsrichtung).

Ziel unserer Forschung war es, die Oberflache des Gletschers durch eine analytische Funktion zu approximieren. Mit dem
Vorliegen der analytischen Beschreibung einer Struktur kénnen weitere Elemente aus dem Wertebereich dieser Struktur an
beliebigen Stellen des Definitionsbereiches geschatzt bzw. interpoliert werden. In dieser Arbeit wird nun insbesondere der
Interpolation von differential-geometrischen GrdfRen in anisotropen, d.h richtungsabhéngigen, Medien nachgegangen.
Solche differential-geometrische Grofen wie z.B. Surface Dilatation, Surface Maximum Shear Strain u.a. stellen so
genannte ,,GrofRen 2. Ordnung* der rdumlich-zeitlichen Struktur einer Oberflache dar, wie dies in unserem Fall durch das
Vorliegen mehrerer zeitlicher Messepochen gegeben ist. Eine ausfuhrliche und anspruchsvolle Diskussion der
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entsprechenden Thematik kann Grafarend (2006), Grafarend, Krumm (2006) entnommen werden. Wie oben bereits
angedeutet, lassen sich bei den Untersuchungen zudem anisotrope Eigenschaften des Mediums berlicksichtigen.

In Abschnitt 6.3 kann nun schlie8lich eine parametrische Darstellung der Blockgletscheroberflache auf der Grundlage von
Bezier-Splines vorgestellt werden. Die Deformationsanalyse von Reliefoberflachen mithilfe von Bezier-Splines erfolgt aus
einem alternativen und in einem gewissen Sinn unkonventionellen Blickwinkel: Der Blockgletscher wird als komplettes
Objekt aufgefasst, dessen Veranderungen mithilfe von koordinatenfreien, im CAD-Design Ublichen Kategorien wie
»vorderes Zungenprofil®, ,,die linke Kante des Gletschers* usw. beschrieben werden kdnnen.

Wie man in Abb. 6-5 erkennen kann, glattet die Bezier-Flache die wahren Héhenmessungen sehr stark. Dennoch soll hier
betont werden, dass der Blockgletscher ein sehr ,raues* Untersuchungsobjekt ist: Man kann im Grunde genommen von
keiner ~ Oberflache im  gebrduchlichen Sinne des Wortes sprechen. Eine differential-geometrische
Oberflachendeformationsanalyse wie aus Abschnitt 2 wird nun auf einer so genannten Trendoberfllache durchgefiihrt.

Der absolute mittlere Fehler der Approximation des Blockgletschers mittels Bezier-Splines liegt in unserem Fall bei ca. 5 m.
Dieser Fehlerwert wurde dabei durch eine Gegentberstellung linear interpolierter Werte und aus der Bezier-Flache
abgeleiteter Werte bestimmt.

Waéhrend der axiale mittlere Bereich des Gletschers beinahe krimmungsfrei verlduft, erweist sich der linke vordere
Zungenbereich als nach oben hin konvex (konkav). Der etwas héher gelegene steile Teil des Gletschers rechts ist dabei
nach unten hin konvex (konvex).

Die ,,Aktivitat” der Oberflache des Gletschers ist entlang der longitudinalen Gletscherkanten am auffalligsten. Es besteht
stets ein hoheres Abrutschpotenzial fiir die Randblocke, welches diese Aktivitét erklaren l&sst. Die Gegeniberstellung von
verschiedenen Epochen zeigt, dass sich diese Aktivitdt in den Jahren 1997 und 1998 auf die vordere linke Ecke
konzentrierte, wahrend sich in den Jahren 2003 und 2004 der mittlere linke sowie der rechte obere Randbereich eher
veranderten. Die Gradientenuntersuchungen, siehe Abb. 6-8, zeigen den Unterschied der Neigung des Blockgletschers
Reichenkar deutlich auf: Oben rechts befindet sich der steilste Abschnitt, wéhrend der Zungenbereich ziemlich flach
ausfallt.

Nicht uninteressant ist die Untersuchung des Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren in Abb. 6-9a,b, die den
partiellen Ableitungen nach u bzw. nach v der abgeleiteten Bezier-Fl&che entsprechen. Die negativen Werte bedeuten, dass
die Anderungen der Oberflache in Richtung quer und entlang der Fortbewegung des Gletschers ,,gegenldufig” sind: Der
Winkel zwischen den oben genannten Vektoren ist dabei stumpf. Dagegen stehen positive Werte fiir die
»Gleichlaufigkeit“ dieser Anderungen (analog zu dem Vorzeichen eines Korrelationskoeffizienten). Diese Gleichlaufigkeit
kann das Monotonieverhalten der Oberflache (steigend bzw. fallend in beiden Richtungen u und v) oder die Tendenz des
Blockgletschers zum ,,Abbiegen* widerspiegeln. Dem Koordinatensystem aus Abb. 3-1 entspricht dabei eine nordwestliche
Abbiegungsrichtung.

In Abschnitt 6.2 wird eine Analyse der Blockgletscheroberflache auf der Grundlage von Wavelet-Splines vorgestellt, wobei
insbesondere anisotrope Strukturen Beriicksichtigung finden konnten. Fiir Epochen ab dem Jahr 2000 liegen beispielsweise
Visualisierungen der Léngen von Verschiebungsvektoren vor. Interessant ist hierbei die Anderung der Lage der
Extremwerte dieser Vektorlange im beobachteten Zeitraum. Eine plausible geowissenschaftliche Erklarung fir diese
Anderungen ware insbesondere im Hinblick auf mogliche Zusammenhéange mit der entsprechenden Lage des Eiskerns von
groBem Interesse und ist daher Gegenstand weiterer Untersuchungen.

Mit Hilfe spezieller Splineflachendarstellungen ist es uns weiterhin gelungen, einen rdumlich-zeitlichen statistischen
AusreifRertest bzw. Test auf Abnormitéten in Geodaten zu entwickeln. Die Plausibilitat dieses Tests konnte anhand einer
Gegentiberstellung von vorhergesagten und tatséchlichen Messungen am Blockgletscher Reichenkar nachgewiesen werden,
siehe Abschnitt 6.4. Das in Kapitel 5 vorgestellte theoretische Modell wurde an einem konkreten Anwendungsbeispiel
getestet. Die Annahme, dass in den Jahren 1997 bis 2003 keine Abnormitéten auftraten, konnte durch unseren Test bestétigt
werden. Allerdings muss die Hypothese (iber das Vorliegen ,,ungestorter Daten* im Jahr 2004 abgelehnt werden.

Das présentierte Modell stellt eine anwendungsorientierte Erganzung und in diesem Sinne auch eine Verallgemeinerung
von klassischen Verfahren der rdumlichen Statistik dar. Die Trenderfassung durch eine spezielle, lokal angepasste
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Wellendarstellung erhdht dabei die Realitatshezogenheit des entwickelten Verfahrens. Der in Kapitelt 5 eingefiihrte
empirische Konfidenzbereich, der sich auf eine wiederholte Simulationen stiitzt, kann fiir weitere Anwendungen,
insbesondere im Zusammenhang mit zeitlich-rdumlichen, zufélligen Modellen, von Interesse sein. In diesem Fall sollten
die in Kapitel 5 eingefiihrten Annahmen projektbezogen angepasst bzw. verallgemeinert werden.

Eine spater erfolgte Gegenliberstellung von Messungen am Reichenkar aus dem Jahr 2005 und der entsprechenden
Vorhersagewerten (Extrapolation) mit dem beschriebenen Ansatz zeigt keine Steigungsanderung bei der linearen
Regression der Amplituden auf. Dadurch wird obige Aussage bezliglich Datenabnormitdten im Jahr 2004 zusatzlich
untermauert.

Die angesprochenen Schwierigkeiten bei der Datenerfassung und die damit verbundene Ungenauigkeit der Messwerte
legen auf geradezu natirliche Art und Weise die Berlicksichtigung von Verfahren und Methoden der Fuzzy-Theorie nahe.
Im Gegensatz zur klassischen Statistik wird bei Fuzzy-Verfahren nicht von exakten (scharfen) Messwerten, sondern von
unscharfen Daten ausgegangen. Mit dieser Arbeit gelingt es insbesondere, eine Erweiterung der wohlbekannten
Fehlerfortpflanzung fiir solche unscharfe Daten herzuleiten.

Es sei hierzu auf Abschnitt 6.5 verwiesen. Dort wurde die Fehlerfortpflanzung der ,,Unscharfe* der urspriinglichen
Messungen am Blockgletscher auf abgeleitete differential-geometrische Grofen diskutiert. Die Verwendung von
Konzepten aus der Fuzzy-Theorie stellt eine alternative und sinnvolle Ergdnzung sowohl zu statistischen Verfahren der
Genauigkeitskontrolle, als auch zum Fehlerfortpflanzunggesetz bereit. Es sei daran erinnert, dass es bei vielen
geowissenschaftlichen Anwendungen nicht nur darum geht, einen Wert fir eine bestimmte Charakteristik herleiten zu
kdnnen, sondern auch darum, die mit diesem Wert verbundene Gute nachfolgender Ergebnisinterpretationen quantifizieren
zu kénnen. Die Fuzzy-Theorie im obigen Sinne liefert ein bequemes Instrument fiir diesen Zweck.

Zur Vereinfachung wurde im erwéhnten Abschnitt ausschlieBlich das Problem der ,,Maximalfehlerberechnung* behandelt.
D.h. es wurde auf die Herleitung der entsprechenden Zugehérigkeitsfunktionen der unscharfen GrofRen verzichtet.
Grundlegende Schritte hierfiir werden in der entsprechenden Literatur diskutiert. Unser Hauptinteresse galt und gilt
insbesondere dem Ausmall der ,Unscharfe“. Ein Vorteil von WVerfahren der Fuzzy-Theorie gegeniber
»Klassischen* statistischen Methoden besteht in ihrem Verzicht auf einschrankende Verteilungsannahmen beziglich
FehlergréBen. Zudem ist die Herleitung der Zugehorigkeitsfunktionen von abgeleiteten Grofen einfacher als die
Bestimmung ihrer Verteilungen. Letztendlich kdnnen somit auch heterogene Bereiche, d.h. Bereiche mit Messungen
verschiedener Qualitdt bzw. Unschérfe, mit dem in dieser Arbeit présentierten Verfahren problemlos modelliert und
analysiert werden.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die Unschérfe der rdumlichen (x,y)-Koordinaten zu einer deutlichen —
durchaus auch zu erwartenden - Zunahme der Breite der Unscharfe der betrachteten differential-geometrischen GroRen
fuhrt, vgl. hierfir Abbildungen 6-17a-c und 6-21a-c, 6-18a-c und 6-22a-c und so weiter. Besonders ausgepragt ist dieser
Effekt fur das Jahr 2004.

In Abschnitt 6.6 wird schlieBlich ein weiteres Anwendungsgebiet fir spezielle Analyseverfahren von raumbezogenen Daten
prasentiert: Nun sind die oben bereits erwahnten Aufmerksamkeitslandschaften Untersuchungsgegenstand. Der Begriff
»Aufmerksamkeitslandschaft ist auBerhalb der Psychologie weitgehend unbekannt. Eine ausfihrliche und exakte
Definition dieses Phdnomens soll auch den entsprechenden Spezialisten Giberlassen werden. Aus mathematischer Sicht stellt
eine Aufmerksamkeitslandschaft schlicht eine stetige Oberflache dar, die den Héufigkeiten von Blickfixierungen der Augen
entspricht. Diese Oberflache besitzt einen vorgegebenen Definitionsbereich, der sich auf eine Bildebene beschrankt. Die
Methoden zur Analyse solcher Oberflachen unterscheiden sich daher nicht signifikant von denen aus den
Geowissenschaften. Zundchst sind die grolen Datenmengen moglichst formgenau auszudiinnen. Hierzu kann der spezielle
Algorithmus aus Abschnitt 2.4 herangezogen werden. Das ausgedinnte Gitter wird dann im zweiten Schritt durch
Wavelet-Splines approximiert, um eine weitergehende Analyse zu ermdglichen. Eine dhnliche Vorgehensweise erfolgt
auch in Abschnitt 6.1 bei der Fallstudie ,,Kaiserberg“. Das primére Ziel bestand darin, die Struktur des urspriinglichen
DHMs fir weitere Anwendungen nicht nur mit méglichst geringem Speicheraufwand und mit einer optimalen Genauigkeit
zu erhalten, sondern auch eine differential-geometrische Analyse auf der Basis der abgeleiteten funktionalen Form des
Reliefs durchfiihren zu konnen. Die ,,Qualitat” des vorgestellten sequentiellen Verfahrens wurde dabei schrittweise
kontrolliert. Die urspriingliche Ausdiinnung fuhrt im Ergebnis zunéchst zu einer speziellen Wellenstruktur fiir das reale
Georelief. Basierend auf dieser I&sst sich nun eine Frequenzanalyse durchfiihren. SchlieBlich kann der Aufbau der
Oberflache, ausgehend von Makro- bis hin zu Mikrostrukturen, analysiert und verfolgt werden. Die Anwendung von
gemischten Wavelet-Splines erhéht dabei die Genauigkeit der Approximation eines Reliefs.
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Hier sollen nun nochmals einige wichtige Ergebnisse der Analyse von raumbezogenen psychologischen Daten kurz
zusammengefasst werden. Wir betrachten zundchst Abb. 6-25a,b:

VP 5 zeigt ein — bezogen auf den Mittelwert - ,,breitflachigeres” Interesse am Bild als VP 2. Die Aufmerksamkeit von VP
2 nimmt mit wachsenden Abstanden schneller als bei VP 5 ab. Die mittlere Abweichung in der Aufmerksamkeit zwischen
VP 2 und VP 5 ist fiir geringe bis mittlere Abstdnde am auffélligsten. Im ,,Randbereich des Bildes“ nehmen die
Unterschiede in der Aufmerksamkeitsintensitat ab. Beide Versuchspersonen weisen das gleiche Konzentrationsmaximum
auf, das sich auf dem angebotenen Bild auf ein Frauengesicht bezieht. Die Ausdinnung des zu untersuchenden Gitters auf
17 x 17 — Punkte mit einer entsprechenden Approximation mittels polynomialer Wavelet-Splines (siehe Beispiel 2.4-3)
flihrt zu einem geringen Qualitéatsverlust verglichen mit den urspriinglich tiber 20 000 Punkten.

Nun sollen Abb. 6-26a,b uns 6-27a,b naher betrachtet werden:

Zunéchst ist die ausgepragt diagonale Blickrichtung von VP 2 auffallig; insbesondere im Vergleich mit dem ,,klassischen®,
zeilenweise ablaufenden Abtasten des Bildmaterials durch VP 5. Ein abstraktes Modell auf der Basis der mittleren
Amplituden bildet die theoretische Vorstellung ab, dass die VP das ganze Bild mit einer konstanten, den mittleren
Amplituden Gber alle lokalen Bereiche entsprechenden Aufmerksamkeit erfasst. Hier spielt wiederum die ausgepragt
diagonale Blickrichtungsfiihrung von VP 2 im Gegensatz zu VP 5 eine Rolle.

Nun zu Abb. 6-28a,b:

Die Bereiche maximaler Frequenzen der Aufmerksamkeitsintensitat im vorgelegten Bildmaterial beziehen sich bei beiden
Versuchspersonen auf ein Frauengesicht.

Weitere Ergebnisse zur psychologisch-statistischen Analyse von Aufmerksamkeitslandschaften sind in Kapitel 9 zu finden.
Mithilfe von Verfahren der raumlichen Statistik und der Punktprozesstheorie lassen sich einige niitzliche empirische Tests
konstruieren. Diese Tests wurden nun nicht ausschlieBlich fir sozial-psychologische Untersuchungen entwickelt, sondern
stellen eine sinnvolle Erganzung fir herkémmliche multidimensionale statistische Verfahren dar. Sie sind besonders fir
den Fall geeignet, dass gewisse Testsannahmen ,,klassischer Tests“ fiir das vorliegende Datenmaterial nicht gewahrleistet
werden kdnnen.

In Kapitel 7 werden zwei verschiedene Ansétze zur Georelief-Approximation vorgestellt und anhand einer Fallstudie
verglichen. Das Testgebiet, ein Teil des Blockgletschers Reichenkar, weist starke ,,UnregelmaRigkeiten” im Relief wie
lokale Schwingungen auf, sieche Abb. 7-4. Gerade diese Eigenschaft macht die Gegeniiberstellung beider Methoden
besonders spannend, weil mit zunehmender RegelméaRigkeit eines Georeliefs ein geringerer Unterschied zwischen beiden
Methoden bei fortschreitenden Gittererweiterungen zu erwarten ist. Es konnte nun gezeigt werden, dass die ,,die Anzahl der
Koeffizienten reduzierende“, und dabei auf die Interpolationsforderung (7-3) verzichtende, klassische Lésung nach der
Methode der kleinsten Quadrate bei der Erweiterung des Gitters etwas ungenauer als die Wavelet-Spline-Methode ist, die
die Interpolationsforderung berlcksichtigt. Es soll allerdings darauf verweisen werden, dass bei einer Entscheidung
zwischen beiden Methoden stets die konkrete, praktische Aufgabenstellung beachtet werden sollte.

In Yuanzhong und Litao (2005) wird ein ARMA-Modell zur Beschreibung, Analyse und Vorhersage von
Dammdeformation prasentierten. In Kapitel 8 schlagen wir nun weitere, verbesserte ARMA-Modelle vor. Beispielsweise
ist es uns gelungen, die Genauigkeit der VVorhersage mit Hilfe dieser Modelle um annahernd 50% zu verbessern.

Aus den Tabellen 8-1 und 8-6 kann man ersehen, dass eine langfristige Prognose bzw. VVorhersage meist sinnlos ist. Dieser
Fakt ist in der Approximationstheorie nicht neu. Viel sinnvoller wére es daher, lediglich eine kurzfristige VVorhersage fur
den Monat K = 30 anhand der vorherigen Monaten 1 bis 29 zu erstellen. Mit zusétzlichen Informationen Uber Druck,
Temperatur und Deformation fiir den Monat K=30 kdnnen neue Regressionsmodelle angepasst werden, bei denen nun die
Monate 1 bis 30 beriicksichtigt werden. Mit ihrer Hilfe erhélt man dann die Vorhersage fir den Zukunftsmonat K=31. Das
Verfahren l&sst sich entsprechend fortsetzen. Wegen zufélliger Schwankungen, die mit dem Parameter ¢ in (8-1) und (8-6)
modelliert werden kdnnen, besitzt eine punkt-basierte VVorhersage eine geringere Aussagekraft als eineintervall-basierte
Vorhersage.

Die Auswahl der Modelle 1-4 aus (8-1) bzw. (8-6) héngt in hohem MalRe von der wahren Natur des
Dammdeformationsprozesses ab und ist daher Experten zu tiberlassen.
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Mit dieser Arbeit konnte somit deutlich gezeigt werden, dass zunachst tberwiegend fiir geowissenschaftliche Anwendungen
entwickelte Verfahren zur raumlich-zeitlichen Reliefsanalyse, auch einen Beitrag zur Lésung wichtiger Probleme in der
Psychologie leisten kénnen.

Die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren finden ihre Anwendung meist in der Blockgletscherforschung. Weitere
Anwendungsgebiete der hier diskutierten Verfahren beziehen sich auf eine unkonventionelle statistische Analyse sozial-
psychologischer Daten und auf spezielle ARMA-Vorhersagemodelle von Dammdeformationen. Eine genaue Beschreibung
der mathematischen Modelle und des entsprechenden Datenmaterials kann den entsprechenden Kapiteln enthommen
werden. Weitere Details kdnnen den beigefiigten Kopien ausgewdhlter Verdoffentlichungen entnommen werden.

Es kann sicherlich nicht bestritten werden, dass mittlerweile eine uniberschaubare Anzahl verschiedener Verfahren zur
Analyse von raumbezogenen Daten vorliegt. Viele dieser Verfahren verdanken ihre Entwicklung konkreten praktischen
Aufgabestellungen. Eine allgemein giiltige Losung fiir alle Approximationsprobleme kann und wird es wahrscheinlich nicht
geben. Vielmehr sollte man stets die praktische Relevanz einer solchen Lésung im Auge behalten.

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zur Herleitung solcher praxisrelevanter Verfahren. Dies wird durch die Breite
und Interdisziplinaritat der diskutierten Fallstudien verdeutlicht.
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