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. Zusammenfassung

Die Bestimmung des Schwerefeldes der Erde ist noch immer eine grofle Herausforderung in der Geodisie. Die
globalen Modelle basieren insbesondere auf der Beobachtung von Satelliten. In der iiblichen Analyse durch
Kugelflachenfunktionen werden oft nicht alle Informationen erfasst, da die dafiir notwendige gleichmifige
Verteilung der Daten nicht realisierbar ist. Um die vernachldssigten lokalen Details zu erfassen, kann man eine
Verbesserung der Losung durch lokale Basisfunktionen bestimmen. In der Analyse spaltet man das Signal und
das Modell in einen globalen und einen residualen Anteil auf.

Die Modellierung des globalen Feldes erfolgt dabei durch Kugelflichenfunktionen mit bekannten sphérisch-
harmonischen Koeffizienten, wihrend das verbleibende Signal in dieser Arbeit durch optimierte radiale Basis-
funktionen approximiert wird. Radiale Basisfunktionen werden in vielen Disziplinen zur Modellierung von Da-
ten mit unregelméBiger Verteilung verwendet, wobei die Losung durch die Wahl der Zentren, die Skalierungs-
faktoren und die Form der Basisfunktionen beeinflusst wird. Auf der Kugel lésst sich jede (sphérische) radiale
Basisfunktion durch eine Reihenentwicklung nach den Legendrepolynomen darstellen. Die Form wird durch
die Zahlenfolge der Legendre-Koeffizienten modelliert, die hdufig auf einen skalaren Formparameter zuriick-
gefiihrt werden.

Als (Pseudo-)Beobachtungen werden die Potentialwerte entlang des Orbits, die Line-of-Sight Gradienten und
die Range-Rate behandelt, wobei die letzten beiden Signale vor allem auf die geoditische GRACE-Mission
abzielen. Das Potential im Orbit wird durch das Energieintegral fiir einen einzelnen Satelliten berechnet, wéh-
rend die Line-of-Sight Gradiometrie aus den Abstandsmessungen der GRACE-Mission die zweite Ableitung
des gravitativen Potentials in Flugrichtung approximiert. Beide Beobachtungen konnen als in-situ Messungen
aufgefasst werden, deren Signale nur von den Positionen im Schwerefeld, nicht aber von den fritheren Potential-
werten beeinflusst werden. Das residuale Signal wird jeweils durch eine Summe aus radialen Basisfunktionen
modelliert, deren Reihenentwicklung nach den Legendrepolynomen im Weiteren als Legendre-Darstellung be-
zeichnet wird. In dieser Arbeit wird die sogenannte Wigner-Darstellung (der Basisfunktionen) fiir Kreisbahnen
entwickelt, die auf einer Parametrisierung des Potentials durch die Keplerelemente und die Verwendung der
Wigner-d-Funktionen basiert. Diese Variante vereinfacht die partiellen Ableitungen nach den Keplerelementen
und den Basisparametern sowie deren Implementierung. Fiir die nichtlineare Optimierung werden beide Dar-
stellungen des Potentials und der Line-of-Sight Gradienten nach den Parametern der Basisfunktionen differen-
ziert.

Mit der Range-Rate wird auch die eigentliche Messung der GRACE-Mission durch eine Uberlagerung des
Referenzfeldes und einen residualen Anteil aus radialen Basisfunktionen modelliert. Durch die Orbitintegration
enthilt diese Beobachtung Informationen iiber frithere Zustinde des Schwerefeldes in der Form von Positionen
und Geschwindigkeiten der Satelliten und kann daher nicht mehr als in-situ Messung betrachtet werden. Die
Ableitungen der Range-Rate nach den gesuchten Parametern werden iiblicherweise durch die Losung der
Variationsgleichungen bestimmt. Durch die Approximationen der Hill-Theorie und die Wigner-Darstellung
erhilt man eine geschlossene Formel, die direkt nach den Parametern der Basisfunktionen differenziert werden
kann. Die Differenz zwischen den beiden Losungen ldsst sich auf die unterschiedlichen Niherungen in den
Ansitzen zuriickfiihren.

Die Analyse eines Signals durch ein vorgegebenes System an Basisfunktionen l4sst sich als ein Optimierungs-
problem der Parameter auffassen. In der (residualen) Analyse von Satellitenbeobachtungen werden die Zen-
tren und Formparameter der radialen Basisfunktionen haufig fixiert, was die Aufgabe auf die Bestimmung der
linearen Skalierungsfaktoren reduziert. Um viele lokale Details zu erfassen, ist eventuell eine grole Anzahl an
Basisfunktionen notwendig. Dies kann zu einer Uberparametrisierung und damit zu nummerischen Problemen
in der Losung fiihren. In dieser Arbeit wird eine Alternative entwickelt, die die Signale durch eine minimale An-
zahl an Basisfunktionen modelliert. Fiir eine bessere Approximation des Signals werden neben der Skalierung
auch die Zentren und die Formparameter in einer nichtlinearen Optimierung aus den Daten geschitzt.



6 I Zusammenfassung

Fiir die Analyse werden globale und lokale Optimierungsverfahren diskutiert und jeweils exemplarisch ein An-
satz implementiert. Da die Losungen in den (globalen) genetischen Algorithmen nicht reproduzierbar sind, wird
ein lokales Verfahren bevorzugt. Der Ansatz bestimmt geeignete Startwerte der Basisparameter aus den Daten
und optimiert diese Werte iterativ durch ein Trust-Region-Verfahren. Die Methode erlaubt eine Einschrinkung
der Parameter auf ein vorgegebenes Intervall und fiihrt in der Regel zu einer Konvergenz in der Nihe der
Startwerte.

Die Optimierung wird an den Daten einer simulierten GRACE-Mission getestet. Die Range-Rate erweist sich
fiir den entwickelten Algorithmus als nicht geeignet fiir die nichtlineare Optimierung der Basisparameter aus
einem komplexeren Schwerefeld. In einem vereinfachten Modell lassen sich bei geeigneten Startwerten vor
allem die Positionen der Zentren aus der Range-Rate verbessern. Dagegen ist die Analyse der behandelten in-
situ Beobachtungen durch radiale Basisfunktionen erfolgreich und approximiert das Signal im Orbit in einer
hohen Qualitit. Bereits mit relativ wenigen Basisfunktionen erreicht man eine Korrelation zwischen dem Signal
und der Approximation im Orbit von 90 — 100 %, wobei die statistischen GroBen der Differenz mindestens um
eine GroBenordnung reduziert werden.

In der Rekonstruktion des Potentials aus der regionalen Line-of-Sight Gradiometrie erkennt man Strukturen,
welche sich aus der Mehrdeutigkeit der Beobachtung erklidren lassen. Das Energieintegral ist bereits fiir die
Auswertung realer Datensidtze anwendbar, in der Line-of-Sight Gradiometrie ist allerdings noch das Problem
der Mehrdeutigkeit zu 16sen.



Il. Abstract

The determination of the Earth’s gravity field is still a big challenge in geodesy. Global models are especially
based on satellite observations. The complete information cannot be recovered in the analysis by spherical
harmonics due the inhomogeneous data distribution. An improvement can be achieved by modeling these hid-
den details by localizing basis functions. In the analysis, the signal and the model are separated into a global
and a residual part.

In this study, the global field is modeled by spherical harmonics and a set of known spherical harmonic coeffi-
cients, while the remaining signal is approximated by optimized radial basis functions. Radial basis functions
are used in many disciplines to model data with an inhomogeneous distribution, where the approximation de-
pends significantly on the chosen centers, the scaling factors and the shape of the basis functions. On the sphere,
each (spherical) radial basis function is realized by a series of Legendre polynomials. The shape is modeled by
a sequence of Legendre coefficients, which are often traced back to a scalar shape parameter.

The potential along the orbit, the line-of-sight gradient and the range-rate are used as (pseudo-)observations,
where the last two types of signals are applicable to the GRACE-Mission. The potential along the orbit is deter-
mined by the energy balance approach for a single satellite, while the line-of-sight gradiometry approximates
the second derivative of the gravity potential in the flight direction from the ranging observations of GRACE.
Both observations can be seen as in-situ measurements, where the signals depend only on the positions in the
gravity field, but not on the earlier potential values. The residual signals are modeled by superposition of ra-
dial basis functions, where the series of Legendre polynomials is denoted as Legendre-representation. In this
study, the so called Wigner-representation (of the radial basis functions) is developed for circular orbits, which
is based on the parameterisation by Keplerian elements and the use of the Wigner-d-functions. The new repre-
sentation simplifies the differentiation w.r.t. the orbit elements and the parameters of the basis functions, but
also their implementation. The nonlinear optimization is prepared by differentiating both representations of the
potential and the line-of-sight gradient with respect to the basis parameters.

The range-rate of the GRACE mission is also analyzed by a superposition of the reference field and a residual
part of the radial basis functions. Due to the orbit integration, the observations contain information about the
prior status of the gravity field in form of positions and velocities of the satellites, which inhibits the treatment as
an in-situ measurement. Usually the partial derivates of the range-rate are generated by the numerical solution
of the variational equations. By using the approximations of the Hill theory and the Wigner-representation a
closed formula is developed, which can be differentiated w.r.t. the parameters of the radial basis functions. The
differences of both methods are caused by the unequal approximations.

The analysis of a signal by selected basis functions can always be seen as an optimization problem of the
parameters. The centers and the shape of the radial basis functions are usually fixed in the analysis of (residual)
satellite observations, to reduce the estimation to a linear problem of the scale factors. In this case, many basis
functions might be necessary to determine the local details, which leads to overparameterization and numerical
problems in the solution. In this study, a concept is developed for modeling the signals by a minimal number of
basis functions. In addition to the scales factors, the shape and the center of each basis function are determined
from the data by a nonlinear optimization to achieve a better approximation of the signal.

Global and local optimization methods are discussed and an example of each is implemented. The solutions of
the (global) genetic algorithm are not reproducible, so that a local method is preferred. The method determines
initial parameters from the signal and improves them iteratively by a trust region algorithm. The algorithm
permits a restriction of the parameters to a chosen interval and leads usually to a convergence near the initial
values.

The optimization is tested in a simulated GRACE-mission. The range-rate turns out to be unsuitable for the
estimation of the parameters in a more complex gravity field by the developed algorithm. In a simplified model
and for adequate initial values, it is possible to improve the positions of the basis functions from the range-rate.
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The analysis of the presented in-situ measurements approximates the signal in the orbit very well. A small
number of optimized radial basis functions is already sufficient to achieve a correlation of 90 — 100 % between
the signal and the approximation in the orbit, while the statistical values of the differences are reduced by at
least one order of magnitude.

Some remaining structures are visible in the reconstruction of the potential from the regional line-of-sight
gradiometry, which can be explained by an ambiguity of the observation technique. The energy balance ap-
proach can already be used for real data sets, but in the gradiometry the problem of the ambiguity still has to be
solved.
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1. Einleitung

Die Geodisie beschiftigt sich mit der Geometrie, dem Schwerefeld und der Orientierung der Erde. Eine genaue
Kenntnis des Schwerefeldes ist in vielen wissenschaftlichen Bereichen unabdingbar, zumal die Messungen
(indirekt) durch die Gravitation beeinflusst werden (z.B. Horizontierung der Instrumente). Einerseits werden
in der Geodisie diese Informationen fiir ein globales Hohensystem oder die Bestimmung von physikalischen
Hohen aus GPS-Messungen eingesetzt. Andererseits bendtigt man ein moglichst genaues Schwerefeld auch in
der Geophysik, der Hydrologie oder der Klimaforschung, um globale oder regionale Massenverlagerungen in
der Erde oder den Ozeanen zu erfassen. Weitere Anwendungen ergeben sich in der Bestimmung und Vorhersage
der Satellitenbahnen, welche ihrerseits als Daten in der Geodisie genutzt werden.

Fiir die Analyse des Schwerefeldes werden terrestrische Messungen, Fluggravimetrie oder die Beobachtungen
von Satelliten eingesetzt. Im Gegensatz zu den anderen Methoden erzeugen Satellitenbeobachtungen annihernd
globale und homogene Datensétze mit hoher zeitlicher und rdumlicher Auflosung, weshalb diese Messungen
in der globalen Modellierung eine sehr wichtige Rolle spielen. Als Beobachtung ldsst sich die Bewegung des
Satelliten im Schwerefeld verwenden, welche z.B. durch das Energieintegral in Potentialwerte im Orbit um-
gerechnet werden kann. Daneben konnen durch geeignete Instrumente an Bord auch weitere Funktionale des
Schwerefeldes gemessen werden, was oft eine hohere Auflosung ermoglicht. Insbesondere liefert die Gradio-
metrie der GOCE-Mission die zweiten Ableitungen des Potentials in drei orthogonalen Richtungen, wéhrend
die GRACE-Mission den Abstand und dessen zeitliche Anderung zwischen zwei Satelliten bestimmt, woraus
sich mit verschiedenen Ansétzen Informationen iiber das gravitative Feld herleiten lassen.

Die Modellierung des Schwerefeldes aus Satellitendaten erfolgt meist in einer Reihenentwicklung nach Kugel-
flaichenfunktionen mit sphérisch-harmonischen Koeffizienten. Dieses System an Basisfunktionen weist einige
Vorteile (Orthogonalitit, Vollstindigkeit, stabile Rekursionen, einfache Synthese und Analyse, ...) auf und lasst
sich als (Fourier-)Analyse des Signals in verschiedenen Wellenldngen interpretieren. Auf der anderen Seite
ist es mit dem System der Kugelflichenfunktionen bei einer unregelméfigen Verteilung der Messungen nicht
moglich, den Informationsgehalt der Signale vollig auszuschdpfen oder eine lokale Verbesserung zu erreichen,
die nicht alle Koeffizienten des Modells verédndert.

Regionale Modellierung

In den Beobachtungen des Schwerefeldes durch die Satelliten sind eventuell noch Informationen enthalten,
die durch eine globale Analyse mit Kugelflichenfunktionen nicht erfasst werden. Um diese Komponenten zu
bestimmen, wird das Signal und das Modell des Schwerefeldes in einen globalen und einen residualen Anteil
aufgeteilt, wobei das globale Verhalten durch Kugelflachenfunktionen modelliert wird. Der residuale Anteil
wird durch ein zweites System von Basisfunktionen approximiert, wobei unter anderem sphérische Splines,
Wavelets oder Punktmassen zum Einsatz kommen (Barthelmes, 1986, Windheuser, 1995, Schmidt, 2007, Ei-
cker, 2008, Wittwer, 2009). Beschrinkt man sich auf rotationssymmetrische Basisfunktionen, so lassen sich
diese unter dem Begriff der radialen Basisfunktionen zusammenfassen.

Radiale Basisfunktionen bilden ein weit verbreitetes Hilfsmittel zur Approximation einer ,,Fliche* aus un-
regelméBig verteilten Daten in einem vorgegebenen ,,Raum‘ (Ebene, Kugel, ...). Diese Funktionen sind jeweils
symmetrisch in Bezug auf ein Basiszentrum und konnen auf der Kugel durch eine Reihenentwicklung nach
Legendrepolynomen dargestellt werden. Die Basisfunktionen variieren in den Koordinaten ihres Zentrums, den
Skalierungsfaktoren und ihren Formen, wobei Letztere im sphirischen Fall durch die Legendre-Koeffizienten
der Reihe modelliert werden. Da die Anzahl, die Verteilung der Basiszentren und die Form der Basisfunktionen
das Ergebnis (erheblich) beeinflussen, existieren zahlreiche Vorschlédge fiir eine optimale Losung.

In den linearen Ansdtzen werden die Zentren und die Form der Basisfunktionen in der Analyse vorgegeben,
und die Modellierung erfolgt durch die Anpassung der Skalierungsfaktoren an die Beobachtungen. Mogliche
Verteilungen der Basisfunktionen auf der Kugel werden in Eicker (2008) fiir sphérische Splines untersucht,
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wihrend die Legendre-Koeffizienten aus dem Verhalten des globalen Signals bzw. aus einem Modell der Grad-
varianzen extrapoliert werden. In der Modellierung durch Wavelets sind die Form und die Zentren der Basis-
funktionen durch den Algorithmus vorgegeben (Fengler, 2004, Schmidt, 2007). Fiir eine hohe rdaumliche Auf-
16sung sind in dem linearen Ansatz sehr viele Basisfunktionen notwendig, um die lokalen Details erfassen
zu konnen. Die groffe Anzahl der Parameter und die oft dhnliche Wirkung von rdumlich benachbarten Basis-
funktionen fiihren zu einer Uberparametrisierung und damit zu nummerischen Problemen in der Bestimmung
der Skalierungsfaktoren. Zur Stabilisierung der Losung wird haufig eine Regularisierung eingefiihrt, welche auf
der Grundlage anderer Informationen oder geeigneter Annahmen ein realistisches Modell des Schwerefeldes
erzwingt.

Eine Alternative besteht in der Verwendung optimierter radialer Basisfunktionen, welche die Signale durch eine
minimale Anzahl an Basisfunktionen approximieren. Dabei werden neben den Skalierungsfaktoren entweder
die Zentren oder die Form oder aber beide Komponenten aus den Daten bestimmt, um die Modellierung zu
verbessern. Bereits in Barthelmes (1986) findet sich dazu ein Algorithmus fiir Punktmassen, der die Position der
nichsten Basisfunktion mit dem Extremwert des aktuellen Restsignals initialisiert und das Zentrum zusammen
mit der Skalierung in einem iterativen Prozess verbessert. Wittwer (2009) erweitert diese Idee auf andere radiale
Basisfunktionen, wobei jeweils die Form (bzw. die Tiefe) der ndchsten Basisfunktion durch eine General Cross
Validation optimiert wird. Eine umgekehrte iterative Suche wird in Klees (2008) vorgestellt, in welcher aus den
vorhandenen Zentren alle als nicht notwendig klassifizierten Positionen eliminiert werden.

In der Analyse werden die Signale durch eine Uberlagerung aller radialen Basisfunktionen approximiert. Die
Parameter beeinflussen sich dabei gegenseitig, da eine Optimierung eines Wertes das residuale Signal fiir die
folgenden Parameter (im nédchsten Schritt) dndert. Um diese Beeinflussung besser zu beriicksichtigen, kann
man alle gesuchten Parameter gemeinsam verbessern, was allerdings ein aufwendiges nichtlineares Problem
darstellt.

Fiir die Losung eines nichtlinearen Problems sind lokale und globale Optimierungsverfahren denkbar. Die
lokalen Methoden verbessern die Startwerte der Parameter durch einen iterativen Algorithmus und erfordern
hiufig die partiellen Ableitungen nach den gesuchten Werten. Globale Verfahren benétigen dagegen keine
Startwerte und nur selten Ableitungen, was die Implementierung vereinfacht. Ein bekanntes globales Verfahren
stellen die genetischen Algorithmen dar, welche z.B. von Sharifi (2006) und Raizner (2008) — in einer anderen
Anwendung der radialen Basisfunktionen — fiir die Optimierung der Form eingesetzt werden. Auf die Beob-
achtungen der GRACE-Mission und die Optimierung aller Parameter wird der genetische Algorithmus in einer
Studie von Keller (2007) eingesetzt, die auch den Ausgangspunkt dieser Arbeit darstellt.

Gliederung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Analyse von Satellitendaten durch optimierte radiale Basisfunktionen, wobei
globale und lokale Optimierungsverfahren untersucht werden. Die notwendigen Startwerte sind idealerweise
aus den Daten zu bestimmen, um eine willkiirliche Beeinflussung der Losung durch den Nutzer zu vermeiden.
Kapitel 2 beschreibt die Notation, die kartesischen und sphirischen Koordinatensysteme und deren Trans-
formation. AuBlerdem werden in diesem Abschnitt das ungestorte Keplerproblem und die Orbitintegration fiir
einen realen Satelliten skizziert. Den Abschluss bildet eine Zusammenfassung iiber die (aktuellen) geodétischen
Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE.

Als Grundlage der Potentialtheorie werden die Legendrepolynome sowie die Legendre- und Kugelflachen-
funktionen im Kapitel 3 eingefiihrt. Diese werden unter anderem dazu genutzt, um das Potential der Erde in
einem erdfesten Koordinatensystem zu modellieren. AnschlieBend wird die Reprédsentation von Kugelflichen-
funktion in einem gedrehten Koordinatensystem behandelt. Neben einer Transformation der Argumente kann
die Rotation auch durch eine Linearkombination erreicht werden, deren Koeffizienten sich aus den Wigner-d-
Funktionen berechnen lassen.

Das Kapitel 4 liefert einen Uberblick iiber die Approximation durch radiale Basisfunktionen im euklidischen
Raum R" und auf der Kugel. An einem zweidimensionalen Beispiel wird die Abhingigkeit der Losung von
der Form und den Zentren der Basisfunktionen gezeigt. Nach der Zusammenstellung einiger Verfahren zur
Optimierung der Zentren werden die (sphédrischen) radialen Basisfunktionen auf der Kugel vorgestellt. Die-
se konnen durch eine Reihe aus Legendrepolynomen reprisentiert werden, deren Legendre-Koeffizienten die
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Funktion als Spline, Wavelet oder Punktmasse charakterisieren.

Im Kapitel 5 werden zwei in-situ Satellitenbeobachtungen (Energieintegral und Line-of-Sight Gradiometrie)
im Orbit diskutiert. Um die Anzahl der Parameter zu verringern, wird aus einem Referenzfeld eine synthe-
tische Beobachtung ermittelt und nur das residuale Signal durch radiale Basisfunktionen modelliert. Neben
der Reihendarstellung durch Legendrepolynome wird fiir Kreisbahnen die sogenannte Wigner-Darstellung ent-
wickelt, was einer Parametrisierung der Beobachtungen durch Keplerelemente entspricht. Zur Vorbereitung
der nichtlinearen Optimierung werden diese Funktionale nach den Parametern der radialen Basisfunktionen
differenziert.

Die eigentliche Messgrofle der GRACE-Mission ist die Range-Rate, deren Ableitungen nach den Parametern ei-
nes residualen Feldes im Kapitel 6 behandelt werden. Eine Moglichkeit basiert auf der nummerischen Losung
der Variationsgleichungen, die sich durch Differentiation der Bewegungsgleichung ergeben. Auflerdem wird
mit einigen Approximationen eine geschlossene Formel entwickelt, die auf den Bahnabweichungen in einem
rotierenden Koordinatensystem, der Wigner-Darstellung des Potentials und der Hill-Differentialgleichung ba-
siert. Nach der Transformation in das Inertialsystem lassen sich so die partiellen Ableitungen der Range-Rate in
Abhingigkeit von den Basisparametern beschreiben. Damit steht neben der bekannten nummerischen Losung
auch eine geschlossene Formel zur Berechnung der partiellen Ableitungen zur Verfiigung.

Das Kapitel 7 beschreibt die Bestimmung der linearen und nichtlinearen Parameter der radialen Basisfunktionen
aus den Satellitendaten. Im linearen Ansatz werden nur die Skalierungsfaktoren geschétzt und die Position und
Form der Funktionen anderweitig festgelegt. Um moglichst viele Details des Signals wiederzugeben, wer-
den sehr viele Parameter bzw. Basisfunktionen benétigt. Diese Uberparametrisierung macht oft eine Regula-
risierung notwendig, welche Zusatzinformationen oder geeignete Annahmen tiber das Schwerefeld erfordert.
Alternativ konnen mit einer nichtlinearen Optimierung die Parameter fiir wenige Basisfunktionen an die Daten
im Orbit angepasst werden. In der nichtlinearen Optimierung unterscheidet man globale und lokale Verfahren,
wobei die lokalen Methoden geeignete Startwerte fiir alle Unbekannten und héufig die partiellen Ableitungen
nach diesen erfordern. Als globale Methode wird ein genetischer Algorithmus implementiert und in einer
Simulation getestet. Als lokale Methode wird das Trust-Region-Verfahren eingefiihrt, da es im Gegensatz zu
den iiblichen iterativen Verfahren eine Beschriankung der Parameter auf ein zulédssiges Intervall ermoglicht.
Die Modellierung der Signale im Orbit und die entwickelten Algorithmen werden im Kapitel 8 fiir das Potential,
die Line-of-Sight Gradienten und die Range-Rate getestet. Zunéchst wird gezeigt, dass die Legendre- und die
Wigner-Darstellungen des Energieintegrals und der LOS-Gradiometrie fiir Kreisbahnen nummerisch identisch
sind, allerdings ist die Legendre-Darstellung effizienter in der Berechnung. Die Ableitungen der Range-Rate
werden durch eine Implementierung der Variationsgleichungen bestitigt, wobei die Differenzen auf die un-
terschiedlichen Naherungen zuriickzufiihren sind. Abschliefend wird eine Analyse der simulierten Satelliten-
daten durch die optimierten radialen Basisfunktionen durchgefiihrt. Wéhrend die Range-Rate nur in einem
vereinfachten Modell eine Verbesserung der vorgegebenen Parameter ermoglicht, sind die Optimierungen der
in-situ Beobachtungen sehr erfolgreich. In den Testgebieten werden zwischen Signal und Approximation Kor-
relationen von iiber 90 % erreicht, wihrend sich die statistischen MaBe der Differenzen um mindestens eine
GroBenordnung reduzieren.

Im Anhang A wird die Wigner-Darstellung niher analysiert und die Anzahl der Summanden durch Symmetrie-
beziehungen reduziert. Aulerdem werden die Dimensionen der Faktoren fiir eine Implementierung durch
Matrix-Vektor-Operationen abgeschitzt und die Umsetzung als Pseudocode vorgestellt. Der letzte Abschnitt B
widmet sich der Umsetzung in MATLAB und den entwickelten Programmen.
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2. Grundlagen

2.1. Notationen

Die Variablen dieser Arbeit stammen aus der Grundmenge der natiirlichen, der ganzen, der reellen oder kom-
plexen Zahlen, welche durch N, Z, R bzw. C symbolisiert werden. Skalare GréBen werden ohne weitere Kenn-
zeichnung durch kursive, moglichst eindeutige Symbole (a, b, ..., A, B, ...) notiert und gegebenenfalls durch
Indizes, Exponenten etc. ndher spezifiziert. Einen Sonderfall stellen die (Hilfs-)Variablen £ und f dar, die vor
allem fiir Zwischenschritte und Erkldrungen verwendet werden und deren aktuelle Bedeutung dem jeweiligen
Kontext zu entnehmen ist.

Eine komplexe Zahl z ldsst sich mit der imagindren Einheit ¢ in der kartesischen Form

Z=x+wy

darstellen, wobei x den Real- und y den Imaginérteil bezeichnet. Jeder komplexen Zahl lisst sich die konjugiert-
komplexe Zahl

=y

zuordnen, so dass man die beiden Komponenten mit den Beziehungen

r=Mefz) =172
2
z— 2"
:j pr—
y = Jm{z} %

bestimmen kann. Aulerdem sei bereits an dieser Stelle auf die Eulerformeln

exp(ur) = cosx + 1sinx

exp(ur) 4 exp(—wr)
2

exp(ur) — exp(—wx)
21

COsST =

sinx =

hingewiesen, die zur Vereinfachung einiger Formeln verwendet werden.
Wird eine Gruppe von L reellen oder komplexen Zahlen zu einem Vektor Z zusammengefasst, so geschieht dies
in der Regel durch Spaltenvektoren

T
x fr—
TrL
oder in seltenen Fillen durch Zeilenvektoren
r= ($1,$2,...,1}L).

Die Anzahl L der Elemente wird auch als Dimension des Vektors bezeichnet, wihrend das Element der ¢/-ten
Zeile bzw. Spalte durch z, mit 1 < ¢ < L notiert wird. Um in der Darstellung zwischen Zeilen- und Spalten-
vektoren zu wechseln, werden diese durch den Operator ' transponiert, welcher die Elemente der Zeilen und
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Spalten von Vektoren (und Matrizen) vertauscht. Der Betrag bzw. die Linge eines Vektors ergibt sich durch die
euklidische Norm:

2] = \/x%+x§+...+x%:

Jeder Vektor — auBer dem Nullvektor 0 = 0,0,..., O)T — ldsst sich durch die Division

—

.z
T =~
1]
zu einem Einheitsvektor normieren, der dieselbe Richtung und die Linge ||Z|| = 1 besitzt, was durch die andere
Notation betont werden soll.

Zwischen zwei Vektoren & und ¢ mit der gleichen Anzahl von Elementen wird durch die Beziehung
L

<f’37> = f—r?j: T1Yy1 +x2y2 + ...+ TLYL = ngyg
=1

ein Skalarprodukt definiert. Aus diesem ergibt sich zum einen eine alternative Darstellung der Norm
7] = (7, )
und zum anderen eine verallgemeinerte Moglichkeit der Winkelberechnung

cosw = (Z,7),
wobei w den kleinsten Winkel zwischen den Vektoren — gemessen in der gemeinsam aufgespannten Ebene — be-
zeichnet. Insbesondere gelten zwei Vektoren mit der Dimension L als orthogonal zueinander, wenn ihr Skalar-

produkt Null ergibt.
Mehrere Vektoren mit geeigneten Dimensionen konnen zu einer Matrix

ail ai19 e Qi

asr a22 ... QAa2m
A = Anxm =

Anp1 An2 ... QApm

mit n Zeilen und m Spalten zusammengefasst werden, wobei auf die explizite Angabe der Dimensionen meist
verzichtet wird. Ein einzelnes Element a;; mit 1 < ¢ < nund 1 < j < m aus der Matrix wird durch eine
doppelte Indizierung und héufig durch die entsprechenden Kleinbuchstaben notiert. Besondere Matrizen sind
die (nicht notwendigerweise quadratischen) Einheitsmatrizen

10 ... 0

10 ...
E=E\xm= 0 0 1 )

in denen nur Diagonalelemente e,y = 1 von Null verschieden sind.

Neben der Vektor- und Matrizenrechnung der linearen Algebra werden auch einige (nichtlineare) Funktionen
genutzt, wobei die ,,Standardfunktionen® in aufrechter Notation und die speziellen Funktionen (aus dem Kapitel
3) in kursiver Schreibweise dargestellt werden. Hingt eine Funktion f(x) nur von einem Argument x ab, so
wird die erste, zweite und dritte Ableitung durch

oy — g _ @)
7(@) = f0 (@) = <L
2 T

1) = @) = T

_ )

1@ = 9 (a)

da3
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bezeichnet, wobei fiir hohere Ableitungen vor allem die Notation auf der rechten Seite Verwendung findet.
Besitzt eine Funktionen dagegen mehrere Argumente (und Parameter) oder wird nicht nach dem eigentlichen
Argument differenziert, so wird die Darstellung

of

Dy

genutzt, um die partielle Ableitung der Funktion f nach einem Argument x, wiederzugeben, wihrend alle
anderen Werte festgehalten werden. Hohere Ableitungen werden entsprechend durch

0 f 0 of
630% - Oz, | Oz
*f _ o [of
Ox 0z, Oz, Ox;
dargestellt, wobei in der zweiten Zeile die Reihenfolge der Ableitungen (hier erst x;, dann ;) nach dem Satz

von Schwarz fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen unerheblich ist (Bartsch, 1999). Insbesondere fiir
die Differentiation nach der Zeit ¢ wird in Analogie zur Schreibweise in der Physik auch die Notation

f= aft(t,f,...)

ot

d2f(t)
.. )\
f(t) = {89;(1},5,...)
ot2

verwendet. Handelt es sich bei der Groe £ = Z(¢) um eine Position, so ergibt die erste Ableitung nach der
Zeit die Geschwindigkeit und die zweite die Beschleunigung (im jeweiligen Koordinatensystem).
Fiir eine kompaktere Schreibweise wird auerdem die Abkiirzung

of _ of _ | 9%
f)g 6(617527 cee 75[6)

definiert, durch welche mehrere partielle Ableitungen einer Funktion f nach den Argumenten {&1,&2,...} in
einer Gleichung zusammengefasst werden.

2.2. Koordinatensysteme

Um Positionen oder Bewegungen zu beschreiben, benétigt man ein Koordinatensystem, auf welches sich die
Angaben der Vektoren beziehen. Dabei ist zu beachten, dass viele Probleme durch die Wahl eines geeigneten
Systems vereinfacht werden konnen. Fiir ein Objekt im dreidimensionalen euklidischen Raum bietet sich meist
ein kartesisches Koordinatensystem (allgemeines Symbol: K') an, welches durch drei aufeinander senkrecht
stehende Einheitsvektoren (€x—1, €x—2, €x—3) und einen Ursprung definiert wird.

Abgesehen von den Beschreibungen des Abschnitts 4.1 beziehen sich die meisten Grofen in dieser Arbeit
auf die Figur der Erde. Zur Vereinfachung wird daher der Ursprung fiir alle globalen Koordinatensysteme
in das Massenzentrum der Erde platziert und das jeweilige geozentrische System durch Indizes der Vektoren
gekennzeichnet. Verwendet werden insbesondere die folgenden Systeme:

1. Das inertiale (= raumfeste) Koordinatensystem (Bezeichnung: ,,i), dessen €;—1-Achse in Richtung Friih-
lingspunkt zeigt und dessen e;—3-Achse zum Himmelspol orientiert ist, wéihrend die e;—2-Achse das
Rechtssystem ergénzt.
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Abbildung 2.1.: Reprisentation des inertialen, des erdfesten und des Satellitensystems durch die Angabe der
Einheitsvektoren, wobei die Transformation zwischen dem inertialen und dem erdfesten Sys-
tem nur durch die Rotation um die €.—3 = €;—3-Achse und die Sternzeit O realisiert wird

2. Das erdfeste Koordinatensystem (Notation: ,,e) ist ebenfalls ein Rechtssystem, wobei die €.—;-Achse
durch den Schnitt der Aquatorebene und den Meridian durch Greenwich vorgegeben ist und die €,—3-
Achse in Richtung Nordpol zeigt.

3. Ein rotierendes (Satelliten-)System (Symbol: ,,5*), dessen eg—1-Achse radial nach auBen zum Satelliten
zeigt und dessen €g—3-Richtung orthogonal zur Ebene der Bewegung ist, wihrend die €g—o-Achse par-
allel zur Tangente der Bahn (in Flugrichtung) orientiert ist und das Rechtssystem ergéinzt.

4. Weitere Koordinatensysteme, welche z.B. zur Beschreibung einer Satellitenbahn dienen, werden an ge-
gebener Stelle erldutert und sind nicht Teil dieser Vorbereitung.

Streng genommen existieren nach Rummel (2002) mehrere (Quasi-)Inertialsysteme, wobei insbesondere das
vereinbarte Inertialsystem zur Bezugsepoche, das mittlere Inertialsystem und das wahre Inertialsystem zu nen-
nen sind. In der Himmelsmechanik wird aulerdem oft der Schwerpunkt des Sonnensystems als Ursprung ver-
wendet, was zu den sogenannten baryzentrischen Systemen fithrt. Um vom wahren (geozentrischen) Inertial-
system ins vereinbarte Inertialsystem zu wechseln, sind die Koordinaten durch die Nutation und die Prizession
zu korrigieren, worauf hier ebenso wie auf die Translation des Ursprungs verzichtet werden soll. Auch fiir das
erdfeste Koordinatensystem existiert eine Unterscheidung zwischen dem vereinbarten terrestrische System und
dem wahren terrestrischen System. Der Ubergang vom vereinbarten terrestrischen Koordinatensystem — mit
zeitlich konstanten Stationskoordinaten — ins wahre terrestrische System erfolgt durch die Beriicksichtigung
der Polbewegung und der Tagesldngenschwankungen, was aber in dieser Arbeit aufgrund der sehr kleinen
Effekte vernachlissigt wird.

Unter Vernachlidssigung von Prézession, Nutation und Polbewegung erfolgt die Transformation vom inertialen
zum erdfesten Koordinatensystem durch die Rotation um die gemeinsame dritte Achse €;—3 = €.—3 mit der
Sternzeit © als Drehwinkel, was in der Abbildung 2.1 dargestellt ist.

Beziiglich der Bezeichnungen sei hier noch angemerkt, dass fiir Groen des Inertialsystems (z.B. Krifte F,
deren Beschleunigungen d, oder die Keplerelemente) sowie fiir skalare Beobachtungen (Abstinde, Potential-
werte, ...) mitunter auf die explizite Angabe des Koordinatensystems verzichtet wird, um eine kompaktere
Notation zu erreichen. Die j-te Komponente eines Vektors Zx ldsst sich durch das Skalarprodukt mit dem
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Einheitsvektor in der gewiinschten Richtung
rK=j = (TK, €x=j) 2.1)

bestimmen, weshalb im Weiteren durch die Schreibweise xx—; die Komponente und das System wieder-
gegeben wird.

Nach der Wahl eines Koordinatensystems konnen auch die Differentialoperatoren zur Beschreibung physika-
lischer Effekte definiert werden. Um einer skalaren Funktion f ihre Ableitungen in Richtung der Achsen des
kartesischen Koordinatensystems zuzuordnen, verwendet man den Gradienten

-2 88f

T K — T —

N 5_1 §<71

Vf = s f=14 f:2 , (2.2)
Org—3 OrK—3

wobei der Vektorpfeil auf dem Operator V die Dimensionen des Ergebnisses betonen soll. Handelt es sich bei
der skalaren Funktion um ein gravitatives Potential, so liefert der Gradient die Komponenten der Beschleuni-
gung im Schwerefeld.

Durch das Skalarprodukt des Operators mit dem Gradienten einer skalaren Funktion

0% f 0% f 0% f

2 2 2
Orge_y  Org_y Oxf_4

Af = <€ﬁf> — 2.3)

erhélt man den Laplace-Operator. Wendet man dagegen den Operator auf einen (transponierten) Gradienten an

2 92 92
Orp—10TK—1 OTK—20TK—1 OTx—30TK—1
0?2 92 92

Vi =V = f=

Or—10TK=2 OTK—20TK—2 OTK=30TK—2
0?2 92 92

Org—10xK—3 OTg—00TK—3 OTK=30TK—3
92 f 92 f 02 f
azK:]anKzl OzK:ggaaerl 0T —30TK—1
02 f 92 f 92 f

(2.4)

9

awK:1281'K:2 8:pK:2281K:2 awK:gal'K:z
% f > f *f

Org—10TK—3 OTg_20TK_3 OrK_30TK_3

so ist das Ergebnis die (Hesse-)Matrix der zweiten Ableitungen, welche im Zusammenhang mit dem Schwere-
feld auch als Tensor des Feldes bezeichnet wird.

Da die Erde annihernd die Form einer Kugel hat, werden oft auch sphérische Koordinaten (X, ), ) fiir das
erdfeste System verwendet. Den Winkel zwischen dem Meridian durch Greenwich und dem Meridian der
aktuellen Position, gemessen in der durch €.—; und €.—o aufgespannten Aquatorebene, bezeichnet man als
Linge \. Die Kobreite ¢ ist der Winkel zwischen der €.—3-Achse und dem Vektor zum Berechnungspunkt in
der Meridianebene, wihrend der Radius r die Entfernung zum Koordinatenursprung bezeichnet (vgl. Abbildung
2.2).

Zwischen den kartesischen und den sphérischen Koordinaten gelten die Umrechnungsformeln

Te—1 cos A sin v
Te= | Ze=o =7r | sind¥sin\
To—3 cos v

r= el tal, +aly = ||

(2.5)
arccos | —=—=l—— fir xe—o >0
)\ — CEe:l—’_ze=2
21 — arccos | —5==lo— fir zo—o <0
Ie:l+xe:2

Te=3
1 = arccos ,
r
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Ce=1
A
P(Xe=1 ,Xe=2 f Xe=3)
0
ée:Z
< >

Abbildung 2.2.: Zusammenhang zwischen sphirischen und kartesischen Koordinaten im erdfesten System

wobei die Fallunterscheidung in der A-Berechnung fiir den korrekten Quadranten des Winkels sorgt. Die
Differentialoperatoren lassen sich auch in sphérischen Koordinaten darstellen, wobei fiir den Gradienten

. <af 19f 1 6f>T

(o5 101 of 2
VIAIT) =\ B 7 99" rsind oA o

gilt.

2.2.1. Koordinatentransformationen

Der Ubergang zwischen zwei Koordinatensystemen erfolgt durch eine Transformation der Positionen (und Ge-
schwindigkeiten). Da die Systeme gemil der obigen Vereinbarung einen gemeinsamen Ursprung im Massen-
zentrum der Erde aufweisen, beinhaltet dieser Ubergang nur Rotationen. In dieser Arbeit soll zur allgemei-
nen Notation dazu der Operator £(&1, &2, . ..) genutzt werden, wobei das Symbol ,,8“ die Koordinatentrans-
formationen auf der Kugel und &, mit £k = 1,2,... die Parameter der Rotation bezeichnet. Damit wird ein
beliebiger Vektor vom Koordinatensystem K formal durch

Fro = K616, ) {7} @.7)

in ein System K’ transformiert.

Arbeitet man mit dreidimensionalen, kartesischen Koordinaten, so lisst sich die Transformation eines Vektors
durch eine Matrizenmultiplikation mit einer Rotationsmatrix R realisieren. Diese ergibt sich aus dem Produkt
der elementaren Rotationsmatrizen

1 0 0
Ri(a) = 0 cosa sina |,
0 —sina cosa
cos 0 —sinpg
Ry (B) = 0 1 0 : (2.8)
sing 0 cosf
cosy siny 0
Rs(y) = —siny cosy 0 |,

0 0 1
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welche die Drehung um die erste, zweite beziehungsweise dritte Achse des momentanen Koordinatensystems
bewirken.

Jede Rotation ldsst sich theoretisch aus maximal drei Drehungen mit diesen Matrizen erzeugen, auch wenn aus
historischen Griinden z.B. fiir die Transformation vom inertialen ins erdfeste System mehr Parameter verwendet
werden. Dabei unterscheidet man zwischen Kardan-Drehungen, in denen jede Achse einmal verwendet wird,
und der Parametrisierung nach Eulerwinkeln, wobei die erste und die letzte Drehung um die gleiche Achse
erfolgen.

2.3. Himmelsmechanik

2.3.1. Ideales Zweikoérperproblem

Im idealen Zweikorperproblem der Himmelsmechanik werden nur zwei Punktmassen betrachtet, von denen ei-
ne als Zentralkdrper und eine als Satellit bezeichnet wird. Dabei ist die Masse M des Zentralkorpers wesentlich
groBer als die Masse m des Satelliten, weshalb die Bewegung der erstgenannten vernachlidssigt werden kann.
Nach dem Gravitationsgesetz ist die Ursache der Bewegung die (gegenseitige) Anziehungskraft

- GM

F=-"-2%, 29)

1]

wobei G = 6.674 - 10_11 m3 die Gravitationskonstante und #; die Position im Inertialsystem bezeichnet,
dessen Ursprung mit dem Zentrum der Zentralmasse zusammenfallt. Dividiert man die Formel durch die Masse
des Satelliten, so erhilt man fiir die Beschleunigung #; die Differentialgleichung

—

F M
= GM - (2.10)

X, = =
T TEPT

Diese Bewegungsgleichung wird fiir vorgegebene Anfangsbedingungen im Allgemeinen durch einen Kegel-
schnitt (Ellipse, Hyperbel oder Parabel) erfiillt. Betrachtet man nur den Fall einer geschlossenen Bahn, so
gelten folgende drei Gesetze von Johannes Kepler (1571 — 1630):

1. Die Bewegung des Satelliten folgt einer Ellipse (im Spezialfall einem Kreis), wobei die Zentralmasse in
einem der Brennpunkte fixiert ist.

2. In gleichen Zeiten liberstreicht der Fahrstrahl (d.h. der Vektor zwischen dem Zentralkérper und dem
Satelliten) die gleiche Fliche.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Satelliten eines Zentralkorpers verhalten sich wie die dritten
Potenzen der groen Halbachsen.

Die Losung der Differentialgleichung (2.10) beinhaltet 6 Parameter, wofiir in der Regel die folgenden Kepler-
elemente verwendet werden (Kahmen, 1997, Kaula, 2000, Seeber, 2003, Rothacher, 2004):

Um die Form der Ellipse innerhalb der Bahnebene — in welcher die Bewegung des Satelliten stattfindet —
festzulegen, geniigen als Parameter die grole Halbachse a und die kleine Halbachse b (vgl. Abbildung 2.3).
Anstelle der kleinen Halbachse wird hdufig die nummerische Exzentrizitét

e =
a

mit 0 < e < 1 angegeben. In einer echten Ellipse (e > 0) wird der Punkt der Bahn mit der kleinsten Entfernung
zum Zentralkorper haufig mit einem eigenen Namen versehen, welcher fiir die Erde ,,Perigdum*® und fiir die
Sonne ,,Perihel* lautet. Mit diesen GroBen wird ein Koordinatensystem (ep—1,€p—2, €p—3) der Bahnebene
definiert, dessen €p—1-Achse zum Perigdum zeigt, dessen eg—o-Achse die Richtung der kleinen Halbachse
wiedergibt und dessen ep—3-Achse senkrecht zur Bahnebene ist.
AuBerdem benétigt man noch eine Zusatzinformation, um die Position des Satelliten innerhalb der Bahnebene
zu beschreiben. Dies kann durch eine Angabe des Zeitpunktes eines Perigiumsdurchgangs oder die (wahre,
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exzentrische oder mittlere) Anomalie erfolgen. Die wahre Anomalie v ist der Winkel zwischen der ep—1-
Achse der Bahnebene und dem Vektor zum Satelliten, wobei der Scheitel im Brennpunkt lokalisiert ist. In der
Bestimmung der exzentrischen Anomalie £ wird der Winkel zwischen der eg_1-Achse und der Projektion der
Satellitenposition auf eine Kreisbahn mit dem Radius a im geometrischen Mittelpunkt der Ellipse gemessen.
Aus dem 3. Gesetz von Kepler gewinnt man die mittlere Bewegung

n=1)— 2.11)

und daraus die (lineare) mittlere Anomalie
M =n(t —ty), (2.12)

wobei t die Zeit und ¢y den Zeitpunkt der ersten Beobachtung bezeichnet. Zwischen den drei Anomalien gelten
unter anderem die Beziehungen

M=F—esinkE (Keplergleichung) (2.13)

v 1+e E
tan — = tan — 2.14
an 5 - an 5 ( )
weshalb fiir eine Kreisbahn mit e = 0 alle Anomalien identisch sind. In der Bahnebene kann die Bewegung mit
dem Radius

1— 2
r=a(l - ccos) = 21— ) @.15)
1+ ecosv
durch den Vektor
a(cos E — e) cosv
Ze=| avl—e?sinE | =r| sinv (2.16)
0 0

dargestellt werden. Um die Orientierung der Bahnebene im raumfesten Koordinatensystem wiederzugeben,
sind drei Lageparameter notwendig. Dazu verwendet man in der Regel

e den Perigiumsabstand w, also den Winkel zwischen der Aquatorebene und der Richtung zum Perigium,
e die Inklination I, also die Neigung der Bahnebene gegeniiber der Aquatorebene

e und die Rektaszension €2 des aufsteigenden Bahnknotens, d.h. den Winkel zwischen der inertialen €;—1-
Achse und dem Schnittpunkt der Bahnebene mit der Aquatorebene.

Verwendet man die zweite Darstellung des Bahnvektors (2.16) und rotiert diesen durch die Lageparameter in
das Inertialsystem, so erhélt man
cos(w + ) cos Q — sin(w + v) sin 2 cos [
i = R3(—Q)R1(—)R3(—w)Zp =71 | cos(w+v)sinQ +sin(w + v)cosQcosI | . (2.17)
sin [ sin(w + v)
In dieser Formel erscheint nur die Summe aus dem Perigdumsabstand w und der wahren Anomalie v

U =w -+, (2.18)

welche auch als Argument der Breite bezeichnet wird. Fiir Satellitenbahnen mit sehr kleiner Exzentrizitit ersetzt
diese auflerdem die Angabe der Anomalien, da eine Trennung der beiden Gréen nummerisch instabil wird.
Beriicksichtigt man fiir die Transformation zwischen dem inertialen und dem erdfesten Koordinatensystem nur
die Rotation um die e;—3-Achse bzgl. der Sternzeit ©, so wird die Position des Satelliten durch

cos(© — Q) cosu + sin(O — Q) cos I sinu
Ze =R3(0)%; =r | —sin(® —Q)cosu+ cos(© — Q) cos [sinu (2.19)

sin [ sinu

dargestellt.
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(a) Bahnebene (b) Ellipse im Raum

Abbildung 2.3.: Bahnelemente des idealen Keplerproblems in der Bahnebene und im Inertialsystem

2.3.2. Orbitintegration

Die tatsdchliche Bahn eines Korpers weicht von der idealen Keplerellipse ab, da die Bewegung von der in-
homogenen Massenverteilung der Erde, den direkten Gezeiten aufgrund der anderen Himmelskorper (Sonne,
Mond, Planeten, ...), deren Effekt auf die Erde (indirekte Gezeiten) und nicht-gravitativen Einfliissen wie dem
Strahlungsdruck der Sonne, der Reibung der Restatmosphire oder dem Albedo der Erde beeinflusst wird. Die
Bestimmung der inertialen Positionen #;(¢) und Geschwindigkeiten fz(t) erfolgt bereits in der Vorprozessie-
rung zu dieser Arbeit und ist nicht Teil der entwickelten Programme, weshalb die Idee hier nur kurz skizziert
werden soll.

Zunichst stellt man die erweiterte Newton’sche Bewegungsgleichung

(ma;) Ti | fiﬂ — mi; + fiﬂ (2.20)

== =" dt dt

in einem Inertialsystem auf, wobei m die Masse, Z; die Geschwindigkeit, Z; die Beschleunigung und F die
Summe aller wirksamen Krifte bezeichnet (Rothacher, 2004, Sneeuw, 2006, Weigelt, 2007).

Auf der einen Seite kann die Masseninderung des Satelliten ‘L—’? meist vernachlissigt werden, andererseits ist
die Kraft F' im Allgemeinen abhéngig von der Position Z;, der Geschwindigkeit Z;, der Zeit t und eventuell
weiteren Parametern P (Dichte der Atmosphire, Strahlungsdruck der Sonne, usw.). Definiert man die Beschleu-
nigung @ als Quotient der Kraft im Inertialsystem durch die Masse, so folgt daraus die Bewegungsgleichung

mi’} = F(f@,fi,t,ﬁ) = m&(fi,i:'i,t,ﬁ). (2.21)

Indem man durch die Masse dividiert und die Gesamtbeschleunigung in einzelne Beitrige aufteilt, erhdlt man
die Differentialgleichung

. - . . GM . GM . . S
I; = dg +0d -+ Z asm(t) = —Wxi + (aE + W@) + dad + Z s (t) =: d (2.22)

ideales Problem R «
»Storung

der Orbitintegration, deren nummerische Losung eine bessere Approximation der beobachteten Satellitenbahn
ergibt (vgl. Seeber (2003)). Dabei bezeichnen die Grofien
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e gy die Beschleunigung aufgrund des statischen Schwerefeldes der Erde,

e ja die Wirkung der nicht-gravitativen Effekte, z.B. durch die Reibung der Atmosphire oder den Strah-
lungsdruck der Sonne,

® ds,(t) die zeitlich verdnderlichen Terme, welche durch die Gravitation der anderen Himmelskorper, de-
ren indirekten Effekt auf die Erde und die sonstigen Massenverlagerungen im System Erde hervorgerufen
werden,

° (d E+ %j}) den statischen Beitrag der inhomogenen Massenverteilung der Erde

e und @ die Beschleunigung aufgrund aller wirksamen Krifte.

Aus den verbleibenden Abweichungen zwischen der berechneten Satellitenbahn und der wahren Position, wel-
che durch geeignete Messverfahren (z.B. GPS oder Lasermessungen) bestimmt wird, sowie den Instrumenten
an Bord werden anschlieBend die Modelle des Erdsystems verbessert, wobei in dieser Arbeit nur die Parameter
des Schwerefeldes und damit die inhomogene Massenverteilung behandelt werden.

In den folgenden Kapiteln werden in der Regel die Satellitenbahnen {;(t), Z;(¢)} aus einer vorherigen Orbit-
integration festgehalten und die momentanen (oskulierenden) Keplerelemente (a = a(t), e = e(t), ...) je
Zeitpunkt in den Berechnungen verwendet. Um die oskulierenden Keplerlemente aus der Bahn zu berechnen,
bildet man nach Kaula (2000), Seeber (2003) oder Rothacher (2004) zuerst mit dem Kreuzprodukt der beiden
GroBen einen Hilfsvektor

Fi(t) x Zi(t) = & = (Si=1, &m0, &i=3) |,
der parallel zum Vektor des Drehimpules ist. Aus diesem bestimmt man mit r = ||Z;(¢)|| die Form der Ellipse:

. GM -r
2GM — r||7;(t)|2

A2
=4\/1— a|-’£C|¥|M' (2.24)

Speziell fiir Kreisbahnen gilt = a und ||€]| = 27 = r2,/ Cié” , so dass die Exzentrizitit

raGM
—/1—-— —)
r=a ’I“GM

verschwindet, allerdings konnen aus nummerischen Griinden durch das Radizieren komplexe Werte entstehen.
Mit einer quadrantenrichtigen Umkehrfunktion der Tangensfunktion (in Programmiersprachen haufig ,,atan2*)
lassen sich zwei der Lageparameter

(2.23)

Q) = arctan =1 (2.25)
Q=2
V& T8
I = arctan ~—— "~ (2.26)
§i=3

berechnen. Mit diesen Werten dreht man die Position in die Bahnebene
Zp = Ri1(1)R3(Q)Z;,

wobei die erhaltene €/—1-Achse noch nicht zum Perigdum, sondern in Richtung der Schnittgeraden der beiden
Ebenen zeigt. In diesem System B’ ist das Argument der Breite durch

TB'=2

(2.27)

u = arctan
TR'=1
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gegeben, wihrend fiir die exzentrische Anomalie

a—r
cos K =

ae
gilt. Fiir die Bestimmung des korrekten Quadranten wird die Berechnung allerdings durch

<.’L’i, xz>

P =

"
sinfF = (2.28)
evVGMa
sin &/
E = arct
arctan COSE

realisiert. Indem man jeweils die ersten beiden Komponenten der Formel (2.16) dividiert und den Arkustangens
bildet, erhilt man fiir die wahre Anomalie

VI—ZsinE
Y — arctep Y- — 2 S5 (2.29)
14

) sin
v = arctan
cosE —e

Durch Subtraktion ergibt sich der Perigdumsabstand
w=u-—"u, (2.30)

wodurch alle Keplerelemente aus der Position und der Geschwindigkeit bestimmt sind. In vielen Satelliten-
missionen strebt man aus verschiedenen Griinden nahezu kreisférmige Bahnen mit einer Exzentrizitéit e ~ 0
an. Dadurch ergeben sich nummerische Probleme in der Berechnung der Anomalien v, E/ und des Perigdums-
abstands w, weshalb das Argument der Breite v in den weiteren Formeln als Variable vorzuziehen ist.

2.3.3. SST-Beobachtungen

Die ersten Messungen zu kiinstlichen Satelliten wurden von Stationen auf der Erdoberflache durchgefiihrt
und lieferten punktweise Beobachtungen oder Daten entlang kurzer Bahnbogen. Dabei werden z.B. Distanzen
(Laser- oder Mikrowellen), Abstandsidnderungen (Interferometrie), relative Geschwindigkeiten (Dopplereffekt
der gesendeten Signale) oder Richtungen (Satellitentriangulation aus fotografischen Aufnahmen) gemessen.
Mit der zunehmenden Anzahl an Satelliten — insbesondere der Satellitensysteme zur Navigation (GLONASS,
GPS, ...) — entstand die Idee, die Bewegungen zusitzlich durch Satellite-to-Satellite-Tracking (SST) zu ver-
folgen. Unter diesem Begriff werden alle Techniken zusammengefasst, welche die Distanzen oder deren An-
derungen zwischen zwei oder mehr Satelliten erfassen, wobei in der Regel globale Datensétze mit einer hohen
raumlichen und zeitlichen Auflosung erreicht werden. In Abhéngigkeit von den Orbithohen der beteiligten
Satelliten wird zwischen den Varianten low-low-SST (beide Satelliten in dhnlicher, niedriger Flughhe) und
high-low-SST (deutlicher Unterschied in der Flughohe) unterschieden. Seit der vollen Einsatzfihigkeit des
GPS-Systems besitzen viele niedrig fliegende Satelliten standardmiBig GPS-Antennen fiir die Bahnbestimmung
im high-low-SST Verfahren (Seeber, 2003, Torge, 2002).

Fiir die Analyse des Schwerefeldes werden heute insbesondere die Messungen der geoditischen Satelliten-
missionen CHAMP, GRACE und GOCE eingesetzt, die hier skizziert werden sollen:

CHAMP

Die Satellitenmission CHAMP (CHAllenging Minisatellite Payload) des GFZ (Deutsches GeoForschungsZen-
trum: http://op.gfz-potsdam.de/champ/) lieferte in den Jahren 2000 — 2010 Beobachtungen, durch welche das
Schwerefeld, das Magnetfeld und die Atmosphire bzw. die Ionosphire erfasst wurden. Der Satellit trans-
portierte unter anderem

e cinen Blackjack GPS-Empfinger mit 16 Kanédlen und 4 Antennen zur Beobachtung der Bahn im high-
low-SST Verfahren (und fiir die Analyse der Atmosphére durch Okkultationsmessungen),


http://op.gfz-potsdam.de/champ/
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e cinen dreiachsigen Beschleunigungssensor im Massenzentrum fiir die Messung der nicht-gravitativen
Beschleunigungen,

e Sternkameras zur Bestimmung der Orientierung,
e cinen Laser-Reflektor fiir die Entfernungsmessungen der terrestrischen Stationen,

e Fluxgate- und Overhauser-Magnetometer zur Bestimmung der skalaren und vektoriellen Werte des Erd-
magnetfeldes

e und ein Ionendriftmeter, um die auftreffenden Ionen und damit das elektrische Feld in Flugrichtung zu
bestimmen.

Durch die Inklination von I = 87° und die fast kreisformige Bahn (e ~ 0.004) ergibt sich eine annihernd
globale Uberdeckung der Messungen. Die Flughthe h reduzierte sich im Laufe der Mission von urspriinglich
454 km auf 150 km (vgl. Seeber (2003), Torge (2002), Reigber (2006), Mayer-Giirr (2006), Eicker (2008)).

GRACE

Die Mission GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment) wurde von der NASA/JPL (National Aero-
nautics and Space Administration/Jet Propulsion Laboratory) in Zusammenarbeit mit dem DLR (Deutsches
Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt) entwickelt. Seit dem Jahr 2002 fliegen zwei baugleiche Satelliten in ei-
nem Abstand von etwa 220km auf nahezu kreisformigen Bahnen (e < 0.005) hintereinander her. Zu den
Instrumenten an Bord der beiden Satelliten zdhlen jeweils

e cin GPS-Empfangssystem mit drei Antennen zur Bestimmung der Bahn im high-low-SST Verfahren und
fiir Profilbeobachtungen der Iono- und Troposphire,

e cin dreiachsiger Beschleunigungssensor zur Messung der nicht-gravitativen Beschleunigungen,
e je 2 Sternkameras zur Bestimmung der Orientierung

e und ein K-Band Ranging-System (KBR) zur Bestimmung der Abstéinde.

Fiir die Modellierung des Schwerefeldes werden insbesondere der Abstand p und dessen zeitliche Anderung ) —
die sogenannte Range-Rate — zwischen den beiden Satelliten verwendet. Die Messungen erfolgen im low-low-
SST Verfahren mit Mikrowellen im K- und Ka-Band (24 und 32 GHz), wobei die Genauigkeiten nominell mit
1—10 um bzw. 1 57 angegeben werden. Die urspriingliche Flughdhe von 550 km wird wihrend der Mission auf
etwa 330 km absinken, was zu einer riumlichen Auflosung von etwa 300 km groBen Strukturen im Schwerefeld
fiihrt (Torge, 2002, Seeber, 2003, Tapley, 2004, Mayer-Giirr, 2006, Eicker, 2008).

Néhere Informationen finden sich unter anderem in den Internetauftritten der auswertenden Institute wie dem
CSR (Center for Space Resarch: http://www.csr.utexas.edu/grace/) und dem GFZ (http://www.gfz-potsdam.de/
portal/gfz/Struktur/Departments/Department+1/sec12/projects/grace).

GOCE

Der Satellit GOCE (Gravity field and steady-state Ocean Circulation Explorer) wurde 2009 im Rahmen des
Living Planet Programms der ESA gestartet. An Bord befinden sich unter anderem

o cin GPS-Empfangssystem mit 12 Kanélen zur Bestimmung der Bahn im high-low-SST Verfahren,
e cin dreiachsiges Gradiometer zur Bestimmung des Tensors des Schwerefeldes,

e Sternkameras fiir die Orientierung im Raum,

ein dreiachsiges Magnetometer zur Erfassung des Erdmagnetfeldes

und Magnetic Torquers zur Lageregelung (bzgl. des Magnetfeldes).


http://www.csr.utexas.edu/grace/
http://www.gfz-potsdam.de/portal/gfz/Struktur/Departments/Department+1/sec12/projects/grace
http://www.gfz-potsdam.de/portal/gfz/Struktur/Departments/Department+1/sec12/projects/grace
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Durch ein Ionentriebwerk und die Magnetic Torquers erfolgt eine sehr genaue Ausrichtung und Steuerung, so
dass die Bahn trotz der niedrigen Flughthe von h ~ 240 km als reibungsfrei betrachtet werden kann. Wihrend
die Position des Satelliten als Grundlage fiir ein globales langwelliges Schwerefeldmodell dient, werden durch
das Gradiometer eine raumliche Auflosung bis zu einer Wellenldnge von 140 km erwartet. (Torge, 2002, Seeber,
2003, Drinkwater, 2003, Eicker, 2008, Rummel, 2009). Fiir aktuelle Informationen sei insbesondere auf das
GOCE-Projektbiiro (http://www.goce-projektbuero.de/goce.html) hingewiesen.

In dieser Arbeit werden drei Ansétze zur Analyse der SST-Daten (Energieintegral, Line-of-Sight Gradiometrie,
Range-Rate) in den Kapiteln 5 und 6 behandelt. Das Energieintegral basiert auf der Auswertung des high-
low-SST und kann fiir jede der genannten Missionen (und auch einige andere Satelliten) eingesetzt werden.
Die beiden anderen Verfahren sind auf die GRACE Mission ausgerichtet, allerdings kann eine Komponente der
GOCE-Daten als Line-of-Sight Gradient aufgefasst und mit der beschriebenen Methode analysiert werden.


http://www.goce-projektbuero.de/goce.html
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3. Spezielle Funktionen

In diesem Kapitel werden die Legendrepolynome und die Kugelflachenfunktionen vorgestellt, die traditionell
eine wichtige Rolle in der Modellierung des Potentials in sphérischen Koordinaten spielen. Die Legendre-
polynome lassen sich aus der Reihenentwicklung des inversen Abstands zweier Punktmassen definieren. Fiir
ausgedehnte Objekte ist eine Beschreibung (des Potentials) durch Legendre- bzw. Kugelflichenfunktionen vor-
teilhaft, da diese im AuBlenraum eine harmonische Losung garantieren und ein vollstindiges und orthogonales
Basissystem auf der Kugel bilden.

In einem gedrehten Koordinatensystem lédsst sich das Potential (und dessen Funktionale) darstellen, indem
man zunichst die Koordinaten transformiert und diese anschlieBend in die Reihenentwicklung einsetzt. Auf-
grund der Vollstiandigkeit der Kugelflichenfunktionen lésst sich diese Transformation auch durch eine Linear-
kombination der originalen Funktionen mit geeigneten Koeffizienten realisieren. Fiir spezielle Darstellungen
der Rotationen existieren geschlossene Formeln fiir die Koeffizienten, wobei hier die Wigner-D-Funktionen fiir
die Drehung um die drei Eulerwinkel {«, 3,~} genutzt werden.

3.1. Potentialtheorie

Die folgenden Abschnitte fassen die fiir diese Arbeit relevanten Eigenschaften der ,klassischen* Potential-
theorie zusammen, wobei in der Regel auf die entsprechenden Beweise verzichtet wird. Eine Ausnahme bildet
eine selten verwendete Rekursion der Kugelflichenfunktionen in der komplexen Normierung, die fiir die spétere
Herleitung der Wigner-D-Funktionen genutzt wird.

3.1.1. Potential einer Punktmasse — Legendrepolynome

Zwischen zwei (Punkt-)Massen P und () wirkt jeweils eine Anziehungskraft, welche von den Massen m p bzw.
m, der Gravitationskonstante G sowie dem Abstand der beiden Schwerpunkte (Zp, Zg) abhingt. Analog zum
Abschnitt 2.3 kann die Anziehung durch eine Variante des Gravitationsgesetzes (2.9) formuliert werden

Gmpmg

—

ﬁ: (xP—fQ)v

1Zp — Zql®
was nach einer Division durch die Masse m p auf die Beschleunigungen

—

F Gmg . R
mp g~ &l 70 )

fiihrt.

In einer anderen Betrachtungsweise erzeugt jede Masse um sich ein Vektorfeld (der Beschleunigungen), wel-
ches auf andere Korper eine Anziehung bewirkt. Da es sich um ein konservatives Vektorfeld handelt, kann
diesem in jedem Punkt des Raumes ein skalares Potential Vo (&) zugeordnet werden, dessen Gradient V' Vp (%)
wieder das Vektorfeld ergibt. Betrachtet man das Feld um die Punktmasse m¢ und einen Berechnungspunkt
T # ¥, so ist das Potential V{(Z) durch

_ Gmg Gmg
17 =2 /(zqiz1 — xi=1)? + (2Qim2 — Tiz2)? + (7Q,i—3 — Ti=3)2
gegeben, dessen Gradient die Voraussetzung

Vo(7) (3.1)

TQi=1 — Ti=1
= = 3 | TQi=2 — Ti=2 (3.2)
V(@qiz1 —zi21)? + (2@ — 7i=2)” + (2Qi=3 — ¥i=3)"" \zq,—s — zieg

; G
VVo(7) = — e
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Abbildung 3.1.: Abstand zweier Punktmassen in ,,polaren Koordinaten {r, rQ, wg}

erfiillt.

Zur Vorbereitung fiir inhomogene ausgedehnte Korper kann man den inversen Abstand in einer Reihe ent-
wickeln (Sigl, 1973, Torge, 2002, Rummel, 2002). Dazu betrachtet man das Problem in ,,polaren* Koordinaten,
welche durch die Abstinde r = ||Z]| und 7 = ||Zg|| zum Ursprung und durch den Winkel wg zwischen den
beiden Vektoren definiert werden (vgl. Abbildung 3.1).

Mit diesen Grofien kann man den (inversen) Abstand der Punkte durch den Kosinussatz

1 _ 1 B 1
||SUQ _$|| \/TQ‘H"Z) —2r7"Q cos wq r\/1+ (TTQ)2 —2(%63) Ccos wQ

(3.3)

darstellen. Die rechte Seite ist auch als die erzeugende Funktion der Legendrepolynome P, (..) bekannt und es
gilt fiir r > r¢ die dquivalente Reihenentwicklung:

L _! i (TTQ)H P, (cos wy). (3.4)

[Gq -l 2

Der Index n der Funktion P, (cosw) gibt jeweils den Grad der Legendrepolynome wieder, wihrend fiir das
Argument in dieser Arbeit auch die Notation

¢ = cost 3.5)
verwendet wird. Nach einer Multiplikation mit Gm erhilt man das Potential einer Punktmasse

Vo) = —OMe GT:Q > (") Palcosm) firr > rq (3.6)
n=0

REEE

in der Darstellung durch die Legendrepolynome. Diese lassen sich sowohl durch die Rekursion

Py(¢) =1
Pl(() = C 3.7
Pua () = 2 ep ) - L Pa) a1

n+1 n+1
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als auch durch die differentielle Formel von Rodriguez

1 d™(¢—-1)m
P, = 3.8
27 d¢n (3-8)
bestimmen. Auflerdem stellen sie aufgrund der Integrale
1 g 0
/&@m@@:/amwmwmmmﬁw:{z m#n (3.9)
) A Iyl METN

ein (vollstindiges) orthogonales System im Intervall { € [—1, 1] bzw. ¥ € [0, ¥] dar, weshalb (fast) jede andere
Funktion durch eine Reihenentwicklung

£ =) enPu(Q) (3.10)
n=0
mit den Koeffizienten
1
2n+1
en =200 [ HOPaC G

-1

approximiert werden kann. In Analogie zur Fouriertransformation bezeichnet man die Darstellung (3.10) auch
als Synthese im Spektralbereich und die Formel (3.11) als Analyse. Fiir die Analyse verwendet Windheuser
(1995) — mit einer anderen Normierung — auch den Begriff Legendre-Transformation!, wihrend fiir die Zahlen-
folge c,, die Bezeichnung Legendre-Koeffizienten iiblich ist (Schmidt, 2007, Tenzer, 2008, Klees, 2008).

3.1.2. Laplace-Differentialgleichung

Wihrend fiir Punktmassen die Verwendung der Legendrepolynome nur eine optionale Darstellung (des inversen
Abstands) liefert, erfordern ausgedehnte (inhomogene) Korper in der Regel eine Reihenentwicklung fiir die
Beschreibung des Potentials. Auerhalb der Massen soll jedes Potential ® eines gravitativen Feldes harmonisch
sein und damit die Laplacegleichung

9% >’ 9’
 Oxfy  Orf_, 0%y

AD(Zk) =0 (3.12)
erfiillen (Sigl, 1973, Torge, 2002, Rummel, 2002).

In Abhingigkeit von der Form des Korpers sucht man daher geeignete (harmonische) Basisfunktionen und
stellt das Potential durch diese dar. Da die Gestalt der Erde ndherungsweise einer Kugel entspricht, wihlt man
sphirische (erdfeste) Koordinaten fiir das Potential ® = ®(r, A, 1)) und erhilt als Laplace-Differentialgleichung

?® 200 10%°® coty 0P 1 0%
AD=—— + -4~ —. 3.13
or? + r Or * r2 992 + r2 o + r2sin? ¥ ON2 (3.13)
Indem man den Laplace-Beltrami-Operator
0?® 0P 1 0% 1 0% 1 0 0P
Apy® = — t ) — = — {sind— 3.14
W= Ggr TSt GnZ o oxz sm2ﬁaA2+smﬁaﬁ{$n aﬁ} 19

fiir die Ableitungen nach den Winkeln (), ) einfiihrt und die Differentialgleichung mit ~2 multipliziert, folgt
daraus

'Diese Bezeichnung ist allerdings mit Vorsicht zu verwenden, da der Name ,,Legendre-Transformation* auch fiir eine Variablentrans-
formation in der Losung von Differentialgleichungen genutzt wird.
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>’ o0

2 2

r°Ad =r W-l—?ra + Ayy® =0. (3.15)
Zur Losung verwendet man den Separationsansatz und stellt das Potential als ein Produkt ® = f(r) - Y(\, )
dar:

r2Ad = 2V (), ¥) QdJ;(Q " Loy (a0) d{lgf)

(r)AxgY (X, 9) = 0. (3.16)

Nach einer Division durch ® = (f(r)Y (), 9)) sind die ersten beiden Summanden nur von r, die letzten nur
von {\, ¥} abhingig. Damit die Differentialgleichung fiir alle Werte erfiillt ist, miissen beide Komponenten
konstant sein. Im Vorgriff auf die angestrebte periodische Losung sind hier nur die Konstanten +n(n + 1)
moglich, wobei die Zahl n € N als Grad bezeichnet wird:

1 (r2d2f(r) +2rdf(?">) —n(n+1)

f(r) dr? dr
(Al Y (09) = —n(n-+1),

Indem man die Gleichungen jeweils mit dem Nenner multipliziert, folgt daraus

2
Qddfg)+2df() n(n+1)f(r) (3.17)
A)\ﬁy(/\>’l9) - (n =+ 1)Y(>‘a 19)3 (3.18)

weshalb in Analogie zur linearen Algebra die Terme +n(n + 1) auch als Eigenwerte bezeichnet werden.

Die Differentialgleichung (3.17) hat die beiden Losungen fi(r) = r™ und fo(r) = "+, wie man durch
Einsetzen bestitigen kann. AnschlieBend setzt man in die Gleichung (3.18) das Produkt Y (X, ) = g(9)h(\)
ein

(3.14)
% (g(9)h(N)) (g()h(N)) 1 0*(g(9)h(N))
— a2 T cot ¥ 59 ooy 3% = —n(n+1)(g(9)hr(N)) (3.19)
und multipliziert mit (”)1 3\)'
1 > ,d%g(9) o ,dg() o1 &
g(19)< v 102 + cot ¥ sin 19(119) +n(n+1)sin“ v = N a2 (3.20)

Setzt man die linke Seite gleich einer Konstanten m? und multipliziert mit g ( ) bzw. h(A), so kann man die
Gleichung ebenfalls separieren:

2
ddh;j) +m2h(\) =0 (3.21)
d2g(v 9 ?
dﬁ? ) § ot d(ﬂ) (n(n +1) - S;:Qﬁ> 9(0) = 0. (3.22)

Die GroBle m wird dabei als Ordnung bezeichnet und beinhaltet die ganzzahligen Werte m € Z, die entweder
durch 0 < m < n oder —n < m < n beschrinkt sind.

Eine Losung der Differentialgleichung (3.21) bilden die trigonometrischen Funktionen hi(\) = sinmA und
h2(\) = cosmA oder die Exponentialfunktionen h/, = exp(£umA). Die Gleichung (3.22) wird auch als
Legendre-Differentialgleichung bezeichnet und durch die zugeordneten (= assoziierten) Legendrefunktionen
erster Art ¢g1(9) = Ppy(cost)) — welche im folgenden Abschnitt noch niher erldutert werden — und die
Legendrefunktionen zweiter Art go(¢) = Qpnm (cos ) erfiillt.
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Jede Funktion, die die Laplace-Differentialgleichungen in sphérischen Koordinaten erfiillt, 14sst sich somit
durch die Linearkombination

sinmA P (cosd
e, 9,7) Z Z Snm { —(n+1) } {cos m)\} {QZ:((COS 19))} (3-23)
n=0m=0

mit den sphirisch-harmonischen Koeffizienten &, darstellen. Dabei ist jeweils eine Funktion aus jeder Klam-
mer zu wihlen und mit den anderen zu multiplizieren, um eine Basis der Reihenentwicklung zu erhalten.
Fordert man z.B. fiir das gravitative Potential, dass die Funktionswerte mit zunehmender Entfernung zur (Erd-)
Kugel (bzw. der Masse) abnehmen und im ,,Unendlichen® verschwinden, so entféllt der Term ™. Andererseits
sind die Legendrefunktionen zweiter Art auf der Kugeloberfldche nicht beschrinkt, weshalb diese hier keine
Verwendung finden.

Die bisher behandelte Losung der Laplace-Differentialgleichung bezieht sich auf die Einheitskugel mit » = 1
und deren Auflenraum r > 1. Um die Reihe auf eine sphirische Fliache mit dem Radius R zu beziehen, skaliert
man die radiale Komponente durch die Substitution

n+1
®(A,9,r) Z Z < ) Py (cos ) [Spm sinmA + cpyp cosm] (3.24)

n=0 m=0

wihrend die anderen Terme unveridndert bleiben. Die sphirisch-harmonischen Koeffizienten {c,,,, Snm }
bilden eine Teilmenge der Werte &,,,,, aus der Reihe (3.23), welche nach der Reduktion auf die zulédssigen
Basisfunktionen iibrig bleiben.

Fiithrt man noch das Symbol

/E\R {} (3.25)

ein, um die Skalierung und die harmonische Fortsetzung in den AuBlenraum zu beschreiben, so kann man die
Reihenentwicklung durch

n+1
>\ v, T Z Z < ) an(COS 79) [Snm sinm\ + ¢ COS m} =

n=0m=0

= /\ { Z Z P (cos ) [Spm sinmA + ¢y cOs M }

r>R \ n=0m=0

(3.26)

darstellen.

3.1.3. Legendre- und Kugelflachenfunktionen

Die zugeordneten Legendrefunktionen P,,,(¢) mit ( = cos stellen eine Weiterentwicklung der Legendre-
polynome dar und lassen sich aus der Formel

md™P,

m 1 dn+m 2 _ 1"
an(g) = (1 - CZ) 2 de 2 (C )

_ VA
_(1 <) onpl d<n+m

(3.27)

von Rodriguez berechnen (Sigl, 1973, Torge, 2002, Rummel, 2002). Beziiglich der Notation sei angemerkt, dass
der Grad n und die Ordnung m der Funktion als Indizes angegeben werden, welche mitunter zur Verdeutlichung
durch ein Komma getrennt werden.

Die Legendrefunktionen variieren bereits fiir einen kleinen Grad n und die zulédssigen Ordnungen 0 < m < n
sehr stark in der Groenordnung. Aus diesem Grund werden die Funktionen iiblicherweise normiert verwendet,
wobei sich in der Geodésie die Vorfaktoren

" {\/2n+1 m=20

\/2(2n +1) EZ;%: m > 0

(3.28)
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Prm(cos) = Py (cosd)Hym,

CTLTTL

Cnm = (3.29)
Snm

Spm =
Hym

durchgesetzt haben. Sowohl die normierten als auch die unnormierten Funktionen kénnen durch eine Drei-
Term-Rekursion bestimmt werden. Fiir erstere gelten nach Scheinert (1996) und Torge (2002) die Rekursionen

Ppn(cos?d) =4/ n2—i— sinPp_1 —1(cosv) n>1
n

Ppy-1(cosd) = V2n + 1 cos IPp_1p-1(cosd) (3.30)
Ppm(cosd) = % ( cos 9 Pp_1m(cost) — \/("J(FQTZ:QE;;:?SDF”_QM (cos 19))
mit den Startwerten
Py =1
Pigp=V3cos?
P11 = V3sinv.

Nach Sigl (1973) wird jede Funktion als Kugelflichenfunktion bezeichnet, die die Differentialgleichung (3.18)
bzgl. der Winkel (A, ¢) erfiillt. Dies gilt insbesondere fiir das Produkt aus den Legendrefunktionen und den
trigonometrischen Termen, welche als (Legendre-) Kugelfiichenfunktion bezeichnet werden und die sich zum
Beispiel durch die Konvention

— P 9 A fi >0
Vom0, ) 7n,m(cos )co.sm ?rm > (331)
P, jm|(cos ) sinmA  fiirm < 0
zusammenfassen lassen. Fiir die Reihenentwicklung vereinbart man eine @hnliche Darstellung fiir die Koeffizi-
enten

— {cnm flirm >0 (3.32)

Spm  furm < 0,

wobei die uniiblichen Vorzeichen auf der linken Seite die Erweiterung der urspriinglichen Definition ver-
deutlichen sollen. Zusammen mit der Normierung wird dadurch die Reihe (3.26) durch

o n n+1 00 n
SNV, r) = Z Z (f) P (cos ) [Spm sinmA + €, cos m) = /\ { Z Z Ynm(/\,ﬁ)cfm}

n=0m=0 r>R \n=0m=—n

(3.33)

ersetzt. In Abhingigkeit von Grad und Ordnung unterscheidet man zonale (m = 0), sektorielle (m = +n) und
tesserale Kugelflachenfunktionen (Sigl, 1973, Rummel, 2002). In der Abbildung 3.2 werden die Kugelflichen-
funktionen fiir den Kosinusanteil und den Grad n = 4 gezeigt. Betrachtet man die positiven und negativen
Bereiche bzw. die Verteilung der Nullstellen, so sind die zonalen Funktionen rotationssymmetrisch um den Pol
und unabhiéngig von der Linge A. Die positiven und negativen Bereiche der sektoriellen Funktionen bilden
niherungsweise Kugelzweiecke, wihrend die tesseralen Funktionen eine Art Schachbrettmuster in Lingen-
und Breitenrichtung erzeugen.

Die Legendrefunktionen erfiillen nach Rummel (2002) die Orthogonalitédtsbeziehungen:

1 2 firn=%kundm=20
/Pn7m(§)Pk7m(C)d§ =494 firn=kundm #0 (3.34)
-1 0 fiurn # k.
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.

Tesserale Funktionen'Y, (%.5) (
_ m

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Abbildung 3.2.: Zonale, sektorielle und tesserale Kugelflichenfunktionen Y 4, (A, ) = Py, (cos ) cos mA

Kombiniert man diese mit der Orthogonalitit der trigonometrischen Funktionen, so erhilt man

27w
1 firk=nundm =1

1 — _
— Yom(A, )Y i (A, 9) sindddd = 3.35
47 0/ 0/ ( ) kl( )Sm {0 sonst. ( )

Aufgrund der Orthogonalitit (und der Vollstindigkeit des Systems) lassen sich fiir eine Funktion f(\, ) auf
der Kugeloberfliache die sphérisch-harmonischen Koeffizienten durch die Integrale

2T T
1 _
Crm = E//f()\,ﬂ)an(cos 1) cos mA sin ¢9dd A
00 (3.36)

2r

1 _
Spm = 4—//f()\,19)an(cos ) sin mA sin 9dddA
™
0 0

bestimmen.
Wihlt man auf der Kugeloberfliche einen Bezugspunkt mit den Koordinaten (g, ¥g) und einen allgemeinen
Berechnungspunkt (A, ), so gilt das Additionstheorem der Legendrefunktionen:

Z Prm(cos 9q) Ppm (cos ) [cos mA cos mAg + sinmAsinmAg| =
m=0
1 n

=51 > YVamA 0)Y (A, 9q).

1
P, (coswg) = Tl

(3.37)

m=—n

Dabei bezeichnet wg den (minimalen) sphirischen Abstand der beiden Punkte (Ag,¥¢g) und (A,) auf der
Einheitskugel.
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In einigen Anwendungen werden die Formeln wesentlich eleganter, wenn man die Kugelflichenfunktionen
in einer komplexen Schreibweise darstellt. Um Fallunterscheidungen fiir m = 0 zu vermeiden, wird dabei
meist eine andere Normierung gewihlt, fiir welche verschiedene Konventionen existieren. In dieser Arbeit wird
die Normierung aus der Quantenmechanik (Varshalovich, 1988) und der Software MATHEMATICA eingesetzt,
welche fiir m > 0 durch

}’}nm()\’ 9) = (_1)m\/2n4—7|r— 1 EZ —T_ Z;: Py (cos¥) exp(zm) (3.38)

gegeben ist>. Durch die Definition

Pon(cosd) = (—1)’”\/2714: ! EZ _T_ Z;iPHm(cos ) =

(3.39)

_ D™ 2nt1(n—m)! m d"( - 1)"
- 2npl \/ dr  (n+m)! (1_C) d¢ntm

werden hier alle Faktoren den Legendrefunktionen zugeordnet, um die Normierung \/% der Exponential-
funktion bei einer Aufspaltung des Produkts (3.38) zu vermeiden.

Die Differentialgleichung der Legendrefunktionen enthilt nur den Wert m?, weshalb auch die Ordnung (—m)
eine Losung liefert. Ubertriigt man dies auf die Formel von Rodriguez, so erhilt man

~ _1\m mdnm 2 _1\n
Py _m(cos)) = (272! \/2714: ! EZ i_ Zi: (1-— §2)2ddéim1), (3.40)

Die Darstellungen sind fiir m = 0 offensichtlich identisch, wihrend fiir die Ordnungen m = £n

- (=)™ [2n+1(n—n)! 2 d"T(C - 1)
Pyp(cos?d) = ] \/ pp (n—&—n)!(l_CQ)QW =

(=" [2n+1 1 21 (—D)" [2n+1 -
= 1-— 2n)! = 11 —
2npl 47 (2n)!( %)= (2n) onp! An (2n)Y( ¢%)2
beziehungsweise
27’L—|—1 n+n ' 9 _Edn_n(CQ_l)n
n —n 19 1-— D S —
(cos ) 2”n' \/ 47 (n—n) ( )2 d¢n—n

- 2t 1 S )R o) =
Q”n' 4
2n+1 1—g2 N ~
~ T\ e S = Pt

gilt. Fiir die anderen Ordnungen 0 < |m| < n ergibt sich die Symmetrie

~

Py _jm(cos¥) = (—1)m13n7|m|(cos 9), (3.41)

welche man fiir einzelne Funktionen leicht nachrechnen kann. Kombiniert man diese Aussagen, so erhédlt man
zwei dquivalente Darstellungen der Formel von Rodriguez

(=D™ [2n41 (n*m)'( <2)md"+m(C2 nr

=N 2mn! 4 (n+m)' d¢ntm
Py (cosd) = (3.42)
1 2nt1 (ntm)! —m (2 -1)"
2nnl er (Z - (1 - C2) dCT(’L ™

’Der Term (—1)™ ist in MATHEMATICA bereits in der Definition der Legendrefunktionen enthalten.
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fiir die Ordnungen m > 0, wiahrend fiir negative Ordnungen die Symmetrie (3.41) genutzt werden kann. Die
Umrechnung zwischen den Normierungen der Legendrefunktionen erfolgt fiir die Ordnungen —n < m < n

durch das Produkt
]3n7m(cos V) = hnmﬁn’|m| (cos ),

wobei der Faktor
=™

2V2m m >0
R = ﬁ m=20
1 m <0
2V2m ’

durch das Programm LeNorm.m implementiert wird (vgl. Liste der Programme im Anhang B.2).
Fiir die Kugelflachenfunktionen in der komplexen Normierung gelten dann die Rechenregeln

o~ ~

Y +m (0, A) = Py +m(cos V) exp(£umA)
P 0 9) = (1) T (=0, 9) = (1) (A, 9)

sowie die Orthogonalititsbeziehung

T 27

0 0

1 n=kundm =1

0 sonst

und das Additionstheorem

n

47 ~ .
T 2n+1 mzn Vom0 A)Ynm (90, AQ).

P, (coswg)

(3.43)

(3.44)
(3.45)

(3.46)

(3.47)

Auch ldsst sich die Ableitung einer Kugelflichenfunktion stets durch eine Linearkombination der urspriinglichen
Funktionen darstellen. Diese Eigenschaft wird im Weiteren fiir die komplexe Normierung bendtigt und lésst
sich nach Nikiforov (1988) aus den Rodriguez-Formeln (3.42) herleiten. Aus der ersten Darstellung folgt durch

Differentiation
=
APn(Q) _ 0 ) ()™ [t l(n—m) 5w d" (P 1)
BT B T R e ey e T T
ntmie2 _ 1\n Lo drtmAl 2 1y
:§<”21(_24)(1_§2)’S—1d(§1)+(1_C2)2d (¢ —1) ) _

dé‘n—‘rm
_ g < _mC (1 B CQ)ﬂdn+m(<2 _ 1)n N (1 B CQ)ﬂdn+m+1(C2 _ 1)n> _

an+m+1

2 2

1 — C2 an+m d(”+m+1
_ R —_1)m 2 1 _ ! m n+m+1/2 1"
1-¢ 2nn! 47 (n+ m)! d¢ntm+

Der zweite Summand kann als ein Vielfaches von ﬁn7m+1 (¢) ausgedriickt werden

(—1)m\/2n+1 (n—m)! _CQ)%deH(g2 —)n

2nn) 47 (n+ m)! d¢ntm+l

m—+1

(=)™t 2n4+1(n— (m+1))!
_Q”n!(—l)\/ I mimyn mrmADo-m Ji-o

—1>\/ =) B (€)= <—1>¢ nnt D= D B a0

an+m+1

= (

(1 o CQ)T dn+m+1(C2 _ 1)n _
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was schlieBlich auf

dPum(¢)  —m( o n(n+1) —m(m+1) 5
¢ —1_ (2 Prm(C) — \/ Pn,m—i-l(o

1-¢2
fiihrt. Die analogen Rechenschritte fiir die zweite Darstellung ergeben
=i
dPon(Q) _ 0 ) 1 [2ntl(ntm) 5 wd" (P —D" [
. ac )2\ ar (n— m)!( —¢) d¢n—m -
m qr—m 2 1)" md? m—+1/,2 n
—¢((5) 00—y S - ey )
B mC . m(<2 _ 1) 2z dn—(m—l)(CZ _ 1)n B
_£<1_C2( C) W—i_(l_() dcn—(mfl) -
_om 5 (=) [@nt D+ m 1) R (S
= 7=z om 9l \/ Inln— (m—1yr_pHmm-mt )y =
B mC nn+1)—m(m—1)
- 1— CQ (C) + \/ 1— C2 Pn,mfl(C)'

Die beiden Ableitungen lassen sich somit fiir die Ordnungen m > 0 durch

dPun(¢) _ FmC 5 (O:F\/n(n—kl)—m(m:l:l)A

zusammenfassen, was nach einer Multiplikation mit /1 — (2 die Beziehung

zur Folge hat. Durch die Substitution ¢ = cos ¢ und die Multiplikation mit exp(z(m £ 1)) ergibt sich fiir die
Legendrefunktionen

_ dPpm, (cos 9)
dd

——~

exp(z(m £ 1)) ( ngZ(C) sind £m cot 9 Py, (cos 19)) =

= 7/n(n+ 1) —m(m £ 1) Py 1 (cos 9) exp(a(m £ 1))

und fiir die Kugelflachenfunktionen

) O

exp(:tM)( - 59

+ 1m0 cot 9V pm (N, 19)) =+ + 1) —mm £ DVme (M 9).  (3.48)

3.1.4. Potential der Erde

In der Geodasie ist es iiblich, die sphérisch-harmonischen Koeffizienten ohne Einheiten zu verwenden und diese
Information in einem gemeinsamen Faktor der Reihe (3.33) darzustellen. Dazu dividiert man alle Koeffizienten
durch das Potential einer homogenen Kugel mit gleicher Masse, was dem Term GM entspricht.

So gilt z.B. fiir das wahre (gravitative) Potential der Erde

n+1
V(A 9,7) Z Z < > P (cos9)(Crm cos mA + Sy sinm)) (3.49)

n=0m=0
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mit den Koeffizienten

2T W
— R _ R 1 —= .
Crm = G = GY]WZMT//f()\’ﬁ)an(COS ¥) cos mA sin 9ddd
o0 (3.50)
— R _ R 1 = . .
Spm = G = G]WM//f(/\,ﬁ)an(cos ) sin mA sin 9dddA.
00

Laut Torge (2002) und Rummel (2002) existiert fiir die ersten Koeffizienten der Reihenentwicklung jeweils
eine physikalische Interpretation:

e Der Term Cy liefert Informationen iiber die Masse der Erde (bzw. des untersuchten Himmelskorpers).
Nach der Division durch GTM ist der Koeffizient in der Regel zu Eins normiert, Abweichungen geben
eine eventuelle Massenénderung wieder.

e Die Werte {610, Ch1, 311} beschreiben den Schwerpunkt der inhomogenen Massenverteilung und kon-
nen durch die Wahl des Koordinatenursprungs im Massenzentrum zu Null gesetzt werden.

e Die Koeffizienten {620, Ca1,Ca, ?21,§22} enthalten Informationen iiber den Trégheitstensor und da-
mit die idealen Achsen des Koordinatensystems.

Aus nummerischen Griinden muss die Reihenentwicklung nach einem endlichen Grad N abgebrochen werden,
zumal nur eine begrenzte Anzahl an (fehlerhaften) Koeffizienten {6nm,§nm} aus anderen Auswertungen
bekannt ist.

In vielen Berechnungen ist es giinstiger, das Potential in ein Referenzfeld 7}..; und ein Storpotential (bzw. ein
residuales Potential) 67" aufzuspalten:

V(NGO 1) =Thep(N, 0, 1) + TN, 0, 7r) + €. (3.51)

Die Grofe € bezeichnet alle nicht-modellierten Anteile, die sich unter anderem aus den Fehlern der Koeffizi-
enten, den vernachlédssigten Informationen der hoheren Entwicklungsgrade n > N oder den nummerischen
Fehlern der Berechnung zusammensetzen.

Eine Darstellung des Referenzfeldes in Kugelflichenfunktionen erhélt man durch die Linearkombination

GM o~ (R _ -
Tref(N,0,1) = = Z Z <r> P (cos 9)(Clrm cosmA + Sy sinm), (3.52)

n=0m=0

deren Koeffizienten {Cm, Sy } aus einer anderen Auswertung festgehalten werden. Ein spezielles Referenz-
feld bildet das rotationssymmetrische Normalfeld

U\, r) =

Ny n+1
aM <R> Prm(cos9)Ch o (3.53)

r
n=0

mit den Koeffizienten {6070,62,0, 6470, .. .}, welche zusammen mit den Parametern {GM, R, ...} in einem
geoditischen Modell der Erde definiert werden.
Fiir das Storpotential wird entweder eine analoge Reihendarstellung

GM o~ = (R ~ -
ST(N\, 9, 7) = T Z Z (T> Prum(cos ) (AC pm cosmA + ASp, sinm)) (3.54)
=0m=0

oder ein zweites System an Basisfunktionen auf der Kugel verwendet.
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3.2. Rotation der Kugelflachenfunktionen

Die Kugelfiichenfunktionen stellen das Schwerefeld der Erde in einem erdfesten Koordinatensystem dar, des-
sen €.—3-Achse — abgesehen von der Polbewegung — mit der Rotationsachse zusammenfillt und dessen €.—1-
Achse durch den Schnittpunkt aus der Aquatorebene und dem Meridian von Greenwich definiert ist. Je nach
Auswertemethode kénnen andere Systeme fiir die Beschreibung geeigneter sein, z.B. ein Inertialsystem fiir die
Orbitintegration oder ein rotierendes System, dessen es—1-Achse stets zum Messinstrument zeigt.

Fiir die Beschreibung in einem transformierten Koordinatensystem (¥, \") benétigt man eine Darstellung der
Kugelflachenfunktionen

T (9, X) = 81, &2, ) { Fam (¥, 1)} (3:55)
in Abhingigkeit von den Parametern (&1, o, . . ., £ ) der Rotationen.

Anstatt eine Funktion zu berechnen und ihre Werte in einem gednderten Koordinatensystem abzulesen, kann
man die inverse Transformation auch auf die Argumente anwenden, also

ﬁ{ f(a?)} - f(ﬁl{f}> (3.56)
bzw. fiir die Kugelflaichenfunktionen

RlE1, &, ... ,gk){ffnm(ﬁ, )\)} = Vo (B NEL Eor e E) AL RTLEL G, E6){0)). (3.57)

3.2.1. Klassische Léosung: Drehung des Koordinatensystems

Die einfachste Losung transformiert die sphérischen Koordinaten (A, ¢, r) zunéchst in den kartesischen Vektor

Te=1 cos Asind
TZe=| Zeey | =r | sindsinA
Te=3 cos 1

und dreht diesen mit der entsprechenden Rotationsmatrix R

T = A6, 6. &0 {7 | = R

AbschlieBend berechnet man die Koordinaten (X', ¢, r) im transformierten System K

r_ 2 2 2 _
T =T | T Xy T Ty =T
arccos | ——=E=L_— fiir ze—o >0
N\ = Tr_1 TPk

2

27 — arccos <$K12) fir z.—o < 0
Tt Tx g

Tr—3

¥ = arccos
-

und verwendet diese als Argumente der Kugelflachenfunktionen, um die Funktionswerte im neuen System zu
bestimmen.

3.2.2. Alternative Transformation: Linearkombination

Anstelle der Transformation des Koordinatensystems kann man sich iiberlegen, dass die gedrehte Funktion
wegen der Vollstindigkeit des Basissystems auch durch eine Linearkombination der originalen Funktionen
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darstellbar ist. Es existieren daher fiir jede Transformation geeignete Koeffizienten a; (R, n,m), die von der
Drehung und von Grad und Ordnung der zu rotierenden Funktion abhéngen, so dass die Gleichung

Yom(N,9) = (51752,---,&){ wm (X, 0 } Z Z ajr(R,n,m)Yir(\, ) (3.58)

J=0k=—j

erfiillt ist. Die Anzahl der Summanden wird deutlich reduziert, wenn man beachtet, dass alle Kugelflachen-
funktionen vom Grad n auch in der komplexen Normierung die Differentialgleichung (3.18) erfiillen:

Y m (0, \) ot ﬁa?nm(ﬁ,/\)Jr 1 0Ym (0, N _
092 oY sin? ¥ ON2

—n(n + 1) Y (9, ). (3.59)

Diese Differentialgleichung gilt auch nach der Drehung mit den neuen Koordinaten (X', 9'), weshalb bei der
Transformation der Eigenwert —n(n + 1) und damit der Grad n der Polynome erhalten bleibt. Aus diesem
Grund reduziert sich die Linearkombination (3.58) auf die Summe

YoV, 9) = Y an(&n,m) V(A 9), (3.60)
k=—n

da nur Funktionen und Koeffizienten mit dem Grad j = n auftreten kdnnen.

Jede beliebige Rotation lisst sich durch drei Eulerwinkel {«, (3, v} parametrisieren, wobei die erste und dritte
Drehung um die gleiche Achse erfolgen. Fiir den weiteren Verlauf wihlt man eine spezielle Transformation,
welche zweimal die €.—3-Achse und einmal die €,—3-Achse verwendet:

¥ = 8o, 6,7){7} = Rs(n)Ra(HRs ()7 (3.61)

In diesem Fall findet man z.B. in Varshalovich (1988) oder Kostelec (2003a,b) die Darstellung3
V(N 9') = R(a, 5, 7){ (A, 9) } Z o VYA, ), (3.62)

deren Koeffizienten D}, («, 3,7) als Wigner-D-Funktionen bekannt sind. In Analogie zu den Legendre-
funktionen werden auch hier die ganzzahlige GroB3e n als Grad und die Indizes £ und m mit —n < k,m < n
als Ordnungen bezeichnet.

3.3. Wigner-D-Funktionen

Betrachtet man nur eine Drehung um die €.—3-Achse, so bleiben die Kobreite 1) = 1/ und der Radius » = 7’ in
der Transformation erhalten. Durch die Rotation dndert sich nur die Koordinate der Lénge, wobei sich fiir die
Kugelflachenfunktion

Vom(N, ') = ﬁ(g){?nm()\, 19)} = VoA — £,9) = Vo (A, 9) exp(—umé) (3.63)

ergibt. Daraus folgt, dass auch die Wigner-D-Funktion durch ein Produkt aus Exponentialfunktionen mit einer
noch unbekannten Wigner-d-Funktion d, (/3) dargestellt werden kann:

rm(a, B,7v) = exp(—ika)dy,, (5) exp(—wmy). (3.64)

3Die Rotation einer Kugelflichenfunktionen kann — aufgrund der zahlreichen Symmetriebezichungen — auch durch die Linear-
kombination

Yor(N,0') Z Do (@, B,7) Yo (A, 9)

m=—n

dargestellt werden, wobei in Nikiforov (1988) eine andere Normierung der Legendrefunktionen angegeben wird.



44 3. Spezielle Funktionen

Zu deren Bestimmung wird in der Regel auf die Methoden der Gruppentheorie zuriickgegriffen, welche hier
nur kurz skizziert werden sollen. In Talman (1968) oder Wawrzynczyk (1984) werden jeweils die Merkmale
einer Gruppe sowie deren Représentation, die Reduzierbarkeit der Darstellung etc. ausfiihrlich behandelt. Die
Darstellung der so3-Gruppe, welche eine Rotation der homogenen Polynome im dreidimensionalen Raum be-
schreibt, wird dort {iber die spezielle unitire Gruppe su2 hergeleitet. Diese bewirkt eine Transformation im
zweidimensionalen komplexen Raum, aus der man die Drehung im dreidimensionalen Raum um die €.—o-
Achse und damit die Wigner-d-Funktionen bestimmit.

Eine andere Moglichkeit wird in Nikiforov (1988) gezeigt, welche mit wenigen (elementaren) Tricks eine
direkte Herleitung aus den Kugelflichenfunktionen ermoglicht. Diese wird im Folgenden mit der gewahlten
Normierung ?nm()\, ) wiedergegeben, weshalb die Formeln an einigen Stellen von der Originalarbeit ab-
weichen. Zur Vereinfachung betrachtet man nur die Drehung einer Kugelflachenfunktion

Yo (N, 0') = Z i (B)Y (A, ) (3.65)

k=—n

um die e.—2-Achse und den Winkel 0 < ( < =. Fiir die Koordinaten gilt mit der Drehmatrix Ro(—/4) in
kartesischer Darstellung

— rcosf+ zsin 3

= y (3.66)

!/

<

= —zsinf+ zcosf

N

beziehungsweise mit sphirischen Koordinaten

sin1’ cos X = sin ¥ cos A cos 3 + cos ¥ sin 3 (3.67a)
sin®’ sin ' = sin ¥ sin A (3.67b)
cos ) = cos 1 cos 3 — sin ¥ cos Asin 3. (3.67¢)

Zunichst stellt man die differentielle Anderung der Funktionswerte durch

YN, 0)  OVp(N,0) D0 Y (N, 9') ON

ap - Cr ) oN 98 (3.68)
W (N, 9) OV (N, 9) 00 OV (N, 9') DN
ox o 9A N o

dar und bestimmt die partiellen Ableitungen aus den Gleichungen (3.67a) bis (3.67c). Betrachtet man die neuen
Koordinaten jeweils als Funktionen der ursprunglichen Werte sowie des Drehwinkels und differenziert die
Gleichung (3.67¢) implizit, so erhilt man fiir 2 8 3

!/

% a
—sin 19/% = —cos¥sin F — sin ¥ cos ) cos 3 G87) _ (sin ¥ cos )\/)
beziehungsweise
,19/
((;5 =cos \. (3.69)

Ebenfalls aus der Gleichung (3.67c) gewinnt man die Beziehung
/

—sin 19'% = +sindsin Asin 8 (.870) (sin ¥ sin )\') sin 3

und damit

oy

YV g /.
0 sin A" sin 3. (3.70)
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Die Ableitung %—i‘\/ erhilt man aus der Gleichung (3.67a)

cos ¥’ oV cos N — sin®’ sin )\’8—)\/ = —sin¥sin \ cos 3
oA oA —
(?7/(; (3.67b)

)\/
—sin Y’ sin X?})\ + cos (— sin A’ sin ﬂ) cos X = —sin’ sin X cos 3,
was auf die Formel
oN

= cot ¥’ sin B cos N + cos 3 (3.71)

fiihrt. Um die Grofie % zu bestimmen, differenziert man die Gleichung (3.67a) und verwendet das Ergebnis
(3.69):

o' oN

cos 1’ 875 cos N — sin?’ sin)\’a—ﬁ = —sind cos Asin 8 + cos ¥ cos 8
~~ (3.67¢)
(3.69)

)\/
cos ¥ cos? X — sin ' sin \/ gﬁ = cos?,

was schlieflich

ON  cos?'(1— cos? X)

% = andsnv —cot ¥ sin \ (3.72)

zur Folge hat. Werden die partiellen Ableitungen zusammen mit der Beziehung %&i\/’ﬂ/) = szfnm(}\’ ,0)
in die Gleichungen (3.68) eingesetzt, so erhélt man

Y (N, 0) OV (X, 0')

cos X' — cot ¢’ sin NomYpm (X, 9')

/
oy, 8i’ ' " Y (N, 0 Gy
”ma()\’) = —sin \ sin 57”?)59,’) + zm?nm()\', V) (— cot ¥ sin S cos X' + cos ﬂ) )

Aus den beiden Ableitungen bildet man die Linearkombinationen

OY (N, )
oY

Y (N, ) v YN, 9
98 T smB oA

Y (N, 9
o'

cos N — cot ¥’ sin NumY o (N, 0 )]

F|—sin N

+ 1mYpm (N, 9) (= cot ¥ cos X + cot ﬁ)] =

8?%(/\’,19’) ’ Y Y, 1 gl =y 2 / 2,V 19!
= 90’ (cos X' £esin X)) F mcot 'Yy (XN, 9) (esin N F 2% cos ') Fo*mYpm (N, 9) cot B =
Y (N, )
o

= —(FVnn+1) —m(m+ )Y, a1 (N, 9)) £ mcot BY (N, 9),

= exp(£2\) F mcot ﬁ’}?nm()\’, ?')| 4 mcot 6}771,”()\', V) =

(3.74)

wobei in der letzten Zeile die Rekursion (3.48) der Kugelflichenfunktionen verwendet wird.
AnschlieBend ersetzt man mit der Beziehung (3.65) die Koordinaten des neuen Systems (\',9) durch die
urspriinglichen Werte {\, ¥} und den Drehwinkel /3 und erhilt so fiir jede Ordnung k eine Differentialgleichung

dd}
ki 0) Lkl (0) = /0 1)~ R Dy (3) £ mcot G, (3), G75)
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die in der Form

ddi,.(8) LMo kcosf3
dg sin 3

auch zur Kontrolle der Wigner-d-Funktionen und deren Ableitung verwendet werden kann.
Fiir das weitere Vorgehen definiert man das Integral

i (B) = £/n(n+ 1) — k(k £ 1)djyy ,,,(8) (3.76)

3.77)

£(8) = exp <i m‘k‘mﬁdﬁ) ,

sin 3

welches sich durch elementare Funktionen und einige trigonometrische Identitdten aus Bartsch (1999) 16sen
lasst:

m — kcos (3

f(B) =exp (:l: S dﬁ) = exp :l:m/dﬁ exp | F k‘/cotﬁdﬁ) =
+m
= exp (j: mIn (tan g) ) exp (:F kInsin ﬁ) = <tan g) (sin B)Fr=

~ [1—cosf £y 2 g\FE_ tm Fm .
= <1—|—cosﬁ> (1 —cos“B)T2=(1—cosfB) 2 (1+cosfB)T2 ((1—cosf)(l+cosf)) 2 =
= (1 —cosB)* (l—i-cosﬁ) ik
(3.78)
Multipliziert man die Gleichung (3.76) mit der Funktion f, so folgt aus
daf
(i[\'j‘
dd} —k
B2 50)+ 1) (iw> b (8) = £/l + 1) = k(k £ djsy (B)F(B)  (379)
sin 3
e, (B F(8)}
die differentielle Beziehung
d m+k
35 {Hn(9)1 — cos 377" (1t cos 9) 773" | = o

=+y/n(n+1)—k(k£1) k1. (B) (1 — cos B)F" (1 +cos B) T el

Im néchsten Schritt wihlt man jeweils das obere Vorzeichen und die Ordnung k = n, wodurch auf der rechten
Seite die Wurzel und damit der gesamte Ausdruck verschwindet. Dies fiihrt auf die differentielle Beziehung

d
dg

weshalb das Produkt konstant sein muss. Wird nach der Wigner-d-Funktion aufgelost, so erhélt man fiir k = n
die Darstellung

() = (1= cos B) 772" (1 + cos ) 2" = s, (1 — cos B)”

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten cJy,.
Anschlieend wird die Variable (teilweise) durch z = cos 3 substituiert und die Funktion

{d” (B)(1 —cosB) T (1+ cosﬁ)_mTM} =0,

2" (14 cos )" 2" (3.81)

k+m

Vem() 1= (1= 2) 2" (1 + 2)"2" - d},(8) (3.82)

eingefiihrt. Insbesondere folgt aus den beiden letztgenannten Beziehungen fiir k = n

Vam () = (1 = 2)" 2% (1 4+ 2)" 2 (1 - 2) " F5 (1 + 2)" 5" = (1 — 2)" (1 4 2)"™,
(3.81)

(3.83)
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Verwendet man das untere Vorzeichen in der Gleichung (3.80) und erweitert die Exponenten der rechten Seite,
so liefert dies

d
g

dvgp doz

{2,(8)(1 = cos )" (1+-conpy "5} = T
(k=141 b (3.84)

— /(1) = k(b = 1) d_y (B)(1 — cos )5 (1 + cos )+
V1 (@)/T=cos By/TFcos B

Wegen % = —sinf = —(v/1 — cos By/1 + cos [3) resultiert daraus die Rekursion

d
Z’;m (=sinB) = —v/n(n+1) — k(k — D)vp_1m(z) - (sin 3)
beziehungsweise
1 dvgm ()
Vp T) = . (3.85)
k=1.m(7) Vnn+1)—k(k—1) dzx
Indem man die Rekursion auf den Wert & = n zuriickfiihrt, erhdlt man
n —k
1 da"
oo = |1 Unm (3.86)

e Vnn+1)—s(s—1) dzn—k

Der Nenner des Vorfaktors lésst sich durch eine geschlossene Formel darstellen, wenn die Identitit

n n

[I n+1)—sts—1)= ] ((n+s)n—s+1))=

s=k+1 s=k+1

(n+ é)!(” — k!

beriicksichtigt wird. Kombiniert man dies mit der Rekursion (3.86) und dem Startwert (3.83), so ergibt sich fiir
die Hilfsfunktion

(n+ k) d" e (1—a)" (1 +2)" ")

= 3.87
Ok (%) =\ [ it — )i dz ! (3-87)
was gemdl der Definition (3.82) auf die Wigner-d-Funktion
(n+ k)! mk i AR — )" (L 4 )
Tem (B) = €y m(l —z) 7 (14+z) 2 T (3.88)
B
IT=COS

fithrt. Um den Wert der Konstanten cj}, zu bestimmen, nutzt man eine ,,Drehung* um den Winkel 5 = 0. Aus
der Gleichung (3.65) kann unmittelbar

V(N0 Z 00Tk (A 9) = V(A 9)| (3.89)

k=m
k=—n

und damit d7},,,,(0) = 1 abgelesen werden, was auf die Bedingung

(1-2)° (1+z)—™
(n+m)! m—m "t d” (1 — )" (1 4 x) T
n S N B S AR 1 —
Bon(0) = e iy (L= 0 (1)~ Jimis
x=cos 0
_o | (Em)t L dA )t )

(2n)l(n — m)! dan—m
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fiihrt. Den Wert der Ableitungen fiir x = 1 kann man mit der Leibniz-Produkt-Regel der Differentiation aus
Bartsch (1999) bestimmen:

m

dn—m(l o x)n—m(l iy n+m n— (1 o l,)n—m ' dn—m—j(l + l,)n—i—m_
= (")

dgn—m dzi dan—m—J B

— (=)™ (n — m)12"t™,

n—m dgn—m dgn—m—(n—m)

B <n—m) dnfm(l_w)n m dn m—(n— m)(1+x)n+m

Dabei wird insbesondere beriicksichtigt, dass der Faktor dj(l_d# an der Stelle x = 1 fiir alle Werte

j # n — m verschwindet, was die Summe auf eben diesen Term reduziert. Setzt man dies in die Forderung
ein, so erhilt man

(n+m)!  __ _
Ay (0) = cpt | 27" (1) (n —m)I2"T =1
n(0) = | iy D =)
beziehungsweise
—1)n—m 2n)!
o Gl (2n) . (3.90)
2n (n —m)l(n+m)!
Mit dieser Konstanten und der Formel (3.88) ergibt sich schlielich die Darstellung
(—1)n_m (n+k3) _k—m _ktm
v = 1-— 1
T 0 DI T G91)
dn k(l _x)n m(] 4 )n+m '
dzn—Fk r=cos (3
der Wigner-d-Funktionen, wie sie auch in Kostelec (2003a) zu finden ist.
Wenn man die positiven Ordnungen k£ > 0 und m = 0 einsetzt
(1—a?)"2 (=)™ (a*-1)
(=" (n+k)! & D
n _ 1— 1 ( 1 1 ) -
k,O( >IE cos B on n'n'(n—k)‘( ) 2( +.%') 2d;1}n_k [ (.%' )]($+ )
_ 1 J(n+k) ook AR neay [ dr o
2nnl\) (n— k)'(l - dzn—k {(w -1 } Von+ 1Pnk(cosﬁ),
(3.92)

so erkennt man, dass die Legendrefunktionen — abgesehen von der Normierung — einen Spezialfall der Wigner-
d-Funktionen darstellen.

Um die Wurzeln (1 + x)_kiTm = (V1 £ cos f) “HF™ in der Formel (3.91) zu vermeiden, kann man die Halb-
winkelsitze aus Bartsch (1999)

++v/1—cosf = \/ising
++/1+cosf = \/icosg

beniitzen. Da der Winkel im Allgemeinen auf das Intervall 0 < 3 < 7 beschrinkt ist, wird nur das positive
Vorzeichen benétigt. Damit erhilt man fiir den Spezialfall £ = n mit der Formel (3.81)
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(3.90)
T G (2n)! AN B\ _
dpm (B) = on \/(n “m)ln +m)! (\/5 sin 2> <\@cos 2) = (3.93)
N = m)ln+m)! (_ o 2) (COS 2)
und fiir die allgemeinen Wigner-d-Funktionen
. - (_1)n—m (n + k)' Lk ‘ ﬂ m—k 6 —k—m
ko (B) = on \/(n ) (n + m)(n = k)!2 <sm 2) (cos 2) on

dnfk(l _ m)n—m(l 4 x)n—l—m
) dxn—k

r=cos (3

Weitere Formeln finden sich zum Beispiel in Varshalovich (1988), wobei insbesondere die Ableitungen des
Produkts durch andere Darstellungen — zum Beispiel durch die Jacobi-Polynome — ersetzt werden.

o 0 1
14+cos 8 __sing 1—cos
2 V2 2
sin 8 __sing
0 NG cos 3 s
1 1—cos 8 sin 8 1+cos B
2 V2 2
Tabelle 3.1.: Wigner-d-Funktionen d}, (/) zum Grad n = 1 aus Varshalovich (1988)
2 1 0 -1 -2
2 (14cos 8)2 sin 8(14-cos 3) 3 sin? 8 sin B(1—cos 3) (1—cos B)?
4 - 2 272 o 2 4
1 sinﬂ(l;cosﬁ) 20052ﬁ-5c055—1 N % sinﬁcosﬁ _2C052/6—2C055—1 _Sinﬁ(l;cosﬁ)
0 \/g Sin; B \/g sin 3 cos 3 3cos -1 COSZ Ll — \/g sin 3 cos 3 \/g Sm; B
-1 sinﬁ(l;cosﬂ) _2cos2ﬂf2cosﬁ71 % Sin,BCOS,B QCOSQﬁgCOSﬁfl _Sinﬁ(lgrcosﬁ)
) (1—cos B)? sin B(1—cos 3) 3 sin? 3 sin B(14-cos f3) (1+cos B3)?
B 4 2 2 2 2 4

Tabelle 3.2.: Wigner-d-Funktionen d!, () zum Grad n = 2 aus Varshalovich (1988)

Die Grafik 3.3 und die Tabellen 3.1 und 3.2 zeigen die ersten Wigner-d-Funktionen fiir das Argument 3 und
die Grade n = 1,2. Aus diesen lassen sich gewisse Symmetrien erahnen, die allerdings hier nicht explizit
nachgerechnet werden sollen. So gilt nach Varshalovich (1988, S. 79) fiir die Wigner-d-Funktionen

i (B) = (=1)Fmdr, L (8) = (1)l (8) = d,, _(B) (3.95a)
o (=8) = (=1)FdR,, (8) = i (B) (3.95b)
P (= B) = (1), (B) = (1)} _,(B). (3.95¢)
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Wigner—d—Funktionen vom Grad n = 1
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Abbildung 3.3.: Wigner-d-Funktionen zum Grad n = 1

Will man das Differenzieren vermeiden, kann man nach Sneeuw (2000) und Meyer (2005) die einzelnen
Wigner-d-Funktion mittels der Summendarstellung

- S (1) () e () () o

t=t1

mita = k—m+2t, t; = max(0, k—m) und t2 = min(n—m, n+k) bestimmen, auf deren Herleitung verzichtet
werden soll. Ein entsprechendes Programm kann vergleichsweise einfach erstellt werden, allerdings erschwert
die Abhingigkeit des Index ¢ von Grad und Ordnung eine gleichzeitige Berechnung mehrerer Funktionen.

Die Tatsache, dass die Legendrefunktionen einen Sonderfall der Wigner-d-Funktionen darstellen, legt eine re-
kursive Berechnung nahe. Eine solche findet sich in Kostelec (2003a,b), wobei fiir hohe Entwicklungsgrade die
normierten Wigner-d-Funktionen

1 (8) =\ (9) (.97)

Um die Funktion d}, () fiir die Ordnungen (k,m) bis zum Grad n zu bestimmen, wihlt man die nicht-negative
Zahl J = max(|k|, |m|) und berechnet damit den Startwert der Rekursion:

behandelt werden.
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/2J+1\/ (2J)! <COS < . >Jm
— — 111
J+m J m
2J+1 (2J) Jm
7J [l
d=1m(B) =y \/J+mJ m<s> (Sm>

(3.98)
[27 + 1 (2J)! AN -
T+RIT—k) "2 Sm
2.J + 1 (2J)! 3 Jrk
dk _s(B T+ R — R <CO 2) <— sin — ) .
Mit dem zusitzlichen Wert (Zg;bl (8) = 0 und der Beziehung
- 2n+3 (n+1)2n+1) ( km > -
drip) = - d
b (9) 2n+1,/(n+1)2 — k2) (n + 1)2 — m?) cos B (1) T (5)
2 _ 12\ (12 — m2
2n+3 V(2 — k2)(n2 — m2) n+1dn 1) (3.99)

21\ [0+ 17— ) (n+ 12 —m?) n "

lassen sich alle Wigner-d-Funktionen mit n = J, J + 1, ... fiir die (festen) Ordnungen (k,m) bestimmen. Da
sich die Rekursion — abgesehen vom Produkt km — fiir positive und negative Ordnungen nicht dndert, konnen
durch eine Modifikation der Programme jeweils die Werte fiir (+k, +m) gemeinsam berechnet werden.

Zur Kontrolle der Wigner-d-Funktionen konnen unter anderem folgende Eigenschaften aus der Herleitung ge-
nutzt werden:

e Fiir die Ordnung £ = n und m beliebig kann die geschlossene Formel (3.93) eingesetzt werden, die
allerdings in der Rekursion bereits als Startwert dient.

e Nach der Gleichung (3.92) entsprechen die Wigner-d-Funktionen mit £ < 0 und m = 0 bis auf eine
Normierung den Legendrefunktionen.

e Aus der Darstellung (3.91) kann durch mehrmaliges Differenzieren eine geschlossene Formel fiir das
Argument x = cos 3 bestimmt werden, wobei fiir hhere Grade oder Ordnungen ein Computeralgebra-
system eingesetzt werden sollte.

e Durch die Symmetrien kdnnen aus bereits berechneten Wigner-d-Funktionen die entsprechenden Werte
fiir weitere Ordnungen bestimmt werden.

e Fiir die ,,Nulldrehung* ist nur eine Wigner-d-Funktion von Null verschieden und es gilt

em (0) = {1 h=m (3.100)

0 sonst.

e Da fiir einige Anwendungen auch die Ableitungen der Wigner-d-Funktionen benttigt werden, kann man
die Beziehung (3.76) als Test implementieren.

e Eine nummerische Uberpriifung bietet die erwihnte Summendarstellung (3.96), die allerdings fiir jede
Kombination aus Grad und Ordnungen eine neue Berechnung erfordert.

Die eigentliche Idee zur Einfiihrung der Wigner-d-Funktionen ist jedoch die Berechnung einer rotierten Kugel-
flachenfunktion iiber eine Linearkombination der urspriinglichen Funktionswerte. Fasst man die Gleichungen
(3.62) und (3.64) zusammen, so ergibt sich die fundamentale Beziehung
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Abbildung 3.4.: Rotation der Kugelflichenfunktion }730,17(/\, 1) um die drei Eulerwinkel o = 20°, 5 = 40°,
v = 60° durch eine Drehung des Koordinatensystems und als Linearkombination mit den
Wigner-D-Funktionen als Koeffizienten

VN, ) = 8o, B, { Vam\ )} = 37 D0, 8,7 Vur(A9) =

k=—n
n

= > exp(—tka)dy,, (B) exp(—my)Yok(A, 0)=exp(—my) Y dit(B)Ynr(A — @, 0).
k=—n k=—n

(3.101)

Dabei bezeichnen (A, ¢) und Z die urspriinglichen Koordinaten, {«, 3,~} die drei Eulerwinkel um die dritte,
erste und dritte Achse

7 = 8(a, 8,7){7} = Ra(1)R2(8)Rs ()7

und (N, 9') bzw. &' die transformierten Positionen.

In der Abbildung 3.4 wird die Kugelflachenfunktion )730,17()\, 1) mit den Wigner-D-Funktionen um die drei
Eulerwinkel oo = 20°, 8 = 40° und v = 60° rotiert und anschlieBend der Realteil visualisiert. Zum Vergleich
wird eine zweite Berechnung durchgefiihrt, in welcher zuerst die Koordinaten transformiert und die Funktion
an der gedrehten Position berechnet wird. Aus dem Bild der Differenzen kann man erkennen, dass die beiden
Ergebnisse im Rahmen der Rechengenauigkeit (in MATLAB ca. 16 Stellen) iibereinstimmen.
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AbschlieBend ist zu kldren, wie sich eine inverse Rotation durch die Wigner-D-Funktionen beschreiben lésst.
Dazu betrachtet man die Drehmatrix R um die drei Eulerwinkel. Die Rotation in die Gegenrichtung erhélt man,
indem man die Matrix transponiert:

R™'=R' = (R3(7)R2(8)Rs(a)) " = Ra(—)Ra(—H)Rs(—). (3.102)

Daher ergibt sich die inverse Transformation £~! durch Wigner-D-Funktionen, indem man die Vorzeichen und
die Reihenfolge der Winkel vertauscht

Digin (=7, =B, =) = exp(iky)dj,,, (=) exp(sma), (3.103)

was auf die Beziehung

?nmu,ﬂ):ﬁ*l{?nmw,ﬁ')} > DR (=7, =B, —a) Y (N, 9) =
(3.104)

= exp(1ma) Z dp,, nk()\/ +7,7")
k=—n

fiir die Drehung der Kugelflachenfunktionen fiihrt.

Zusammenfassung

Die ersten Abschnitte befassen sich mit den Legendrepolynomen, dem inversen Abstand und den zugeordneten
Legendre- und Kugelflaichenfunktionen. Letztere bilden ein bekanntes Basissystem zur Darstellung des Erd-
schwerefeldes in Form eines Potentials

[’ n n+1
VN, ) = —— Z Z <1:) P (cos9)(Crm cos mA + Sy sinm)). (3.49)

In manchen Anwendungen wird eine Beschreibung in einem anderen Koordinatensystem benotigt, welches sich
durch eine Rotation von dem urspriinglichen System unterscheidet. Die Rotation einer Kugelflachenfunktion
um die drei Eulerwinkel {«, 3,~} ldsst sich durch eine Linearkombination mit den Wigner-D-Funktionen als
Koeffizienten realisieren:

ToaW. ) = 80,89 Fan0.9)} = 3 D0 BTl 9) =
hen (3.101)
= exp(—wumy) Z g, nk’()\ —a, ).
k=—n
Eine allgemeine Darstellung der Wigner-d-Funktionen liefert die differentielle Formel
(_1)n_m (n + k) nL k+m
n — 1— 1
b ) 2\ (o i + )i~ R e (3.91)
dnfk< ) (1 4 I‘ n+m )
dzn—F r=cos (3 ,
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wihrend die Berechnung in der Regel durch andere (rekursive) Ansitze erfolgt.
Die inverse Transformation einer Kugelfachenfunktion ergibt sich, indem man die Reihenfolge und die Vor-
zeichen der Winkel vertauscht:

?nm()\aﬁ) - ﬁil{?nm()‘,ﬂy)} = Z Dl::Lm(_’% _67 _O‘)?nk()\/a'ﬂ/) -
b= (3.104)

= exp(ima) Y dp, (=) Yk(N +7, 7).
k=—n
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4. Radiale Basisfunktionen

In diesem Kapitel wird die Modellierung inhomogen verteilter Daten durch radiale Basisfunktionen vorgestellt.
Die Approximation hingt insbesondere von der Wahl der Basiszentren und der Formparameter ab, weshalb die-
se sorgfiltig aufeinander abzustimmen sind. Um bei einer konstanten bzw. minimalen Anzahl an Parametern die
Losung zu verbessern, werden die Positionen oder die Formparameter der Basisfunktionen auf der Grundlage
der Daten (iterativ) optimiert, wofiir in der Literatur sowohl in der Ebene als auch auf der Kugel verschiedene
Ansitze vorgeschlagen werden.

Zur Behandlung von Satellitendaten wird das Konzept der radialen Basisfunktionen auf die Kugel iibertragen,
wobei jede Basis durch eine Reihenentwicklung nach Legendrepolynomen und die Zahlenfolge der Legendre-
Koeffizienten dargestellt wird. Die Approximation beliebiger Daten erfolgt durch die Linearkombination rotier-
ter Basisfunktionen. Die Kombination mit einem globalen (Schwere-)Feld wird durch die Représentation der
Basisfunktionen durch ihre sphirisch-harmonischen Koeffizienten erleichtert, welche durch eine geschlossene
Formel bestimmt werden. Der letzte Abschnitt befasst sich mit dem Modell der Legendre-Koeffizienten, durch
welches die Funktionen als Punktmassen, Splines und sphirisches Wavelets charakterisiert werden.

4.1. Approximation im euklidischen Raum R"

In vielen Disziplinen ist es fiir die weitere Analyse notwendig, aus Beobachtungen eine realistische Flidche
eines Objekts abzuleiten. Neben den lokalen Verfahren, die meist auf einer Dreiecksvermaschung der Daten
basieren, oder der Approximation durch global definierte Funktionen (z.B. ausgleichende Polynome), werden
oft Linearkombinationen geeigneter Basisfunktionen verwendet.

Dabei wird die gesuchte Flidche f durch eine gewichtete Summe vorgegebener Basisfunktionen ¢, approximiert
und die Koeffizienten a; aus den Beobachtungen geschitzt:

B
Y ad. 4.1)
b=1

Die Approximation wird hédufig vereinfacht, indem man sich auf radiale Basisfunktionen beschrinkt.

Definition 1 Als radiale Basisfunktion bezeichnet man jede Funktion ¢y, deren Funktionswert nur von dem
Abstand p = | — 2| zwischen dem Zentrum Zj, der Basis und einem Berechnungspunkt ¥ — nicht aber von der
absoluten Lage der Punkte — abhdingt:

u(2h, T) = p(|T — 2b]) = du(p)- (4.2)

Fiir den auch als Radius bezeichneten Abstand wird oft die euklidische Norm verwendet, es sind aber auch
andere Distanzen (z.B. Projektion auf eine Tangentialebene, sphdrischer Abstand auf der Kugel, ...) denkbar
(Sharifi, 2006, du Toit, 2008).

Eine der ersten (geoditischen) Verdffentlichungen zu den radialen Basisfunktionen findet sich in einem Arti-
kel von Hardy (1971), der diese zur Interpolation von Geldndemodellen aus ungleichméBig verteilten Hohen-
messungen verwendet. Inzwischen haben sich neben der Interpolation bzw. Approximation von Oberflichen
oder Volumen (Hardy, 1971, Carr, 2001, du Toit, 2008) noch weitere Anwendungen ergeben, wie zum Beispiel
die Reduktion von Satellitenbeobachtungen auf ein Gitter mittlerer Orbithohe (Sharifi, 2006), die Analyse des
(residualen) Schwerefeldes (Schmidt, 2007, Eicker, 2008, Klees, 2008, Wittwer, 2009), die Aktivierungs-
funktion neuronaler Netze (Artusi, 2001, Chun-tao, 2007) oder die Beleuchtung in Computersimulationen
(Tsai, 2006).
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(Engl.) Bezeichnung Formel
Gaussians exp(—(cpp)?)
Hardy’s Multiquadratic p?+ cg
Inverse Multiquadratic o

. 1
Inverse Quadratic e,
Thin-Plate Spline p?log p
Linear P
Cubic 0’

Tabelle 4.1.: Haufig verwendete radiale Basisfunktionen fiir den Abstand p, mit einem zusitzlichen Form-
parameter ¢, > 0 nach Sharifi (2006)

Aus den Anwendungen folgen weitere wiinschenswerte Eigenschaften, die haufig nicht explizit behandelt wer-
den. Fiir eine glatte Interpolation sollten die Basisfunktionen zum Beispiel stetig und differenzierbar sein,
wihrend der betragsmiBig groBte Funktionswert in den meisten Fillen fiir die Distanz p = 0 angenommen
wird. Daneben wird gelegentlich noch der Begriff der Lokalisierung verwendet, um eine Basisfunktion zu
charakterisieren. In der Interpolation oder Approximation wird eine Funktion als ,,gut lokalisierend* bezeich-
net, wenn eine Anderung einer Basis bzw. des zugehorigen Koeffizienten nur in einer kleinen Umgebung er-
kennbare Folgen hat und die anderen Gebiete weitgehend unbeeinflusst bleiben. Um dies zu ermdglichen, muss
die Basisfunktion ein klares Extremum im Zentrum haben und fiir groflere Abstinde p schnell gegen Null kon-
vergieren, wobei ein monotones Verhalten zu bevorzugen ist. Einige der klassischen radialen Basisfunktionen
zur Approximation im euklidischen Raum R" sind in der Tabelle 4.1 zusammengefasst und in der Grafik 4.1
visualisiert.

Die meisten Basisfunktionen konnen so formuliert werden, dass ihr Verlauf durch einen zusitzlichen Form-
parameter ¢, gesteuert werden kann, was auf die erweitere Notation

Pu(p,cp) = Su(|T — 2], 1) (4.3)

fiihrt. Handelt es sich zum Beispiel bei der gesuchten Flidche um eine Interpolation diskreter Hohenmessungen,
so kann es sinnvoll sein fiir Gebirge, Hiigellandschaften und Ebenen verschiedene Formen der Basisfunktionen
zu verwenden, wenn die ungefihre Lage der Gelidndeformen bekannt ist.

Nimmt man an, dass die Formparameter ¢; und die Lage der Basisfunktionen z; gegeben sind, so wird die
Approximation f(Z) eines Signals f(Z) durch die Linearkombination

B
F@) = andy(1E — F, ) (4.4)
b=1

mit den Koeffizienten a; berechnet. Zur deren Bestimmung verwendet man die Messungen g, in den Positionen
Z¢ und setzt die analoge Gleichung

B
e~ f(&0) = adn(|T — Zl, cp) 4.5

b=1

fir B Basisfunktionen und die Beobachtungen (¢ = 1,2,...,L) an. Die Aufgabe kann mit den Vektoren

7= (a1,as,...,ag)" und ¥ = (y1,¥2,...,yr) " sowie einer Matrix der Dimension L x B
o1(|71 — 21l e1) 2|71 — 22f,c2) ... @B(|T1 — 2B, cB)
A~ | (2= 2]e1) 2|2 = 2fsc2) ... dB([T2 — ZBl,cB) 4.6)
o1(|7L — 21l 1) @2(|7L — 22|,c2) ... ¢B(|TL — ZBl,cB)

als ein linearen Gleichungssystems dargestellt werden:

j= Az @.7)
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b, (p) = oxpi-p%) b,p) = sartip™+5%)

b,(p) = Vsartip®+0.17) b,l0) =1Hp™ 1%

Abbildung 4.1.: Beispiele radialer Basisfunktionen fiir den zweidimensionalen Fall, wobei die Werte auf das
Intervall [0, 1] normiert werden

Die Koeffizienten erhélt man aus der Losung des Gleichungssystems, welches fiir L > n als Minimierungs-
problem

B 2

ye— Y apdu(|Te — Zf,cp)| — min (4.8)

b=1

E(al,ag, . ,aB) =

aufgefasst wird. Die Minimierung der Fehler nach der Methode der kleinsten Quadrate erfolgt in der klassischen
Ausgleichungsrechnung (vgl. Abschnitt 7.2) durch eine Matrixinversion

7=(ATA)1A7. (4.9)
Die hier verwendete Software (MATLAB) kennt aulerdem die sogenannte Linksdivision
Z7=A\y (4.10)

zur effizienteren Losung linearer Gleichungssysteme, deren Umsetzung intern von der Dimension und der
Struktur der Matrix A abhéngt.

Einen grofen Einfluss auf die Qualitdt der Approximation hat die Bestimmung der Formparameter und die
Wahl der Zentren der radialen Basisfunktionen (Sharifi, 2006, Klees, 2008, Wittwer, 2009). Zu viele Basis-
funktionen bzw. ein zu dichtes Netz an Zentren fiihren zu einer Uberparametrisierung des Problems, wodurch
die Bestimmung der Koeffizienten {a1, as,...,ap} gegeniiber nummerischen Storungen sensibilisiert wird.
Zum Teil kann dem durch eine Regularisierung der Matrix begegnet werden, indem man Zusatzinformationen
oder zumindest geeignete Annahmen beniitzt, um die Ausgleichung zu stabilisieren. Andererseits wird durch
eine schlechte Verteilung der Basisfunktionen oder eine zu geringe Anzahl derselben nicht das ganze Ge-
biet abgedeckt und man erhilt eine Pseudo-Losung, die nur in der Nidhe der gewihlten Zentren eine sinnvolle
Approximation liefert.
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Abbildung 4.2.: Approximation von f(z1,z2) = sin % cos % exp 1%1383 2 + 0.0630. Die Zentren der Basis-
funktionen ¢y (r) = exp(—cyr?) liegen auf einem regelmiBigen Gitter mit dem angegebenen
Abstand Az /5, wihrend fiir die Formparameter die Werte ¢, € {0.1,1,10} genutzt werden
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In der Abbildung 4.2 wird die Abhéngigkeit der Approximation von den Parametern am Beispiel der zwei-
dimensionalen Funktion

2 2
— ain T cos T2 exp LT 2
f(z1,x2) = sin 10 %% 5 P g0 +0.0630

fiir den Definitionsbereich D = [0, 10] x [0, 10] untersucht, wobei die Kontrollpunkte auf einem regelmiBigen
Gitter mit der Maschenweite Az = 0.1 vorliegen. In der Modellierung werden die radialen Basisfunktionen
op(r) = exp(—cpp?) mit dem Radius p = /712 + 252 und den Formparametern ¢, € {0.1,1,10} eingesetzt
und die Approximation fiir zwei regelmifige Verteilungen der Zentren bestimmt. Betrachtet man die Norm
der Restfehler in den Kontrollpunkten als einziges Kriterium, so ergibt sich die beste Losung — die in der Ab-
bildung durch die Nummer [5] notiert wird — fiir den Formparameter ¢, = 1 und einen Abstand der Zentren von
Azy/; = 0.5, wobei die Basis innerhalb dieser Distanz auf ca. 70 % des Maximalwerts abfillt. Trotz des lang-
samen Abklingens der Basisfunktion fiir ¢;, = 0.1 stellen die Losungen [4] bzw. [1] die zweit- bzw. drittbeste
Anniherung dar, wobei letztere vor allem am Rand von den wahren Werten abweicht. In beiden Fillen ist fiir
diesen Formparameter die Anzahl der Basisfunktionen im Gebiet eigentlich zu grof3 und das Problem iiberpara-
metrisiert, weshalb die guten Ergebnisse auf eine interne Regularisierung bei der Linksdivsion zuriickzufiihren
sind. Auf der anderen Seite erhilt man durch die Formparameter ¢;, = 10 sehr lokalisierende Basisfunktionen,
so dass die Approximationen [3] und [6] nur vereinzelte Punkte richtig modellieren und dazwischen eine sehr
unruhige Flidche erzeugen.

Um eine gute Approximation durch radiale Basisfunktionen zu erreichen, ist daher eine geeignete Kombination
aus Zentren und Formparametern zu bestimmen. Fiir die Wahl der Basiszentren existieren verschiedene Ansitze
(und auch Bezeichnungen), von denen einige hier skizziert werden sollen:

1. Die einfachste Moglichkeit ist die Verwendung der Positionen aller Messwerte als Zentren (vgl. Hardy
(1971)). Dies ist insbesondere dann sinnvoll, wenn die Messungen selbst bereits eine geeignete rdum-
liche Verteilung aufweisen und die Anzahl der Beobachtungen nicht zu grof ist. In der Auswertung
von Satellitenbeobachtungen ist zu beachten, dass die Messungen nicht auf der interessierenden Fliche,
sondern im Orbit stattfinden und die Anzahl der Beobachtungen in der Regel sehr gro8 ist.

2. Man kann die Positionen vor der Approximation festlegen und ein gleichmifiges Gitter oder eine an
das Problem oder die Beobachtungen angepasste Verteilung wihlen, wie es in Sharifi (2006) fiir die
Transformation auf eine mittlere Orbiththe gemacht wird. Diese Methode wird fiir die Analyse durch
sphérische Splines oder Wavelets in der regionalen oder globalen Schwerefeldmodellierung aus Satelliten-
daten bevorzugt (Fengler, 2004, Schmidt, 2007, Eicker, 2008). In der Regel werden deutlich weniger
Basisfunktionen als Beobachtungen verwendet, so dass die Losung durch die Ausgleichung auch ge-
glittet wird. Obwohl man durch eine geeignete Verteilung der Zentren die Berechnung stabilisiert, ist
insbesondere fiir hochauflosende Felder noch eine zusétzliche Regularisierung notwendig.

3. Bei den Selektionsmethoden wird eine grofe Anzahl moglicher Zentren vorgegeben, welche aus den
Positionen der Messpunkte, einer gleichmifBigen Verteilung im Raum oder einer Kombination beider
Ansitze generiert werden. Nach bestimmten Kriterien werden wenige Basisfunktionen ausgewdhlt, die
einerseits eine bestmogliche Approximation und andererseits eine stabile Losung ermdéglichen.

e In der additiven Variante startet man mit einer (willkiirlichen) Auswahl an Zentren und ergidnzt
weitere Basisfunktionen, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist oder alle Positionen verwendet
sind. Carr (2001) bezeichnet dies als Greedy-Algorithmus und modelliert so eine dreidimensionale,
gescannte Oberfliche. Als mogliche Zentren werden dabei die Messpunkte genutzt und die néichste
Basisfunktion wird an die Stelle der maximalen Restabweichung zwischen Approximation und
Daten platziert.

e In der Analyse von Schweredaten wird der additive Ansatz durch Wittwer (2009) fiir die sphéri-
schen radialen Basisfunktionen modifiziert und als ,,local refinement™ bezeichnet. Zunichst wird
ein grobes Gitter mit vorgegebenen Zentren und Formparametern verwendet und eine erste Losung
berechnet. Aus der Differenz zu den Beobachtungen erhélt man ein Residualfeld, wobei die Position
der grofiten Abweichung als Zentrum einer neuen Basis definiert wird. Bei festgehaltenen Positionen
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und Formparametern der ,.alten* Basisfunktionen wird die Form bzw. Tiefe der neuen Basis opti-
miert und anschlieend deren Skalierungsfaktor geschitzt. Nach der Subtraktion der Losung wer-
den die Schritte fiir das neue Residualfeld wiederholt, bis die gewiinschte Genauigkeit (oder ein
anderes Abbruchkriterium) erreicht wird.

e Die subtraktive Version nutzt eine Menge an vorgegebenen Basiszentren und eliminiert iterativ
diejenigen, die als nicht notwendig klassifiziert werden. Im DAND-Algorithmus (,,data-adaptive
network design®) von Klees (2008) wird so ein regionales Schwerefeld aus simulierten Beobach-
tungen mit verschiedenen Verteilungen der Basisfunktionen modelliert. Als Selektionskriterium
wird zunichst die Anzahl der Beobachtungen in der Umgebung eines Zentrums verwendet, wo-
bei Positionen mit zu wenig Informationen entfernt werden. Nach einer individuellen Anpassung
der Formparameter an das jeweilige Interessensgebiet einer Basis werden auflerdem alle Zentren
entfernt, deren Wirkung nicht signifikant zum Schwerefeldmodell beitrégt.

e Im hierarchischen Ansatz von du Toit (2008) werden fiir die hochste Auflosung alle Datenpunkte
als Zentren verwendet, fiir die einfacheren Approximationen des gescannten Objekts werden analog
zur subtraktiven Variante schrittweise Basisfunktionen entfernt, um das Ergebnis zu glitten.

4. Um die Anzahl der Parameter zu verringern und gleichzeitig die Losung zu verbessern, wird die Idee
der optimierten radialen Basisfunktionen entwickelt. Im Gegensatz zu den anderen Ansitzen werden
die Positionen der Basisfunktionen dabei nach ihrer ersten Bestimmung nicht festgehalten, sondern noch
iterativ korrigiert. Zur Losung des nichtlinearen Problems werden unter anderem die folgenden Methoden
vorgeschlagen:

e FEine der ersten geoditischen Arbeiten zu den optimierten radialen Basisfunktionen bildet die Dis-
sertation von Barthelmes (1986). In dieser werden die Ableitungen des damaligen Potentialmodells
GEM-10 bis Grad und Ordnung 20 fiir ca. 2600 Punkte auf der Kugel berechnet und ein Normalfeld
subtrahiert. In jeder Iteration werden die Storbeschleunigungen und deren Betrag fiir das aktuelle
Residualfeld in den Punkten berechnet. Die sphérischen Koordinaten der betragsmiBig grofiten
Beschleunigung werden zusammen mit einer empirisch bestimmten Tiefe als Startwerte fiir die
nichste Punktmasse verwendet und alle bisher erreichten Basisfunktionen bzgl. Positionen und
Massen nach der Methode der kleinsten Quadrate verbessert. AnschlieBend wird das Potential der
optimierten Basisfunktionen vom Signal subtrahiert und die Berechnung fiir weitere Punktmassen
wiederholt. Vor allem aus technischen Griinden wird der Algorithmus so modifiziert, dass nur die
Punktmassen und Beobachtungen in der Umgebung der aktuellen Werte beriicksichtigt werden.
Zuletzt werden die Massen und gegebenenfalls auch die Positionen in einer gemeinsamen Aus-
gleichung verbessert.

o In einer Studie von Keller (2007) werden die Positionen, die Skalierungen und die Formparameter
der radialen Basisfunktionen durch einen genetischen Algorithmus aus simulierten (residualen)
GRACE-Beobachtungen gemeinsam optimiert. Dabei wird aus einer Menge individueller Losungen
(,,Elterngeneration*) durch Selektion, Mutation, Kombination etc. jeweils eine neue Generation er-
zeugt und am Ende die beste Losung ausgewdhlt. Der genetische Algorithmus wird zusammen mit
einem einfachen Testszenario im Kapitel 7 behandelt.

e Chun-tao (2007) bestimmt die Zentren der Basisfunktionen in einem neuronalen Netzwerk durch
eine ,,ant colony optimization* (Ameisen-Kolonie-Optimierung). Es handelt sich dabei um eine Va-
riante der Schwarmintelligenz, bei der im Gegensatz zu den genetischen Algorithmen fiir jeden Ver-
such (,,Individuum®) ein ,,Gedichtnis* modelliert wird, welches die bisher beste individuelle oder
gemeinsame Losung beriicksichtigt. In der Optimierung geschieht dies, indem die Wahrscheinlich-
keit fiir eine Losung durch die vorangegangenen Versuche beeinflusst wird.

e Im Rahmen dieser Arbeit und den dabei entstandenen Veroffentlichungen (Antoni (2008, 2009a,b)
oder Weigelt (2010)) wird eine Variante der Methode der kleinsten Quadrate verwendet, um Position,
Skalierung und Formparameter der sphérischen radialen Basisfunktionen zu verbessern. Dazu wird
der Ansatz von Barthelmes (1986) fiir verschiedene Beobachtungstypen der geoditischen Satelliten-
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missionen weiterentwickelt und die dortigen Einschrinkungen bzgl. der Anzahl der optimierten
Basisfunktionen iiberwunden sowie deren Form an die Daten angepasst.

Analog zu den Positionen der Zentren konnen auch die Formparameter auf verschiedene Arten bestimmt wer-
den. Die einfachen Methoden basieren entweder auf einer rein empirischen Wahl oder auf der Geometrie der
Basisfunktionen und des Gebiets. In Sharifi (2006) werden fiir die geometrischen Ansétze unter anderem

2
? = (0.815\}53) 4.11)
2
? = <1.25Z> (4.12)

vorgeschlagen, wobei D den Durchmesser des Gebiets und B dessen gleichmiBige Unterteilung bzw. die An-

zahl der Basisfunktionen bezeichnet. Daneben wird fiir die Multiquadriken ¢y (p, cp) = 1/p? + cg ein Mittel
der Abstédnde p;i der Zentren

B
= B(Bl_l)zzpzk (4.13)

i=1 k=1

erwihnt. Das grundsétzliche Problem dieser Ansétze ist es, dass alle Funktionen den gleichen Formparameter
erhalten, unabhéngig von den Daten, der Verteilung oder der Wahl der Basisfunktionen. Eine Moglichkeit zur
Verbesserung bietet eine individuelle Anpassung an die rdumliche Verteilung, wobei fiir die Multiquadriken der
minimale Abstand zum nichsten Zentrum ¢, = min{p;; } empfohlen wird.

In der regionalen oder globalen Modellierung von Schwerefeldern werden noch weitere Ansitze verwendet,
die auf

e cinem Modell des gesuchten Feldes,
e dem Algorithmus,
e oder den Daten

basieren.

Eicker (2008) verwendet eine bekannte Abschitzung fiir das globale Schweresignal, um daraus das loka-
le Verhalten zu extrapolieren, was im Abschnitt 4.2.4 ndher erldutert wird. Zu den Algorithmus-basierten
Verfahren gehort insbesondere die Analyse durch Wavelets, in welcher die Form der Basisfunktionen durch
das Zusammenspiel der gewiinschten Auflosung (bzw. Skala) und der Waveletfunktion bereits festgelegt ist
(Schmidt, 2007).

Andererseits kann man bei einer ausreichender Anzahl an Daten — was fiir moderne Satellitenmissionen in der
Regel der Fall ist — auch die Formparameter durch ein nichtlineares Optimierungsverfahren aus den Beobach-
tungen bestimmen. So verwendet Sharifi (2006) einen genetischen Algorithmus, um die optimale Form fiir die
Basisfunktionen zu erhalten, mit denen die Daten auf eine konstante Orbithohe transformiert werden.

In den Arbeiten von Klees (2008), Tenzer (2008) oder Wittwer (2009) werden radiale Basisfunktionen ver-
wendet, deren Formparameter in eine Tiefe unterhalb der Erdoberfliche umrechenbar ist. Dies fiihrt zu einer
Einschriankung der zuldssigen Werte, welche durch eine ,,General Cross Validation* (GCV) aus den Daten be-
stimmt werden. In diesem Verfahren werden in jedem Schritt einzelne Beobachtungen als Kontrollpunkte aus
der Analyse ausgenommen und deren Wert aus den anderen Messungen und verschiedenen Formparametern
geschitzt. AnschlieBend wihlt man fiir die neue Basis den Formparameter, der die kleinste Abweichung in den
Kontrollpunkten erzeugt.

Bei festgehaltenen Formparametern ¢ = (cq, o, . . ., ¢p) fithren die Methoden 1—3 der Zentrenbestimmung auf
ein lineares Gleichungssystem (4.7), dessen stabile Losung im Wesentlichen von der Matrix A abhingt. Werden
dagegen Formparameter oder Positionen aus den Daten optimiert, so erhélt man ein nichtlineares Problem,
dessen Losung zusammen mit einigen der erwihnten Optimierungsmethoden im Kapitel 7 naher behandelt
wird.
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4.2. Spharische radiale Basisfunktionen

In dieser Arbeit soll die Idee der optimierten radialen Basisfunktionen auf globale oder regionale Schwere-
funktionale angewendet werden, wobei die Skalierung, die Position und die Form jeder Basis als Unbekannte
betrachtet werden. Da die Erde ndherungsweise die Gestalt einer Kugel aufweist, nutzt man fiir die Approxi-
mation sphirische radiale Basisfunktionen. Um den Unterschied zu verdeutlichen, werden diese zunichst
durch )3 notiert, wobei durch die andere Bezeichnung und die Verwendung von sphirischen Koordinaten die
zusitzliche Angabe ,,sphirisch* entfallen kann.

Gemidss ihrer Definition hingen die Funktionswerte einer radialen Basisfunktion im wesentlichen vom sphiri-
schen Abstand zwischen dem Berechnungspunkt (\, ) und einem Basiszentrum (), 1), nicht aber von der
absoluten Lage der Punkte ab. Um eine allgemeine Darstellung herzuleiten, beginnt man mit einer Funktion
¥p(1?), deren Zentrum mit dem (Nord-)Pol des Koordinatensystems zusammenfillt, so dass die Abhéngigkeit
der Werte von der Linge A entfillt. Aufgrund der Symmetrie lassen sich diese Funktionen zum Beispiel durch
zonale Kugelflichenfunktionen i}mo (A, ) oder (unnormierte) Legendrepolynome P, (cos ) mit der Synthese-
formel

Up(9) =Y op(n) Pa(cos v) (4.14)
n=0

darstellen'. Alternativ kann man die radiale Basisfunktion auch als eine eindimensionale Funktion — in Form
einer Reihenentwicklung (3.10) nach Legendrepolynomen — betrachten, welche um die €.—3-Achse rotiert wird.
Ist die Funktion auf der Kugeloberfldche bekannt, so lassen sich die Legendre-Koeffizienten durch die Analyse-
formel

™
2 1
op(n) = n2—i— /wb(ﬁ)Pn(cos ) sin ¥d¢ neN (4.15)
0
berechnen. Haufig wird der Term 2"2—“ oder Varianten desselben als ein Faktor &,, in der Syntheseformel (4.14)

angebracht, was auf die alternative Darstellung

Yo(9) =Y _ &nop(n) Po(cos ¥) (4.16)
n=0

der radialen Basisfunktionen fiihrt (vgl. z.B. Windheuser (1995), Kusche (2002), Schmidt (2007), Tenzer (2008)
oder Eicker (2008)).

In der Modellierung durch radiale Basisfunktionen wird meistens auf die Anwendung der Analyseformel ver-
zichtet. Stattdessen wird ein einfaches mathematisches Modell fiir die Legendre-Koeffizienten o, (n) gewihlt,
welches seinerseits von einem skalaren (oder vektoriellen) Formparameter oy, je Basis abhéngt. Einige Modelle
werden im Abschnitt 4.2.4 niher erliutert.

Die lokalisierende Eigenschaft einer sphérischen Basisfunktion ldsst sich am einfachsten durch die Unter-
suchung ihrer Legendre-Koeffizienten beschreiben. Je grofer die Betrige der Koeffizienten fiir die niedrigen
Werte von n im Vergleich zu den anderen sind, desto breiter wird die Basis, was zu einer schlechteren Analyse
lokaler Details fiithrt (Wittwer, 2009).

4.2.1. Rotation der Basisfunktion

Um mit den radialen Basisfunktionen ein Signal f(\,?) auf der Einheitskugel darzustellen, miissen diese
fiir die Linearkombination (4.1) an verschiedene Positionen rotiert werden. Dazu wendet man den Operator

'Fiir spezielle Basisfunktionen existieren auch effizientere Formeln ohne Reihenentwicklungen (vgl. z.B. Tenzer (2008), Wittwer
(2009)), die hier nicht ndher behandelt werden.



4.2. Sphérische radiale Basisfunktionen 63

£A(\p, Jp) auf eine einzelne Basis an, der das neue Zentrum an die Stelle (\y, 9;) transformiert?.

()\baﬁb){¢b( )} (Abﬂ%){zab( )P COW} Zab Py (cos wy). (4.17)

n=0

Die Transformation betrifft dabei nur das Argument der Legendrepolynome, welches durch den Kosinus des
sphirischen Abstands o, zwischen dem Zentrum Zz, der Basis und einem Berechnungspunkt © = %H er-
setzt wird. Der Wert von cos wy, ergibt sich mit den Mitteln der linearen Algebra aus dem Skalarprodukt der
Einheitsvektoren. Verwendet man erdfeste Koordinaten, so kann das Basiszentrum durch zwei Rotationen des
Einheitsvektors €.—3 = (0,0,1) dargestellt werden:

sin 9y cos Ay
zp = Ra(Up)R3(Ap)ee=g = | sintpsin Ny | . (4.18)
cos Uy

Fiir den Berechnungspunkt gilt dagegen in sphirischen bzw. kartesischen Koordinaten
T = || 7 (:cl, T9, azg)T = (sinv cos A, sin 9 sin A, cos ﬂ)T, (4.19)

so dass das Argument der Legendrepolynome durch

coswp = (T, Ra(9p)Ra(Ap)€e=s) = (T, Zp) = cos Ap sin ﬁb— + sin Ay sin 191,— + cos 195,

1zl 1zl |Z H
= sin ¥y sin ¥ cos(A — N\p) + cos ¥y, cos ¢ (4.20)

gegeben ist. Jede rotierte radiale Basisfunktion lédsst sich somit durch

R(Ap, Up) {1/15,( )} Z op(n) Py, (coswp)= Z op(n) Py (sin 9y sin ¥ cos(A — Ap) + cos 9y cos )
n=0
4.21)

darstellen, wobei (A, ) den Berechnungspunkt und (A, ¥;) das Basiszentrum in erdfesten Koordinaten be-
zeichnet.

Andererseits ist das Skalarprodukt von zwei Vektoren invariant gegeniiber orthogonalen Transformationen und
es gilt fiir eine beliebige Rotationsmatrix R

cos @y = (7, Ra () Rs(No)es) = (RZ, RRo(05)Rs(\p)Cors) - 4.22)

Die Berechnung nach der Formel (4.21) kann somit auch in anderen Koordinatensystemen durchgefiihrt wer-
den, wobei insbesondere fiir Orbitintegrationen das inertiale System zu erwéhnen ist. In der Regel sind nach der
Transformation sowohl die Koordinaten der Basiszentren als auch die Berechnungspunkte zeitabhiingig, zumal
sich letztere in dieser Arbeit oft aus den Positionen eines Satelliten ergeben.

Eher von theoretischem Interesse ist die Wahl von

R = (R2(9)R3 (M)~ = Ra(=\p)Ra(—),

was es ermoglicht, die Zentren aller Basisfunktionen am Pol zu belassen und dafiir die Berechnungspunkte in
gedrehten Systemen zu betrachten. Geometrisch wird dadurch fiir jede Basis am Pol eine eigene rotierte Bahn
der Beobachtungspunkte (bzw. ein eigener fiktiver Satellit) eingefiihrt, was fiir lingere Zeitreihen unbrauchbar
erscheint.

’Die dritte Drehung éndert aufgrund der Symmetrie der radialen Basisfunktion nichts an den Funktionswerten, weshalb ohne Ein-
schriankung v = 0 gesetzt werden kann.
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4.2.2. Potential im AuBenraum

Da in der Geodaisie die Messungen nicht auf einer Einheitskugel stattfinden, ist der Abstand auf die Dimension
der Erde (mit dem Radius R) zu skalieren und die radiale Basisfunktion nach auflen (oder innen) fortzu-
setzen. Fiir eine eindeutige Losung im AuBenraum mit » > R fordert man in der Geodisie, dass die Basis-
funktionen dort harmonisch sind und somit die Laplacegleichung erfiillen. Um dies zu ermoglichen, wird
analog zur sphirisch-harmonischen Synthese aus dem Abschnitt 3.1.2 die Basisfunktion um den Dampfungs-
term (R/r)"*! erginzt:

n+1
/\{ﬁ()\b,ﬁb {4y (0 } Zab <R) Py (cos ). (4.23)
r>R

Eine beliebige harmonische Funktion — wie zum Beispiel das residuale Potential 67" — wird anschlieSend durch
die Linearkombination

0T = /\ {Zabﬁ (Aps Up) {10p (¥ } an ( > op(n) Py (cos wp) (4.24)
r>R \ b=1 n=0
modelliert, wobei die Gewichte a; in einen Skalierungsfaktor 7, und den Vorfaktor M des Zentralfeldes

aufgespalten werden.
Beschrinkt man sich aus technischen Griinden auf eine endliche Summation mit den Elementen

ne {ng,no+1,...,N}

und bezeichnet die Berechnungspunkte im erdfesten System durch Z, so erhélt man die ,,Potentialfunktion*

GM R\"

Uy (Ze, o) = Mo~ Z <T> ob(n) Py (cos mp) (4.25)
n=ng

einer Basis im Orbit. Der Term ¢, = {\y, 9y, 05, M5 } beschreibt — im Widerspruch zu der fritheren Definition —

die (freien) Parameter der radialen Basisfunktion. Aufgrund der angestrebten gemeinsamen Optimierung von

Position, Form und GroBe je Basis wird hier der Skalierungsfaktor 7, als Teil der Potentialfunktion betrachtet,

was zu der Darstellung

0T = Wy (&e, 1)) (4.26)
des Residualpotentials fiihrt.

4.2.3. Analyse der Radialen Basisfunktionen

In manchen Anwendungen ist eine Darstellung der Basisfunktionen durch eine Linearkombination von Kugel-
flachenfunktionen wiinschenswert. Dies trifft unter anderem fiir die Orbitintegration {iber das kombinierte
Schwerefeld aus Referenz- und Residualmodell zu, fiir welche man die Beschleunigungen (also den Gradi-
enten des Potentials) und gegebenenfalls die Matrix der zweiten Ableitungen der beiden Komponenten des
Potentialmodells bendtigt. Anstelle zusitzlicher partieller Ableitungen zerlegt man die Basis in ihre Koeffizi-
enten und verwendet die Standardroutinen fiir die Summe der Felder. Um die Addition zu ermoglichen, muss
man die radiale Basisfunktion W (Z, ;) durch eine Linearkombination von Kugelflichenfunktionen in der
reellen Normierung darstellen

N n n+1
Uy (Ze, tp) = Z Z < ) P (cosv) ( am (V) sinmA + Co (1) cos m)\) 4.27)
m=0

n=0
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wobei die Koeffizienten ( am (Vs), Crum (T/Jb)) von den Basisparametern abhingen. Die klassische Bestimmung
der sphirisch-harmonischen Koeffizienten erfordert nach dem Abschnitt 3.1.4 eine Fortsetzung nach unten auf
die Kugeloberfliche

0, <Ri;e, z/zb> = Z Z Pm(cos?) nm(¢b) sinmA + Cm (p) cos m/\)

n=0m=0
sowie die Auswertung der Analyseformeln

2w

Som (W) = GM pp / / (Rxe , ¢b) m(cos¥) sin mA sin 9ddd A

(4.28)

2w

Crum(¥p) = GM g / / < =, ¢b> Pm(cos ) cosm sin 9didA.

Im Allgemeinen sind Integrale iiber die Kugeloberfldche nicht geschlossen 16sbar und erfordern eine sorgfiltige
Wahl der Berechnungspunkte fiir eine nummerische Integration.
Fiir radiale Basisfunktionen kann dagegen auf die Integration verzichtet werden, da sich die Koeffizienten
durch das Additionstheorem (3.37) der Legendrepolynome herleiten lassen (Wittwer, 2009). Setzt man das
Additionstheorem in das Potential einer Basis ein, so erhilt man

n+1
ww =n Y 3 (5) ot Pufoos ) =

n=ng

oM L R\
=% <T> nyop(n) 4.29)

n=ng

1 == —

v E P (cos9) Py (cos 9y ) [cos mAp cos mA + sinmAp sin mA].
n

m=0

Ein Vergleich liefert fiir die Grade ng < n < N die sphirisch-harmonischen Koeffizienten

_ 1
Snm(¥) = mop(n) o+ 1

— 1
Com () = mop(n) o+ 1

Prm(cosdy) sinm,
(4.30)

P (cosdy) cos my.

Mit diesen Formeln lésst sich jede radiale Basisfunktion ohne eine Integration in eine Linearkombination
sphirisch-harmonischer Funktionen zerlegen, deren Koeffizienten von den Parametern ¢, = {1y, Ap, Jp, 03 }
abhingen. Falls die Parameter der radialen Basisfunktionen aus einer Analyse regionaler Daten bestimmt wer-
den, sollten auch deren sphirisch-harmonische Koeffizienten {C',, (1), Snm (1)} nur fiir dieses Gebiet ein-
gesetzt werden, um eine globale Verdnderung des Schwerefeldmodells — durch langsam abklingende Basis-
funktionen — zu vermeiden!

4.2.4. Modelle der Legendre-Koeffizienten

Die Formeln (4.21) bzw. (4.25) beschreiben alle radialen Basisfunktionen auf der Kugel und im AuBenraum.
Die sphirischen radialen Basisfunktionen beinhalten insbesondere

e die Punktmassen bzw. eine nummerische Approximation derselben,
e die sphirischen Wavelets

e und die harmonischen Splines auf der Kugel.
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Die Unterscheidung dieser Funktionen beruht vor allem auf den Legendre-Koeffizienten op,(n) — die ihrerseits
aus einem oder mehreren Formparametern oy, je Basis berechnet werden — und zum Teil auch auf der Auswerte-
methode.

In der Regel betrachtet man Approximationsprobleme innerhalb eines linearen Vektorraums, der durch die
Existenz eines Skalarprodukts zu einem Pré-Hilbertraum wird. Um ein endliches Skalarprodukt zu erhalten,
ist es notwendig, sich auf die quadratisch-integrierbaren Funktionen zu beschrianken. Eine (unrotierte) radiale
Basisfunktion muss dann auf der Kugeloberfliche die Bedingung

T 27

/ / (p(19))? sin ¥dAdY < oo 4.31)
0 0

erfiillen. Ersetzt man die Basis durch ihre Reihendarstellung (4.14) und vertauscht die Reihenfolge von Sum-
mation und Integration, so erhilt man unter Beriicksichtigung der Orthogonalitét (3.9) eine Bedingung fiir die
Summe der Legendre-Koeffizienten:

T 27 T 00 2
/ / Yp(9)? sin 9dAdY = 27 / (Z ab(n)Pn(cos0)> sin 9dy =
0

0 0 n=0
T

o] oo
. 2
=2 Z op%(n) / (P, (cos ¥))*sin9¥dd) = 27 Z op?(n) - o T 1 < oo. (4.32)
n=0 0 n=0
Tsai (2006) verwendet noch zwei (strengere) Forderungen
op(n) >0 (4.33)
oo
> oy(n) < o0, (4.34)
n=0

die von den meisten der hier behandelten radialen Basisfunktionen ebenfalls erfiillt werden.

Der Vorteil der letztgenannten Forderungen ist es, dass diese den maximalen Wert im Basiszentrum mit dem
sphérischen Abstand w;, = wyp(Ap, ¥, Ze) = 0 garantieren. Da die Legendrepolynome im Intervall ¢, € [—1, 1]
bzw. w € [0, 7] durch die Werte —1 < P, (..) < 1 beschrinkt sind, folgt fiir o5(n) > 0 zunichst:

(4.34)

sup {Zab(n)Pn(cos wb)} < Z op(n)sup { P, (cos @) } < Zab(n) < o0, (4.35)
n=0 n=0 n=0

weshalb auch die Funktionswerte der radialen Basisfunktionen endlich sind. Auferdem erreichen die Legendre-
polynome ihre extremen Funktionswerte nur an den Intervallgrenzen mit

P,(1) = Py(cos0) =1
P,(=1) = Py(cosm) = (—1)",

so dass der Maximalwert der Basisfunktionen stets im Zentrum mit wp = 0 angenommen wird.

In der Abbildung 4.3 sind einige radiale Basisfunktionen auf der Kugel fiir die Entwicklungsgrade ng = 0
bis N = 100 mit dem Basiszentrum \, = 9, = 0 dargestellt, die im Folgenden diskutiert werden. Fiir einen
besseren Vergleich sind die maximalen Funktionswerte jeweils durch eine Division mit dem Maximalwert (an
der Stelle ¥ = 0) normiert

100

porm _ op(n cos
v () = WO); (1) Pr(cos )

und die Farbskala ist so modifiziert, dass insbesondere der Vorzeichenwechsel deutlich wird.
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‘ L]

4

(@) o1(n) = 0.99" (b) o2(n) = 0.90"

-

(©) os(n) = 2241/0.02n exp(—0.01n) () 04(n) = Zyr firn >0
| | : : T
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Abbildung 4.3.: Beispiele fiir spharische radiale Basisfunktionen auf der Einheitskugel mit den angegebenen
Legendre-Koeffizienten und einer Reihenentwicklung von ng = 0 bis N = 100. Fiir einen
besseren Vergleich werden die Funktionswerte durch eine Division mit dem Maximalwert (an
der Stelle ¢ = 0) normiert
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Punktmassen

Betrachtet man einen punktférmigen ,,Storkorper* in der Position 7p und mit der Masse m,, = (M), so kann
dessen Wirkung in jedem Punkt 7 # 7p durch ein Potential Vj(7) beschrieben werden. Das Potential ldsst
sich — unter der Voraussetzung r = ||7]| > ||¥p|| = rp — analog zu der Gleichung (3.6) in einer Reihe von
Legendrepolynomen entwickeln:

GMn, GM &
= u

Vo(F) = 3 (%P)n Pu(coswy), firr > rp. (4.36)
n=0

I7=7pl

Liegt der Ursprung des Koordinatensystems im Massenzentrum der Erde und die Stormasse innerhalb der
Kugel mit dem Radius R, so kann deren Entfernung vom Ursprung durch einen Faktor 0 < o3, < 1 dargestellt
werden:

rp =0y R. (4.37)

Setzt man dies in die Reihendarstellung ein und erweitert mit £, so erhlt man

GM N (opR\" > [o}R" R
il ngzo ( " > (coswp) = GMmny ngzo ( ] > (cos wp)

GM oo " R n+1
= RWbﬂZIOUb (r) P, (coswp). (4.38)

V() =

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Potentialfunktion Wy, (%, 1) in der Darstellung (4.25), so erkennt man
die Legendre-Koeffizienten
op(n) = oy (4.39)

Wihlt man neben dem skalaren Formparameter 0 < 03, < 1 noch die Summationsgrenzen ng = 0 und den
Grenzwert N — 00, so entsteht eine Approximation des Potentials einer Punktmasse:

N

. G M . GM R\ ) .
Vo(7) = el ]\}linoo anr;) <r> oy Pr(cosmy) = J&inw Wy (Ze, tp). (4.40)

Fiir diese Art der Basisfunktionen kann der skalare Wert o, auch als Tiefe unter der Erdoberflache interpretiert
werden.

Aus den Abbildungen 4.3(a) und 4.3(b) auf der Kugeloberflache und dem eindimensionalen Schnitt in Grafik
4.4 ist ersichtlich, dass die Basisfunktionen fiir gro3ere Werte von o3, schmiler und damit besser lokalisierend
werden. Fiir die Analyse eines regionalen Feldes scheint es sinnvoll, die untere Grenze des Parameters besser
abzuschitzen, da bereits durch die Wahl o, = 0.9 sehr breite Strukturen entstehen, die erst in einem sphérischen
Abstand von ca. 15° auf die Hilfte des Funktionswertes im Zentrum abklingen.

Andererseits bewirkt eine Erhohung des maximalen Entwicklungsgrades N von 90 auf 150 in der Summation
nur eine kleine Anderung der Form, die sich vor allem an der oberen Grenze des Parameters (o;, — 1) bemerk-
bar macht. Aus nummerischen Griinden zeigen diese Basisfunktionen bereits erste Schwingungen, was nach
der Theorie erst fiir fiir o, > 1 auftreten sollte.

Wavelets

In der (sphirischen) Wavelettransformation analysiert man ein Signal f(\,d) auf der Kugeloberfliche durch
eine rotierte und gestreckte Version x,, z(A, ) eines ,,Mutterwavelets* x(\, 1), mit dem Dilatationsparameter /
und der Rotation K. Die kontinuierliche Transformation wird durch das Integral

W, R) = / / FOLD) X (A, @) sin 9dddA .41

0 —m
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Radiale Basisfunktion mit verschiedenen Formparametern
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Abbildung 4.4.: Eindimensionale Darstellung der radialen Basisfunktionen fiir die Legendre-Koeffizienten
a(n) € {0.90™,0.95™,0.99™} und die maximalen Entwicklungsgrade N € {90, 150}

realisiert. Beschrinkt man sich auf die symmetrischen Waveletfunktionen, so konnen diese analog zu der Glei-
chung (4.14) als rotierte, radiale Basisfunktionen

Xpu,& = R(Ap, U5, 0 {ZO’X (n,p)P, Cosﬁ)} (4.42)

dargestellt werden, wobei die Legendre-Koeffizienten oX(n, ) von dem kontinuierlichen Dilatationsparameter
0 < @ < oo abhéngen. Fiir die Eigenschaften der Wavelets spielt deren Position auf der Kugel keine Rolle,
weshalb bei der folgenden Untersuchung auf die Rotation und auch den Index £ verzichtet wird.

Integriert man das Produkt einer nicht-rotierten Waveletfunktion mit den Legendrepolynomen P, (..) auf der
gesamten Kugeloberfliche — was bis auf die Normierung einer Analyse des Wavelets in sphirisch-harmonische
Koeffizienten mit der Ordnung m = 0 entspricht —, so entféllt in dieser Lage die Abhingigkeit von der Linge .
Fiir eine Waveletfunktion x,(¥) = x,,&(A, V) ergeben sich daher die Koeffizienten

2r 1
//Xu (cos ) sin ¥dddA el or / X (€)Pr(¢)dC. (4.43)
-1
Diese miissen nach Windheuser (1995) mindestens die beiden Forderungen
Xu(0) =0 fiir0 < p < oo, (4.44)
r A 2 dp 1
(Xu(n)) ” =1 VneN (4.45)
0

erfiillen, wobei fiir die inverse Transformation noch weitere Bedingungen erforderlich sind. Aus der Forderung
(4.44) erklirt sich die Bezeichnung als ,,kleine Welle*, da mit dem Integral

1
(0) = 2r / Q) Po(€)d¢ £ 0 (4.46)
e
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der Mittelwert der Waveletfunktion x,(¢) im Intervall ¢ € [—1, 1] verschwinden muss (Schmidt, 2001). Nutzt
man eine nicht-rotierte radiale Basisfunktion auf der Einheitskugel als Mutterwavelet, so lassen sich in der
Berechnung der Koeffizienten Integration und Summation vertauschen:

1 0o 00 1
) =2m [ (Z aX<n,u>Pn<<>> Po(OU = Y oX(mppzr [ PUOPoC. @a)
1 \n=0 n=0 el

Durch die Orthogonalitit (3.9) der Legendrepolynome entfallen alle Integrale mit n # n’. Fiir die Bedingung
(4.44) liefert diese Formel

1
(0) = 0X(0, )2 / Po(¢)Po(¢)d¢ + 0, (4.48)

-1

weshalb fiir alle sphirischen Waveletfunktionen der Wert der Legendre-Koeffizienten fiir n = 0 den Wert Null
annehmen muss:

0 n=0
_ 4.4
7(n) {Ux(n,u) n > 0. 449

Wenn man die erste Bedingung in die zweite Forderung (4.45) einsetzt, ergibt sich ein Widerspruch

LooA n2d7'u _ooA Qdﬁ
1—0/<xﬂ< g 0—0/<xu<o>> 2,

n= =0
weshalb nicht beide fiir den Grad n = 0 gelten konnen.

Damit das Integral fiir n > 0 einen endlichen Wert annimmt, muss auerdem der Grenzwert des Integranden

o G’

(4.50)
p—0 M

beschrinkt sein. Dies impliziert fiir den Dilatationsparameter ; an der untere Grenze die zusétzliche Forderung

lim Xu(n) = 0. 4.51)

In Windheuser (1995) werden als typische Basisfunktionen zur kontinuierlichen Analyse das Abel-Poisson-
Wavelet mit den Legendre-Koeffizienten

_2n+1

o (n, ) = =—/2unexp(-np) (4.52)
oder das GauB3-Weierstra3-Wavelet mit
2n + 1
oW (n, 1) = 22 2pn(n + 1) exp(—n(n + 1)) (4.53)

47

vorgestellt. Die erstgenannte Funktion ist in der Grafik 4.3(c) auf Seite 67 visualisiert, wobei die Wavelet-
bedingungen fiir die Oszillationen der positiven und negativen Werte verantwortlich sind, deren Verteilung
durch den Dilatationsparameter (hier: ;1 = 0.01) gesteuert wird.

Fiir die nummerische Umsetzung muss die kontinuierliche Transformation modifiziert werden, was nach Wind-
heuser (1995) durch die Diskretisierung der Skala i, die Sphérische Multiresolutionsanalyse oder die sphiri-
sche D-Wavelettransformation erfolgt. In den drei Varianten spielt neben der Waveletfunktion auch die soge-
nannte Skalierungsfunktion eine wichtige Rolle, welche die Symmetrien der jeweiligen Waveletfunktion iiber-
nimmt. Die Waveletanalyse kann als eine Zerlegung in Detailsignale und eine geglittete Version der Daten
betrachtet werden.
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Splines und reproduzierende Kerne

Neben radialen Basisfunktionen werden oft auch sogenannte Splines verwendet, um eine moglichst glatte
Approximation der Messdaten in den Positionen Z, mit £ = 1,2,..., L zu erzeugen. Weit verbreitet sind
dabei die Basis-Splines q@b, welche nur in einem begrenzten Gebiet deutlich von Null verschieden sind. Im
Allgemeinen sind Splines nicht rotationssymmetrisch zu einem Zentrum, was wéhrend der Herleitung durch
die Notation mit der Tilde betont werden soll. Analog zu den radialen Basisfunktionen wird die gesuchte Flidche
durch eine Linearkombination approximiert, deren Koeffizienten aus dem Gleichungssystem

~ fs() Zam () (4.54)

zu bestimmen sind. Eine glatte Losung wird erreicht, indem man die Approximationsbedingung (4.8) fur die
Bestimmung der Funktion fg modifiziert:

L
fo={F:D Rl T Y f@@)? +&J() — min ). (455)

(=1

2

B ~
=||ye— > avdp(Te)

Der zweite Term enthélt einen zusitzlichen Parameter £ zur Gewichtung und das Integral der quadrierten k-ten

Ableitung?
; ¢ Fs(x)\’
J(fs) ::/( ey ) dz, (4.56)

wodurch in der Minimierung (4.55) ein MaB fiir die ,,Kriimmung* beriicksichtigt wird (Wahba, 1981, 1984,
Schwarz, 2006, Eicker, 2008).

Nach einer Zusammenstellung von Jekeli (2005) konnen Splines auf der Kugel durch regionale oder globale
Basisfunktionen realisiert werden, wobei erstere nur in einem Teilgebiet und letztere auf der ganzen Oberfliche
definiert sind. Die globalen Basisfunktionen tendieren in der Regel auB3erhalb eines gewissen ,,Einflussbereichs*
moglichst rasch gegen Null, um eine lokale Anpassung an die Daten zu vereinfachen.

Die Grundidee der globalen Splines ist es, das Integral (4.56) auf der Kugeloberfldche fiir £ > 1 durch

N

™

O

i ( N ) sin ¥dydA k gerade
0
J(fs) = (4.57)

2m ™
ff(a,\{A(k Y /2f}> - (&9{Ak 1/2f}> sinddd\  k ungerade
00

zu ersetzen (Wahba, 1981), auch wenn dadurch streng genommen nicht mehr ein Maf fiir die Kriimmung
minimiert wird. Dabei bezeichnet

2
Amgfzs,laf—F 1 a{s af} (3.14)

in29 OX2  sind Y 09

den bekannten Laplace-Beltrami-Operator auf der Kugeloberfliche, welcher fiir £ > 1 iterativ auf die Funktion
f anzuwenden ist. Die Berechnung kann nach Wahba (1981, 1984) im Spektralbereich vereinfacht werden, da
sich das Integral durch die Doppelsumme

Z Z Foum (4.58)

n=1 m*—n

3Die urspriingliche praktische Anwendung der Splines als biegsame ,,Lineale* im Schiffsbau basiert auf der Minimierung der Gesamt-
energie, was der Ableitung fiir k = 2 entspricht.
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mit den sphirisch-harmonischen Koeffizienten*

—+ {Cn,m m >0

=<{_ 4.59
fnm Sn,\m\ m <0 ( )

und den nicht-negativen Zahlen A, realisieren ldsst. Aus dem iterierten Differentialoperator folgt zunichst,
dass das Integral (4.57) durch die Wahl

1
AN = ———= 4.60
minimiert wird. Aus den Werten A,,,,, lassen sich — bis auf die Skalierung — die Legendre-Koeffizienten
() {o fiirn = 0 o)
0b\M) =N 1 2nt1 " .
EW fiir n > 1, k eN

ableiten. Da diese nicht von der Ordnung m abhingen, erhélt man wieder eine radial-symmetrische Basis-
funktion

oo
== 33 e 4.62)
als globale Splinefunktion auf der Kugeloberfliche (Wahba, 1981).

In der Abbildung 4.3(d) wird die normierte Splinefunktion fiir £ = 1 visualisiert. Im Gegensatz zu den Punkt-
massenmodellen erkennt man hier eine Aufteilung in einen positiven und einen negativen Bereich auf der
Kugel, allerdings ohne die Oszillationen der Waveletfunktionen.

In Jekeli (2005) oder Eicker (2008) wird dieser Ansatz weiter generalisiert, indem man eine beliebige (reelle)
Folge A2 # 0 verwendet und die Splines iiber reproduzierende Kerne in einem Hilbertraum H(A,,) defi-
niert. Dazu betrachtet man die konvergenten Reihenentwicklungen der Funktionen

F=305" FanYum(A9)

n=0n=—m

g = Z Z gnminm A 19)

n=0n=—m

und definiert durch die Vorschrift

m=—n
ein gewichtetes Skalarprodukt. Zu den Koeffizienten A?L existiert eine zugehorige radiale Basisfunktion
o0
2n+1
bt (N 0) =) —a P, (cosw(X, 9, Ap, 0p)), (4.64)
n=0. n_
=0op(n)

die in diesem Zusammenhang auch als reproduzierender Kern bezeichnet wird. Die reproduzierende Eigen-
schaft l4sst sich nachweisen, indem man das Additionstheorem (3.37) der Legendrefunktionen (in der reellen
Normierung) in die Darstellung der Basis einsetzt:

> 2m+1 2 +1
wan()‘aﬁ) = Z T_Pn(COSw(A719,)\b7i9b)) = A?L <2TL +1 Z Ynm )‘bar&b) ()"19)>:

n=0 n n=0

—Z Z Y nim Moy 95)Y i (N, 9).

n= Omf—n

(4.65)

*Der Grad n = 0 wird in den Artikeln weitgehend ausgeklammert, da dieser letztendlich nur einen Mittelwert der Funktion beschreibt.
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Verwendet man diese Formel innerhalb des gewichteten Skalarprodukts (4.63), so folgt daraus

(f, ¢bA”>H(An) =>4 > ?:m%?nm()‘buﬁb)zz > T Y (N, 90) = f(Np, 9).
n=0 n

m=—n n=0m=-—n

Jede Splinefunktion ergibt sich dabei durch eine Linearkombination reproduzierender Kerne

B
FsO0) = app™ (A, 9) (4.66)
b=1

mit den Zentren (), ), wobei weitere Details der Arbeit von Eicker (2008) zu entnehmen sind.

In der Analyse des Schwerefeldes wird der Ansatz dort anschlieBend wieder spezifiziert, indem man ein &hn-
liches Verhalten fiir den globalen und den residualen Anteil des Feldes fordert. Modelliert man das globale
Feld durch eine sphérisch-harmonische Synthese, so ldsst sich der Signalgehalt im Spektralbereich durch die
Gradvarianzen

2=+ C) (4.67)

m=0

beschreiben. In der Analyse des vollstindigen Signals kann die GroBenordnung z.B. durch die empirische
Kaula-Regel

10710

921 =1.6 3

(4.68)
abgeschiitzt werden, wihrend in der residualen Analyse die Gradvarianzen aus den formalen Fehlern der
sphérisch-harmonischen Koeffizienten berechnet werden (Kaula, 2000, Eicker, 2008). Daraus wird in Eicker
(2008, S. 31) die harmonische Splinefunktion

§ - §
P (N 0) = Z V2n + 1\/E (V2n + 1Py (coswy)) = Z V2n+1-¢,-P,(costyp) (4.69)
n=2 n=2

hergeleitet’, wobei fiir Gradvarianzen des vollstindigen Schweresignals aus der Kaula-Regel die Abschiitzung

2 -5
| <2 10
~ + 4.70
2n+1 n? (4.70)
genutzt werden kann (Kaula, 2000).

Sowohl in der Definition durch den iterierten Laplace-Beltrami-Operator als auch in der Version der reproduzie-
renden Kerne werden zur Berechnung der (globalen) sphirischen Splines nur Basisfunktionen mit identischer
Form verwendet, deren Legendre-Koeffizienten durch die Werte A, bzw. die Folge A2 eindeutig festgelegt
sind. Da dies der beabsichtigten Optimierung der Formparameter zuwiderlduft, werden diese Ansétze hier nicht
weiter behandelt.

Optimierte Formparameter

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die Parameter der Basisfunktionen optimal an die Daten anzupassen, wobei eine
identische oder eine individuelle Form aller Funktionen mdglich ist. Aufgrund der einfachen und differenzier-
baren Formel und der Interpretation als approximierte Punktmasse werden fiir die Optimierung oft die Legendre-
Koeffizienten oy (n) = (03)™ gewihlt. Da eine regionale Verbesserung des Schwerefeldes angestrebt wird, soll-
ten die Basisfunktionen gut lokalisierend sein, weshalb man den Formparameter auf das Intervall 0.9 < o, < 1
einschrinken kann.

>Diese Darstellung unterscheidet sich von der originalen Arbeit durch einen Faktor v/2n + 1, da die Basisfunktionen hier durch
unnormierte Legendrepolynome beschrieben werden.
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Radiale Basisfunktion (N=120,6=0.95)
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Abbildung 4.5.: Eindimensionale Darstellung der radialen Basisfunktionen fiir die Legendre-Koeffizienten
o(n) = 0.95" mit dem maximalen Grad N = 120 fiir verschiedene minimale Grade
no € {0, 20, 40,60}

Um nach einer Analyse in sphirisch-harmonische Koeffizienten und der Addition zum Referenzfeld TV die
Gesamtmasse, den Schwerpunkt und die Trigheitsmomente des Erdmodells (Grad n = 0,1, 2 des Modells)
nicht zu beeinflussen, liegt es nahe, die Reihenentwicklung der Basisfunktionen erst ab dem Grad ng = 3 zu
beginnen. Andererseits wird durch ein Referenzfeld ein langwelliger Anteil bis zum Grad N aus den Daten
subtrahiert, weshalb ein groferer minimaler Grad ng sinnvoll ist, der jedoch bisher nur empirisch festgelegt
wird. Insgesamt erhilt man aus diesen Uberlegungen das erweiterte exponentielle Modell

op(n) :{ b - - 4.71)

welches im Folgenden fiir die Legendre-Koeffizienten verwendet wird. Diese Festsetzung erfiillt fiir ng > 0
die Waveletbedingung (4.49), allerdings wird die Wavelettransformation mittels Rotation und Dilatation durch
eine Optimierung der Zentren und der Form der Basisfunktionen ersetzt.

Die Wirkung einer beidseitigen Beschrinkung der Reihenentwicklung durch einen minimalen und maximalen
Entwicklungsgrad (ng, V) ist in den Grafiken 4.5 und 4.6 fiir die Legendre-Koeffizienen oy, (n) = 0.95" und
verschiedene Werte von ng gezeigt. Mit zunehmendem Grad ng wird das erste Maximum im Zentrum besser
lokalisierend, allerdings treten jeweils zusétzliche Extremwerte auf, deren Amplitude ebenfalls ansteigt. Durch
das Fehlen der niedrigen Grade bzw. die Unstetigkeit in der Folge der Legendre-Koeffizienten entstehen in

diesem Modell auch negative Funktionswerte, die sich mit den positiven Bereichen abwechseln.

Sowohl der weitere Text als auch die bisherigen Tests verwenden in der Regel das erweiterte exponentielle
Modell. Fiir eine alternative Basisfunktion ist jedoch nur das Programm shapeParameter.m zur Berechnung der
Legendre-Koeffizienten und deren Ableitung (nach den Formparametern) zu modifizieren und auf die Ubergabe
einer eindeutigen Bezeichnung durch den Algorithmus zu achten (vgl. Liste der Programme im Anhang B.2).
Optional kann fiir die in-situ Beobachtungen (Potential und Gradiometrie im Orbit) auch die Optimierung der
Form ausgeschaltet werden, so dass nur die Basiszentren und die Skalierungsfaktoren geschétzt werden.
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Abbildung 4.6.: Darstellung der radialen Basisfunktionen fiir die Legendre-Koeffizienten o(n) = 0.95" mit
dem maximalen Grad N = 120 fiir verschiedene minimale Grade ny € {0, 20, 40,60} auf der
Kugel
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Zusammenfassung

Radiale Basisfunktionen werden in verschiedenen Disziplinen insbesondere zur Interpolation oder Approxima-
tion verteilter Messdaten eingesetzt. Die jeweilige Losung wird durch die Anzahl, die Form und die Verteilung
der Basiszentren beeinflusst, weshalb diese Parameter im Idealfall aus den Daten bestimmt werden.

Fiir die Analyse der Satellitendaten werden sphérische radiale Basisfunktionen eingefiihrt, welche im AuBlen-
raum harmonisch fortgesetzt werden. Das Potential einer Basis im Auflenraum wird durch die Funktion

N n+1
. GM R y
(e, ) = M= D <T> op(n)Pp(cos @) firr > R (4.25)

n=ng

dargestellt, wobei 7, den Skalierungsfaktor, o, (n) die Legendre-Koeffizienten und oy, den sphérischen Abstand
zum Zentrum ( )\, ¥p,) bezeichnet.

Durch das Additionstheorem der Legendre-Funktionen ist es méglich, eine radiale Basisfunktion ohne eine
(nummerische) Integration in sphérisch-harmonische Koeffizienten zu zerlegen:

1

Pom(cosdy) sinmy
n (4.30)
C Pm(cosdy) cos mAp.

[\

Der letzte Abschnitt befasst sich mit dem mathematischen Modell der Legendre-Koeffizienten fiir einen skalaren
Formparameter je Basisfunktion. Diese lédsst sich durch das gewihlte Modell als Spline, Wavelet, Punktmasse
etc. spezifizieren. Aufgrund der einfachen Modellierung wird hier das erweiterte exponentielle Modell

n <n<N
ap(n) =40 MO=TS “.71)
0 sonst

bevorzugt. Wihlt man fiir die Grenzen der Reihenentwicklung ngp = 0 und N — o0, 50 approximiert die
zugehorige radiale Basisfunktion jeweils eine Punktmasse in der Erde.
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5. In-situ Beobachtungen

Eine Grundidee dieser Arbeit ist es, die Modellierung des Schwerefeldes aus Satellitendaten in einen globalen
und einen residualen Anteil aufzuspalten. Die langwelligen Strukturen werden durch die synthetischen Beob-
achtungen aus einem bekannten Referenzfeld berechnet und von den Messungen subtrahiert. Das Residual-
signal enthilt neben verschiedenen Storungen noch einen gravitativen Anteil, welcher in der Analyse durch
radiale Basisfunktionen im Orbit modelliert wird.

Dafiir werden die Grundlagen von zwei (Pseudo-)Beobachtungen der geoditischen Satellitenmissionen — nim-
lich das Energieintegral und die Line-of-Sight Gradiometrie — behandelt. Beide Methoden fixieren einen vorher
bestimmten Orbit und konnen als in-situ bzw. punktweise Messungen betrachtet werden, welche nur von den
Positionen im Gravitationsfeld, nicht aber den Potentialwerten der anderen Zeitpunkte abhéingen.

Das zu analysierende Signal im Orbit kann als eine Funktion der Bahnelemente und der Parameter der Basis-
funktionen aufgefasst werden. Fiir die Optimierung der Basisparameter werden die partiellen Ableitungen der
Beobachtungen hergeleitet, was durch eine Parametrisierung des Signals durch die Keplerelemente wesentlich
erleichtert wird.

Nach dem gravitativen Potential wird auch dessen zweite Ableitung in Flugrichtung untersucht, die in der
GRACE-Mission durch die Line-of-Sight Gradiometrie approximiert werden kann. Es zeigt sich, dass bei
der Reprisentation durch Keplerelemente zwei elementare Ableitungen geniigen, um diese Komponente des
Schwerefeldes durch radiale Basisfunktionen zu modellieren. Fiir einen allgemeinen Orbit und eine hohere
Rechengeschwindigkeit wird auch hier eine geschlossene Formel fiir die Darstellung durch die Legendre-
polynome bestimmt und ebenfalls nach den Basisparametern differenziert.

5.1. Potential im Orbit

5.1.1. Energieintegral

Das Energieintegral basiert auf dem Prinzip der Energieerhaltung und der Bewegungsgleichung nach Newton

- d(m; dz; - dm . - dm
F= (dt i) _ dt’ + g = T (2.20)

in einem Inertialsystem. Obwohl die Masse m des Satelliten aufgrund des Treibstoffverbrauchs zeitlich nicht
konstant ist, kann dieser Effekt nach Mayer-Giirr (2006) im Vergleich zur Gesamtmasse vernachlissigt werden.
Da sich die Erde gegeniiber einem Inertialsystem bewegt, liegt es nahe, die Bewegungsgleichung auch in einem
erdfesten System darzustellen. Betrachtet man nur die Rotation der Erde um die (zeitlich variable) Polachse, so
sind in dem bewegten Koordinatensystem die Zentrifugalbeschleunigung, der Coriolis- und der Euler-Term als
Scheinkrifte zu beriicksichtigen (Rothacher, 2004, Sneeuw, 2006, Weigelt, 2007):

mTe = F—ma@ x (& X Te) —2md X To —mid X T . (5.1)

~~

Zentrifugalterm Coriolisterm Eulerterm

In der Gleichung bezeichnet der Term &, die Position, Z, die Geschwindigkeit und Z. die Beschleunigung
des Testkorpers im rotierenden (erdfesten) System, wihrend & die Rotation des erdfesten Systems und & die
zeitliche Anderung der Rotation gegeniiber dem inertialen System beschreibt.

Die folgende Herleitung des Energieintegrals orientiert sich an Sneeuw (2006) und Weigelt (2007), wonach
der Eulerterm vernachlissigt werden kann. Diese Vereinfachung ist dadurch gerechtfertigt, dass im Fall der
Erde die zeitliche Anderung eine GroBenordnung von 10716 r:‘—f erreicht, wihrend die mittlere Geschwindigkeit

& ~ geaise ~ 7.27 - 107° ™ betriigt.
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Analog zum Abschnitt 2.3 dividiert man die Bewegungsgleichung durch die Masse des Testkorpers und ersetzt
die Beschleunigungen durch eine Summe

Q2 F
= m

Lo = (aE +od+ Yy 65m(t)> —& X (& X &) — 28 X Ze. (5.2)
om

Dabei bezeichnet éa die nicht-gravitativen Beschleunigungen, @z den statischen Anteil des Erdschwerefeldes
und dg,,(t) die zeitabhingigen gravitativen Terme, welche sich aus den Effekten dritter Korper (direkte und
indirekte Gezeiten) oder anderen Massenverlagerungen im System Erde (Atmosphére, Hydrologie, ...) ergeben.
Die Beschleunigung @g eines (zeitlich konstanten) Erdschwerefeldes 1dsst sich durch den Gradienten eines
Potentials V' = V(\, 9, r) ausdriicken, wobei auf die Angabe der Koordinaten fiir eine kompaktere Notation
verzichtet wird. Auch fiir den Zentrifugalterm kann ein zugehdriges Zentrifugalpotential Z definiert werden,
welches fiir die Rotationsachse €; = €3 die Form Z = ||&||?r? sin? ¢ annimmt:

7, = (ﬁv + 6a@ + Zd[;m(t)> + VT — 25 X . (5.3)
om

Multipliziert man die Gleichung skalar mit der Geschwindigkeit ., so entfillt der Coriolisterm, da dessen
Vektor orthogonal zur Geschwindigkeit ist:

<:E’f> - <f vv> + <:f vz> + <:r: <5a+ %agm(t)) > . (5.4)

Die Skalarprodukte dieser Gleichung kénnen als (partielle) Ableitungen nach der Zeit dargestellt werden. Dazu
wihlt man fiir das Produkt aus Geschwindigkeit und Beschleunigung den Ansatz
}der\P Cld(E2 + g+l y)

9 dt = ) dt = Te=1Te=1 + Te=2Te=2 + Te=3Te=3 = <fe7 fi:e> . (55)

Differenziert man dagegen ein beliebiges Potential ®(Z,, t), das im Allgemeinen von der Position und der Zeit

abhingt, so folgt daraus die Beziehung

0P (L, t)
ot

dP(Z,, 1) _ <6<I><fe,t> dfe> 9%(Ze,t) _ (Vo i)+ . (5.6)

dt 0r.  dt ot

Nach den Voraussetzungen sind jedoch die Potentiale V' und Z fiir den untersuchten Zeitraum jeweils zeitlich
konstante FeldgroBen, was die Formel zu

N dv
VVd.) =
< Te) T at
N dz
V7,7 > &
< Te) Tt
reduziert. Die Gleichung (5.4) kann daher durch die Ableitungen

1d|Z.)> dv dz /. (.. .
5 a dt+dt+ T, 5a+%a5m(t) (5.7)

ausgedriickt werden. Integriert man das Skalarprodukt aus Geschwindigkeit und Beschleunigungen, so entsteht
mit der Abkiirzung f = 6@ + . @5y, (t) ein Wegintegral
om

/<me>dt—/<ﬁ‘jf}>dt—/fdfe.
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Unter Beriicksichtigung einer Integrationskonstanten c erhélt man schlieBlich die Gleichung

1 .
2||fe||2:c—|—V—|—Z+/<5a+Za5m )dxe (5.8)

Diese Formel beschreibt fiir einen Korper mit der Masse 1 kg den Zusammenhang zwischen der kinetischen
Energie %erHQ und der potentiellen Energie, wobei sich die Letztgenannte aus dem gravitativen Potential V,
dem Zentrifugalpotential Z und dem Wegintegral iiber die Beschleunigungen der zeitlich variablen Massen zu-
sammensetzt. Aulerdem ist ein Storterm aufgrund der nicht-gravitativen Effekte und die unbekannte Konstante
c der Integration zu beriicksichtigen.

In der Analyse kann es sinnvoll sein, das Potential V' mit der Darstellung V' = U + T in ein Normalpotential
U und ein Storpotential 7" aufzuspalten, wodurch man das eigentliche Energieintegral

T+c_Ekm—U—Z—/<6a+Za5m )dme (5.9)

erhilt (Sneeuw, 2006, Weigelt, 2007). Dabei existieren fiir das Normal- und Zentrifugalpotential Modelle, die
zur Berechnung die Position des Satelliten erfordern. Die nicht-gravitativen Storterme da werden insbesondere
in den geoditischen Missionen durch die Beschleunigungssensoren direkt gemessen und nummerisch entlang
des Orbits integriert. Fiir die fiir die zeitabhéngigen gravitativen Effekte wie z.B. die direkten und indirekten
Gezeiten oder Hydrologie und Atmosphire kann auf Modelle zuriickgegriffen werden, die als Eingangsgrofie
die (relative) Position des Messinstruments nutzen. Neben ungenauen Modellen und der nummerischen Integra-
tion ist vor allem die Berechnung der kinetische Energie kritisch, da diese eine nummerischen Differentiation
der GPS-Positionen — oder eine moglichst priazise Orbitintegration — und eine Transformation in das erdfeste
System erfordert.

In der Grafik 5.1 sind die kinetische Energie (E*"= E};,), das Normal- (E""™= U), das Zentrifugalpotential
(E““™= Z) und das Wegintegral iiber die nicht-gravitativen Beschleunigungen und die Gezeiten fiir zwei Um-
laufe des CHAMP-Satelliten am 1. Januar 2004 visualisiert. Aus der Abbildung kann man erkennen, dass sich
die kinetische Energie, das Zentrifugalpotential und das Normalpotential anndhernd perlodlsch je Umlauf ver-
halten, wobei die ersten beiden Effekte eine GroBenordnung von 30 =5 km bzw. 60 k“; erreichen. Die nicht-
konservativen Effekte und das verbleibende Storpotential sind um 2 bis 3 GroBenordnungen kleiner und zeigen
keine erkennbare Periode innerhalb der zwei Umléufe.

Fiir die Modellierung der Beobachtung durch radiale Basisfunktionen wird das Energieintegral noch modifi-
ziert, indem man das Signal um moglichst viele langwellige Informationen reduziert. Dazu spaltet man das
Storpotential in ein Potential 7V und ein Residualpotential 67" zweiter Ordnung auf

T=TN +6T (5.10)

und erreicht damit ein residuales Energieintegral

6T+c:Ekm—U—TN—Z—/<5a+za5m )dxe

Fiihrt man das Referenzpotential T;..y = U + TN ein, so folgt daraus die Darstellung

8T + ¢ = Epin — Tyey — Z —/(5@+Za5m )dxe (5.11)

Das Referenzpotential ldsst sich durch eine sphérisch-harmonische Synthese eines bekannten Schwerefeld-
modells bis Grad und Ordnung /N berechnen:

N nt+tl n

GM R — _ _

Tref = = <r> E Prm(cosd) (C’nm cosmA + Sy, sin m)\) ) (5.12)
n=0 =|
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Abbildung 5.1.: Beitridge zum Energieintegral und deren Differenz zur kinetischen Energie aus Weigelt (2007).
Zu beachten ist der Wechsel der Einheiten zwischen dem Zentrifugalterm (3. Zeile) und dem
Wegintegral bzw. dem verbleibenden Storpotential (4. Zeile)

Nummerische Fehler, die Unsicherheiten der Koeffizienten und der Abbruchfehler des Modells werden damit
Teil des Restsignals, wodurch auch das Rauschen ¢ verstirkt wird. Durch eine residuale Analyse wird ein
gravitatives Signal im Restsignal modelliert, wobei der Signalgehalt vom verwendeten Referenzfeld abhéingt.
Ist der Offset ¢ durch eine Vorprozessierung der Daten eliminiert, so kann das residuale gravitative Signal in
den Positionen &, durch eine Uberlagerung von (radialen) Basisfunktionen

B
0T = &(Trep, 1, - 0B) + > Up(Fe, ) (5.13)
b=1
modelliert werden, indem man durch eine geeignete Wahl der Parameter ¢y, den Restfehler e(Ty.cf, 91, . .., %B)

minimiert.

Aufgrund der Vorverarbeitung — z.B. einer Orbitintegration fiir kurze Bahnbogen — kann es sinnvoll sein, fiir
kleinere Zeitintervalle jeweils einen eigenen Offset c,,.(t) zu bestimmen. Wird das Energieintegral mit un-
kalibrierten Werten verwendet, so ergeben sich zusitzliche Offsetparameter

B
0T = E(Trefﬂl)la cee awB) + Carc(t) + Z \Ijb(fea @Z}b), (5.14)
b=1

welche aus den Beobachtungen zu schitzen sind.
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5.1.2. Potential der Basisfunktionen

In der Modellierung des Restsignals §7" nach den Formeln (5.13) oder (5.14) werden die radialen Basis-
funktionen aus dem Kapitel 4 verwendet. Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, das Potential der Basisfunktionen
auf verschiedene Arten zu parametrisieren und fiir eine spétere Optimierung auch nach den Basisparametern zu
differenzieren.

Das Potential einer einzelnen Basisfunktion ladsst sich im Au3enraum r > R durch die Formel

N

GM R n+1
Wy (T, ) = M=y > (T> op(n) Py (cos @p) (4.25)

beschreiben. Dabei bezeichnet . die Positionen der Berechnungspunkte (bzw. des Satelliten) in einem erd-
festen Koordinatensystem, r = ||Z.|| den Bahnradius und ¢, = {m, A\p, U, 0p(n)} die Parameter der Basis-
funktion mit einer Reihenentwicklung fiir die Grade ng < n < N. Das Argument der Legendrepolynome
cos wy, berechnet sich aus dem Skalarprodukt des normierten Vektors z, = ”;”:—Z” und dem Einheitsvektor zum
Basiszentrum

b
Ze

= (cos \p sin ¥y, sin Ay sin 9y, cos ﬁb)T. (5.15)
In der Abbildung 5.2 wird das Residualpotential einer Basisfunktion, die am Boden eine maximale Potential-
dnderung von AT =1 T—; bewirkt, fiir eine ungestorte Kreisbahn mit » = 6850 km visualisiert, wihrend die
Grafik 5.3 die Dampfung der Beobachtungen fiir unterschiedliche Bahnradien zeigt. In beiden Grafiken werden
jeweils ideale Kreisbahnen mit den Keplerelementen e = 0 und I = 89° verwendet und fiir die Basisfunktion
werden die Parameter 7, ~ 8.0459 - 10710, )\, ~ 109.28°, ¥, ~ 66.33° und die Legendre-Koeffizienten
op(n) = 0.95"™ mit den Grenzen ng = 0 und N =100 festgelegt. Aus den Abbildungen kann man entnehmen,
dass bereits ein Bahnradius von » = 6850 km — also eine Flughohe von ca. 470 km, wie sie fiir geoditische
Satelliten typisch ist — das Signal auf 30 % des Maximalwerts am Boden reduziert. AuBerdem stellt man fest,
dass das Maximum des Potentials beim direkten Uberflug iiber das Zentrum der Basis angenommen wird, was
im weiteren Verlauf fiir die Positionssuche aus den Daten genutzt werden kann.

Fiir geschlossene Formeln und partielle Ableitungen ist oft eine Parametrisierung durch Keplerelemente besser
geeignet. Dazu kann entweder der Orbit oder die Beobachtung selbst durch die Bahnelemente ausgedriickt
werden. In der ersten Variante verwendet man die Darstellung des Orbits aus dem Abschnitt 2.3

cos(© — Q) cosu + sin(O© — Q) cos [ sinu
Ze = R3(0)Z; =1 [ —sin(© — Q) cosu + cos(© — Q) cos I'sinu | , (2.19)
sin ] sinw

wobei Prizession, Nutation und Polbewegung vernachlissigt werden. Aus dem Skalarprodukt' der Einheits-
vektoren folgt fiir das Argument der Legendrepolynome

cos wp = gf,e ,22 =
| Ze|l

< cos(O — Q) cosu + sin(© — Q) cos I sinu cos \p sin ¥y, >

—sin(© — Q) cosu + cos(© — Q) cos Isinu |, | sin Ay sindy,
sin I sinu cos Yy

= sin ¥ cos u[cos(© — Q) cos Ay — sin(O — Q) sin \p]+
+ cos I sin usin ¥ [sin(© — §2) cos Ay + cos(© — ) sin A\p] + sin I sin u cos ¥ =
= cosusinJy cos(O — Q + Ap) + sinufcos I sin ¥y sin(© — Q + \y) + sin I cos Jy)]. (5.16)

Ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit ist die Optimierung der (nichtlinearen) Parameter der Basisfunktionen,
welche im Kapitel 7 nédher erldutert wird. Um diese effektiver umzusetzen, benotigt man hiufig die partiellen

"Berechnet man das Skalarprodukt direkt aus den Vektoren ohne eine Parametrisierung durch Keplerelemente, so enthilt das Argu-
ment auch die exakte Transformation der Koordinatensysteme.
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Abbildung 5.2.: Residualpotential einer radialen Basisfunktion mit den Legendre-Koeffizienten o, (n) = 0.95"
fiir die Entwicklungsgrade n = 0, ..., 100 in der durch {5 markierten Position (\; ~ 109.28°
und ¥y, ~ 66.33°, 1, ~ 8.0459 - 10~1°). Fiir die Berechnung wird eine Kreisbahn mit I = 89°,
e = 0 und dem Radius r = a = 6850 km verwendet
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Abbildung 5.3.: Abklingen des Residualpotentials einer Basisfunktion beim direkten Uberflug fiir verschiedene
Bahnradien. Fiir einen negativen sphérischen Abstand fliegt der Satellit auf die Basis zu, bei
positiver Distanz verlédsst er deren Umgebung
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Ableitungen nach den gesuchten Parametern in geschlossener Form. Aufgrund der Linearitit erhilt man fiir
den Skalierungsfaktor einer Basisfunktion

N

Oy (Ze, GM R\"!
bg;b ) = nz;O <r> o3 (n) P, (cos wp). (5.17)

Die Differentiation nach der Position des Zentrums ergibt mit der Abkiirzung
Cp := coswy (5.18)

und unter Verwendung der Kettenregel

— N n+1 N n+1
8\I/b(xe,wb) . GM <R> Ub( )8Pn(coswb) :anlgf Z (1;) o (n) dPn(Cb) 8@

o) "R o\ T O(Ap, ) dG 0Ny, Us)
N———

P (G)
(5.19)

Als partielle Ableitungen des Arguments (;, = cos wy, erhilt man aus der Formel (5.16) die Terme

% = —cosusin ¥y sin(© — Q + A\y) + sin u[cos I sin ¥, cos(© — Q + Ap)]

9 Cb (5.20)

8719() = cosucos ¥y cos(O — Q + \p) + sinufcos I cos ¥y sin(© — Q + ) — sin I sindy)].

b

Fiithrt man die Legendre-Koeffizienten oy(n) auf einen skalaren Formparameter o}, zuriick, so kann die Ab-

leitung durch
N

OUy(Te,0y)  GM R\ 9oy (n)
= P 5.21
doy TR Z r ooy, n(cos @) (5-21)
n=ng
berechnet werden. Fiir das erweiterte exponentielle Modell
n <n<N
op(n) = {"b no=n= @.71)
0  sonst
aus dem Abschnitt 4.2.4 gilt dabei
dop(n) _ nag_l no<n<N (5.22)
doy, 0 sonst.

Die Formeln und deren Ableitungen werden wesentlich eleganter, wenn man anstelle der Position bereits das
Potential durch Keplerelemente parametrisiert. Darstellungen dieser Art werden nach Koop (1993), Kaula
(2000), Sneeuw (2000) oder Meyer (2005) bisher nur fiir die sphirisch-harmonische Synthese des Potentials
im Orbit genutzt, indem man die Inklinationsfunktion F},,,,(1) und gegebenenfalls eine Exzentrizititsfunktion
Gpiq(e) in die Berechnung einfiihrt. Das Ziel der folgenden Abschnitte ist es, auch das residuale Potential
einer radialen Basisfunktion durch Keplerelemente auszudriicken, wofiir in der Literatur — abgesehen von Ver-
offentlichungen, die wihrend der Vorbereitung dieser Arbeit entstanden sind (Keller, 2006, 2007) — bislang
kein Beispiel bekannt ist.

Zunichst spaltet man das Potential (4.25) mit dem Additionstheorem (3.47) der Kugelfiichenfunktionen (in
der komplexen Normierung) so auf, dass die Position der Basis (A\p, ;) und die Bahn des Satelliten getrennt
werden:

- GM R 4 - ~
Uy (Ze, thp) = Ub? Z <7’) ob(n) m j_ 1 Z Yoo (Ao, 90) Yo (9, A). (5.23)

n=ng m=—n
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Fiir eine Satellitenbahn mit kleiner Exzentrizitét e oder fiir kurze Bahnbdgen kann der Orbit durch eine Kreis-
bahn mit einem mittleren Radius approximiert werden, weshalb auf eine Exzentrizitidtsfunktion verzichtet wird.
Anschliefend definiert man ein rotierendes Koordinatensystem S mit dem Massenzentrum der Erde als Ur-
sprung, dessen €5—1-Achse in Richtung des Satelliten zeigt und dessen es—3-Achse orthogonal zur Bahnebene
ist. In diesem System lisst sich die Position durch Zg = (r,0,0) bzw. in sphirischen Koordinaten durch
(As = 0,95 = §,rs = r) beschreiben.

Bahnebene

Abbildung 5.4.: Satellitenbahn und Keplerelemente fiir eine Kreisbahn, dargestellt im vereinfachten erdfesten
System (rot), im raumfesten System (schwarz) und im rotierenden Koordinatensystem der
Bahnebene (blau)

Der Zusammenhang zwischen den Koordinatensystemen und den Keplerelementen einer Kreisbahn ist in Ab-
bildung 5.4 — fiir eine vereinfachte Erdrotation um die €;—3-Achse — veranschaulicht. Demnach kann man den
Bahnvektor g durch drei Drehungen im erdfesten Koordinatensystem darstellen, indem man analog zur Her-
leitung der Keplerelemente aus den Positionen (im Abschnitt 2.3) die Rotationen

Te = R3(—[Q — O])R1(—I)R3(—u)Ts (5.24)

verwendet. Da die zweite Drehung in der Beschreibung durch die Wigner-d-Funktionen um die (transformierte)
ea-Achse erfolgen muss, wird die erste Rotation um +7 ,,zu weit* durchgefiihrt und in der letzten Drehung
wieder durch den Term — 5 Korrigiert:

r-mo([a-a-3)

2 2

RQprR3<—[u4-f]>fs. (5.25)
~

1

Um eine Kugelflichenfunktion im erdfesten System an der Position (9, A) auszuwerten, ist nach den Formeln
(3.104) die inverse Drehung des rotierenden Systems erforderlich

Vo (0, X)= E:zmch%—ﬁ,—aﬁszLg)::§:<mp@hwd%4—ﬁymp@maﬁ@kgxg).

k=—n k=—n
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Die Werte der Eulerwinkel kann man aus der Abbildung 5.4 und der Gleichung (5.25) entnehmen:

Vs
—0-0-=
@ 2
B=1 (5.27)
’yzg+u.

Das Einsetzen der Winkel in das Potential (5.23) liefert

Uy (Zey o) = mo—05— 7 Z <T> 2n+ Z YE (b, 9p)

n=ng

2 e (m(n-0- D) i-new (4(5 +) 5 0

=—n

Beriicksichtigt man zusétzlich noch fiir die Kugelflichenfunktionen

E? (O g) = ﬁnk (cos g) exp(0 - k) = ﬁnk(())

Y (A, 0p) = P (cos ) exp(—imNy),

so ergibt sich schlieBlich fiir das Potential einer Basisfunktion

n+1
Wyt = O S (R) oy(n) T

R\ r 2n +1
) mzn;n ﬁnm(cos Up) exp (zm <Q -0 - g — Ab))
> exp (i (5 +0) ) i (-1 Pus(0) (5.28)

=—n

Mit diesem Ergebnis ist das Potential einer radialen Basisfunktion durch Keplerelemente parametrisiert, wobei
der Term (d}gm(—l )Pk (O)) bis auf eine mogliche Normierung und das Vorzeichen des Arguments / der

Inklinationsfunktion Flmp(l ) aus Kaula (2000) und Sneeuw (2000) entspricht.

Im Weiteren werden die Formeln der radialen Basisfunktionen vom Typ (4.25) — also eine Entwicklung durch
Legendrepolynome — als Legendre-Darstellung bezeichnet. Fiir die Version (5.28) und deren Varianten wird
zur Unterscheidung die Bezeichnung Wigner-Darstellung eingefiihrt, obwohl diese neben den Wigner-d-
Funktionen d}, (—1) auch die Legendrefunktionen beinhalten.

Die Wigner-Darstellung (5.28) wird nun noch auf zwei Arten modifiziert. Zum einen ist es fiir die Program-
mierung giinstig, die Anzahl der Summanden aufgrund von Symmetrien zu reduzieren und zum anderen wird
nach einer kompakteren Notation gesucht.

Verwendet man die Symmetrien der Legendre- und Wigner-d-Funktionen, so konnen in der Wigner-Darstellung
alle Terme mit m < 0 durch den zweifachen Realteil der anderen Summanden ersetzt werden, wenn man den
Sonderfall m = k = 0 durch einen Faktor halbiert (vgl. Anhang A.1):

N n+1
. GM R 47
Wy(Te, p) = 29Re nbiR E <r> op(n) o+ 1

n=ng

. Zn: ﬁnm(cos UJp) exp <zm (Q -0 - g — )\b>) (5.29)

m=0
. zn: exp (zk (g + u)) e (—1) Lt Sign(QmQ ks kZ)ﬁnk(O)} -

k=—n
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Varianten dieser Darstellung werden in den Programmen genutzt, wobei fiir eine effiziente Berechnung jeweils
Matrizenmultiplikationen fiir die Summationen eingesetzt werden. Eine genauere Beschreibung findet sich im
Abschnitt A.2, wonach es geniigt die Inklination I (zeitlich) zu mitteln, wéhrend die anderen Keplerelemente
— unter Vernachlidssigung der Exzentrizitit — direkt aus der Orbitintegration iibernommen werden.

Eine kompakte Schreibweise erhélt man, indem man zuerst die Faktoren umordnet:

n

1,‘6, 1/}(, Z Z Z b Géf 2n4j_ 1 b(n)ﬁnm(cos ﬁb)ﬁnk(o) exp (Zkg - zm(g + )\b))
n=ngm=—nk=—n

R n+1
- exp (ku + 1m(Q2 — 9)) (r) e (—1). (5.30)

In dieser Darstellung ist die erste Zeile unabhéngig von der Satellitenbahn, weshalb man zweckmiBigerweise
eine Hilfsfunktion

n GM A4r N ™ T
Bl (n) =y 5 () Pam (0 ) Par 0) exp (145 — um T ) exp (—emy)  (5.31)
Wk—m

einfiihrt, welche neben allen Parametern der radialen Basisfunktionen { Ay, ¥, o4, 7 } nur die Konstanten G M
und R, den Grad n und die Ordnungen (m, k) der Summationen beinhaltet. Um die Notation weiter zu verein-
fachen, kann man die Abkiirzung
R n+1
Sta(ri D)= (T) dnl-D (5.32)

r

festlegen, zumal die Inklination und der Bahnradius fiir kurze Bahnbogen (annihernd) konstante Gréen dar-
stellen. Das Einsetzen der Definitionen liefert die Kurzschreibweise

N n n
Uy(Zer o) = D, Y Y B (W) Sk (r, 1) exp (thu 4 1m(2 — ©)), (5.33)

n=nom=—nk=—n

die im weiteren Text insbesondere fiir die partiellen Ableitungen verwendet wird. Um die Beobachtungen nach
den Basisparametern { A\, Uy, 03, 1 } zu differenzieren, geniigt es in der Wigner-Darstellung die Hilfsfunktionen
B} (1) abzuleiten

OBjin(Wy) _ GM AT 0B (cos 0) P (0)F™ exp (—ump)

om R 2n+1’
B . _
OBiin(W) _ | GM AT VB (cosdy) Pas (0) (=)™ exp (—my)
oy R 2n+1 (534
aBp. (vy)  GM  4r APy (cos V) e '
o, TR 9n 4 lab(n)TP"k(O)Z exp (—1mAyp)
OB, (vs)  GM 41 Ooy(n) 5 ~ km
Doy U St 1 oy P (cos ¥y) P (0)2 exp (—1mAp)

und das Ergebnis jeweils in die Dreifachsumme einzusetzen. Die Beschreibung (5.33) bietet eine kompakte
Notation mit einfachen partiellen Ableitungen, die auBerdem fiir eine Kreisbahn mit einer konstanten Inklination
als eine zweidimensionale Fourierreihe (in den Argumenten (u, {2 — ©)) interpretierbar ist. Dennoch wird in
den Programmen die Darstellung vom Typ (5.29) mit einer zeitlich gemittelten Inklination verwendet und
durch Matrlzenmultlphkatlonen umgesetzt, da sonst fiir jede Hilfsfunktion B} (1)) das Produkt aus einer
Basisfunktion und den Pnk (0)-Termen gespeichert werden miisste.

Bei einer geeigneten Umsetzung auf einem leistungsfahigeren Rechner (z.B. Parallel- oder Hochleistungs-
computer) konnte die Formel jedoch eine interessante Alternative bieten, zumal sich viele partielle Ableitungen
durch Differenzieren der einfachen Faktoren ergeben. Ist der notige Speicherplatz vorhanden, so geniigt es oft
die Ableitungen — z.B. nach den Basisparametern — einmal zu bilden, da diese auch fiir weitere Beobachtungen
verwendet werden konnen.
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5.2. Line-of-Sight Gradiometrie
5.2.1. Messprinzip

Als Gradiometrie bezeichnet man eine (rechnerische) Kombination der Messgréfien zu einem eindimensionalen
Signal, welches die Ableitung bzw. die Anderung des Schwerefeldes entlang einer Basislinie approximiert. In
den GRACE-idhnlichen Missionen entspricht die Basislinie gerade der geometrischen Verbindung zwischen den
beiden Satelliten, weshalb die Messung als Line-of-Sight Gradiometrie (kurz: LOS-Gradiometrie) bezeichnet
wird. Durch die Bestimmung der LOS-Gradienten im Orbit sollen vor allem die mittleren und kurzen Wellen-
langen besser erfasst werden.

Einer der ersten theoretischen Ansitze basiert auf dem Betrag der Relativgeschwindigkeiten zwischen zwei
Satelliten, durch dessen Analyse die gesuchten Schwerefeldparameter verbessert werden (Rummel, 1978).

Abbildung 5.5.: Messprinzip der Line-of-Sight Gradiometrie aus Weigelt (2010), basierend auf den Grundlagen
von Rummel (1978)

In der LOS-Gradiometrie verwendet man zwei Satelliten mit den Positionen® (Z(t), 7(¢)) und den Geschwindig-
keiten (Z(t), ¥(t)), zwischen denen der geometrische Abstand

p = llg(t) —Z(@)]| (5.35)

und dessen zeitliche Anderung durch low-low Satellite-to-Satellite-Tracking gemessen wird.
Definiert man die relative Position X705 = ¢(t) — Z(¢t) und den Einheitsvektor

J(t) —#(t)  Xros

oo _ , 5.36
CLos = an o]~ p (-3¢

der die Richtung der Basislinie zwischen den Satelliten beschreibt, so kann der Abstand durch das Skalar-
produkt

p= <XLOS,€LOS> (5.37)
berechnet werden (Mayer-Giirr, 2006, Sneeuw, 2006). Aus der Normierung (€705, €r.os) = 1 folgt mit

d(€ros, €Los)

L0 — 2 (08, ér0s) = 0 (5.38)

die Orthogonalitit der Vektoren® €705 und ¢ ros. Leitet man den Abstand nach der Zeit ¢ ab, erhilt man die
Anderung der Entfernung bzw. die Range-Rate

p= <XLOS,€LOS> + <XL037 éLOS> = <XL057€LOS> , (5.39)

2Wegen der skalaren BeobachtungsgroBe spielt das gewihlte Koordinatensystem keine Rolle, so dass auf eine Indizierung verzichtet
werden kann.
3Nach der Differentiation ist der Vektor nicht mehr notwendigerweise normiert, weshalb auf die allgemeine Notation gewechselt wird.
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wobei der zweite Summand wegen der Orthogonalitéit von X Los = peros und € .05 entfillt. Durch noch-
maliges Ableiten des Abstands folgt mit

€ros = — - (5.40)
p p

9 | Xros _ pX10s — Xrosp
ot
schlieBlich nach Rummel (1978) und Seeber (2003) die Beziehung

pX 105 — XLOSp> _

p= <XLOS,5LOS> + <X'Los, éLOS> = <XLOS,€LOS> + <XLOSa Pz

N . 1 : 5 ) h )Z' oS
= <XLOSaeLOS> + p <XLOS,XLOS> - g <XLOSa Lp > =

p nach (5.39)

N . 1 = p’ .
= <XLOSa 6LOS> + ;HXLOSH? - ;P,

wobei die Anderung der Range-Rate j durch nummerisches Differenzieren zu bestimmen ist. Trennt man die
(geometrischen) Beobachtungen des Messsystems und die Relativgeschwindigkeit von der Beschleunigung

. ) X’ 2
= —~ . oS
<XLos,eLos> = j+ % _ Xzos|” Lp I”, (5.41)

so steht auf der linken Seite der Gleichung die Relativbeschleunigung Xros projiziert auf die Verbindungslinie
(Sharifi, 2004, 2006, Keller, 2005b).

Vernachlissigt man fiir die Herleitung vorlédufig die Beschleunigungen, welche sich aus den nicht-gravitativen
Effekten, dem Einfluss dritter Korper und den zeitlich variablen Anteilen des Schwerefeldes ergeben, so kann
die Relativbeschleunigung auch als Differenz der gravitativen Beschleunigungen aufgrund des Potentials V'
dargestellt werden. Nach einer Division durch den Abstand p erhilt man die Beobachtungsgleichung

1 . . . . R . ) )?LOS 2

- <(VV(y) — VV(:E)) ,6L05> ~Pyp w (5.42)
P p P P

Eine alternative Darstellung erhélt man, indem man die Beobachtung auf den Massenmittelpunkt der beiden

Satelliten (= Baryzentrum)

P ;r Y (5.43)
bezieht (Keller, 2005b). In diesem System haben die Satelliten die relativen Koordinaten
. AT
ToT=—
A7 (5.44)
B
) 9
wihrend eine Taylor-Entwicklung des Potentials
. . AF 10V . Ar?
V@ =v (7 5) =ve - ygearo ()
AT 10V Ar? (543)
T
T = r _— = r —_—— A r -
V() V(r—l— 5 > V(T)—|—26F 7‘—1—(9( 5 )
liefert. Bildet man fiir die Relativbeschleunigung die Gradienten
- - 1o [OV
VV(Z) =VV(F) — = <y> JAVEE S
T
(5.46)

2
-, - . 1o /0V -
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und subtrahiert diese, so erhélt man bezogen auf das Baryzentrum die Approximation

VV (§) — VV(Z) ~ ﬁ(%‘;) A7 =V2V .7 (5.47)

Aus diesem Ergebnis, der Identitit e;0g = %F sowie der Gleichung (5.42) folgt daher die Darstellung

1 R . R . .9 )‘ZLOS 2
; <V2V -7 LOS> = GZOS (V2V) eLos ~ g + % — H,02|

(5.48)

Diese Form der Beobachtung bildet eine lineare Approximation fiir die zweite Ableitung des Potentials in
Richtung der Line-of-Sight und entspricht der ,,Messung* eines eindimensionalen Gradiometers mit der Basis-
lange p (Sharifi, 2004, Keller, 2005b). In diesen Arbeiten wird ebenfalls gezeigt, dass der Abbruchfehler der
Taylorreihe fiir die Auswertung zu grof ist. Als Ausweg werden entweder eine kubische Approximation oder
eine technisch einfachere, residuale Analyse vorgeschlagen. Fiir die zweite Methode spaltet man das Potential
V wieder in ein Referenz- und Residualfeld auf

P |1 Xrosl®

e10s (V2Tyes + V26T) 105 ~ 2+ £ 2 (5.49)
p P P
und 16st die Gleichung nach der residualen Grof3e auf:
N B A . 07 [Pt SN
eLOS (V 6T) €rLos ~ ;‘{‘? — T_QLOS (V Tref) €ros- (550)

Der projizierte Tensor des Referenzfeldes wird anschlieBend wieder durch die Projektion des Gradienten er-

setzt:
1

€Los (V*Trep) €Los = p <(§Tref(27) - ﬁTref(f)) , 5Los> : (5.51)

Um die Gleichung zu vervollstdndigen, miissen die bisher vernachléssigten Beschleunigungen — also die nicht-
gravitativen Effekte dd, der Einfluss dritter Korper und auch die zeitlich variablen Anteile des Schwerefeldes
G sm— durch Modelle oder Messungen beriicksichtigt werden. Indem man die Differenzen @7 ¢ der Beschleu-
nigungen auf die Line-of-Sight abbildet und durch den Abstand p dividiert, erhédlt man als Beobachtungs-
gleichung:

J

Z <6JLOS7 €L68> .

J=1

.2 >
A ~ p Xrosll 1 /(o LS ) =
ezos (V26T) eros = — + p2 - 4” p2 H _; <(VTref(y) - VTref(x)>76LOS> -

< I
=

(5.52)

Im Weiteren wird die residuale Beobachtung als Line-of-Sight Gradient (LOS-Gradient) bezeichnet und auf die
Indizes verzichtet. Das Signal
e’ (VT) e =€l pg (V*T) eros (5.53)

bezieht sich in der Auswertung auf die Position des Baryzentrums der beiden Satelliten. Fiir eine regionale
Analyse wird im néchsten Abschnitt der Line-of-Sight Gradient einer einzelnen Basis sowie die Ableitung
nach den Basisparametern behandelt.

5.2.2. Along-track Gradiometrie radialer Basisfunktionen

Da das Messprinzip der Line-of-Sight Gradiometrie zur Zeit nur durch GRACE realisiert wird, beziehen sich
die folgenden Ausfiihrungen zu den radialen Basisfunktionen auf diese Mission. Die beiden Satelliten fliegen
in nahezu identischen Bahnen mit einem mittleren Abstand von ca. 220 km hintereinander her, wiahrend die
Messungen — unter Vernachlédssigung kleiner Abweichungen — in Flugrichtung (also ,,along track®) erfolgen.
Auch in der GOCE-Mission stimmt eine Achse des Gradiometers fast mit der Flugrichtung iiberein, so dass
trotz einer anderen Datenbehandlung die hier gezeigte residuale Analyse verwendet werden kann.
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In der Arbeit von Koop (1993) werden die ersten und zweiten Ableitungen eines beliebigen (gravitativen)
Potentials ® in unterschiedlichen Koordinatensystemen und Richtungen behandelt. Unter anderem wird ge-
zeigt, dass die zweite Ableitung in Flugrichtung Y eines Satelliten durch den Ausdruck
02D\, 1 92®(\, 0 10P(\, 0

( 9 77'):7 ( Y 7r)+7 ( Y 7r) (554)

oY? a? ou? a or
gegeben ist, wobei {a, 7, u} die Keplerelemente der Bahn darstellen. In einer residualen Analyse ist das allge-
meine Potential durch die Summe der radialen Basisfunktionen §7" zu ersetzen und das Differential

82\116(563 ¢b) _ i 82\116(5’:67 ¢b) + 1 awb(£€7 Q;Z)b)
oY? a? ou? a or

zu bestimmen. Um die Formel nach dem Bahnradius r abzuleiten, geniigt es in der Wigner-Darstellung den

(5.55)

radialen Dampfungsterm (£) "1 aus der Hilfsfunktion St (r,I) zu behandeln:

d /(R\"™! dr—(n+D) — 1) /R\"™
G (BN g T ety gy 2“0 B D (RATE (5.56)
dr \ r dr r T

Der groB3e Vorteil der Wigner-Darstellung zeigt sich jedoch beim Differenzieren nach dem Argument der Breite,
wobei die Berechnung auf die zweite Ableitung einer Exponentialfunktion zuriickgefiihrt wird:

OV (T ) o =
%: DD D BEan)Sia(r DK exp (thu +mm(Q - ©).

n=ng m=—nk=—n
Setzt man die Terme zusammen, so ergibt sich der Line-of-Sight Gradient

Wy (Tey ) 1 PWy(e, 1) L 10%s(Te, ) _
Y2 a? ou? a or N

N n n
= > > > BR.(W)Sp(r, 1) exp (thu + mm(Q — ©))

n=ngm=—nk=—n

(5.57)

In der Abbildung 5.6 wird der LOS-Gradient fiir eine Kreisbahn mit der Inklination / = 89° gezeigt, wihrend
die Grafik 5.7 die Dampfung des Signals mit der Hohe wiedergibt. In beiden Grafiken werden die Parameter
der Basisfunktion mit o (n) = 0.95" in den Grenzen ng = 0 und N = 100, 7, ~ 8.0459-10~10, \; ~ 109.28°
und ¥, ~ 66.33° so festgelegt, dass diese eine Potentialinderung von AT = 1 m2 am Boden bewirken (vgl.
Abbildung 5.2). In der Line-of-Sight Gradiometrie erzeugt dies ein Signal von € (V25T) e~ —6-10713 512
im Orbit (mit dem Radius » = 6850 km), wobei einer positiven Potentialinderung ein Minimum im LOS-
Gradienten gegeniibersteht. Neben dem Minimum treten bei niedrigen FlughShen noch zwei positive Neben-
maxima auf, deren Betrdge deutlich kleinere Werte annehmen.

Der Line-of-Sight Gradient wird nach den Parametern einer Basisfunktion differenziert, indem man analog zum
Potential die Ableitungen der Hilfsfunktion B} (1) aus (5.34) in die Dreifachsumme einsetzt.

Da diese Berechnung sehr aufwendig und streng genommen nur fiir eine Kreisbahn giiltig ist, wird die Her-
leitung nun fiir die Legendre-Darstellung durchgefiihrt. Zur Differentiation nach dem Bahnradius r kann der
Term aus Gleichung (5.56) iibernommen werden, wéhrend die Ableitung nach dem Argument der Breite u
mehr Aufwand erfordert. Zunéchst stellt man fest, dass der Bahnradius und das Argument (;, = cos @}, implizit
von u abhingen. Eine formale Differentiation liefert

N
OV (Ze, p) b | O~ 1 9P, (coswy)
_— = _— " 7Pn =
ou R :Z R ou (cos ) + rntl ou
N
GM or— (1) 1 dP.(G) 0¢
~ TR Zﬁ )R ou n(cos ) + rotl o d¢,  Ou
= N——

P/ (¢b)
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LOS-Gradient eines Tages [1152]
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Abbildung 5.6.: Residualer LOS-Gradient in Flugrichtung eines Keplerorbits mit / = 89° und e = 0, wobei
das Signal durch eine radiale Basisfunktion in der Position <> erzeugt wird

x 1072 Damfung des LOS—-Gradienten mit der Flughthe [1/52]
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Abbildung 5.7.: Abklingen des LOS-Gradienten in Flugrichtung beim direkten Uberflug der Basisfunktion. Fiir
einen negativen sphirischen Abstand fliegt der Satellit auf die Basis zu, bei positiver Distanz

verlasst er diese
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mit der partiellen Ableitung?

0
a—gb = —sinusindp cos(© — Q + A\y) + cos u[cos I sin ¥ sin(O — Q + Ap) + sin I cos Jp)]. (5.58)
U
Der Bahnradius r ldsst sich mit der Gleichung
a(l —e?)
=a(l— Ey=—"—2 2.15
r=a( e cos E) 1+ ecosv ( )

nach der wahren Anomalie v und damit nach w differenzieren, allerdings ist die Anomalie mit den Formeln
aus Kaula (2000) fiir kleine Exzentrizitdten nur schwer vom Perigdumsabstand w zu trennen. Aus diesem
Grund wihlt man einen Umweg iiber die exzentrische Anomalie F, die aus der mittleren Anomalie M, der
Exzentrizitit e und der Keplergleichung

M=F—esinF (2.13)

iterativ berechnet werden kann. Zur Umrechnung in die wahre Anomalie konnte man nach Rothacher (2004)
die Formel

tan — (2.14)

benutzen, stattdessen wird der LOS-Gradient in den Programmen durch die exzentrische Anomalie ausge-
driickt. Dazu 16st man die Formel nach der wahren Anomalie v auf und erhalt

1 FE
v = 2arctan ( te tan ) . (5.59)
1—e 2

Verwendet man die trigonometrischen Halbwinkelsitze
E 1—coskE
tan — = +4/ ———— 5.60
an 2 14+ cosE ( )
E /1 E
cos 5 = + —I—C% (5.61)

aus Bartsch (1999), so folgt fiir die Differentiation der wahren nach der exzentrischen Anomalie:
w o, 1 \/m 11
OF 1+( %tan%)z 1 —ecos? 52
Vite 1 Viteyl—e

. 2B E _
m(l e)+(if:)ta >3 cos? 5 [(1 —e)+(1+e) hggzg] (1+02<>sE)

V1—e2 V1—e2

((176)(1+cosE)+(1+e)(lfcosE)) (1+c20sE) - 1—ecosE’

(5.62)

1+cos B

Mit dem Bahnradius » = a(1 — e cos E') ldsst sich dies weiter vereinfachen

o _e e (5.63)

9E 1

weshalb fiir die Potenzen die Beziehung

or—(n+1) or  —(n+1)0r OF ov
> T ()12 AT )2 T
ou (n+1)r ou rmt2  9FE Ov du
 —(n+1) . T _ —(n+1) esinE
= W(ae sin E) - i 1= e S (5.64)

“Im Gegensatz zu der Berechnung des Arguments (;, (aus dem Skalarprodukt) wirkt sich in dessen Ableitung nach den Kepler-
elementen die ungenaue Modellierung der Erdrotation aus.
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gilt. Die erste Ableitung des Potentials nach dem Argument der Breite lautet somit

N
oVy(Ze,hy)  GM it [—(n+1) esmE 1 oG]
ou = b R nzn Ub(n)R yntl \/ﬁ (Cb) n+1 n(Cb) oul —
- ’ (5.65)
GM R\"™ [—(n+1e sinE G
= Ny P,
w3 ) (5 [ rw + ma) e
Differenziert man dies nochmals nach dem Argument der Breite, so folgt daraus
82\111)(:2"6, ¢b) _
Ou?
N —nt1
_ GM a1 Ot } —(n+ l)esmE , oG
- Ub? n;() Ub(n)R ou m (Cb) + P (Cb) ou +
GM R 0 7(n+1)esmE p oy
+ an n;() Ub(n) <T> % { m (Cb) + P, (Cb) au
Fiir die partielle Ableltung g kann wieder die Formel (5.64) verwendet werden, wihrend fiir die Hilfs-
grofe € mehrmals die Kettenregel bendtigt wird:
o 0 [—(n+ 1)esinE , G
= -2 P
R e NP AN
—(n+ 1) OsinE  —(n+1)esin EOP,(() OPL(¢) 0 0%
V1 —e? FalG) ou + V1 —e? ou + ou ou + FulG) ou?

_ —(n+1)e OsinEOE v —(n+ 1)esinE 9
- /71 — 2 n(Cb) OF ay 8’11, + /71 — o2 (Cb)i_‘_
dPy(G) 96  9G G

+ d¢, ou Ou + Pl ouz
B (n+1) —(n+1)esinE %
== n P,((p) cos E - ﬁ = + T2 (gb) +

2
+Fll(G) (g%) PG 5p =

(n+1)recos E (n+1)esin &

=) Po(G) — EVia P (Cb)acb

2
+P”(<b)<2ff) P;(cwgﬁ (5.66)

Wenn man die partiellen Ableitungen nach dem Radius und dem Argument der Breite zusammensetzt, erhilt
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man fiir den LOS-Gradienten einer einzelnen Basisfunktion:

82\1’b(£€)wb) _ 1 8\1”7(:?871/}17) + i aqub(f€7¢b) _
oY? a or a? ou? N

N n+l n
L T e (£) T n@)| +

.
n=ng
N n+1

1 GM R

+ a2 o ()
n=ng
prt1 00D g (5.64) HilfsgroBe &
—(n+1)esinE [—(n+ 1)esinE 8@,

[ Vi—e ise @rhG)g,

(n+ 1)re cosEP (n+1)esinE
_—a(l — 62) n(Cb) - m

% aus (5.66)

o GM Ub(n)<R>“+1 [—a(n—&—l)

2
P22+ pia) (%) s <<b>“”]— (567

~~

(n+1)%e? 2sm E Po()

Pn(Cb)

T a2 R = 3 r 1—e
(n+1)esin £ ¢ r(n+1l)ecosE " o 2 , %G _
—2ﬁp 0 (Co) = B an@b) + Py () <8u> + Pn(Cb)aug] =

N n+1 2 2
my GM R (n+ 1)e*sin” E re a
==— — )P, — E——
a2 R - noab(n) ( 7") (7’L + ) ((b) < 1 — ¢2 a(l — 62) Ccos r
(n+1esinE acb , 62@ 96\
2———P, P, P - .
Fiir die vereinfachte Erdrotation um die €;—3-Achse gilt auBerdem a Cb = —(; = — cos w und damit

Uy (T )y GM & R\"!
vt ek 2 o) ()

n=ng

(5.68)

(n+1)e?sin? E recosE  a
1—e2 a(l—e2) r

(n+1)Pa() (

- AR E G Gt~ Pae) -6 PG (52 ]

Wihlt man analog zu der Wigner-Darstellung einen kreisformigen Orbit mit » = a und e = 0, so vereinfacht
sich die Formel folgendermaf3en:

Py (Torthy) mp GM R\"
S =B Y (1)

n=ng

2
—(n+1)Pu(G) + P (G) @i”) — P (G) - Cb] . (5.69)

Man kann durch die Einschrinkung auf eine Kreisbahn weder die Ableitung der Legendrepolynome noch die
Differentiation des Arguments ¢, umgehen, weshalb im Weiteren auf diese Bedingung verzichtet wird.

Fiir die nichtlineare Optimierung sind wieder die Ableitungen nach den Basisparametern zu bilden. Analog zu
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den Formeln (5.17) und (5.21) des Potentials erhilt man fiir den Skalierungsfaktor

0 (02U, (i, 1o & R\
{W} =2k 2 o ()

Iy =
(n 4 1)e? sin? E  recosE  a
(n+1)Pa(Gy) ( e T) (5.70)
2(n+1)esin E ¢ , . G\ 2
BV e aa A OF i AAOR B A (aﬁ ]

bzw. fiir den Formparameter

0 [Py (Ee, )| e GM Z dop(n) (R\"H

ooy, Y2 T @ R 80b T

(n+1)e%sin? B recosE B a> (5.71)
,

() (S - e

e (ORI RASAG] ¢ ]

V1—e2

Das Differenzieren nach dem Zentrum der Basisfunktion wird dadurch erschwert, dass diese Werte in dem
Argument (; und dessen Ableitungen auftreten. Indem man die Ketten- und Produktregel auf den Line-of-Sight
Gradienten (5.68) anwendet, ergibt sich:

9 {awb(fe,wb)} _

O(Ap, Up) Y2
N n+1 2 12
_1GM R OPa(G) ((n+1)e*sin®E recosE  a
“&2 R ™ nzg() os(n) < r ) (n+ 1)8(>\b,19b) 1—e? a(l—e?) r (5.72)

/" ¢y
2(n+1l)esinE 0 {P’ (¢ )%} AGHS: . {P (Cb) ( ) }
Vi—e 9w 0y U " du (N, Up) O, Up) :

Dabei lassen sich die partiellen Ableitungen folgendermafien berechnen:

OPn(G) _ dPa(G) G _ PG G
00w, ) Al 00w D) " O, 0h)

9 {P’(g‘)a@} dF(G)  0G  0G | PG 7 9 {3Cb}:

(Mo, 0p) | " Ou dG O, 0p) u " (N, Up) | Ou
pr 9  OG 0 oG
(Cb) ()\l” ﬂb) % (Cb) ()\Z” 19()) {au}
NP, () -Gy AP (&) 9G / N / Gy
O\, W) dG 0N, D) Gt Pn(Cb)a(Ab,ﬁb) = (F(@) G+ F(G) I( Ay, V)

e {75 () )= e (38 + o () v () -

— (52) [Pr@gnts (52) + 2rt@pnes { e

(5.73)
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Um den LOS-Gradienten bzw. dessen partielle Ableitungen berechnen zu konnen, benétigt man insbesondere
fiir kleine Argumente eine stabile Rekursion bis zur dritten Ableitung der Legendrepolynome. Dazu wird die
Rekursion der Legendrepolynome

2n+1 n
P, = Po(C) — —— P >2 3.7
(0 = TR — PO G7)
mehrmals differenziert:
2n +1 n
/ ="' p, PL(O)] - P, >
210 = TS [P +CPUO - 5P nz3
2n+1 n
1) = T RPUO + CPUQO) — PO n>4 (5.74)
2n+1 n
1 (C) = T BEI(O ¢ (O] = 7 Pla(C) n=5.
Aus der Auswertung der Rekursion (3.7) und einer anschlieBenden Differentiation ergeben sich die Startwerte
P{(¢) =1 Py(¢) =3¢
P(¢) =3 P3(¢)  =15¢ (5.75)
PY(¢) =15 P{'(¢) =105¢.

Zusammenfassung

Sowohl fiir das Potential als auch die Line-of-Sight Gradiometrie in Flugrichtung ist es moglich, den Einfluss
einer einzelnen Basisfunktion oder deren Uberlagerung geschlossen durch die Legendre-Darstellung

GM R n+1
Uy (Zey o) = p——5— R Z <> op(n) Py,(cos wy) (4.25)

Oy (T, ) My GM R\"
Y2 o R Zab(”)( >

n=ng

R e — )
- A D )5 - PG G+ PG (23)2] (5.69
und die Wigner-Darstellung
N n n
b(Ze, 1) = Z mzzn kz_:n B () Se (1, T) exp (thu +1m(Q — ©)) (5.33)
IO fj 33 Bttt Do @05 -] s

zu beschreiben, weshalb beide Versionen in der Software implementiert sind. Dabei bezeichnen

(p = cosusiny cos(© — Q + \p) + sinufcos I sin ¥y, sin(© — 2+ A\p) + sin I cos ¥y (5.16)

ng = —sinusin ¥y cos(© — Q 4+ N\p) + cosufcos I sin Jp sin(© — Q + Ap) + sin I cos 9] (5.58)
u
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das Argument der Legendrefunktionen bzw. dessen Ableitung nach dem Argument der Breite und

GM 4rm
R2+1

R n+1
St (1) = () n (1) (5.32)

Bgm (wb) M

5(10) P (o8 0p) P (0)2F e =m0 (5.31)

r

zwei Hilfsfunktionen, welche die Interpretation als Fourierreihe verdeutlichen.

Fiir die Legendre-Darstellung ist aufgrund der geringeren Anzahl an Summanden eine deutlich kiirzere Rechen-
zeit zu erwarten, wobei ein entsprechender Test im Kapitel 8 durchgefiihrt wird. Ein weiterer Vorteil ist die
Verwendung eines beliebigen Orbits, zumal sich das Argument der Legendrepolynome cos o ohne Kenntnis
der Keplerelemente aus dem Skalarprodukt zweier Positionsvektoren berechnen ldsst. Dieser Vorteil geht zwar
bei der Berechnung des LOS-Gradienten und dessen Ableitungen nach den Basisparametern verloren, trotzdem
ist man weniger eingeschrinkt als in der Wigner-Darstellung, in der eine exakte Kreisbahn erforderlich ist.
Auf der anderen Seite sind die partiellen Ableitungen sowohl nach den Parametern der Basisfunktion als auch
nach den Bahnelementen wesentlich einfacher in der Wigner-Darstellung zu bilden, da die Formel in ein Pro-
dukt einfacher, differenzierbarer Funktionen aufgespalten wird. Fiir den Line-of-Sight Gradienten im GRACE-
Szenario geniigt es zum Beispiel eine Exponentialfunktion und eine Potenz von r zu differenzieren, wahrend
in der Legendre-Darstellung die Ableitungen deutlich aufwendiger zu bestimmen sind. Ebenso elegant erhilt
man in der Wigner-Darstellung fiir alle Beobachtungen die Ableitung nach den Parametern der Basis, indem
man die Terme

B, (¥p)  GM  4r ~ ~ e
T = Pom P, m —
) (1) P (€05 00) o0 exp (o)
Bl ~ ~
0 km(¢b) . GM 4Am O’b(n)an(COS ﬂb)Pnk<0)(—Zm)Zk_m exp (—’Lm/\b)
O\ R 2n+1 5.38)
oBp, (vp)  GM 4x dﬁnm(cos Ip) = - ’
3191; =T R 2n+1 Ub(n)TPnk(O)l exp (—zm)\b)
oB, (vs)  GM 4m Ooy(n) 5 -
o0, =M R ontl oo, P (cos ﬁb)Pnk.(O) exp (—1mAyp)

in die Dreifachsummen einsetzt. Die entsprechenden Ableitungen der Legendre-Darstellung sind dagegen von
der gewidhlten Beobachtung abhiingig und die Berechnung erfordert mehrmals die Produkt- und Kettenregel
zur Differentiation. Zur Veranschaulichung seien hier nochmal die Ableitungen beziiglich der Positionen

U t) _ GM o (R\™ L 0G
a(Abaﬁb) =M R H;O <T‘) ( )P (Cb) (>\b,7~9b) (519)
9 Wy (Te, ) | _
reeniie s b s
_1GM N R\ OP. () ((n+1)e?sin? E recosE  a
T2 R nzgo ( ) (n+ 1>8(/\b,19b) ( 1—e? Ca(l—e?) r)

/" leley
2(n+1)esin E 0 {P’ % )8@} B P (&) - G} . {P (G) ( ) }
Vi—ez2 O, 0) " " ou O(Np, Up) Oy, 9

gezeigt und auf die Formeln (5.20) bzw. (5.58) und (5.73) verwiesen.






99

6. Range-Rate Beobachtungen

Die wichtigste MessgroBBe der GRACE-Mission ist die Range-Rate, also die zeitliche Veridnderung des Ab-
stands zwischen den zwei Satelliten. Ziel dieses Kapitels ist es, einen Zusammenhang zwischen den residualen
Schwerefeldparametern und den Messungen herzustellen, ohne auf Pseudobeobachtungen wie das Energie-
integral oder die LOS-Gradiometrie zuriickzugreifen. Im Gegensatz zu den letztgenannten Ansitzen kann die
Range-Rate nicht mehr als eine in-situ Messung des aktuellen Potentials zu einem Zeitpunkt aufgefasst werden,
da die Potentialwerte der vorangegangenen Zeitpunkte jeweils durch die verursachte Stérung des Orbits in die
Beobachtung einfliefen.

Um die Bahnédnderungen in Abhingigkeit von den Parametern der radialen Basisfunktionen zu beschreiben,
werden in der Regel Variationsgleichungen gelost. Dabei muss in jeder Iteration der (geplanten) Optimierung
und fiir jeden Parameter eine nummerische Integration eines Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung
durchgefiihrt werden.

Die vielen Integrationen kdnnen durch eine geschlossene Losung vermieden werden, die allerdings zusitz-
liche Annahmen erforderlich macht. Betrachtet man einen Satelliten in einem rotierenden Koordinatensystem,
so kann die Bahndnderung durch eine residuale Storkraft mit der Hill-Differentialgleichung beschrieben wer-
den. Fiir die Losung werden die relativen Abweichungen beziiglich einer Referenzbahn durch eine Laplace-
Transformation fiir den homogenen und den inhomogenen Anteil bestimmt. Durch die Laplace-Transformation
der Wigner-Darstellung entsteht eine geschlossene Losung der Bahnstdrungen in Abhéngigkeit von den Para-
metern der Basis und des Orbits. Nach der analogen Berechnung fiir den zweiten Satelliten erhdlt man durch
eine Transformation in ein gemeinsames Koordinatensystem und die Bildung der Differenzen eine Approxima-
tion der Range-Rate. Diese kann nach den Parametern aller Basisfunktionen differenziert werden, indem man
in die Koeffizienten der Formel die Ableitung der Hilfsfunktion B} (1)) einsetzt.

m

6.1. Linearisierung der Range-Rate

In der GRACE-Mission fliegen zwei Satelliten auf sehr dhnlichen, fast kreisformigen Bahnen (e < 0.005) hinter-
einander her, wobei durch die Inklinationen von I ~ 89° eine nahezu globale Uberdeckung der Bodenspuren
gewdhrleistet wird. Zwischen den Satelliten existiert ein Messsystem, das den Abstand p und dessen zeitliche
Anderung p, also die Range-Rate, mit Hilfe von Mikrowellen des K-Bands in einer sehr hohen zeitlichen
Auflosung bestimmt (vgl. Abbildung 6.1). Im Weiteren wird als Beobachtungsgréfe nur die genauere Range-
Rate behandelt und zur leichteren Unterscheidung die Positionen der Satelliten mit Z; = (x;—1, x;—2, T;—3) und
Ui = (yi=1, Yi=2, yi—3) bezeichnet. Die Range-Rate ist eine geometrische Grofe aus beiden Satellitenbahnen,
welche gemil der Formel (5.39) durch das Skalarprodukt

. % ~ NN
p= <XLOSa€LOS> = <yi - ltz) M =
% — Zill

_ (Yiz=1 — Ti=1)(Yim1 — Ti=1) + (Yi=2 — Ti=2) (Yi=2 — Ti=2) + (Yi=3 — &i=3) (Yi=3 — Ti=3) ©.1)

\/(yizl — xi=1)? + (Yiz2 — Ti=2)? + (Yi=3 — Ti=3)?
berechnet werden kann. Um Schreibarbeit zu vermeiden, wird im weiteren Verlauf nur der Satellit mit der Posi-
tion Z; betrachtet, solange die jeweiligen Gleichungen fiir den zweiten Korper identisch sind. Die Bewegungs-
gleichung des Satelliten wird nach Newton durch die Differentialgleichung

@ Ma Tt ET (2.20)

beschrieben. Vernachléssigt man die Massenénderung und beachtet, dass die Kraft Fim Allgemeinen von der
Position Z, der Geschwindigkeit Z, der Zeit ¢, sowie weiteren Parametern P = (, p) abhingen kann, so ergibt

F=
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Satellit 2
Satellit 1

Ci=1

Abbildung 6.1.: Beobachtungsmodell von GRACE

sich die neue Bewegungsgleichung

¥ =

1 -, - = 1=, - o

EF(:EZ,xZ,t, P) = EF(:L‘Z,x“t, (&,D)). 6.2)
Die Parameter P beinhalten unter anderem ein Modell des Erdschwerefeldes, z.B. in der Form einer sphérisch-
harmonischen Reihenentwicklung, die direkten und indirekten Gezeiten oder die Atmosphire. In den Berech-
nungen wird ein Teil der Parameter als bekannt vorausgesetzt und mit der Abkiirzung  bezeichnet, wihrend
die Werte von 7 = {p1, p2, . . .} gesucht werden. Linearisiert man das Modell mit den Ndherungswerten p i in
einer Taylorreihe, wobeii = 0,1, 2, ... die jeweilige Iteration der Optimierung angibt, so erhélt man formal

) o i 9o j*[i} .
= ool ) + PAZE gt o7

beziehungsweise nach einem Abbruch nach dem linearen Term

) 0 DB

Ap = p - /‘)O(Qovp ~ apm (63)

Dabei ergibt sich die Range-Rate p direkt aus der (kalibrierten) Messung des K-Bands und p, (7, ﬁm) aus
einer Orbitintegration mit dem besten Modell aller beriicksichtigten gravitativen und nicht-gravitativen Effekte
inklusive der Niherungswerte von pil.

Das Ziel der folgenden Abschnitte ist die Bestimmung der partiellen Ableitungen %f[fm) beziiglich der Para-
meter der radialen Basisfunktionen

o entweder durch die nummerische Losung der sogenannten Variationsgleichungen

e oder durch eine neu entwickelte, geschlossene Losung, welche auf der Idee von Referenzbahnen und der
Hill-Differentialgleichung beruht.

6.1.1. Variationsgleichungen

Fiir die Ableitung der Range-Rate differenziert man formal die Darstellung (6.1) nach einem beliebigen Para-
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meter pE} des (residualen) Modells:

T
. . T
0 o7, S o <;» ;> 07, 9%; S on\T [ 9y 0%,
. i i S — ) + P Y z — Lo 7
op <3p2‘] 8173]) @ —3) + (G~ & (8175] 31)2‘” . Wi = &) op,  Opy (6.4)

i1 — — p — —
apg] i — & i — il

Um die Positionen bzw. deren partielle Ableitungen (nach der Zeit und nach den Parametern) zu erhalten, sind
fiir beide Satelliten jeweils Differentialgleichungen nach dem Vorbild (6.2) zu 16sen, deren dominierender Term
der Gradient des Schwerefeldes V' der Erde ist:

. 1 = . - N .
T = —F(T;, .1, P) = VV (T3, (8. 7"). (6.5)

Aufgrund des konservativen Kraftfeldes und der Beschrinkung auf ein zeitlich konstantes Potential entfallen
dabei die Abhingigkeiten von der Geschwindigkeit #; und der Zeit ¢. In der residualen Analyse wird das
Potential V wieder in ein Referenzfeld T} ;(7;, §) und eine residuale GroBe 67 (%, pll) aufgespalten

T = VTes (T3, @) + VOT(T;, 51). (6.6)

Differenziert man die Gleichung nach einem Parameter pg}, so folgt daraus mit der Kettenregel

8% ONTrey (i, §) 07,  OVOT (i, )
8172] 8.@' apg} apg}

Indem man die Reihenfolge der Ableitungen im ersten Summanden vertauscht und in dem Term

aﬁTref - = 2
= T're = T’re
o7 = V(VTep) = Voo

den Tensor des Referenzfeldes erkennt, erhilt man die Variationsgleichung

82 857; — .
: T, OVOT(Z;,pll
aigé V2Te (T, §) 0%; | OVOT(Ti,p ).

(6.7)

ol opP

Im Unterschied zu den iiblichen Variationsgleichungen aus Ballani (1988), Scheinert (1996) oder Beutler (2005)

wird hier fiir das Residualfeld auch eine direkte Ableitung nach den Parametern %ﬁﬁm) verwendet. Der
Py

Tensor V2T res hédngt dabei nicht von den Parametern ]3{1] ab und ist im (kartesischen) Inertialsystem durch den

Operator
9?2 [ 9?
836(29:(: 8yc2:c 82236
2 = 2 3] 0 o = =
VT ey (Z,5) = 920y dydy 920y Trey (%, P) (6.8)
92 9?2 0?2
0xdz 0Oydz 020z

gegeben. Stellt man das (Referenz-)Potential durch eine sphirisch-harmonische Synthese

GM O (RN ~ -
T\ Y, r) = = Z Z <7“) P (cos9)(Clrm cosmA + Sy, sinm) (3.52)

n=0m=0

dar, so erhilt man den Tensor

oo 10T _ 10T L 9T 1 or
or2 T 819(27‘ r2 9 rsin ¢ B)QBT r2siny O
(V2T) _ 109°T 10T iﬂ_{_lﬂ 1 0°T _  cosv OT (6.9)
l r 0Yor r2 0v r2 992 r or r2 sin9 A0V 72 sin? ¢ OA '
1 0*T 19T 1 9°T _  cos® 0T 1 @+;@+c0tﬁg
rsind OXOr r2sind O\ rsind 090X r2gin2 9 OX  r2sin2 9 OA2 r Or r2 09
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in einem lokalen Koordinatensystem. Die €;—1-Achse des Systems zeigt dabei radial nach auBen zum Satelliten,
die €;—o-Achse weist tangential in ¥-Richtung und die dritte Komponente ist orthogonal zu den anderen in \-
Richtung orientiert (Scheinert, 1996, Meyer, 2005).

Fiir die Losung der Variationsgleichung muss der Tensor in das raumfeste Koordinatensystem transformiert
werden, was durch eine beidseitige Multiplikation mit einer Rotationsmatrix R geschieht

(V?T,e5) =R' (V?T),R. (6.10)

Unter Vernachldssigung von Polbewegung, Nutation und Prizession kann die Drehung durch die Matrix

R = Ri(1)Rs (g _ 19) R, (g) R; (V) R3(0) =
cos (5 — V) cos(A+©O) cos(§ —9)sin(A+0O) sin(5 —9) (6.11)
= [ sin(5 —9)cos(A+©) sin(F—9)sin(A+6) —cos(F—0)
—sin(A + ©) cos(A+ O) 0

realisiert werden (Meyer, 2005).

Die Variationsgleichungen (6.7) stellen fiir jeden Parameter pE] ein Differentialgleichungssystem zweiter Ord-

nung fiir die Variable 865[}'] dar, welches mit geeigneten Startwerten analog zu einer Orbitintegration nummerisch
Py

gelost werden kann.

Nach Beutler (2005) wird in den Variationsgleichungen der Himmelsmechanik zwischen dynamischen und
nicht-dynamischen Parametern unterschieden. Fiir alle dynamischen Parameter — wie z.B. die Koeffizienten ei-
nes Schwerefeldes (Agnm, Aénm), die Massen der Planeten oder die Parameter eines Residualfeldes — werden
die Nullvektoren

. T
(afzi({to) 852(?0)) _ G (6.12)
oy opp

als Startwerte verwendet. In der Analyse von Orbitbeobachtungen durch radiale Basisfunktionen folgt daraus,
dass die approximierten Ableitungen mit einer falschen ,,Richtungsinformation starten, wenn die Basis am
Bogenanfang lokalisiert ist. Durch viele (kurze) Bahnbdgen in auf- und absteigender Richtung wird dieser
Fehler zum Teil kompensiert, es empfiehlt sich jedoch ein zusétzliches Randgebiet ohne Basisfunktionen fiir
die Integrationen einzufiihren, in dem die partiellen Ableitungen jeweils ndherungsweise verschwinden.

Die Variationsgleichungen bilden die klassische Methode zur Parameterbestimmung, erfordern aber fiir die
beabsichtigte nichtlineare Optimierung sehr viele nummerische Integrationen. Der Grund dafiir ist die Not-
wendigkeit,

e in jedem Iterationsschritt
o fiir jeden Parameter
e und fiir jeden Bogen

ein Differentialgleichungssystem zu 16sen, wobei wegen den unterschiedlichen Gré8enordnungen und fiir eine
stabile Losung eine getrennte Integration zu empfehlen ist.

Durch die MATLAB-internen Integratoren (ode23, ode45, odel 13, ...) mit ihrer adaptiven Schrittweite wird der
Rechenaufwand weiter erhoht, da der Tensor V2T, ¢ und damit auch die Legendrefunktionen bis Grad und
Ordnung N fiir jeden Parameter pE] neu berechnet werden, obwohl es sich immer um die Terme des gleichen
Referenzfeldes handelt.

Nach Beutler (2005) existiert noch eine alternative Moglichkeit zur Lésung der Gleichung (6.7), welche durch
eine nummerische Umsetzung der ,,Variation der Konstanten‘ realisiert wird. Dabei wird in jeder Iteration ein
Differentialgleichungssystem je Bogen gelost, wihrend die unterschiedlichen Parameter durch die nummerisch
effizientere Quadratur umgesetzt werden. Beide Ansitze werden als Projektarbeit von Heng Zhu implementiert
und im Kapitel 8 mit dem geschlossenen Ansatz verglichen.
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6.1.2. Referenzbahn-Ansatz

Um den Aufwand der nummerischen Integration zu vermeiden, werden die partiellen Ableitungen durch eine
geschlossene Formel approximiert. Dazu fithrt man fiir beide Satelliten jeweils eine Referenzbahn (X}, X})

bzw. (37;, Y;) ein, welche ohne die gesuchten Parameter des residualen Feldes bestimmt werden. Entwickelt
man die Range-Rate aus der Darstellung (6.1) in einer Taylorreihe, so erhélt man

. 9o\ T 95\ T 0 T 95 T
pzp()zi,ﬁ,)?i,ﬁ)—i—(e) Agj}—l—<€> A+ LY A+ L) Ami+...  (6.13)
dY; X aY; 0X;

Dabei stellen die GroBen AZ; := (&; — )Z'Z) AZ; = (QE'Z —)Z'i) usw. die die Differenzen zwischen der jeweiligen
Referenzbahn und einer ,,wahren* Bahn dar, wobei nur der letztgenannte Orbit mit den Parametern p i berech-
net wird. Die Vektoren der Differenzen und deren Komponenten werden im Weiteren auch als Bahnstéorungen
oder Bahnabweichungen bezeichnet.

Zur Berechnung der Ableitungen verwendet man die Darstellung (6.1) — wobei die Orbitelemente durch ihre
Niherung ersetzt werden — und differenziert nach den ersten Komponenten der Positionen und Geschwindig-
keiten:

0 -y (B-X) - X

_ W=7 Ai=l) J Yie, — Xio (6.14a)

Niet Vi - X S A

?ﬁ _ (Yie1 — Xi—1) _ (Yie1 — Xi—1) (6.14b)
izt /(Yier — Xiz1)? + (Yiee — Xiz2)? + (Yieg — X;—3)? 1Y; — Xl

2 5N\ 1 - o

9 _ _ (Yie1 — Xiz1) B <Y B Xi) - X (Vi1 — Xiz1) | = — 9p (6.14c¢)
Xz I¥i - Xi -xp T T Vim

dp (Yiz1 — Xiz1) dp

' = — = ——. (6.14d)
0Xi=1 V(Yiz1 — Xi=1)? + (Yiee — Xi—2)? + (Yies — X=3)? OYi=1

Die zweiten und dritten Komponenten ergeben sich analog, weshalb auf deren Angabe verzichtet werden soll.
Kombiniert man die Ableitungen nach den Positionen (Y;—1, Y;—2, Y;—3) zu einem Vektor, so erhilt man nach

kurzer Rechnung

(F-%) (- %) T
Vi —Ximy) (%) (=X
V=Xl I ﬂz_%)_(l”s (}/;=1 Xz:l)
ap , op 7 op ] = | (Vita—Xizo) (1—)@) (ﬁ_)?i)(y Ly ) B
iz1 iz iz V=X l }‘&IP’ =2 =2
Vies—X,y) (V%) (VX)) .
V=X || IVi—X; 13 (YZ*S Xz—3)
Al A - (6.15)
( L XZ) ( =X (Y - X)) }12:1 - f{iﬂ
T X V., — X > % i=2 — Xi=2 | =
V=Xl \ V=Xl 1= X2 ) \yi, - xiy
> N
- ﬂ By, Y= X X)T
S y Xi)(Yi
1Y: — Xl IV — X2
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Die Berechnung fiir den zweiten Satelliten ergibt aufgrund der Symmetrie

(6.17)

o 9 9 1 [ 8 9 9
0Xio1' 0Xi—o' 0Xi—s|  |[0Yie1 OYiea OYies|'

Fiir die Ableitungen nach den Geschwindigkeiten erhélt man mit den Gleichungen (6.14c) und (6.14d) die
Vektoren:

T — -
oY, 9Yiz1’ 0Yj=p’ 0Yiz3 1Y; — X
o\ F-xX)T o5\
<’i ) =X (’j) , (6.19)
X i 1Y — Xill dY;

Setzt man die Differentiale in die Taylorreihe (6.13) und bricht nach dem linearen Glied ab, so folgt daraus fiir
die Range-Rate

o ap\ T s\ T Py T Py T
pr p(Xi, Y, X, 2-)+<ﬁ’> Am(ﬂ) Ame(P) Am(?) AZ; =

9Y; X aY; X,
T T T
= XLV X 2)+<a’3> A@—(af) Afi+<a€> A@—(%) A, =
Y; oY; dY; aY;
(6.17) (6.19)
Lo ap\] AN (6.20)
= p(X, Y5, X, i)+<—»> (Ayi — AZ) + | —= | (Ay — AT;) =
0Y; )4
Lo (B-%) Fo BT
= p(X3, Y, X0, YY) + ~=——= E3zx3 — == (Ay; — AZy)
1Y: — X4 1Y: — X4
UEE ORI

Da die beiden Referenzbahnen (X i 37;) aus einer Orbitintegration im Referenzfeld ohne die residualen Para-

meter ! berechnet werden, ergeben sich die partiellen Ableitungen, indem man die Abweichungen (AZ;, Ay;)
differenziert:

o 5N\ T
9p _ ( i XZ’) B Y= X)(¥i— )&)T> O(AT; — AT;)
o] WX\ M- KPP orp 621)
N (171— X’E)T O(Ay: — ATy)
V- %l ol

Die folgenden Abschnitte befassen sich mit der Bestimmung der Bahnabweichungen als Funktion der Zentren,
Formparameter und Skalierungsfaktoren der radialen Basisfunktionen, also

pﬁ[i] € {77[11]a)\[11]#9[11]@&1}7773]7)‘[21}7719513]”01[;?] ’

wobei alle anderen Ursachen der Bahnstorungen vernachlissigt werden. Dazu wird der Satellitenorbit in einem
rotierenden Koordinatensystem betrachtet, welches im néchsten Schritt diskutiert werden soll.
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6.2. Hill-Theorie

Fiir die Bahnénderungen durch residuale Storkrifte wurde von George William Hill (1838-1914) die Hill-
Theorie entwickelt, deren urspriingliche Anwendung die Beschreibung der Mondbahn darstellt (Meyer, 2005).
Dabei wird die inhomogene, nichtlineare Differentialgleichung der Bewegung (6.2)

. 1 ) o
i=—F(&, %t P) (6.6)
m

durch geeignete Niherungen so linearisiert, dass eine geschlossene Losung moglich ist.
Die in der Literatur aufgefiihrten Herleitungen der Hill-Differentialgleichungen unterscheiden sich in der ge-
wihlten Motivation und der Reihenfolge der einzelnen Ndherungen. Hier soll die Methode von Scheinert (1996)
vorgestellt werden, in welcher die mathematisch-physikalischen Approximationen jeweils nachtriglich mit ei-
ner geometrischen Interpretation versehen werden, wobei der Ansatz erst am Ende auf den sphirischen Fall
reduziert wird.
Analog zu der Gleichung (5.1) kann eine Bewegungsgleichung in jedem rotierenden System mit dem (zeitlich
variablen) Rotationsvektor &y = 7 (t) und unter Beriicksichtigung der Scheinkrifte dargestellt werden:

ﬂ%H = %ﬁ(fH,fH, t, ﬁ) — (DH X ((IﬁH X fH) — QLUH X fH — (I)H X fH. (6.22)
Im Ansatz von Hill wird der Ursprung ins Massenzentrum der Erde gelegt, die €y—1-Achse zeigt radial zum
Satelliten, die €y —3-Achse ist senkrecht zur Bahnebene und die ey—o-Achse erginzt das Rechtssystem und
ist ungefihr parallel zur Flugrichtung'. Dieses Koordinatensystem entspricht dem bisherigen Satellitensystem
»°, die abweichende Notation ,,H* wird erst durch die Einfithrung einer Referenzbahn im weiteren Verlauf
begriindet.
Die Formel (6.22) beschreibt eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, die im Allgemeinen
zeitlich variable Koeffizienten aufweist. Beschriankt man sich auf die Storkraft eines zeitlich konstanten Schwere-
feldes, so ldsst sich die Beschleunigung durch den Gradienten

LB (@, Fut, P) = SV (@, (7,77)) (6.23)

m

darstellen, welcher aufgrund seiner Definition weder von der Geschwindigkeit noch von der Zeit abhéngt. Fiir
eine Linearisierung entwickelt man die die Beschleunigung mit den Nidherungswerten {X H, p_{i]} — ohne die
Angabe der Parameter ¢ des Referenzfeldes — in einer Taylorreihe

OVV(Xn, ) ¢\ OVV(Xn i)

(g — Xm)+

0% P G- +... (624
H

und setzt die linearen Anteile in die Bewegungsgleichung ein. Erweitert man die Position bzw. die Geschwindig-
keit in den Beschleunigungen der Scheinkrifte durch den Term ©yy = (¥ — Xz + X ), so erhilt man

. o OVV( Xty oVV (X, |
u = (V&) + DI 7, gy o OV EmPD) 5 g
0Xy op (6.25)
— dyg X ((,UH X (fH—XH—I—XH))—QcUH X (fH—XH—I-XH) —(jH X (fH—XH+XH).
Durch Umordnen der Terme folgt daraus
fH: 6‘/()2]{,]5{1})—&7]{ X ((EH XXH)—QQH X).?H—(j))H XXH
NV (X ) e NV X ) L
—_— - X By — ] 6.26
+ DX (Zy H) + o7t (p—pM) (6.26)

—(ﬂH X (U_jH X (fH—XH)) _2‘DH X (fH—XH) —ul)‘H X (fH—XH)

'In Meyer (2005) wird das Koordinatensystem dagegen so gewihlt, das die g —3-Achse in Richtung des Satelliten und die €p—1-
Achse in Flugrichtung zeigt, was zu einer zyklischen Vertauschung aller Komponenten fiihrt.
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Die erste Zeile der Differentialgleichung entspricht der urspriinglichen Bewegungsgleichung, allerdings dar-
gestellt fiir den Referenzorbit, und kann daher durch die linke Seite von

)?H = 6V(XH,2ﬁl]) —(ﬁH X ((ﬁH X XH) —QQH X X:H—QH X XH (6.27)

ersetzt werden. Verwendet man auBerdem fiir alle Differenzen der beiden Bahnen die Schreibweise A&, so
vereinfacht sich die Formel zu

> OVV (X, ptl)

. OVV (X 4. i _
AZy = ig— Xg= A:E’H—i—MAﬁ{']

oX opli] (6.28)

—@y X (O X AZp) — 20y X Al_”H — (I)’H X AZp).

Um in der Differentialgleichung konstante Koeffizienten zu erhalten, beschriankt man sich auf Referenzbahnen
mit vernachlissigbarer Exzentrizitit. In diesem Fall ergibt sich ein konstanter Rotationsvektor &y

G = (0,0,7) ", (6.29)

der mit der mittleren Bewegung 7 eines fiktiven Satelliten in der Position Xu dargestellt werden kann. Geo-
metrisch bedeutet dies, dass der Vektor &g eine zeitlich konstante Bahnebene fiir die Referenzbahn definiert.
Ublicherweise identifiziert man die Position X mit einer der Achsen des rotierenden Koordinatensystems,
wobei in dieser Arbeit die e;—1-Achse gewihlt wird. Der Rotationsvektor ist entsprechend parallel zu der
eg—3-Achse, wodurch die Referenzbahn automatisch zu einer Kreisbahn vereinfacht wird (vgl. Grafik 6.2).
Die Komponenten der Bahnstorung AZy = (AZp—1, ATg—o, AT 17—3) " im rotierenden Hill-System geben
zu jedem Zeitpunkt die Abweichung zwischen dem wahren Orbit und der Position Xy des fiktiven Satelliten
auf der Referenzbahn wieder.

wahre Bahn

Abbildung 6.2.: Schematische Darstellung des Hill-Systems mit dem rotierenden Koordinatensystem
(ZH=1, TH=2, ¥=3) und dem Inertialsystem (Z;—1, Z;—2, Ti=3)

Bildet man die Produkte der Bahnstorung mit dem Rotationsvektor, so erhilt man fiir die Beschleunigung der
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Scheinkrifte:
‘jH X AfH = 6
Axp—1
—Oy % (@ x AZy) =  @% | Az
0 (6.30)
. Atp—o
—2(@’[{ X AfH) = 2n | —Atg—1
0

Neben dem konstanten Rotationsvektor und der kreisformigen Referenzbahn werden noch zwei zusétzliche
Approximationen angebracht, um die geschlossene Losung zu ermdglichen. Zunéchst ersetzt man den Ten-

sor des wahren Schwerefeldes V2V = ﬁ(ﬁV) = %f”ﬁm) durch eine sphirische Niherung, also eine
H

Punktmasse im Koordinatenursprung:

> GM GM
Vo(Xn) = - 2 2 2
o V/(Xg=1— 02+ (Xp=2 — 02+ (Xg=3 — 0)
XH=1
- - GM
VVo(Xn) = - 5 | Xm=2 631)
VB + X+ Xhy \Xug '
— G 3X2 _1 — 7’2 3XH_1XH_2 3XH_1XH_3
oVV(X GM H=1 ’ = = - -
05 1) = 03 3Xpg—2Xp—1, 3X}_o—1% 3Xp—92Xp—3
OXn 3Xp—3Xp=1, 3Xp—3Xp—2, 3X5_;—1?
) . . _ _ . __ Jom _ [am
Im rotierenden Koordinatensystem gilt dann Xp—2 = Xpg=3 = 0und Xpg—1 =rundn = /=5 = \/TT ,
weshalb sich der Tensor des Referenzfeldes zu
=2 ; 2 0 O
oVV( Xy, p) - = o
OVV (X, ") VVVe(Xp) =a2 [0 -1 0 (6.32)
0Xn 0 0 -1

vereinfacht. Die letzte fehlende Grole der Gleichung (6.28) ist die Ableitung des Modellpotentials nach den
gesuchten Parametern. Aufgrund der Aufteilung in ein Referenz- und ein Residualpotential, wobei nur letzteres
von den Parametern pl! abhéingt, kann man das Differential durch

OVoT (X, pll)
apll

OVV (X, pll)

Sl —
Ap o0

Aﬁ{i] (6.33)

ersetzen. Betrachtet man nur die linearen Parameter — also z.B. die sphirisch-harmonischen Koeffizienten

(Snm, Cnm) oder die Skalierungsfaktoren 7, —, so entspricht dies gerade den Beschleunigungen, die durch
das Potential der untersuchten Koeffizienten erzeugt werden:

365T()ZH717M)A13{11 _ <85T(XH,Z7M) 06T (Xp, pV) 06T (Xp,pl)

T
_S(5T( R
aﬁm 8XH:1 ) 8XH:2 ) aXHzg ) V<(5T(XH,p )) (634)

Setzt man den sphérischen Tensor, die Storbeschleunigung und die Beschleunigungen der Scheinkrifte in die



108 6. Range-Rate Beobachtungen

linearisierte Bewegungsgleichung (6.28) ein, so folgt daraus

(6.32) —_
- 88T (X ,pli
AT 2 0 0\ [ATgo W)
AZg_o | = a2[0 =1 0 ATy | + %Hp“)
AZp— 0 0 -1 AZp—3 80T (X :?[i])
o Doy (6.35)
A:CH:1 A.Y.JHZQ 0
0 0 0
6.30)
oder in der komponentenweisen (und umgeordneten) Darstellung
00T
Aji‘H:l - ZﬁAiHZQ _3ﬁ2A$H:1 =
Oxp=1
00T
AZpg—s +2nATH—1 = (6.36)
Oz =2
6T
AZpg—3 +77L2A:EH:3 = .
Orp=2

Die Hill-Differentialgleichung (6.36) beschreibt die Bahnabweichungen bzgl. einer kreisformigen Referenz-
bahn X in einem rotierenden Koordinatensystem. Um die Giiltigkeit der Gleichungen zu gewihrleisten, sollte
auch die wahre Bahn des Satelliten annihernd kreisformig sein und die Storkraft im Vergleich zum Zentralfeld
nur einen vernachlédssigbaren Effekt bewirken.

Das Differentialgleichungssystem wird hier durch die Methode der Laplace-Transformation geldst, wobei sich
die Gesamtlosung — in einer modifizierten Schreibweise — aus einem homogenen und einem inhomogenen
Anteil zusammensetzt:

Axg—1 = XHhom + THinh
Arp—g = YH hom T YH inh (6.37)
AZH—3 = ZHhom + ZH,inh-

Da in den Formeln einer Kreisbahn keine Exzentrizitit auftreten kann, wird zur besseren Lesbarkeit auch die
Exponentialfunktion durch exp (&) = ef ersetzt.

6.2.1. Homogene Lésung

Mit den neuen Bezeichnungen erhiélt man fiir den homogenen Anteil der Differentialgleichung (6.36) das
System

. . _9

LH,hom — 2nyH,hom —3n TH hom = 0

yH,hom + 2ﬁj5H,hom =0 (638)
. =2

ZH,hom +n ZH,hom = 0.

Die Losungen kann man z.B. aus Scheinert (1996) oder Meyer (2005) entnehmen, trotzdem soll deren Bestim-
mung exemplarisch mit der Laplace-Transformation vorgefiihrt werden. Dasselbe Verfahren kommt auch im
inhomogenen Fall zum Einsatz, wird aber von dem Computeralgebrasystem MATHEMATICA iibernommen.
Betrachtet man die Differentialgleichungen genauer, so stellt man fest, dass die ersten beiden gekoppelt sind,
wihrend die dritte Zeile unabhingig von diesen einen harmonischen Oszillator mit der allgemeinen Losung

ZH hom(t) = Acos(nt) + Bsin(nt) (6.39)

beschreibt. Die Konstanten A und B lassen sich durch Einsetzen der Losung in die Differentialgleichung und
einen Koeffizientenvergleich bestimmen, sollen hier aber ebenfalls durch eine Laplace-Transformation unter
Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen berechnet werden.



6.2. Hill-Theorie 109

f(t) F(s)=£{f(t)} | Bemerkung
cos(at) P Re{s} >0
sin(at) o Re{s} >0

texp(—at) % Re{s} >0
o(t) = (1) izg 1 Refs} > 0
exp(—at) - Re{s} > —a

t 3—2 Re{s} >0

Tabelle 6.1.: Laplace-Transformationen fiir einige elementare Funktionen, in Abhingigkeit von einem zusétz-
lichen Parameter a aus Doetsch (1956)

Definition 2 Als Laplace-Transformation bezeichnet man die Zuordnung einer Funktion f(t) im Zeitbereich
t > 0 zu einer Bildfunktion F(s) im komplexen Bildbereich s durch die Integraltransformation

F(s) = £{f (1)} = / F(t) exp(—st)dt. (6.40)
0

Die inverse Abbildung ldsst sich mit Mitteln der Funktionentheorie durch das Wegintegral

r+100

2_1{]:(8)} = 2%” / F(s)exp(st)d = {

t) t>0
) t= (6.41)
0 t<0
berechnen. Dabei ist zu beachten, dass das Integral im Normalfall nur in einer Halbebene x > s gegen die
urspriingliche Funktion konvergiert (Doetsch, 1956, Bartsch, 1999).

Die Laplace-Transformation ist ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel, da sie Differentialgleichungen auf-
grund des Differentiationssatzes

@ {f(n) (t)} = s"F(s) — Z f(k)(o)sn*kfl (6.42)

in algebraische Gleichungen in der Variablen s iiberfiihrt, was die Losung oft erleichtert (Doetsch, 1956,
Bartsch, 1999). Lost man — uniiblicherweise — die homogene und die inhomogene Differentialgleichung ge-
trennt, so entfallen in der inhomogenen Losung alle Ableitungen im Zeitbereich f (k)(O). Nachdem man die
Differentialgleichung im Bildbereich gelost hat, benotigt man eine Riicktransformation in den Zeitbereich. Zur
Vereinfachung des Rechenweges versucht man dabei die resultierende Bildfunktion — zum Beispiel durch eine
Partialbruchzerlegung — auf eine bekannte Form zuriickzufiihren, von denen einige in der Tabelle 6.1 aufgelistet
sind.

Um die Laplace-Transformation auf die Hill-Differentialgleichung anwenden zu konnen, ist die Zeit so zu
modifizieren, dass jeder Bahnbogen mit dem Wert Null beginnt. Dazu subtrahiert man den Zeitpunkt ¢ der
ersten Beobachtung der Bahn und erhilt mit

T=1t—1 (6.43)

gewissermalien eine ,,Zeit pro Bogen®, die diese Bedingung erfiillt.

Auflerdem sind fiir den Ansatz eine Referenzbahn, die mittlere Bewegung 7 des Systems und die initialen
Bahnabweichungen® 5 = (2(0),y1(0), z(0)) und Z = (27(0), §z(0), 2(0)) zu bestimmen. Dazu
wihlt man entweder eine mittlere Approximation des Orbits oder eine Bahn, die zum Zeitpunkt 7 = 0 mit
der wahren Position identisch ist. Letzteres hat insbesondere den Vorteil, dass die initialen Bahnabweichungen

*Fiir eine iibersichtlichere Darstellung werden die Indizes der Anfangsbedingungen abgekiirzt.
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zumindest fiir die Positionen Ty = 0 verschwinden, was allerdings fiir die Geschwindigkeitskomponenten
Zx = 0 nicht notwendigerweise erfiillt ist.
Zunichst wendet man den Differentiationssatz (6.42) auf die Hill-Differentialgleichung (6.38) an und erhilt

(52XH,hom - S:I:H(O) - xH(O)) - 2ﬁ(SyH,hom - yH(O)) _SﬁZXHyhom =0
(8* Ve hom — sy (0) = §(0)) + 20(5 X hom — 21(0)) =0 (6.44)
(s> Z . hom — 521(0) — 21(0)) +12Z 1 pom = 0.

Sortiert man die Terme nach Zeit- und Bildbereich und beachtet die Unabhéngigkeit der zz-Komponente, so
erhilt man zwei Gleichungssysteme:

<32 — 3n? —2n5> <XH,hom> _ <5~’CH(0) +am(0) — 2”3/H(0))
2ns 52 Vihom)  \syr(0) + 9 (0) + 2nxH(0) 6.45)

(s + 72 21 hom = s21(0) + 21(0).

Um die erste Gleichung nach den Bildfunktionen (X hom, Vi, hom) aufzuldsen, bendtigt man die Inverse der
Matrix

2 a2
H:<S -3 22”3>, (6.46)

2ns s

fiir welche sich nach kurzer Rechnung

1 52 2ns
_1 o
H = s2(s? +n?) (—2T_LS 2 — 3ﬁ2> (6.47)

ergibt. Damit lisst sich die homogene Losung der Hill-Differentialgleichung durch das System

(XH,hom)_ 1 ( 1 n )<st(o)+a';H(0)—2nyH(0)>

= - — —2 . —
YH hom s2 +n2 \—2 —138”2 sy (0) + 9 (0) + 2nx(0) (6.48)
s .
Z[-Lhom = mZH(O) + mZH(O)
im Bildbereich darstellen. Fiir die Losung der zz-Komponente erweitert man den 2. Summanden
s 1 n .
Zihom = OV + 5 a0
und kann aus der Tabelle 6.1 direkt die Losung
_ _ ...
28 hom(T) = £ 21 pom} = cos(nr) 2y (0) + = sin(n7)2g(0) (6.49)

ablesen. Fiir die ersten beiden Komponenten erhilt man durch Multiplikation

S 1 1

Xt hom = miﬂH(O) + miH(O) - ZﬁmyH(o)
2n 2n 2n
i (0) + —— g (0) + 20— 241 (0
T a0+ Gy i 0+ 2 e oy (0)
—27 2 —on
= g (0) + —— iy (0) — 20— (0
Vit hom s2 + ﬁQxH( ) s(s? + ﬁz)mH( ) n8(82 + ﬁQ)yH< )
s 312 1 3n?
- 0 - i
* (32 a2 s(s? +n2)> v (0) + <(s2 +n2)  S2(s?+ fﬂ)) 92(0)
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Um die Tabelle nutzen zu kdnnen, formt man die Quotienten durch Partialbruchzerlegungen um:
1 1 /1 s
s(s24+n2)  n2\s s2+n2

1 1 /1 1
s2(n2 +s2) n2\s? s2+n2)’
Setzt man die inversen Transformationen in die Summen ein und erweitert entsprechend, so ergibt sich — unter
Beriicksichtigung von o (7) = 1 fiir 7 > 0 — fiir die z;7-Komponente

TH hom = cos(nT)xp (0) 4+ %sin(ﬁT)jsH(O) — 2sin(n7)yg(0) + 2sin(nT)ym (0)

20(r) — 2cos(ir) )iz (0) + 20~ (20(r) — 2cos(r) ) 21 (0) =

g (0) — 4$H(0)> cos(nt) + (an(O) — 2y (0) + 2yH(O)) sin(n7) (6.50)

2(0)

291(0)

sin(nt) + ———= +42(0).
n
Die analoge Rechnung fiir die y-Komponente fiihrt auf die Losung

L (20(r) = 2cos(nt)) a1 (0) + 27»% (20(7) — 2 cos(nt)) i (0)

YH ,hom = _2Sin(ﬁ7)xH(0) - %

+ (cos(nt) — 30(r) + 3cos(nr)) v (0) + (i sin(nT) — 3t + 2sin(n7)> 752(0)

+ 21 <rlz sin(nt) — 3t + isin(nr)) xp(0) = (6.51)

— <in(()) + 6xH(O)) sin(f7) + (Z:&H(O)> cos(ﬁT)—<3z)H(0) + GT_WH(O))T

~ Zi11(0) + y(0).

Die homogene Losung der Hill-Differentialgleichung kann durch

i nom(T) = — (;yH(O) + 333H(0)> cos(AiT) + (”’”H(O)> sin(AT) + (23”;(0) + 4xH(O)>

n

YH hom(T) = (;lLy'H(O) + GII?H(O)) sin(nr) + <%¢H(0)) cos(nT)— (33'/1{(0) + 6ﬁ$H(0)>T

+<yH<o> -2 <o>>

28 hom (T) = cos(AT)zi (0) + %sin(ﬁT)zH(O)

(6.52)

zusammengefasst werden, was auch in Scheinert (1996), Meyer (2005) oder Keller (2005a) verwendet wird.
In diesem Ergebnis féllt auf, dass in allen Komponenten eine Schwingung mit der Frequenz 7 der mittleren
Bewegung des Referenzsatelliten auftritt. Die zz7-Komponente beschreibt eine harmonische Oszillation um die
Bahnebene, deren Phasenlage von den Anfangsbedingungen in dieser Richtung abhingt. Die beiden anderen
Bewegungen sind analog zu der Differentialgleichung gekoppelt, d.h. die Phase hingt von den Bahnstérungen
in Flugrichtung und in radialer Richtung zum Zeitpunkt 7 = 0 ab. AuBerdem weisen beide Komponenten
noch einen Offset gegeniiber dem Referenzorbit auf, der im Fall der Flugrichtung ¢z um einen linearen Trend
erginzt wird.
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6.2.2. Inhomogene Hill-Differentialgleichungen

Fiir die inhomogene Lésung muss das Differentialgleichungssystem

. _. _9

THinh — 20YHinh  —3N THinh = Oz

YH.,inh + 20T H inh = ay (6.53)
. _9

ZH,inh +N 2 inh = Gz

mit der Storbeschleunigung dy = (agz, ay, a.)" gelost werden. Betrachtet man die Storung, die durch das
Residualfeld einer einzelnen, radialen Basisfunktion hervorgerufen wird, so lisst sich die Beschleunigung durch
den Gradienten dy = v 1V (Ze, 1p) des Potentials ermitteln. Diesen erhilt man im rotierenden System, indem
man den Operator durch die Keplerelemente parametrisiert

) T

ﬁﬂ_<

und auf das Potential anwendet (Koop, 1993, Balmino, 1996, Sneeuw, 2000). In der Wigner-Darstellung folgt
daraus

o010 1 0

da’ adu’ asinu Ol (6.54)

OU( xe,% _ Z Z Z B (4hy)ethut (=€) (]j)”“ Zm(_j)—(n:— 1)
n=ng m=-n k=—n

10Wy(Ze, ) _ ﬁ: Zn: Zn: B (1py)etkrtm(©@-0) <R)n+1 n (—I)% (6.55)

a ou o e km , km a

1 OWy(Ze,hp) _ i i i Bl (i )etkutm(2-6) <R>n+1 1 odg,, (=1)

asinu oI e fm A0 r asinu 9l
mit der Hilfsfunktion

Bi(tn) = m 5 () a0 0y) Py (0)F e 5:31)

In der zy-Komponente des Gradienten bereitet der Term (sinu)~! Schwierigkeiten, da dieser einerseits in
jedem Umlauf zweimal singuldr wird und andererseits keine (elementare) Laplace-Transformation besitzt. Nach
Balmino (1996) oder Sneeuw (2000) kann man diese partielle Ableitung durch

1 9 1 0  cosu 0 0
— =— — I— — — 6.56
asinudl a [Smual sin [ < *ou 89)] (6:56)
ersetzen, was fiir I # 0 die Probleme vermeidet. Daraus ergibt sich fiir die z-Komponente
1 8\115(56, 1/}(,) _ l Sinuaqu(f? 1/}(,) COoS u Cosla\llb(f, wb) _ 8\I/b(f, wb) _
asinu ol a ol sin [ ou o)
N n n n+1
3 S S B ( ) sthu+m(2-0)
m
n=ngm=-—nk=—n
1 ody (-1
o (sin ukrgj(_) + 1k cosucot Idy,,(—1) — zm% Zm(—1)>
und fiir den Gradienten der Basisfunktion
N n n R n+1
— Q —
VgV = Z etm B]?m(d}b) ( ; > ezku 1mmO
n=nom=—-mnk=—n
(n+1) 0 (6.57)
n o] th 1 9dy,,(=1)
é(k:cotl——) CoS U sin u
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%107 Gradient einer Basis r= 6850 km, | = 89", e =0, 2 = -62°
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Abbildung 6.3.: Gradient einer radialen Basisfunktion fiir eine GRACE-dhnliche Kreisbahn
(I =89°,r = a = 6850km), wobei die Bahninderung durch die Kraft nicht beriicksichtigt
wird. Fiir die Basis werden die Parameter o(n) = 0.95" und A\, ~ —62.09°, 9, ~ 40.86°
gewdhlt, so dass das Zentrum in der Mitte des Bogens lokalisiert ist

Fiir einen kurzen Bahnbogen mit GRACE-dhnlichen Orbitelementen (I = 89°, = —62° und e = 0) sind
die Komponenten des Gradienten (6.57) im Orbit in der Abbildung 6.3 dargestellt. Die Basis wird mit den
Legendre-Koeffizienten o,(n) = 0.95" mit einem Entwicklungsgrad von ng = 0 bis N = 100 und dem
Skalierungsfaktor 7, =~ 8.0459 - 107'° so modelliert, dass die Funktion eine maximale Potentialinderung
von AT =1 T—; am Boden bewirkt. In dem Beispiel liegt das Zentrum in der Mitte des Bogens, was der
Position A\, &~ —62.09°, 9, ~ 40.86° bzw. dem Zeitpunkt ¢ = 300s entspricht. Neben der dominierenden
x-Komponente in Richtung Erdmittelpunkt ist auch die jeweilige Anziehung in der y;-Komponente (Flug-
richtung) zu bemerken, welche den Satelliten zuerst zum Basiszentrum hin beschleunigt und diesen nach
dem Uberqueren abbremst. Die zz-Komponente ist fast um eine GroBenordnung kleiner und verursacht ei-
ne Storung, die den Satelliten aus der Bahnebene herausbewegt.

Neben den Parametern der Basis sind in guter Ndherung auch die Inklination 7 und die Rektaszension €2 zu-
mindest fiir kurze Orbitbogen konstant, so dass sich nur die Groflen u, © zeitlich dndern. Um eine Laplace-
Transformation durchfiihren zu kénnen, sind diese Werte durch eine gemeinsame Variable zu parametrisieren,
welche fiir jeden Bogen mit dem Wert Null beginnt. Dies wird durch die Verwendung der ,,Zeit pro Bogen* 7
sowie die linearen Abbildungen

U= vg+nT

) (6.58)
0= O7+A6
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erreicht. Die erste Gleichung beschreibt die Satellitenbewegung in der Bahnebene iiber einen linearen Zu-
sammenhang zwischen der (mittleren) Anomalie M/ = 7t und dem Argument der Breite? u, wobei 7 die
gleichmifBige mittlere Bewegung des Satelliten und vg einen ,,Perigdiumsabstand® fiir die Kreisbahn bezeich-
net. Die zweite Gleichung entspricht der Forderung einer gleichmifigen Rotation der Erde wéhrend eines
Sterntages mit

2T

O~ 361005 — 2105 (6.59)

und dem Offset AO. Fiir eine bessere Anpassung an die wahre Bahn konnen die Grofen vg, 7 und AO je
Bogen oder je Zeitpunkt bestimmt werden.

Beriicksichtigt man die Kreisbahn (mit » = a) und die Rechenregeln der Exponentialfunktion

ezkufzm@ — ezkvofzmA@ezkﬁffzmQT’

so lassen sich fiir jeden Bahnbogen die konstanten Terme des Gradienten (6.57) durch die Koeffizienten

nw 1 n R e n 1 (Q—AO) L1kvg
Chm = —;Bkm(%) - fm(—1)(n+ 1)e e

n 1 n R n+l mn m — TRV
qugb = ;Bkm(%) ( ) kem (—1)1ke (@=A8)gtkvo

r

ns _ - pn It km\ m(Q—AO) srtkvg
Ckm T,Bkm(wb) < r ) ol € €

ne an (w ) B nH mn (—I) keot T — m ezm(Q—A@)ezk’vo
Gm = L Pkm W)\ km 0 sin [

beschreiben. Daraus ergibt sich fiir den Gradienten einer Basisfunktion

C;Cw: ez(kﬁ—m@)T
m

N n n
Vet =Y > M Y gi(kn—me)r . (6.61)

n=ng m=—nk=-n Can SiIl(UO _|_T—L7_)ez(kﬁ—m®)7' +ZCZTCn COS(UO —l—’FLT)el(kﬁ_m@)T

wihrend die Differentialgleichung die Form

N n n .
T Hinh — 2NYH inh —3n’z Hinh = Z Z Z cz;vnez(kﬁ—me)q—
n=no m=—nk=—n
N n n '
:UH,inh + Qﬁj;H,inh — Z Z Z CZ'rynel(kﬁme)r (6.62)

n=ng m=—nk=—n
n n

N
Z Z Z (Chmm sin(vo + n7) + 2cyy, cos(vg + 7)) e!(kAi=mO)r
=no

. _9
ZHinh T N ZHinh =
n=ng m=-nk=-—n

annimmt. Transformiert man diese Gleichung in den Bildbereich so erhilt man — unter Vernachldssigung der
Ableitungen im Zeitbereich aus der homogenen Losung — das Gleichungssystem:

3Eigentlich gilt der entsprechende Zusammenhang zwischen der wahren Anomalie und dem Argument der Breite, aber fiir eine
Kreisbahn sind alle Anomalien identisch.
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n

N n
(SQXH,mh) — 20(sYH inh) —SﬁQXHmh = Z Z Z na {el(kﬁfm@)r}
n=n —nk=—n

n

N n .
(52yH,mh) + QT_L(SXH,mh) = Z Z Z nzls{ez(kﬁ—mG)T}
n=mn =—nk=—-n

n n
(s Zm.inn) + 120 inn = Z Z Z 2{ (e, sin(vg + 1) + wchr, cos(vg + 1T)) e’(kﬁ_mG)T}.

n=ng m=—nk=—n

(6.63)

Mit den Rechenschritten der homogenen Losung (6.48) kann man auch dieses System nach den Bildfunktionen
auflosen:

XH,inh = 1 1 ?ﬁ . - - —1(rmO—kR)T Clm
<yH,inh> R (—2" ") Z Z Z { } < ny) (6.64)

s - Crm

k, 1 n—mé
Zi i = ) nz;D mZn kzn £{ e sin(vg 4 nr) 4 165C, cos(vg + nir)) e FT me)T} (6.65)

Um die Dreifachsummen in der weiteren Herleitung zu vermeiden, spaltet man die Funktionen im Zeitbereich
(TH inh> YH,inh> ZH,ink) bzW. deren Laplace-Transformationen (X inh, Vi ink, ZH,ink) in Abhdngigkeit von
Grad und Ordnungen auf, und betrachtet immer nur eine Lsung zu dem Zahlentripel (n, k,m). Sind diese
Teillosungen bestimmt, so gilt aufgrund der Linearitidt der Laplace-Transformation

XHmh_Z Z Z IT;]:nr;z

n=ngm=—nk=—n

N n n
n,k,m
Vinn = 3 D D2 Vidan

n=ngm=-—nk=—n

N n n
n,k,m
ZH,inh = Z E E ZH,inh

n=ng m=—nk=—n

bzw. nach der inversen Abbildung

Z SO
T Hinh (T T inh

n=no m=—nk=—n

n=ngm=—nk=—n

n Jk,m
ZH, znh E § : H inh*

n=ngom=—nk=—n
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a) allgemeine Lésung der ;- und y;;-Komponenten

Fiir die gekoppelten z i7- und yr-Komponenten erhilt man aus dem System (6.64) die Darstellung

=£{e_l(lme_kﬁ)‘r} 2nckm + Sckm

<X}}’;nr;;> _ 1 1 < 1 2n ) <CZ£~0> - s(72 4 s2)(s + 1(mO — kn))

svy . = n 2n n2
b s +1(mO — kn) s? +n? - A

—2niscPT + i (—3n? + s?)
s2(72 4 52)(s + 1(mO — kn))
(6.66)

Zur Losung wird das Softwarepaket MATHEMATICA verwendet, welches nach der Riicktransformation der
Gleichung (6.66) die folgenden Ergebnisse angibt:

H,inh D) a((k—1)a—mO)  a((k+1)i —mO
2ezT(knfm®)(2ch — ckm(kn — m@)) 420%
((k — 1) — m®O)(ki — mO)((k + L)t —mO)  ni(kn — mO)

() = 2 [<eza—2w23n>ezm (e, + 2 )™

Y, inh (T (k—=1)n—m0O)  a((k+1)n —mO)
e (kn=mO) (9,012 13 (ki — mO) + 1Y [(3 + kA% — 2kmn® + m262])
((k — 1)7 — mO) (ki — mO)2((k + 1)A — mO)
3y T =3¢ i — et (ki — mo)
— (ki — m®©) (ki — m®)?

n.k, m( ) . [ (chm =+ 2C ) nT (Ckm + 2ZC ) —nT

Die Formeln gelten fiir alle Kombinationen (k, m,n), deren Nenner nicht verschwinden. Fiir eine schonere
Darstellung fiihrt man die Abkiirzung

m = ki — mO (6.67)
und damit
(k+1)A—mO = g =7

ein und sortiert die Terme nach den Koeffizienten:

nkm 1 ezﬁ‘r e—zﬁT 2T dkm .
S =3 e e
’ 2 (ka - ) n(ka + n) (ka - n)(‘]km + n)
e’L’ﬁT e—mr 2n,e¥Tdkm 2
N - N 4+ ° S| (6.68)
n(‘]km - n) n(ka =+ n) (ka - n)ka (ka + n) NA4km

Analog verfiahrt man mit der yy-Komponente und erhélt

yn K, m( ) , ezﬁT N e—mr B 2ne¥Tdkm B 2 sz
Hyinh ﬁ(‘]k‘m - ﬁ) 77L((]k’m + ﬁ‘) (ka - ﬁ)ka (q.’cm + ﬁ) Nqkm "
2e'"T 2e~"nT e'Tm (302 + ¢3,) 3T 3 | gy
+|= — — - _ = _ T 2 e (6.69)
W qem — 1) W@em + 1) (Qem — 0o, (Gem + 1) Gom oy

In den Formeln fillt auf, dass die ¢;.? -Komponente von sz:nh( ) bis auf das Vorzeichen jeweils mit der ¢}/% -

Komponente von yzk ”Zb( ) tibereinstimmt, was sich aus der Symmetrie der Matrix H ergibt.
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b) Resonanzen der z - und y;-Komponenten

Da die Darstellungen (6.68) und (6.69) fiir qx,,, = 0 oder gr,, = +n wegen der Division durch Null nicht
auswertbar sind, miissen diese Fille getrennt behandelt werden. Zunéchst stellt man fest, dass die Probleme
nur dann auftreten konnen, wenn entweder die Satellitenumlaufzeit und die Tagesldange in einem ganzzahligen
Verhiltnis zueinander stehen oder fiir die Ordnungen & = 0 und m = {—1,0, 1} automatisch die Bedingungen
Qkm = TN bzw. qi., = 0 erfiillt sind. Der erstgenannte Fall wird in der Satellitengeodisie haufig als Resonanz
bezeichnet, was hier auch fiir die anderen Sonderfille als Bezeichnung verwendet werden soll.

Fiir g, = 0 ist in der Gleichung (6.64) £{e'%m"} durch £{1} zu ersetzen:

(2ncY 45 )
n,k,m on —2(rirs2)
X mh _ 1 1 1 ) ?n y o _ s2(n2+4s2) (6.70)
yn’ o s 82+ n? —2n S al c? ny 521 (2 . )
H,inh ~— s 52 km (=2nscE +cpy (—=37°457))
=£{1} 53(n2+52)
Die inverse Transformation in den Zeitbereich liefert die Losungen
k, 1 —cosnt nT — sinnrt
Tt inn(T) = (n2 ) Chm + 2 (ng ) s (6.71)
k nT —sinnT —8 + 37272 4+ 8cos AT
Yiinn(T) = —2 (ﬁz ) Chm — ( T Chm (6.72)

Im Fall ¢x,, = —7 (bzw. (kK + 1)n = m®) gilt fiir die Komponenten im Bildbereich

2ncky +scpy

xphm Llexp(—mnT 1 2n na s(= Z"+S)(’"+S)
< m) _ {p<>}< ) <m) _ 673
T s T2 (3

2 2
yH inh s°+n s Ckm 1(3n%cY +2nscp® —s2cp )
(n 18)2(R+18)s2

und im Zeitbereich

nkom B e—zﬁT _ ezfm— + QZﬁTe_mT - Sze_“_“— — 4y + Zezfm— _ 2ﬁTe—Z77LT ny
(T) - —9 km + =9 km
4n 2n

n.k.m —31e™"T — e 4 2nTe ™V 4y na 4e™T T | NinTe T — 3 + JinT ny
2n 7
Der letzte Fall betrifft gy, = 72 beziehungsweise (k — 1)7 = m©
2ncyY st
n,k,m — 2n n m
X inh | _ L{exp(nT)} < 1 = 2) <ckm> B 6.74)
L2 - - 27 3n ny | — .
y;ll znnlj: s? +n? _?n B SLQ Ckm 1(3n2cpY +2nscl® —s2cp? )
- (ﬁ—zs)(ﬁ—HS) 52
mit der inversen Transformation
nkm ezr‘rr _ e—Z'FLT _ QZﬁTGZﬁT _3261777 + 4q — Ze—mT _ 277”.6@1'17- ny
T i (T) = ( A2 Chom, T 972 Clom (6.75)
nkm 10T 4 e 4 2A7eT — Aoy o —e T 44T — are’™ — 3 — 3T gy
yH 1nh(7_) = < 2T_L2 )Ckm+( T_L2 ) km*

(6.76)
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c) allgemeine Lésung der >;-Komponente

Die Bildfunktionen der zz-Komponente (fiir ein Zahlentripel (n, k, m)) ist durch die Formel (6.65) gegeben:

1 _ . _ )
Z?I’f;zz =i [cZﬁnS {sin(vo + ﬁT)eka_ZmeT} + 1y, £ {COS(’UO + ﬁT)eZk"T_Zm@T} ] . (6.77)

Fiir die Laplace-Transformation benétigt man daher die Terme

B R 1 2100 1
Y {sin(vo + ﬁT)e’km_’m@T} = —e "0 ( © -+ : ) (6.78)
2 n+kn+1s—mO n—ki—15s+mO
_ . 1 2109 1
£ {cos(vo + ﬁr)e’k’”*’m@T} = ——e "0 < © - — : ) , (6.79)
2 n+kn+1s—mO n—kn—i1s+mO

was nach der Riicktransformation auf die Darstellung
26”((14*1)77*7”9) 2617—((k+1)ﬁ7m®)e2w0

n,km — Zge~Wo | _ _ _ . >
ZH,z'nh(T) 4 ¢ ( ((k; — Q)ﬁ — m@)(k‘ﬁ - m@) * ((k: + 2)7_1 — m@)(kﬁ - m@)

emT( o 621v0.> e_mT( S N | >
i (k—2)n—m®© kn—m®© (k+2)n—m© kn—m®© )c”s

+
7 7 km

k —2)7 — mO)(kii — mO) - ((k 4+ 2)7 — m©) (ki — mO)

e UT e21v0 . 1 etiT 1 _ 762“}0.
(k+2)n—mo kn—m©O (k—2)n—m© kn—m®© )Cnc

e ( 9e7((k=1)i-m®) 9 ((k+1)i—m®) g 21wo
— —1€
((

+ + km

n n

fiihrt. Verwendet man hier ebenfalls die Abkiirzung g, so ergibt sich

QQlT(Qk'm_'ﬁ) QQlT(ka +ﬁ/) 62“70

1
n,k,m _ —100 —+
y AT T)= —1e — n
H,inh ( ) 4 ( (ka 2n)Qk’m (Qk’m QH)ka

ethT 1 _e*v e UAT 2o 1
ka—Qﬁ qkm dkm +2n dkm ) Cns

+

’ n n km
1 100 2et7 (@km—n) N 9et7 (qkm+1) g 2100
— 2 . "
4 (ka - QH)ka (ka + 2”)ka
e*ZﬁT ( 32“’0 _ + L) elﬁT (_ 1 _ 62“)0 >
m+2 ™ — 3 —~
+ 9k - no g + qx _ no qk >czfn (6.80)

Da die mittlere Bewegung 7 = 4/ Cfl—é\,/" stets ungleich Null ist, treten die Probleme (bzw. die Resonanzen) in der
zp-Komponente nur fiir qx,,, = 0 und qg,,, = £2n auf.

d) Resonanzfille der z;-Komponente

Im Bildbereich erhélt man fiir gg,,, = 0

n,k,m

Hinh = 73 4 52 cpo 2sin(vg + n7)} + wcpy, £{cos(vg + n71)}| =

1  7ncosvy+ssinvg 4 1 scosvg — nsinvg .

Wi siar m T gyt pryez ke (6.51)
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und im Zeitbereich

nkm( )= — T COS VT €OS vy — Sin T (cos vg + NTSINVY) n
ZH,inh\T) = on2 Ckm
nT cos v sin AT + (AT cos T — sin ) sinvg .
. i e — (6.82)
n

nT cos(nT + vg) — SIN AT COS VY 6 n nrsin(nT + vg) — sinnTsinvy .
=— - c ? - Chon.

Der Resonanzfall g, = 27 (bzw. (k — 2)7i = m®) entspricht der Laplace-Transformation

n,k,m
() n? + s2

Hiinh cps £{sin(vo + nT)e* ™} +acps, £{cos(vo + nT)e* "7}

1
n2 + s2

ns ncosvg + (=2 + s)sinvg\ . [ (2u — s)cosvy + nsinvy
i |~ s o PN (6.83)
3n? + dins — s 3n + dans — s

und damit

1672 kem

o (om0 (ZL €)%+ 20 4 (0 4 207)) e _
1672 hm

<zew0 (e—zﬁT _ 2617_17' + eSzﬁT) + 2e—wo(_le—zﬁ7' + Zem’w’ + 27’17’6”_”—)> ns

262“}0(71 +622ﬁ7’)2 4 2(*Z+62m7—(’b+ 27—”_)) s
ZH,inh ¢

n,k,m (7_) — <ezn7'ewo

(6.84)

1672 o
N — e (efl’fLT — ethT + e?nfw) + 2efwo(_lefzﬁ‘r + 2T + 2T_LTemT> ane
1672 o

Fiir qx,,, = —2n ergibt die Laplace-Transformation

1

n,k,m
() n? + s2

Hinh s g{sin(vg + AT)e "2} 4+ 1cpS, £{cos(vg + ﬁT)e_QmT}] =

B 1
a2+ 82

ns ncosvy + (2em + s) sin vy e (21 — 18) cos v + wmsin vy
c — 10
fm 3n? — dins — s2 fm 3n? — dins — s2

(6.85)

und die Riicktransformation

Zn,kml (7_) - e_ng _Ze—wo(_l 4 eQzﬁT)2 + 26217‘17—1—21)0 (—’L 4 ZeZzﬁT + QﬁT) Cns
Hinh - 16772 km
i _,Le—wo(_l + eQzﬁ‘r)2 _ 2e2zﬁ‘r+wo(_Z + ZeQmT + 27_7/7') e

* 1672 hm

<—ze_“’° (e—3m7— — Qe—T T emr) + zewo(_ze—sz + 22T + 277,7'6_”_“—)) s

(6.86)

1672 fm
—e "o (e—3zﬁ7 _ 2e—zﬁ7 + emr) _ 2ew°(—ze_m7 + zemT + QﬁTe_ZﬁT) ne
1672 Chom-

+

6.2.3. Diskussion der inhomogenen Lésung

Aufgrund der umfangreichen Herleitungen werden die Ergebnisse (le‘;ﬂ(ﬂ, y?jﬁ’ﬂ(ﬂ, zzljnmh(T)> auf den
folgenden Seiten noch einmal zusammengefasst und um die Ableitung nach der Zeit erweitert.

Bei der Analyse fillt auf, dass auf eine Uberpriifung der Resonanzfille nicht verzichtet werden kann, da
diese mindestens einmal in jeder Berechnung fiir die Kombinationen der speziellen Ordnungen k£ = 0 und
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m = {0,+1,42} auftreten. Die allgemeine Moglichkeit der nummerischen Ubereinstimmung zwischen ei-
nem Vielfachen der mittleren Bewegung des Satelliten 7 und der Drehrate der Erde © erscheint eher unwahr-
scheinlich, weshalb auf eine punktweise Kontrolle bisher verzichtet wird.

Fiir die Programmierung folgt daraus, dass die bisherige Implementierung (vgl. Anhang A.2) wegen der not-
wendigen Fallunterscheidungen beziiglich der Ordnungen nicht ohne zusitzlichen Aufwand verwendbar ist.
Die neue Umsetzung basiert deshalb auf einer zweifachen Schleife iiber die Ordnungen (k, m) und berechnet
die inversen Laplace-Transformationen und die entstehenden Positionsénderungen fiir alle Zeitpunkte, Para-
meter und Entwicklungsgrade.

Aus der Symmetrie der Matrix H bzw. den gefundenen Losungen erkennt man, dass die ¢;,2 -Komponente der
x g-Koordinaten in allen Fillen bis auf das Vorzeichen mit der ¢}’” -Komponente des yy-Wertes iibereinstimmt.
Obwohl es durch die Formeln nicht sofort erkennbar ist, miissen die Anderungen in den Positionen — sowie
alle partiellen Ableitungen nach der Zeit oder den Parametern — jeweils reelle Gréfen sein. Diese Bedingung
wird nach der Berechnung aller Werte iiberpriift, bevor durch die Verwendung des Realteils die nummerisch
entstandenen imaginiren Anteile entfernt werden.

In der Abbildung 6.4 werden die reellen und imagindren Anteile der inhomogenen Losung fiir einen kurzen
Bahnbogen visualisiert. Die Satellitenbahn ist durch die Keplerelemente a = 6850km, I = 89°, ¢ = 0
definiert, welche bereits in der Grafik 6.3 fiir den Gradienten verwendet werden. Die Basis mit den Parametern
Ap & —62.09°, 9, ~ 40.86° und 0 (n) = 0.95™ ist beziiglich der ungestorten Kreisbahn (zeitlich und rdumlich)
in der Mitte des Bahnbogens von 10 min Linge lokalisiert. Am Ende des Bogens ergibt sich eine maximale
Abweichung von etwa 0.8 mm, wobei der grofite Anteil auf die yz-Komponente (in Flugrichtung) entféllt.

E
E
©
(O]
24
-4 | | | | |
0 100 200 300 400 500 600
Zeit in [s]
-17
2 x 10
E
E
S
c
k=)
£
=-1
-2 | | | | |
0 100 200 300 400 500 600

Zeitin [s]
Abbildung 6.4.: Beitrag der inhomogenen Losung zur Bahndnderung im Hill-System. Die Parameter der Bahn

und der Basisfunktion sind identisch zu der Abbildung 6.3

Eine weitere Kontrolle bietet die Tatsache, dass die Uberlagerung aller Ordnungen und Grade jeweils fiir den
Beginn des Bogens verschwindet:



6.2. Hill-Theorie 121
N n n
xH,znh(T = 0) = Z Z Z 7]2[77’?7:2(7— = 0) ;
n=ngm=—nk=—n
N n n
yann(r=0)=Y 3 N ypkmr=0) = (6.87)

Wihrend in den Variationsgleichungen diese Anfangswerte eine Folge der dynamischen Parameter sind, erge-
ben sich die Bedingungen in der geschlossenen Losung dadurch, dass zum Zeitpunkt 7 = 0 die Kraft noch
keine Storung der Bahn bewirkt hat. In beiden Fillen bedeutet dies, dass die partiellen Ableitungen von Basis-
funktionen am Rand des Gebiets nicht gut bestimmt werden konnen, weshalb eine entsprechende Erweiterung

der Daten durch eine Zone ohne Basiszentren zu empfehlen ist.

1 ezﬁ‘r efzﬁr 2e'Tkm cnx
2 ﬁ(qk'mfﬁ) ﬁ(qkrrL+ﬁ) (rinfﬁ)(q}c'm‘i'ﬁ) km
76”7”— e—'L'FLT 2ne'T9km 2 ny
1| = = — = = = = = C
l—cosnt | .nx nr—sinnr | Y
xn,k,m — n2 Chm T 2 n? km
Hyinh 7 ) [
_ew'w +e—1ﬁ'r +2"—”.e—1ﬁ7 an, + ZelﬁT +31e_”_” _2ﬁTe—zﬁT — 4y Cny
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et nT —e TN _ Qe one —3e"™ 7 +41—1e T —2nTe' T Y
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1 et T e—1nT 2qEme’” km Cnx
2 (ka_ﬁ) (ka"’ﬁ) (qkm_ﬁ)(ka"Fﬁ) km
+ ez'ﬁr efz'ﬁf 27 9km cny
Qkm —T Qem TN (qkmfﬁ)(qka”ﬁ) km
sinnrt | .nx l—cosnt | .Y ..
:’Cnakvm _ n Ckm +2 n Cem fir qg.m,
H,inh — i
e_lﬁffelﬁ772lﬁ7‘e_lﬁf ne e—’LﬁTie’L’FLTJrQ,,TLTze—’L’FLT ny ..
t 4an km 2n Crm fiir Qkm
e_lﬁ7761ﬁ772l'ﬁ7'67‘ﬁ7— ne 76—1ﬁ,f+ezﬁ7727_2ﬁezﬁ‘r ny ..
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fiir gxy, =0

fiir g, =—7n
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-n

3

(6.88)

(6.89)
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yH,inh =

Y

n,k,m

n7k’m J—
Hinh =

3 ezﬁT efzﬁT o Qﬁequkm o 2 nr
ﬁ(‘]km_ﬁ) ﬁ(‘]km""ﬁ) (qkm_ﬂ)ka(kaJ"ﬁ) NGkm km
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gem—n)  wl@em+n)  Gm  qr,  (@Gem—1)GE,, (@Gem+R) | kM
nT—sinnt | .nx —8+3727248 cos it | Ny - _
—2 7z Com — o2 Crm fiir dkm =0 (690)
_ | 3167 T 44e"T —27hTe "N —ds | nax 467" VT 4 NiTe T —34-3uiT | MY o =
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Sortiert man die Terme der Losung in Abhiingigkeit von den zeitabhiingigen Funktionen, so ergibt sich die
Darstellung

TH,inh
I S ( L 0) 4 X (i, O+ X (0, O)e
ZH,inh n=no M=-nk=-n

(6.94)
+ Xp o (U, 0) ™ + X5 (4, 0)e'™ W E™) 4 RES(v3,0,7) |.

Die Eintriige der Matrizen X¢, (3, O) miti = 1,2,...,5 hiingen vom Grad n, den Ordnungen (k,m),
den zeitlich konstanten (bzw. gemittelten) Orbitelementen O = {r, a, 7, I,Q, vg, AO, ...} sowie den Para-
metern v, der Basisfunktion, nicht aber von der Zeit 7 ab. In der letzten Matrix RES (¢, 0, 7) sind die Anteile
der Resonanzfille enthalten, welche nicht in das Schema der anderen Funktionen passen, wie zum Beispiel der
quadratische Term {— 77'2} in der y-Komponente fiir g, = 0.

Vergleicht man den allgemeinen Anteil der inhomogenen Losung mit der Diskussion der homogenen Lésung
(S. 111), so erkennt man auch hier eine Schwingung, deren Frequenz mit der mittleren Bewegung n iiber-
einstimmt, auch wenn diese nun in der komplexen Form exp(+en7) auftritt. Es zeigt sich ebenfalls der Off-

set in den xp- und yz-Komponenten {Zﬁqi } bzw. {_lﬁqi —q%} sowie in letzterer ein linearer Trend
aufgrund des Terms —(ii}. Daneben enthilt die Losung noch weitere Schwingungen mit den Frequenzen

Qem = kn — m® und qrm £ N, die sowohl von der Satellitenbewegung als auch der (konstanten) Rotation der
Erde abhiéngen.

Auch die Resonanzfille lassen sich groftenteils als Schwingungen mit den Frequenzen 7 und 37 interpretieren,
allerdings werden diese durch Terme der Form 7e™"" und 37272 iiberlagert. Dadurch ist fiir die inhomogene
Losung der Differentialgleichung ein starkes Driftverhalten zu erwarten, welches aber wegen der Beschriankung
der Analyse auf kurze Bahnbogen hier nicht weiter behandelt Werden soll.

Um die Bahnabweichungen nach den Parametern p € { 1 A [l] 19[111’ agi], ... 19%], UB)} der radialen Basis-
funktionen zu differenzieren, nutzt man die Tatsache, dass alle Matrizen die Hilfsfunktion B} (v%) in den
Koeffizienten {c}" , ch’n, cpe  cpé ) enthalten. Ersetzt man die Funktion durch die partiellen Ableitungen (5.34),

so folgt daraus

LJH’?”h EN: z”: z": (aX}zkm(wh O) + axikm(wbv O) + axikm(wba O) et

P P P
Pe Pe Pe (6.95)

+ aXnkm(q/)lh ) eMkmT | 8X751km(1/}b7 O) em’(qkm:l:ﬁ) + aRES(wbv 07 T)) ]
8p[l] 6;021} ap[l}

Vergleicht man die geschlossene Losung mit dem Ansatz der Variationsgleichungen, so ist die zweite Variante
wesentlich einfacher zu implementieren. Wihrend der Tensor eines sphérisch-harmonischen Referenzfeldes
nach der Darstellung (6.9) eine Summation iiber Grad n und Ordnung m benoétigt, erfordert die neue Methode
eine zusitzliche Addition iiber eine Ordnung &, was sich auch in der Rechengeschwindigkeit niederschlégt.

Auf der anderen Seite sind die Variationsgleichungen (im klassischen Ansatz) fiir jeden Bahnbogen und jeden
Parameter der Basis getrennt zu 16sen, wihrend in der neuen Methode die Komponenten der inversen Laplace-

Transformation (:BZI%Z( ), yzlinmh(T) ZZIET:Z( )) unabhiingig von fritheren oder spiteren Werten sind. Durch

eine entsprechende Programmierung ist es daher moglich, die Bahnabweichungen und die partiellen Ableitun-
gen fiir alle Bogen und Parameter gemeinsam zu bestimmen.
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6.3. Range-Rate

6.3.1. Koordinatentransformation

Aus der Kombination der homogenen Loésung (6.52) und den inhomogenen Beitrdgen (6.88) bis (6.93) kann
man die Abweichungen von der Referenzbahn bestimmen, die durch eine radiale Basisfunktion erzeugt werden.
Insgesamt erhélt man fiir die Bahninderungen

ATH—1= THhom + TH,inh
Azg—2 = YHhom + YH,inh (6.37)
Axg—3 = ZHhom + ZH,inh

bzw. fiir die Geschwindigkeit
Atg—1 = ZHhom + TH,inh
A== YHhom + YH,inh (6.96)
AZp—3 = ZHhom + ZH,inh-

Die analogen Formeln gelten auch fiir den 2. Satelliten mit der Position #j, allerdings in dessen Koordinaten-
system. Vor der Bildung der Differenzen (AZ; — Ayj;) ist daher eine Transformation in ein gemeinsames
(inertiales) System erforderlich.

Das Hill-System entspricht im Wesentlichen dem rotierenden Satellitensystem, welches in der Herleitung der
Wigner-Darstellung im Abschnitt 5.1.2 zum Einsatz kommt.

Bahnebene

Abbildung 6.5.: Satellitenbahn und Keplerelemente fiir eine Kreisbahn, vgl. Grafik 5.4

Aus der Grafik 6.5 kann man die Eulerwinkel fiir das inertiale System, d.h. ohne die Erdrotation um die Stern-
zeit ©, entnehmen:

™
=1 (6.97)
T T B
’y=§+u:§+(n7+vo).

Dabei wird das Argument der Breite durch die lineare Transformation (6.58) dargestellt. Bezeichnet man mit
der Abkiirzung

- . . OTH in
§H—{xH,hom<T), Frinn (7), ‘”H[’}(T)} (6.98)
Opy
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eine Komponente der Positionsdnderung des ersten Satelliten beziiglich der zugehorigen Referenzbahn, also
die (in-)homogene Losung im Hill-System oder deren partielle Ableitung nach den Basisparametern, so trans-
formiert man diese durch die Eulerdrehungen

éﬁ)zfg(f[Qf§q>RfoR3(fufg>éﬂﬂ

2
5 T T 5 . T —
i) = ([0 2]) Rt R (- ) ) 0 (- 5) 0
ins Inertialsystem. Fiir die Ableitung der Drehmatrix ergibt sich mit trigonometrischen Identitéten
. . —cos(nT +vg) sin(AT4+1wvy) 0
R; (—(m + o) — 5) =n | —sin(aT +vg) —cos(nT +wvy) 0. (6.99)
0 0 0

Die gleichen Schritte — also die Berechnung der Bahnabweichungen sowie die partiellen Ableitungen im Hill-
System und die Transformation in das inertiale System — sind auch fiir den zweiten Satelliten durchzufiihren,
wobei fiir GRACE-dhnliche Missionen teilweise die Bahnelemente beider Satelliten gemittelt werden konnen.

6.3.2. Ableitung der Range-Rate

Mit den Bahnabweichungen im Hill-System bzw. deren Transformation AZ; und Agj; ins Inertialsystem und
den Referenzbahnen (X, Y;) liegen alle Komponenten vor, um die linearisierte Range-Rate nach der Gleichung

5 SN T
R 7 ¢ ;RN R

L a . i — X Y, - X)(Y; - X, o
P:p(Xi’}/;aXiuY;)+<—»—»><E3x3_( _,)( = ) )(Ayi—AfEi)

1Y — X4 1Y — X (6.20)

V- X)T . :

+L———14AQ—A@)
1Y — X4

[i

zu berechnen. Werden die Referenzbahnen aus einem Modell ohne die gesuchten Parameter p,” bestimmt, so
konnen diese mit der Formel

:, SN T
dp _(Yi_Xi) <E3 3_(Yi—X)(Y X)) )a(Ay;_Afi)
i v v x S o A
o Wi X ¥ - %P o] 621
(Y; — Xo)" 0(Ayi — A

Vi Xl oy
nach jedem (residualen) Parameter pL] differenziert werden. Die Ableitungen der Position und Geschwindigkeit
nach den Basisparametern sind durch die Darstellung (6.95) gegeben, die allerdings noch ins Inertialsystem zu
transformieren ist. Da die homogene Lsung des Hill-Systems nicht von den gesuchten Parametern abhéngt,
entfillt deren Anteil aus der Berechnung, unabhéngig von den gewihlten Anfangsbedingungen!
Die Ableitungen werden fiir die nichtlineare Optimierung in die Taylorreihe

8p0(@: 15{1]) Aﬁm

T 6.3)

Ap = p— po(,7") =
eingesetzt, um ein linearisiertes Modell zur Verbesserung der Parameter zu erhalten.
Auf der linken Seite der linearisierten Gleichung steht die residuale Beobachtung, also die Differenz aus
der wahren (kalibrierten) Messung und der approximierten Range-Rate p, (7, ﬁm), die sich aus einer Orbit-

integration mit allen beriicksichtigten Effekten inklusive der Ndherungswerte der Basisfunktionen ergibt.

.. A . . Bl
Die in der Optimierung der Parameter genutzte Matrix mit den Elementen Mjm) stellt — wenn auch aus

anderen Griinden als in der nummerischen Losung der Variationsgleichungen — nur eine Approximation der
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partiellen Ableitungen der Range-Rate dar. Die Griinde dafiir sind die Approximationen der Hill-Theorie
(gleichmiBige Bewegung des Satelliten, konstante Erdrotation, sphirische Ndherung des Referenzfeldes, ...)
sowie die Berechnung der Bahnabweichung beziiglich einer Kreisbahn. Da in einer iterativen Optimierung die
Kenntnis der exakten Gradienten nicht notwendig ist, kann man an einigen Stellen von der ,,reinen Theorie
abweichen, wenn dies theoretisch oder praktisch begriindbar ist.

Die erste Idee ist es, die kreisformige Referenzbahn durch eine bessere Approximation des Orbits zu ersetzen.
Dazu integriert man eine zusitzliche Referenzbahn ohne die Basisfunktionen, aber mit allen anderen beriick-
sichtigten Effekten und verwendet diese Losung fiir alle Iterationen. Die Keplerelemente mit Ausnahme der
Exzentrizitit entnimmt man dagegen den Niherungsbahnen mit den Basisparametern, die bereits fiir die Be-
rechnung der residualen Range-Rate bestimmt werden und berechnet daraus die Bahnabweichungen und die
Ableitungen der Range-Rate.

Auf der anderen Seite ist die Bahnebene vergleichsweise stabil, was man auch an der vernachlidssigbaren
zr-Komponente des Gradienten in der Grafik 6.3 erkennt. Um die wiederholte Berechnung der Wigner-d-
Funktionen zu vermeiden, kann man daher die Inklination in mehreren Schritten mitteln.

Analog zu der Berechnung des Potentials oder der LOS-Gradiometrie in der Wigner-Darstellung verwendet
man innerhalb einer Iteration den Mittelwert der Inklination pro Satellit, um die Anzahl der benétigten Fak-
toren zu reduzieren. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man fiir die Satelliten in alle Iterationen
nur eine Inklination — ndmlich den Mittelwert der jeweiligen Referenzbahn ohne die Basisfunktionen — wihlt.
In der GRACE-Mission kann man wegen der dhnlichen Orbitelemente auch die Werte der beiden Satelliten
zusammenfassen, so dass die Wigner-d-Funktionen insgesamt nur einmal zu bestimmen sind.

Zusammenfassung

In diesem Kapitel wird die Range-Rate der GRACE-Mission auf zwei Arten nach den Parametern des residualen
Feldes differenziert. In der Methode der Variationsgleichungen wird die Bewegungsgleichung abgeleitet und
die Reihenfolge vertauscht:

2 0%; =
[i] 2. 2.
= L7 §) o 4 ST,
Op, dp,

(6.7)

Durch eine nummerische Integration des Differentialgleichungssystems erhélt man die partiellen Ableitungen

gf[f] der Position nach den Parametern. Zusammen mit den Werten des zweiten Satelliten beschreiben diese die
)

Ableitung der Range-Rate durch die Formel

T
. . T
oy 0 S <; ;) oy o o oN\T [ 087 o
. S OLL 7))+ P S — i PR L S
ap B (8})[1] 8p£]) (yz z) Yi i (apg] 8p£;] ) . (yl 1) 8p£] apg] (6.4)

14

op)! lg; — %l 19: — 24l

Um die zahlreichen Integrationen zu vermeiden, wird eine geschlossene Losung entwickelt, welche auf der
Abhingigkeit der Bahnabweichungen (bzgl. einer Referenzbahn) von den gesuchten Parametern basiert. Dazu
fiihrt man eine kreisformige Referenzbahn ein und stellt die Bewegung in dem rotierenden Hill-System dar. Die
Hill-Differentialgleichung
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6T
AT g—1 — 2nAZg—s —377LQA$H:1 = 0
0TH=1
0T
AZg—9 + 2nATg—1 = 9 (6.36)
0T =2
0T
A'C.U.H:3 +ﬁ2A{L’H:3 = 9
0x =2

beschreibt die Bahnabweichung durch den Gradienten eines residualen Feldes. Nach einer exemplarischen
Behandlung des homogenen Anteils wird der Gradient der radialen Basisfunktionen in der Wigner-Darstellung
modelliert und die inhomogene Losung durch die Laplace-Transformation berechnet. Bei der inversen Ab-
bildung in den Zeitbereich sind die Resonanzfille zu beriicksichtigen, die insbesondere fiir die Kombination
der Ordnungen k£ = 0 und m = {0, £1, £2} auftreten.

Sortiert man die zahlreichen Terme der Losung in Abhéngigkeit von den zeitabhingigen Funktionen, so erhilt
man die Darstellung

TH,inh
YH,inh | = Z Z Z ( nkm ¢b7 )+X$Lkm(1/}b7 )T+Xnkm(¢bu )imT
ZH inh n=ng m=—nk=—n

(6.94)

+ nkm(wb O) (ke ™ + Xnkm(wbv ) 77 (qem ) + RES(l/}ba O T)

deren Koeffizienten den Formeln (6.88) bis (6.93) zu entnehmen sind.

Um nach den gesuchten Parametern zu differenzieren, ersetzt man in den Matrizen aus der Darstellung (6.94)
die Funktion B}, (1) jeweils durch ihre Ableitungen und rotiert die Losung anschlieBend ins inertiale System.
Mit dem hnearlslerten Modell

o _ (%) (G- K)o K07 o0 - A%
ol IG-% \Y Y- X ) op; (621)
L (= %)T 0(AG: - AF)
IVi- Xl opl

erhilt man eine Approximation der Ableitung der Range-Rate nach einem residualen Parameter pB].
Ein Vorteil der Variationsgleichungen ist deren Giiltigkeit fiir beliebige Bahnen und Parameter, allerdings miis-
sen entsprechend viele Differentialgleichungen nummerisch gelost werden. Der zweite Ansatz ist auf (fast)
kreisformige Bahnen beschrinkt, dafiir konnen durch eine Berechnung die partiellen Ableitungen aller Para-

meter fiir jede Bahn gemeinsam bestimmt werden.
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7. Optimierung der Parameter

In den folgenden Abschnitten wird die Approximation residualer Satellitenbeobachtungen durch radiale Basis-
funktionen als ein Optimierungsproblem der Parameter zusammengefasst. Zunéchst wird der klassische Ansatz
einer linearen Ausgleichung der Skalierungsfaktoren mit festen Positionen und Formparametern behandelt und
auf mogliche Probleme hingewiesen.

Um diese zu vermeiden, wird die Anzahl der Parameter reduziert und diese durch eine nichtlineare Optimie-
rung an die Daten angepasst, wofiir globale und lokale Verfahren moglich sind. Als Beispiel fiir die globalen
Methoden wird der genetische Algorithmus vorgestellt und zur Bestimmung der optimalen Positionen der
Basisfunktionen aus den in-situ-Beobachtungen eingesetzt. Im lokalen Ansatz wird die iibliche vermittelnde
Ausgleichung durch ein stabileres Trust-Region-Verfahren ersetzt, welches die Beschriankung der Parameter
auf ein Intervall erlaubt und deren Anderung in jeder Iteration durch die Schrittweite der Optimierung reguliert.
Im Zusammenhang mit der lokalen Optimierung wird auch ein Teil der entwickelten Programme bzw. deren
grafische Benutzeroberfliche behandelt, wihrend fiir eine genauere Beschreibung auf den Anhang B.2 ver-
wiesen wird.

7.1. Problemstellung

Eine Analyse des Schwerefeldes aus Satellitenbeobachtungen erfordert die Positionen (und eventuell die Ge-
schwindigkeiten) des Testkorpers und die Umrechnung der originalen Daten in ein gravitatives Signal. Die
erste Voraussetzung wird z.B. durch eine nummerische Orbitintegration erreicht, in der die Beobachtungen
(Positionen, Geschwindigkeitsinderungen, Beschleunigungen, Distanzen, Orientierung im Inertialsystem, ...)
und die vorhandenen Modelle (Position der Sonne, des Mondes und der anderen Planeten fiir die Gezeiten, die
Parameter der Erdatmosphdre, ...) in konsistente Zeitreihen von Positionen und Geschwindigkeiten je Satellit
umgerechnet werden. AnschlieBend werden durch geeignete Korrekturen (Pseudo-)Beobachtungen .%{..} aus
den Daten hergeleitet, die eine Funktion des wahren Schwerefeldes V' der Erde darstellen. Diese Schritte er-
folgen bereits in einer Vorprozessierung und sind nicht Teil dieser Arbeit oder der entwickelten Programme.

Fiir die Analyse der in-situ-Beobachtungen (Potential, Line-of-Sight Gradienten) werden die Bahnelemente aus
der Orbitintegration festgehalten und sowohl die Modellierung des Feldes als auch das Signal in einen globalen
und einen residualen Anteil aufgespalten:

V = Tyey + 6T (7.1)
F{V} = F{Tpes} + F{6T). (7.2)

Den globalen Anteil .# {T}.s} berechnet man aus einem Referenzfeld, welches z.B. durch eine Reihenent-
wicklung nach Kugelflichenfunktionen mit den sphirisch-harmonischen Koeffizienten {AS ., ACym} ge-
geben ist. Das residuale Signal

F6TY = F{V} — F{Tes} (7.3)

wird durch eine Uberlagerung der entsprechenden Funktionale der radialen Basisfunktionen approximiert

B
F{OT} = e(Trep, b1, b8) + Y F{u(Ze, )}, (74)
b=1
wobei der (Fehler-)Term &(7., W1y, p) die nicht-modellierten Einfliisse, die nummerischen Fehler der

Vorprozessierung, die Fehler der Koeffizienten beider Modelle und die vernachlissigte zeitliche Anderung des
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Schwerefeldes enthilt. Verwendet man als globales Referenzfeld das Mittel aus einem lédngeren Beobachtungs-
zeitraum, so konnen die optimierten radialen Basisfunktionen auch dazu genutzt werden, die zeitlichen Varia-
tionen in einem bestimmten Gebiet (Amazonasbecken, Gronland, ...) zu modellieren.

Eine Analyse des residualen Signals .7 {dT'} ist gleichbedeutend mit der Optimierung der Parameter des Rest-
feldes, so dass ein gewihltes Fehlermal3 minimiert wird. In der weit verbreiteten Methode der kleinsten Qua-
drate werden die Beobachtungen in einem Vektor f zusammengefasst, dessen Eintrdge zum Beispiel nach der
Zeit t geordnet werden. Aus der Differenz zur Approximation f 5 mit den gesuchten Parametern p 5t erhilt man
die Residuen

7= fp) - f (7.5)

und daraus als Fehlermal} die quadrierte (euklidische) Norm:
=(pl) = HfB( ﬂ’ =77 = ve — min. (7.6)

Das Fehlermaf3 E(ﬁm) wird im Allgemeinen als Zielfunktion oder Fitness bzw. in der Geodésie auch einfach als
vv-Summe bezeichnet, wihrend der geklammerte Exponent — im Vorgriff auf die nichtlineare Optimierung —
die Ndherungswerte der i-ten Iteration angibt.

Die Analyse der Potentialwerte im Orbit lédsst sich durch das Minimierungsproblem

B
| (Carc(t) + Z qu(fea ¢b[l])> — 0T

b=1

2

E’(wlmﬂbQ[i]v s 7¢B[i]7 Cl(t)a CQ(t)7 e ) = — min (77)

darstellen, wobei f := &7 das residuale Potential aus dem Energieintegral in der Position Z. (und zum Zeit-
punkt t) beschreibt. Die Variable z/)b[i] fasst die zu optimierenden Parameter je Basis b = 1,2,..., B in der
aktuellen Iteration i = 0,1, ... zusammen, wihrend die Terme cg,c(t) mit arc = 1,2, ... eventuelle Trend-
funktionen — insbesondere die Integrationskonstante des Energieintegrals — fiir das Zeitintervall [t4yc, taret1]
bezeichnen. Mogliche Intervalle sind durch die Zeitpunkte der Vorprozessierung begrenzt, in denen eine neue
Kalibrierung eines Parameters stattgefunden hat oder die Orbitintegration neu gestartet wurde. Sind diese Infor-
mationen nicht vorhanden, so kann man einen globalen Trend oder eine Trendfunktion je Bogen ansetzen, um
die Analyse zu verbessern. Sind die Zeitintervalle und die Form der Funktionen (Offset, linearer Trend, qua-
dratischer Trend usw.) bekannt, so kann dieser Anteil separat bestimmt und aus den Daten eliminiert werden,
weshalb die Trendfunktionen in der weiteren Diskussion nicht beriicksichtigt werden.

Das Potential einer Basisfunktion ist — unter Vernachldssigung der Angabe der Iterationen i — in der Legendre-
Darstellung durch

n+1
(xeawb)—UbGéw Z <]:> op(n) P, (cos wy) (4.25)

n=ng

beziehungsweise in der Wigner-Darstellung durch

N n n
Uy (Ze, 1hp) = Z Z Z By () St (1, I) exp (thku + 2m (2 — ©)) (5.33)

n=ngm=-—nk=—n

gegeben. Falls die gewihlte Optimierungsmethode die partiellen Ableitungen nach den gesuchten Basispara-
metern benétigt, so lauten diese in der Legendre-Darstellung

- n+1

a\Ifbg?eb, W) _ G}y (f) (1) P (cos w3, (5.17)
n=ng
OUy(Fertty)  GM w1 o 0G,
— P .1

oty "R M) 50, a0 (5.19)
8\I’b(xe,1/1b o GM N ntl 8ab(n)

T = o1 P, (coswp) (5.21)

n=ng
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bzw. in der Darstellung durch die Wigner-d-Funktionen

n

Oy (Ze,tp) 0B, ()
—_— S (r,I)exp (thku +2m(Q2 — ©
(M, Vb, Ap, 0p) Z Z Z A1, Dy Ny, 0p) (r D) exp ( )

n=ng m=—n k=—

mit den bekannten Ableitungen der Hilfsfunktion aus dem Kapitel 5.
Das Minimierungsproblem fiir die Gradiometrie mit der Beobachtung f =e (V25T ) e lautet entsprechend

B 92 - li]
(Z 9 ‘Pb((;;i;% )> _ & (VAT) e

b=1

2

— min (7.8)
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mit den Line-of-Sight Gradienten in der Legendre-Darstellung

PUy(Tor i) mp GM R\™H!
= op(n)

oy: & R & r
(n+1)e?sin? B _recosE  a 5 63
(n + 1)Pn(gb) < 1 — 2 a(l — 62) r (5.68)
B 2(n + 1)esinE % o " ¢ 2
beziehungsweise in der Wigner-Darstellung
U (TForthy) o B g (T o on[ K _n+l
— = Z Z Z o (06) Spo, (1, I)exp (2ku + 2m (2 — ©)) —a T | (5.57)

n=ngom=—nk=—n

Die partiellen Ableitungen nach den Basisparametern in der Legendre-Darstellung sind durch die Formeln
(5.70), (5.71) und (5.72) im Abschnitt 5.2.2 gegeben, wihrend in der Wigner-Darstellung wieder die Ab-
leitungen der Funktion B}, (1)) einzusetzen sind.

Andere Beobachtungen wie z.B. die Range-Rate beschreiben einen Zusammenhang zwischen den Satelliten-
bahnen und einer ,,integrierten Groe* des Schwerefeldes. In diesem Fall ist keine nachtréigliche Aufteilung in
ein Referenz- und ein Residualsignal moglich und das Signal darf nicht als punktweise Messung behandelt
werden. In der Analyse der Range-Rate vergleicht man die (kalibrierte) Messgrole p mit einer berechne-
ten Range-Rate p,, die aus einer Orbitintegration iiber das beste bekannte Feld (mit gravitativen und nicht-
gravitativen Parametern g) inklusive der Ndherungswerte der Basisparameter 1/11[)1] entsteht!. Dies fiihrt auf das
Minimierungsproblem

. . . . . . 2
E(¢1[1}7w2[1]7 s 717&3[1]) = ) po(@a qzz)lmva[l]a s a¢B[l]) - pH - min’ (79)

welches in jeder Iteration der Optimierung eine Integration fiir die verbesserten Positionen der Satelliten er-
fordert.

Die Ableitungen nach den residualen Parametern p[ € {1,/;1 , ...} konnen nur niherungsweise bestimmt
werden, entweder durch eine Losung der Var1at10nsglelchungen oder durch die geschlossene Losung im Hill-
System. Erstere nutzen eine nummerische Integration einer Differentialgleichung fiir die einzelnen Parameter,
fiir jeden Bogen und jede Iteration und bestimmen die Ableitungen iiber die Formel

.
o7 0%, S <; ;> a7 9%, S oN\T [ On 0%,
. i T i ; — ;) + i — g T i i — X4 T i
op (fw 81»?) (G = %) + (8 — & (apﬁ] 8p2]> . (i — %) opll  opl! (6.4)

op)! lgi — 2| 19: — @i1?

'Die bisherige Umsetzung zur Analyse der Range-Rate Beobachtungen verwendet nur die sphirisch-harmonischen Koeffizienten
des Referenzfeldes, eine gleichmiBige Erdrotation um die €;—3-Achse und die Parameter der Basisfunktionen und muss fiir eine
Auswertung realer Daten noch ergédnzt werden.
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Die geschlossene Losung basiert auf der Bestimmung der Bahnabweichungen { AZr, Ay } bzgl. einer (kreis-
formigen) Referenzbahn im rotierenden Koordinatensystem. Nach einer Transformation in das inertiale System
erhélt man durch Differentiation die Ableitungen der lineariserten Range-Rate:

o (%) <E33_<? X = X)T )amyz—m)
X — = .
op Y- Xil IV - %P on) 621)
L 05 = X)T O(Aj - A)

IV - X opl

Fasst man jeweils die gesuchten Parameter zu einem Vektor Pl zusammen, so erfolgt die Analyse eines SST-
Signals durch die Minimierung

[1]

- 2
i) — HfB(p{‘]) _ ﬂ‘ — min (7.10)
mit dem (residualen) Signal
f=1{oT, €' (v3T)e, p}

und der Approximation

i o\ 671/} i i i
{Zq]b xea¢[] Zbgwb)a Po(% []a [] a¢g)}

b=1

durch B Basisfunktionen im i-ten Schritt. Abhdngig von den gesuchten Parametern ergibt sich ein lineares oder
nichtlineares Problem, wobei ersteres nur bei der Beschrinkung auf die Skalierungsfaktoren (mit eventuellen
Trendfunktionen) moglich ist.

7.2. Lineare Ausgleichung

Sehr oft wird die regionale Schwerefeldmodellierung durch radiale Basisfunktionen auf eine Ausgleichung der
linearen Parameter eingeschrinkt. Dazu werden die Zentren aller Basisfunktionen durch ein (un-)regelmifiges
Gitter an Positionen (\p, ) vorab festgelegt (Schmidt, 2007, Eicker, 2008) oder — z.B. durch die Selektions-
methoden aus Klees (2008) oder Wittwer (2009) — aus den Daten bestimmt (vgl. Kapitel 4).

Wird zusitzlich die Form der Basisfunktionen durch ein festes Modell vorgeschrieben oder durch eine andere
Methode an die Daten angepasst, so reduziert sich der Vektor der unbekannten Parameter auf die Skalierungs-
faktoren p'= (91,72, . . ., np) und man erhilt das lineare Optimierungsproblem

- 2
5(77177727"'7773) = HfB(ntha” . 7773) - fTH — min.

Bezeichnet man die Beobachtungen geméf der tiblichen Notation durch einen Vektor 7/ und ordnet die partiellen
Ableitungen nach den Skalierungsfaktoren der einzelnen Basisfunktionen in einer Matrix A mit den Elementen

ofp(p)

ap(te) = an,

mitb=1,2,...Bund/=1,2,...L

ty

an, so ldsst sich das Modell durch ein lineares (iiberbestimmtes) Gleichungssystem

f(t) ai(t1) as(t1) ap(t)\ [m
f(tQ) _ al(:tg) ag(tz) - CLBftQ) 77:2 (7.11)
f(t2) (tr) as(iz) (tr)) \us
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darstellen. Dabei wird die Matrix A als Funktional- oder Designmatrix bezeichnet, da sie den Zusammenhang
zwischen den Beobachtungen und den Unbekannten p herstellt (Kahmen, 1997, Gruber, 2000).

Aufgrund der Fehler und Approximationen handelt es sich in der Regel um ein inkonsistentes System, d.h. es
existiert kein Losungsvektor p, der alle Gleichungen vollstindig erfiillt. Um dennoch eine Losung p zu erhalten,
verwendet man eine vermittelnde Ausgleichung nach dem Gaufl-Markov Modell, welche die Quadratsumme
der Fehler minimiert.

Geht man von unkorrelierten und gleichgenauen Beobachtungen und rein zufilligen Fehlerquellen aus, so erhilt
man aus dem Vektor der Residuen

T=Ap—7 (7.12)
die Fitnessfunktion
E@)=0"0=(AF—7) (AF—§) = ATAF -5 ATj—§ AT+ 77 (7.13)

Fiir die Minimierung differenziert man die vv-Summe formal nach den unbekannten linearen Parametern und
erhélt

d2@):2ATAﬁ—2ATg£0. (7.14)

—

p

Nach elementaren Umformungen und der Multiplikation mit der Inversen der sogenannten Normalgleichungs-
matrix N = AT A liefert dies die optimale Losung

p=(ATA)IATy (7.15)

des Gleichungssystems (7.11). Liegen zusitzlich stochastische Informationen iiber die Korrelationen oder die
unterschiedlichen Genauigkeiten der Beobachtungen vor, so werden diese durch eine Gewichtsmatrix P in das
Modell integriert, was zu den Schitzwerten

p=(ATPA)'ATPY (7.16)

der Unbekannten p’ fiihrt (Kahmen, 1997, Gruber, 2000). Da die gleichgenauen und unkorrelierten Beobach-
tungen einen Spezialfall der letztgenannten Formel mit der Gewichtsmatrix P = Ej . darstellen, wird im
weiteren Text fiir eine allgemeinere Darstellung die gewichtete Version bevorzugt, obwohl diese in den ent-
wickelten Programmen noch nicht umgesetzt ist.

Bei fixierten Basiszentren und Formparametern kdnnen die Skalierungsfaktoren fiir jede Verteilung von radia-
len Basisfunktionen durch den linearen Ansatz optimiert werden. Allerdings sind dabei folgende Punkte zu
beachten:

e Obwohl eine lineare Ausgleichung theoretisch durch eine einmalige Berechnung des Gleichungssystems
(7.11) geldst werden kann, erfordert die groe Anzahl an Beobachtungen und Basisfunktionen oft eine
iterative Losung, da die Normalgleichungsmatrix A T PA aus rechentechnischen Griinden nicht direkt
invertierbar ist.

e Der Einfluss der Verteilung der Basiszentren auf die Qualitdt der Losung ist nur schwer abzuschétzen.
In Eicker (2008) werden verschiedene Punktverteilungen auf der Kugel (,,Reuter-*, ,,Geographical-*,
,»Gauss-“, ,,Driscoll-Healy-*, ,, Triangle-Center-*, ,, Triangle- Vertex-*, ,, Recursive-Quasi-Random-Grid*)
untersucht, wobei das ,,Triangle-Vertex-Grid*“ nach den dortigen Kriterien (GleichméBigkeit der Ver-
teilung, einfache Addition weiterer Zentren) als bester Ansatz betrachtet wird. Alle vorgeschlagenen
Ideen basieren allerdings auf dem rein geometrischen Problem, die Zentren auf der Kugel moglichst
gleichmi@Big zu verteilen, ohne die tatsdchliche Anordnung der Beobachtungen oder die Struktur des
(residualen) Signals zu beriicksichtigen.

e Modelle mit hoher rdumlicher Auflosung erfordern sehr viele, gut lokalisierende Basisfunktionen, welche
die Losung oft instabil gegen nummerische Storungen machen. Einen Hinweis fiir diese Probleme liefern
die Eigenwerte der Normalgleichungsmatrix A "PA und deren Konditionszahl k.

e Gegen die nummerischen Probleme bei zu vielen oder bei sehr dhnlichen Basisfunktionen hilft eine
Regularisierung der Matrix, welche aber auch das Ergebnis stark beeinflussen kann.
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Regularisierung

Eine Regularisierung stellt ein mathematisches Hilfsmittel dar, um die Losung eines (linearen) Problems zu
stabilisieren. Dies ist einerseits erforderlich, wenn die Normalgleichungsmatrix A " PA aufgrund der gewihlten
Parametrisierung nicht invertierbar ist, was z.B. bei einer zu grolen Anzahl an Basisfunktionen moglich ist.
Andererseits kann nach Louis (1989) ein Problem prinzipiell schlecht gestellt sein, weil

e die Gleichung ¥ = Ap nicht fiir jeden Vektor 3 16sbar ist
e oder die Losung nicht eindeutig ist

e oder das Ergebnis nicht stetig von den Daten abhingt.

Um dennoch eine (reproduzierbare) Losung zu erhalten, sind verschiedene Ansétze moglich. In der Geodisie
wird unter anderem die Tikhonov-Phillips Regularisierung eingesetzt, welche einen von den Unbekannten '
abhingigen Strafterm S(p) zu der Zielfunktion addiert

=) = |fo@ ~ 7] + 05, (.17)

wobei o einen noch zu bestimmenden positiven Parameter bezeichnet (Louis, 1989, Kusche, 2002, Eicker,
2008). Beschriinkt man sich auf einen linearen Strafterm, so kann dieser durch eine frei wihlbare Norm der
Unbekannten in einem Hilbertraum H(s,,) mit der Gewichtung L ausgedriickt werden:

S(7) = LIl (7.18)

Die neue Zielfunktion Z° erreicht eine optimale Losung p, die einen Kompromiss zwischen der Approximation
der Daten und einer gewichteten Norm der Unbekannten darstellt.
Speziell fiir die radialen Basisfunktionen wird in Eicker (2008) der Ansatz

B
Ly = nts" (A 9) (7.19)
b=1
mit den Splinefunktionen (4.69) auf der Kugeloberflache gewihlt, was auf die Zielfunktion
2(p) = (AP —5) P(A7—§) +0p" R (7.20)
s -
(Fs®)—-H)T
fiihrt?. Dabei bezeichnet P die Gewichtsmatrix, 7 = (11,72, ...,15) die gesuchten Skalierungsfaktoren und

die quadratische Matrix R, beinhaltet die Skalarprodukte <wg",¢§7>H(g ) aller Basisfunktionen im Hilbert-

raum H(g,,). Durch die Verwendung der reproduzierenden Kerne vereinfacht sich die Matrix R, zu einer Ein-
heitsmatrix.
Das Optimierungsproblem (7.20) wird durch den Vektor

5o = (ATPA n QRQ) APy (7.21)

gelost, wobei fiir den Parameter g neben rein empirischen Werten z.B. auch das Kriterium der ,,L-Kurve* oder
eine General Cross Validation verwendet werden kann (Kusche, 2002, Eicker, 2008).

In der hiufig verwendeten Methode der L-Kurve berechnet man die Losung fiir verschiedene Parameter p.
AnschlieBend trigt man in einem (doppellogarithmischen) Koordinatensystem die Norm der Residuen v#'T P&
gegen die Norm der Losung /(p?) ' R ,p? auf. Fiir kleine Regularisierungsparameter ¢ wird im Wesentlichen
die Norm der Residuen minimiert und die entstehende Losung an das Rauschen (der Daten) angepasst. Grofle
Werte fithren dagegen zu einer glatten Losung, die die Beobachtungen nur unzureichend beriicksichtigt. Die
entstehende Kurve #hnelt hiufig dem Buchstaben ,.L*“ bzw. einer Hyperbel, deren Aste anniihernd parallel zu
den Achsen des Koordinatensystems ausgerichtet sind (vgl. Abbildung 7.1). Ein optimaler Parameter o soll
zwischen der Anpassung an die Beobachtungen (Norm der Residuen) und einem glatten Modell des Feldes
(Norm der Losung) vermitteln, was dem Knick der Kurve entspricht.

YIgnoriert man die Gewichtsmatrix und stellt den ersten Term mit einem Summenzeichen dar, so erkennt man eine Formel, welche
sehr der Bedingung (4.55) der eindimensionalen Splines dhnelt und so nachtriglich die Gleichsetzung von reproduzierenden Kernen
und Splines auf der Kugel erklart.
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¢ I'(a) ¢ beliebige Losung
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Tykhonov-Regularisierte

= n

Abbildung 7.1.: Schematische Darstellung einer L-Kurve aus Kusche (2002), wobei & die Norm der Residuen,

a den Regularisierungsparameter und 7 die Norm der Lésung bezeichnet

7.3. Nichtlineare Optimierung

Ein Grund fiir die notwendige Regularisierung ist die Uberparametrisierung des Problems, d.h. es werden fiir
die Gebietsgrofe oder die Daten eine zu grole Anzahl an Parametern bestimmt. Daher liegt es nahe, die Anzahl
der Parameter — bzw. in diesem Fall die Anzahl der Basisfunktionen — stark zu reduzieren.

Um dennoch eine gute Anpassung zu erhalten, kann man — wie bereits im Kapitel 4 angedeutet — die Basis-
zentren durch eine nichtlineare Optimierung an die vorhandenen Daten anpassen. Dabei werden die Positionen
von wenigen, aber ,effektiven Basisfunktionen aus den Daten initialisiert und zusammen mit weiteren Basis-
parametern iterativ verbessert. Insbesondere kann auch die Form der einzelnen Basisfunktionen individuell
angepasst werden, um die Approximation bei gleich bleibender Anzahl an Basisfunktionen zu optimieren.

Die Losung eines nichtlinearen Problems beinhaltet insbesondere die folgenden Schritte:

1.

Zunichst miissen geeignete Niherungswerte i fiir alle gesuchten Parameter beschafft werden, welche
eine erste Losung ermoglichen.

Aus den zahlreichen Theorien der nichtlinearen Optimierung ist ein geeigneter Algorithmus auszu-
wihlen, der aus den vorherigen Losungen pll firi = 0, 1,2, ... oder aus zufilligen Werten neue Para-
meter pit! bestimmt, die eine bessere Losung erzeugen.

Die einzelnen Losungen miissen durch geeignete Kriterien bewertet werden, deren Gesamtheit als Ziel-
funktion oder Fitness der Optimierung bezeichnet wird. Durch die Formulierung als Minimierungs-
problem bilden absolute (oder relative) Werte der Fitness = ein erstes Bewertungskriterium, welches
z.B. durch statistische Malle (Korrelation zwischen Signal und Approximation, Standardabweichung der
Differenz, ...) erginzt werden kann.

Eventuell sind lineare oder nichtlineare Nebenbedingungen in den Algorithmus zu integrieren. Eine ein-
fache Variante ist die Einfilhrung eines Straftermes, der die Bewertung verschlechtert, wenn gewisse
Bedingungen nicht erfiillt werden. In einer regionalen Schwerefeldmodellierung liegt es nahe, nur Basis-
zentren innerhalb des Gebiets der Daten zuzulassen, oder die Formparameter in Abhéngigkeit von dem
gewidhlten Modell der Legendre-Koeffizienten auf ein Intervall einzuschrinken.

. Auflerdem benoétigt der Algorithmus noch Abbruchbedingungen, deren einfachste Wahl der Wert der

Zielfunktion, die relativen Anderungen der Parameter oder die Anzahl der Iterationen darstellen.

In den nichtlinearen Optimierungsalgorithmen unterscheidet man in der Regel zwischen lokalen und globalen
Verfahren. In den lokalen Methoden geht man von (guten) Startwerten der gesuchten Parameter aus, die mit-
tels kleiner Anderungen verbessert werden. Dieser Ansatz wird oft bzgl. der benétigten Ableitungen unterteilt,
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wobei die ableitungsfreien Verfahren (z.B. Downhill-Simplex-Verfahren von Nelder-Mead?) fiir kompliziertere
oder nicht differenzierbare Funktionen eingesetzt werden, wihrend die Verfahren mit der ersten Ableitung (ver-
mittelnde Ausgleichung, Quasi-Newton-Verfahren, konjugierten Gradienten, ...) und Ansétze mit der zweiten
Ableitung (Newton-, Levenberg-Marquardt-, Trust-Region-Verfahren, ...) die optimale Suchrichtung fiir die
Verbesserungen wihlen (Alt, 2002, Nocedal, 2006).

Die globalen Methoden versuchen eine optimale Losung aus allen Moglichkeiten zu finden, weshalb das Er-
gebnis oft besser als das der lokalen Verfahren ist. Sehr viele globale Ansitze werden natiirlichen Prozessen
insbesondere aus der Biologie nachempfunden, wie zum Beispiel die genetischen Algorithmen (vgl. néchster
Abschnitt), die Schwarmoptimierung (,,particle swarm optimization*) und die Ameisen-Kolonie-Optimierung
(,,ant colony optimization®), andere basieren auf physikalischen Vorgingen wie der simulierten Abkiihlung
(,,simulated annealing*) von Werkstoffen. Eine Ubersicht iiber die giingigsten Verfahren, deren Implementie-
rung sowie umfangreiche Literaturhinweise kann man in Weise (2009) finden. Zu den Eigenheiten der meisten
globalen Verfahren gehdrt neben dem Verzicht auf die partiellen Ableitungen nach den gesuchten Parametern
und der zufilligen Wahl der Startwerte oft die Verwendung von verschiedenen moglichen Losungsvektoren,
welche im néchsten Schritt zu neuen Losungsvorschldgen kombiniert werden.

Um verschiedene Methoden der nichtlinearen Optimierung zu testen, wird in dieser Arbeit die bereits erwihnte
Software MATLAB der Firma ,,The Mathworks* (in den Versionen 7.6 R2008a und 7.9 R2009b) verwendet.
Die Software beinhaltet sowohl in der Grundausstattung als auch in zusétzlichen Programmpaketen, die meist
als ,,Toolbox* bezeichnet werden, zahlreiche Verfahren zur Losung nichtlinearer Probleme. Weitere Vorteile
sind die einfache Programmierung, die Moglichkeiten zur Visualisierung oder die teilweise frei verfiigbaren
Routinen anderer Nutzer im Internet. Insbesondere sei dazu auf die Homepage der Herstellerfirma hingewie-
sen, auf welcher unter dem Link http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange eine umfangreiche
Sammlung von Funktionen zur Verfiigung gestellt wird. Im weiteren Text werden die verwendeten Funktionen
durch eine kursive Schrift hervorgehoben und bei externen Routinen der Ursprung vermerkt, wihrend fiir die
eigenen Entwicklungen auf die Ubersicht im Anhang B.2 verwiesen sei.

7.3.1. Globale Optimierung: Genetische Algorithmen

Stellvertretend fiir die globalen Optimierungsverfahren werden hier die genetischen Algorithmen vorgestellt,
zumal diese im Zusammenhang mit radialen Basisfunktionen in der Geodisie bereits erfolgreich eingesetzt
werden (Sharifi, 2006, Keller, 2007, Raizner, 2008). In diesem Ansatz werden die moglichen Losungen jeweils
als Individuen interpretiert, deren Fitness durch eine simulierte Evolution verbessert wird.

Wihrend Sharifi (2006) und Raizner (2008) sich auf die Optimierung der Formparameter beschrianken, wird in
Keller (2007) das Problem fiir die Position, die Form und die Skalierung gemeinsam geldst. In dieser Studie
werden mit 3 radialen Basisfunktionen die residualen Line-of-Sight Gradienten fiir 6 Bahnbdgen simuliert. An-
schlieBend wird das Signal durch radiale Basisfunktionen modelliert, deren Parameter in der Darstellung dieser
Arbeit den Werten {\y, Oy, 0p, mp} fiir b = 1,2,..., B entsprechen. Als Referenz wird zunichst eine lineare
Ausgleichung der Skalierungsfaktoren mit 196 Basisfunktionen mit festgehaltenen Formparametern und Posi-
tionen berechnet und auf die problematische Konditionszahl x(A T A) = 102! der Ausgleichung hingewiesen.
Die modellierten LOS-Gradienten zeigen praktisch keinerlei Ahnlichkeit mit den wahren Beobachtungen, auch
wenn Angaben iiber die GroBenordnungen oder die Statistik dazu fehlen. Mit einem genetischen Algorithmus
wird eine Losung aus 5 Basisfunktionen gefunden, welche nach 200 Iterationen die Fitness von = ~ 9.6 auf
= =~ 0.6 reduziert, wodurch in den Grafiken das Signal und die Approximation nicht mehr unterscheidbar sind.
Die Arbeitsweise und die Vorteile der genetischen Algorithmen werden hier anhand der in-situ Beobachtungen
— am Beispiel der residualen Potentialwerte im Orbit — diskutiert, wihrend zur Vertiefung auf die Literatur
(z.B. Goldberg (1989), Haupt (2004)), die online Beschreibung der Toolbox (The MathWorks, 2009) und die
Ubersicht in Weise (2009) verwiesen wird. Nach Goldberg (1989) gehoren die genetischen Algorithmen zu den
einfacheren globalen Optimierungsverfahren und konnen durch die folgenden vier Prinzipien charakterisiert
werden:

3Im Gegensatz zum bekannteren Simplexverfahren der linearen Optimierung, welches in Bartsch (1999) oder Nocedal (2006) be-
handelt wird, werden im nichtlinearen Fall die ,,Ecken* mit den schlechteren Fitnesswerten solange iterativ veridndert, bis sich das
Simplex um ein lokales Optimum konzentriert.
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1. In der klassischen Implementierung arbeiten genetische Algorithmen nicht mit den gesuchten Para-
metern, sondern mit einer endlich-dimensionalen Kodierung derselben, welche z.B. auf einer binidren
Darstellung der Werte beruht.

2. Anstelle der Verbesserung einer einzelnen Losung (= Individuum) wird in jedem Schritt eine Viel-
zahl moglicher Losungen verwendet, deren Gesamtheit als Population bezeichnet wird. Entsprechend
dem biologischen Vorbild werden die Populationen von zwei aufeinanderfolgenden Iterationen auch als
Eltern- bzw. Kindergeneration bezeichnet.

3. Zur Optimierung wird nur der Wert der Zielfunktion genutzt, Nebenbedingungen oder Zusatzinformatio-
nen sind gegebenenfalls in die Fitness zu integrieren.

4. Die Veridnderungen der Losungen erfolgen nach stochastischen Ansitzen, die der natiirlichen Vererbung
in der Evolution nachempfunden sind (Selektion, Reproduktion, Kombination, Mutation etc.). Die Pro-
zesse enthalten insbesondere keine deterministischen Regeln, so dass sich die Fitnesswerte auch ver-
schlechtern konnen.

Eine mogliche Erweiterung des Ansatzes bietet die Verwendung mehrdimensionaler Zielfunktionen oder eine
hybride Optimierung, welche einen genetischen Algorithmus mit einem lokalen Verfahren kombiniert.

In dieser Arbeit wird auf den genetischen Algorithmus ga.m von MATLAB zuriickgegriffen, welcher standard-
miBig die Minimierung einer Zielfunktion mit reellen Parametern — also ohne vorherige binire Kodierung —
durchfiihrt. Um aus beobachteten Potentialwerten im Orbit die Parameter der radialen Basisfunktionen zu be-
stimmen, wird ein hybrides Modell implementiert. Dabei werden in jeder Iteration die Positionen und Form-
parameter durch das globale Verfahren festgelegt und die Skalierungsfaktoren jeweils durch eine lineare Aus-
gleichung geschitzt. Dadurch wird zum einen die Anzahl der Variablen in der nichtlinearen Optimierung ver-
ringert und zum anderen die Approximation optimal an die Daten angepasst.

Nach der Eingabe einiger Optionen (Anzahl der Iterationen, Anzahl der Parameter, Intervallgrenzen, ...) wird

0]

der Algorithmus durch eine groflere Anzahl G moglicher Kandidaten mit zufilligen Parametern pgo
Individuen g = 1,2, ..., G initialisiert.

AnschlieBend folgt die Evaluation (durch die Funktionen PiO4GA3.m bzw. LoS4GA3.m), indem man zu jeder
Losung die zugehorige Fitness aus der Summe der quadrierten Abweichungen von Signal und Approximation
berechnet. Durch die zufillige Verteilung der Zentren kann eine lokale Konzentration der Basiszentren nicht
ausgeschlossen werden, die dann zu einer schlecht bestimmten Losung fiihrt. Da in diesem Fall auch eine
groBe Konditionszahl x(A T A) der Normalgleichungsmatrix fiir das lineare Problem zu erwarten ist, wird ab
dem Wert (AT A) = 108 ein empirischer Strafterm zu der Fitness addiert:

T L2 8
() = HfB@]) _ ﬂf n {bg(f"v(A A)) - ol fIIF = >10 )
0 sonst.

fiir die

[1]]

Dieser Strafterm verschlechtert fiir nummerisch problematische Matrizen den Fitnesswert der Losung um einen
Summanden, der proportional zum residualen Signal und der GréBenordnung der Konditionszahl ist.

Aus allen Individuen einer Iteration wzhlt man durch zufillige Prozesse die Kandidaten der nidchsten Genera-
tion aus, allerdings mit einer gewissen Bevorzugung der Losungen mit besseren Fitnesswerten (Selektion und
Reproduktion). In der MATLAB Variante werden laut Beschreibung (The MathWorks, 2009) zunéchst die Indi-
viduen nach den Fitnesswerten geordnet und die Werte gegebenenfalls skaliert. AnschlieBend wird eine Strecke
mit vorgegebener Linge durch Intervalle unterteilt, deren Grofe proportional zur skalierten Fitness ist. In der
Selektion wird die Strecke mit einer festen Schrittweite durchlaufen und aus den Treffern die zugeordneten
Individuen auswéhlt. Dadurch wird die neue Generation initialisiert, in welcher die besseren Individuen mit
einer erhohten Wahrscheinlichkeit mehrmals auftreten.

Fiir die Kombination werden jeweils zwei ausgewihlte Individuen zu zwei neuen Losungsvorschligen zu-
sammengesetzt, indem einzelne Teile der einen Losung mit den entsprechenden Stellen des zweiten Partners
vertauscht werden. In der binédren Version geschieht dies direkt durch das Austauschen einzelner Zeichenketten,
in der reellwertigen Variante werden die zu tauschenden Parameter durch einen zufilligen binidren Vektor be-
stimmt, dessen Linge der Anzahl der Unbekannten entspricht.
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Abbildung 7.2.: Symbolische Darstellung der evolutiondren Prinzipien (Reproduktion, Kombination und
Mutation) aus Raizner (2008)

Nach Reproduktion und Kombination folgt eine Mutation, wobei mit einer vorgegebenen Hiufigkeit einzel-
ne Elemente (der Kodierung) ,.falsch kopiert” werden. Dies geschieht in der bindren Darstellung durch den
Wechsel zwischen Nullen und Einsen und durch die Addition von Zufallszahlen zu einzelnen Parametern in der
reellen Version. Abbildung 7.2 zeigt in einer symbolischen Darstellung, wie neue Individuen durch Reproduk-
tion, Kombination und Mutation aus der urspriinglichen Lésung erzeugt werden.

In der MATLAB-Variante ga.m wird das Verhiltnis von Reproduktion, Mutation und Kombination durch ent-
sprechende Optionen gesteuert. Werden die Standardeinstellungen nicht veréndert, so werden die zwei besten
Individuen unveriindert in die folgende Generation iibernommen, 80 % der niichsten Losungsvorschlige ent-
stehen durch Kombination zweier Individuen. Die iibrigen Elemente der Generation werden durch Mutationen
mit normalverteilten, skalierten Zufallszahlen erzeugt. Mit der neuen Generation ;5£+1] miti = 1,2,... werden
die Schritte wiederholt, bis ein Abbruchkriterium erreicht ist.

Die Abbildung 7.3 zeigt links oben ein simuliertes Testfeld mit 3000 Potentialwerten im Orbit, welches durch
5 radiale Basisfunktionen mit den Entwicklungsgraden 0 < n < 100 erzeugt wird. Daneben ist die beste
bzw. schlechteste Losung des genetischen Algorithmus fiir 10 optimierte radiale Basisfunktionen dargestellt.
Wie man der linken Grafik der zweiten Zeile entnehmen kann, reduzieren sich die Fitnesswerte der Individu-
en sowohl im Mittel als auch fiir die beste Losung sehr rasch, wobei der Maximalwert =5, = 0.9879 und
das Minimum Eﬁlm = 0.0021 betrdgt. Die verbleibenden Abbildungen illustrieren die Differenz zwischen
der Beobachtung und der Approximation der beiden finalen Losungen. Da die Differenz zwischen der besten
Losung und dem Signal um eine GroBenordnung kleiner ist als die Beobachtung, werden ca. 90 % des Si-
gnals korrekt wiedergegeben, was auch durch die hohe Korrelation von 0.99 % oder die Standardabweichungen
(Signal: 0.0254 T—;, Differenz: 0.0008 T—;) bestitigt wird. Der erwihnte Strafterm kommt in diesem Beispiel
nur in der ersten Generation zum Einsatz, weshalb in weiteren Experimenten auch iiber eine Reduktion der
Schranke beziiglich der Konditionszahl nachgedacht werden kann.

Zu den Vorteilen der genetischen Algorithmen zdhlen die einfache Implementierung, die beliebigen (zufélligen)
Startwerte und die mogliche Parallelisierung auf mehreren Rechnern. Da weder Stetigkeit noch Differenzierbar-
keit gefordert werden, kann die Methode fiir eine Vielzahl von Problemen eingesetzt werden. Auf der anderen
Seite erfordern insbesondere Aufgaben mit vielen Variablen eine sehr grole Anzahl an Auswertungen fiir die
Populationen und die Generationen, was sich natiirlich auch in der Geschwindigkeit niederschlagt.

Auch sind die Ergebnisse aufgrund der Verwendung von Zufallsprozessen (fiir Startwerte, Reproduktion, Kom-
bination und Mutation) nicht reproduzierbar und selbst die gleichen Einstellungen liefern unter Umstéinden sehr
verschiedene Losungen. Eine mogliche Gegenmalinahme fiir das letzte Problem ist eine nachgeschaltete lokale
Optimierung, deren Startwerte aus dem gewichteten Mittel der Losungen aus den genetischen Algorithmen
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Abbildung 7.3.: Losung eines Testfeldes durch einen hybriden genetischen Algorithmus

bestimmt werden. Speziell in der Analyse der SST-Daten durch radiale Basisfunktionen ergibt sich noch die
zusitzliche Schwierigkeit, dass die Anzahl der Basisfunktionen im genetischen Algorithmus bereits vorher
festgelegt werden muss und man daher nicht unbedingt die optimale Anzahl fiir die Approximation erreicht.

7.3.2. Lokale Optimierung: Trust-Region-Verfahren

Wie bereits im Abschnitt 4.1 erldutert, findet sich ein frither geoditischer Ansatz fiir die Optimierung von
Punktmassen in der Dissertation von Barthelmes (1986). Die Grundidee besteht darin, eine neue Punktmasse in
der Lage der betragsmifig groBiten Storbeschleunigung des jeweiligen Residualfeldes mit einer vorgegebenen
Tiefe zu initialisieren und anschlieBend durch eine Ausgleichung die Lage, die Tiefe und das Gewicht zu ver-
bessern.

Aufgrund der leistungsfihigeren Rechner und einem anderen Optimierungsverfahren konnte diese Methode
in einigen Punkten erfolgreich modifiziert werden. Der wichtigste Unterschied ist die Suche mehrerer Basis-
funktionen und deren gemeinsame Optimierung, wodurch die gegenseitige Abhingigkeit der Basisparameter
und die Nichtlinearitdt des Problems besser beriicksichtigt wird. Auch werden durch die entwickelten Pro-
gramme nicht nur simulierte Gradienten eines Modells, sondern verschiedene (Pseudo)-Beobachtungen geo-
détischer Satellitenmissionen verarbeitet. Eine weitere Verallgemeinerung ist die Nutzung unterschiedlicher
radialer Basisfunktionen, obgleich die approximierten Punktmassen wegen ihrer Einfachheit auch hier das be-
vorzugte Modell darstellen. Die damals zur Datenreduktion erfolgte Beschrinkung auf die nédchstgelegenen
Beobachtungen je Basis hat sich fiir regionale Analysen bislang als nicht notwendig erwiesen, wird aber in An-
sdtzen durch eine mogliche Dezimierung der Daten wihrend der nichtlinearen Optimierung umgesetzt, wobei
die endgiiltigen Skalierungsfaktoren aus allen Daten bestimmt werden.

Der erste Schritt einer solchen Optimierung ist die Untersuchung, ob die Position einer zusitzlichen Basis-
funktion in einem Datensatz detektierbar ist. Die Simulationen aus dem Kapitel 5 zeigen, dass fiir das Potential
und die Line-of-Sight Gradienten die Lage der Extremwerte in den Beobachtungen eine geeignete Nihe-
rung fiir das Basiszentrum liefert. Die Initialisierung wird allerdings beeintrichtigt durch die Uberlagerung



140 7. Optimierung der Parameter

der Potentiale der verschiedenen Basisfunktionen, die Variationen in der Orbithohe, das Rauschen und die
unregelmiBige Abtastung, weshalb die gefundenen Zentren noch durch ein nichtlineares Verfahren zu verbes-
sern sind. In der Range-Rate kann eine dhnliche Korrelation mit leicht detektierbaren Funktionswerten nicht
nachgewiesen werden, weshalb die Startwerte hier entweder durch ein globales Optimierungsverfahren oder
eine vorherige Auswertung einer in-situ Beobachtung beschafft werden miissen.

In Abbildung 7.4 ist der gesamte Ablauf der Optimierung fiir die in-situ Beobachtungen (Potential und Line-
of-Sight Gradient) schematisch dargestellt, welcher in den folgenden Seiten niher erldutert wird.

Modelle

Beobachtungen

-___-——"-—-—-—_

Referenzfeld e -«
| Vorverarbeitung
> residuale initiale Formparameter
35T-Daten Entwicklungsgrad,
Modell
¥ A 4 \
Startpositionen 3 lineare
{Interpolation) Schatzung (ng)

: l

o Trust Region
| Approximation e Verfahren

des Signals (lsgnonlin)

\ Nichtlineare Optimierung /

h 4 o

Kontrolle der 3 lineare Schatzung (ng) . o Optimierte

Parameter (.Elimination von Basen®) Parameter

e

Abbildung 7.4.: Ablauf der Optimierung fiir die in-situ Beobachtungen (Potential und LOS-Gradient)

Parametereingabe

Wie viele nichtlineare Optimierungsverfahren konnen auch die hier entwickelten Methoden durch die Eingabe
einiger Optionen gesteuert werden. Um die Nutzung zu erleichtern, wird eine (einfache) grafische Oberfldche
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Abbildung 7.5.: Screenshot des neu entwickelten Eingabefensters zur nichtlinearen Optimierung der residualen
Potentialwerte im Orbit. Einzugeben sind neben Startwerten und Intervallgrenzen auch zusétz-
liche Optionen wie die Anzahl der Wiederholungen oder das Referenzfeld

fiir die Programme zur Verfiigung gestellt, mit der alle Analysemethoden aufgerufen werden konnen. Startet
man die Optimierung fiir das Potential, die LOS-Gradienten oder die Range-Rate, so erscheint eine Variante
eines Eingabefensters, das fiir das Energieintegral in der Abbildung 7.5 dargestellt ist. Das Fenster ist in vier

logische Teilbereiche unterteilt, welche die eingerahmten erfordern:

o Interpolation (Startwerte der Positionen)

- : Abstand der Interpolationspunkte eines regelméBigen (\, 9)-Gitters in Grad
- : Dimension des Binomialfilters zur Glattung der Daten fiir die initialen Basiszentren

. ,,Hohe* des kleinsten akzeptierten Extremwerts im Vergleich zur grof3-

- ’ Verhiltnis zum Maximum
ten Anomalie

e Basisfunktion (Startparameter)

- : maximaler Grad der Reihenentwicklung der radialen Basisfunktion
- : untere Grenze der Reihenentwicklung

- : Startwert fiir den Formparameter

- : Selektion des Modells der Legendre-Koeffizienten

e Optimierung

- ’ Basen je Durchgang ‘: maximal zuldssige Anzahl an Basisfunktionen je Durchgang

- ’ Optimierungsschritte ‘: Anzahl der Iterationen fiir die nichtlineare Optimierung




142 7. Optimierung der Parameter

- ’ Wiederholungen ‘: Anzahl der Optimierungen nach der Subtraktion der bisher approximierten An-
teile fiir weitere Basisfunktionen

- ’ Dezimierung der Daten ‘: optionale Reduzierung der Anzahl der Daten wihrend der nichtlinearen
Optimierung

- ’ Maximum sigma ‘: obere Schranke der Formparameter

- ’ Minimum sigma ‘: untere Grenze der Formparameter

- ’ Maximale Bewegung ‘: zuliissige Anderung bzgl. der initialen Position der Basiszentren in Grad

- : Auswahl der Anzahl der Unbekannten je Basisfunktion

- : Mogliche Bestimmung und Eliminierung einer Trendfunktion in den Daten vor der eigent-
lichen Optimierung

e Referenzfeld
— Auswahl des Referenzfeldes aus einer Liste vorhandener Modelle

— maximaler Entwicklungsgrad fiir das Referenzfeld aus sphérisch-harmonischen Koeffizienten

In Abhingigkeit von der gewihlten Beobachtung und der Vorverarbeitung konnen einzelne Eingaben entfallen.
Durch den —Knopf werden die gewidhlten Optionen mit den Defaultwerten iiberpriift und fiir die
weitere Anwendung in einer tempordren Datei mit dem Namen ,,GUIDatei.mat* gespeichert. In seltenen Fillen
ist diese Datei auch noch nach der Optimierung vorhanden und sollte dann manuell aus den Ordnern geloscht
werdent.

Referenzfeld

Fiir eine residuale Auswertung ist die Wahl eines Referenzfeldes T (A, ¥, ) — hier in Form von sphirisch-
harmonischen Koeffizienten — und die Festlegung des maximalen Entwicklungsgrades N erforderlich. Die
GroBenordnung des verbleibenden Signals und dessen gravitativer Anteil hingt dabei insbesondere von dem
Referenzfeld und dessen Koeffizienten ab.

Die nachtriigliche Anderung des Referenzfeldes ist bislang nur fiir das Energieintegral implementiert, wihrend
alle anderen Beobachtungen das Feld aus der Vorverarbeitung nutzen. Wird die Voreinstellung nicht geédndert,
so wird das vorhandene Referenzpotential der Datei verwendet, anderenfalls wird die spharisch-harmonische
Synthese bis zum Grad N an den Positionen des vorher berechneten (und festgehaltenen) Orbits neu berechnet.
Die ModellgroBen des Referenzfeldes werden von dem Signal im Orbit subtrahiert, um eine residuale Grofie
zu erhalten.

Basisparameter

In der Optimierung miissen fiir alle Basisfunktionen der gemeinsame minimale und maximale Entwicklungs-
grad (: no und : N) sowie ein Modell der Legendre-Koeffizienten o0},(n) eingegeben wer-
den. Falls die Optimierung auch die Form anpassen soll, ist aulerdem eine Vorgabe eines initialen Formpara-
meters (: op = o0y) erforderlich, in den anderen Fillen wird der eingegebene Wert ignoriert. Der maxi-

male Entwicklungsgrad N der radialen Basisfunktionen spielt zumindest in einigen Modellen nur eine unterge-
ordnete Rolle, da die Folge der Legendre-Koeffizienten fiir die lokalisierende Eigenschaft mit wachsendem
Grad (schnell) gegen Null konvergiert. Die mogliche Eingabe eines minimalen Grades ng > 0 erscheint sinn-
voll, da durch das Referenzfeld bereits der langwellige Anteil des Signals behandelt wird, auch wenn der genaue
Zahlenwert bisher nur empirisch abgeschitzt werden kann. Dabei ist zu beachten, dass durch eine Erhohung des
minimalen Grades die Basis im Allgemeinen besser lokalisierend ist. Allerdings beginnen die radialen Basis-
funktionen — zumindest in den Beispielen aus dem Abschnitt 4.2.4 — zu oszillieren, wobei die Haufigkeit und
die GroBenordnung der zusétzlichen Extremwerte mit dem minimalen Grad zunimmt.
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Interpolation

Im Gegensatz zu anderen Analysemethoden dient die Interpolation hier nicht zur Transformation der Daten
auf eine gemeinsame Orbithohe oder auf ein regelméBiges Gitter, sondern ausschlieBlich zur Bestimmung der
Startwerte der Positionen. Nimmt man eine gro3e Anzahl fehlerfreier in-situ Beobachtungen in konstanter Hohe
an, deren Signal durch eine einzelne Basisfunktion erzeugt wird, so ist nach den Uberlegungen des Kapitels 5
das Basiszentrum in der Nihe des Maximums bzw. Minimums der Messungen zu suchen.
Fiir die Bestimmung der Niaherungswerte verwendet man die Linge und Kobreite der Satellitenposition und
interpoliert die zugehdrigen Beobachtungen mit der internen Routine griddata.m. Diese nutzt zunichst eine
Dreiecksvermaschung und bildet das Signal dann durch kubische Polynome auf ein regelmiBiges (A, 9)-Gitter
ab, dessen Maschenweite durch die Grofe gesteuert wird. Dieser einfache Ansatz ignoriert zwar die
unterschiedliche Orbiththe und die Verteilung der Datenpunkte, hat sich aber in den Simulationen bislang als
ausreichend erwiesen.
Durch die Hohenunterschiede in den Satellitenbahnen, nummerische Fehler, das Signalrauschen und die Inter-
polation entsteht eine sehr unruhige ,,Fldche* im Orbit, welche in der rechten oberen Grafik der Abbildung 7.6
gezeigt wird. Trotzdem lassen sich bereits gewisse positive und negative Strukturen in dem Datensatz erahnen,
deren Zentren fiir die Positionen der Basisfunktionen in Frage kommen. Die Strukturen lassen sich verstéarken,
indem man einige der hochfrequenten Anteile entfernt. Die einfachste Moglichkeit bietet dabei die Gléttung der
interpolierten Fldche durch die Faltung mit einer Filtermatrix F'. Aufgrund der bekannten glittenden Wirkung
ist besonders der rekursive Binomialfilter F';, mit £ > 1 interessant, der durch die diskrete Faltung * der vor-
herigen Matrix mit F'; entsteht:

F - <1 1)

11
1 21

F2:F1*F1: 2 4 2
1 21 723)
1 331 '
399 3

Fa=FaeFi=15 49 g 3
1 331

F4:F3*F1:‘..

Die Dimension (k+1) x (k4 1) der Filtermatrix wird durch die Eingabe bestimmt, wobei ein ungerader
Wert wegen der besseren Zentrierung auf die Gitterpunkte erforderlich ist.

In der Matrix der interpolierten Beobachtungen wird durch die Funktionen extrema.m bzw. extrema2.m von Car-
los Adridn Vargas Aguilera (Link: http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/12275) in Zeilen-,
Spalten- und Diagonalrichtung nach Extremwerten gesucht. Aufgrund der drei Suchrichtungen, des unruhigen
Residualsignals und der Interpolation auf ein engmaschiges Gitter ergibt sich oft eine grole Anzahl moglicher
Positionen, die fiir eine bessere Auswertung noch reduziert werden miissen. Wie die meisten zweidimensiona-
len Interpolationen liefert auch die in MATLAB implementierte Methode vor allem an den Réndern des Gebiets
Artefakte in Form von kiinstlichen Extremwerten und Liicken der interpolierten Fldche, was durch die ein-
seitigen Informationen bedingt wird. Aus diesem Grund wird um das Interessensgebiet ein Rahmen mit der
eineinhalbfachen Gitterweite definiert und alle detektierten Positionen innerhalb des Rahmens ignoriert.

Um die Anzahl weiter zu reduzieren werden noch drei weitere Ideen eingesetzt. Im ersten Schritt wird von
den interpolierten Daten der Mittelwert subtrahiert und die Werte der GréBe nach geordnet. In der Optimierung
werden nur Zentren verwendet, deren interpolierte Grofe (im Betrag) mindestens dem Wert £ des Maximalwerts
entspricht, wobei ¢ durch die Eingabe | Verhéltnis zum Maximum‘ gesteuert wird. Die zweite Einschrinkung
ist ein Mindestabstand von derzeit 2° zwischen den Zentren, wobei die Position mit dem jeweils kleineren
Extremwert aus der Liste entfernt wird. Nach diesen Vorarbeiten wird die Anzahl der verbleibenden Positionen
mit der eingegebenen maximalen Anzahl verglichen und gegebenenfalls werden die Zentren mit den kleinsten
Extremwerten eliminiert.
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Abbildung 7.6.: Startwerte der Positionen aus der Interpolation der Potentialwerte fiir einen Monat an CHAMP-
Daten mit dem Referenzfeld itg_champOls bis Grad 70. In den unteren Abbildungen geben
die Kreise alle gefundenen Extremwerte und die Kreuze die akzeptierten Startwerte fiir die
Optimierung wieder

Abbildung 7.6 veranschaulicht die Interpolation zur Startwertsuche fiir einen Monat an CHAMP-Daten, wobei
das Schwerefeldmodell ,,itg_champO1s* bis Grad und Ordnung N = 70 als Referenzfeld verwendet wird. In
der linken oberen Abbildung sind die residualen Potentialwerte im Orbit visualisiert, wobei die positiven und
negativen Bereiche bereits zu erahnen sind. Die rechte obere Grafik zeigt die kubische Interpolation des Signals
auf ein 0.5° Gitter. Durch einen Binomialfilter — hier mit der Dimension 5 — werden die Strukturen etwas ge-
glittet, es bleiben allerdings noch zahlreiche als Zentrum klassifizierte Positionen iibrig (vgl. Abbildung links
unten). Die akzeptierten Startwerte fiir die Basiszentren sind in der Abbildung zusammen mit den residua-
len Beobachtungen unten rechts gezeigt. Um zu vermeiden, dass durch die strikten Vorgaben nicht geniigend
Basisfunktionen beriicksichtigt werden, kann nach der Verbesserung der Parameter die Optimierung fiir das
verbleibende Residualfeld wiederholt werden, so dass auch einige der bis jetzt vernachléssigten Zentren noch
Verwendung finden.

Nichtlineare Optimierung

Durch das gewihlte Referenzfeld lisst sich das gravitative Signal zu einer residualen Beobachtung im Orbit re-
duzieren, wobei in der regionalen Analyse eventuell eine Trendfunktion fiir die nicht erfassten globalen Anteile
zu beriicksichtigen ist. Fiir die Basisparameter, die in den Programmen intern als ,,struct-Variable* (Erlduterung
vgl. Abschnitt B.1) gespeichert werden, werden in der Optimierung ein minimaler und maximaler Grad (ng, N),
ein initialer Formparameter a([]o] = al[)o] und ein (gradabhingiges) Modell der Legendre-Koeffizienten vorge-
geben. Nach der Interpolation der Daten im Orbit liegen fiir jede Basisfunktion auch approximative Positionen
der Basiszentren (/\l[)o]’ 19%0]) vor. Zur Bestimmung der Skalierungsfaktoren nimmt man alle anderen Parameter
als korrekt an und schitzt die Werte in einer linearen Ausgleichung, so dass man einen konsistenten Satz an
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Parametern
PO = {771[0}7)\1[0],191[0}701[0]#72[0},)\2[0],192[0],02[0}7 o ,193[0]703[01}

fiir die erste Iteration erhilt.

In manchen Optimierungsverfahren konnen zusitzlich einige oder alle Parameter auf ein zuldssiges Intervall
eingeschrinkt werden, um die Konvergenz zu verbesseren. Fiir die Parametergrenzen beziiglich der Positionen
der Zentren nutzt man aus, dass diese im Interessensgebiet der Beobachtungen liegen. Da die Niherungs-
werte fiir ein lokales Verfahren relativ gut sein sollten, kann man diese Bedingung verschirfen. Die Gro-
Be ’Maximale Bewegung‘ legt in dem entwickelten Algorithmus fest, wie weit sich eine Basisfunktion von
den zugehorigen Startwerten durch die Optimierung entfernen darf. Abhingig von dem Modell der Legendre-
Koeffizienten kann auch der Formparameter beschrinkt sein, was durch die Eingaben | Minimum sigma | und

’ Maximum sigma ‘ realisiert wird. Im exponentiellen Modell o,(n) = (03)" ist der Formparameter z.B. durch
0.9 < 0, < 1 zu begrenzen, wobei die untere Schranke die Lokalisierung und die obere die Konvergenz
sicherstellt.

In der klassischen (geodatischen) Auswertung wird die vermittelnde Ausgleichung nach dem Gauf3-Markov
Modell fiir ein nichtlineares Problem modifiziert und iterativ auf die Parameter angewendet. Zunichst wird die
nichtlineare Funktion der Beobachtungen durch eine mehrdimensionale Taylorreihe approximiert

of (")
H0)

f= 1"+ A+ o((Ap)?), (7.24)

welche nach dem linearen Glied abgebrochen wird. Subtrahiert man den Term f (%)), so erhilt man das linea-
risierte Modell

510]
f— 1) ~ YT pgio) (7.25)
—_— aﬁ[l]
:lﬂo] T

das mit den Formeln (7.15) bzw. (7.16) gelost werden kann. Die reduzierte Beobachtung gl = f— ¢ (]5{0])
wird als Absolutglied bezeichnet, wihrend fiir die Matrix J der partiellen Ableitungen nach den gesuchten
Parametern die Bezeichnung Jacobi-Matrix {iblich ist. Aufgrund der Linearisierung erhilt man durch den soge-
nannten Gauf3-Newton-Schritt

A = 3TPI)ITPy (7.26)

nicht die komplette Losung, sondern nur sogenannte Zuschlédge, aus denen im nichsten Schritt die verbesser-
ten Parameter ]5{1] = ]5{0} + Aﬁ[o} berechnet werden. Mit diesen Werten bestimmt man ein neues Absolutglied
gl =f—7f (13{1]) und eine neue Jacobi-Matrix. Die Optimierung wird anschlieBend wiederholt, bis eine vor-
her festgelegte Bedingung (GroBenordnung der Zuschlige, Wert der vv-Summe, Anzahl der Iterationen, ...)
erreicht ist (Kahmen, 1997, Gruber, 2000, Nocedal, 2006, Schwarz, 2006). Im Gegensatz zu einem linearen
Problem ist hier die Konvergenz gegen eine optimale Losung nicht garantiert, was unter anderem an ungiins-
tigen Startwerten oder an zu groBen Zuschligen Apl! liegen kann, welche die Losung von dem angestrebten
(lokalen) Minimum p abhalten.

Um die Konvergenz zu verbessern, kann man

e die Schrittweite || Ap”)|| und damit die GroBe der méglichen Zuschlige steuern (Levenberg-Marquardt-,
Trust-Region-Verfahren, ...),

e die zweite Ableitung nach den Parametern oder zumindest eine Approximation derselben verwenden
(GauB3-Newton-, Trust-Region-, Levenberg-Marquardt-Verfahren, ...)

e oder (einzelne) Parameter auf ein sinnvolles Intervall einschrinken (Trust-Region-Verfahren, ...),
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wobei die Ideen teilweise kombiniert werden (Nocedal, 2006).

In dieser Studie wird das Programm /sgnonlin.m aus der Optimization Toolbox von MATLAB (online Dokumen-
tation: The MathWorks (2010)) verwendet, welches eine Losung nach der Methode der kleinsten Quadrate mit
nichtlinearen Nebenbedingungen ermoglicht. Dieses Programm beinhaltet ein Gau3-Newton-, ein Levenberg-
Marquardt- und ein Trust-Region-(Reflective)- Verfahren, wobei die interne Auswahl von den Optionen und den
Nebenbedingungen abhingt. Da von den vorhandenen Algorithmen nur das Trust-Region-Verfahren mit einer
Beschrinkung der Schrittweite (zur Konvergenzverbesserung) und der Parameter (in der Nihe der Startwerte)
arbeitet, wird durch die Vorgaben implizit diese Methode gewéhlt, um die optimale Losung zu finden.

Im Trust-Region-Verfahren und in dem sehr dhnlichen Levenberg-Marquardt-Verfahren wird die Losung inner-
halb eines Vertrauensbereichs (,.trust-region*) um die Startwerte gesucht, in welchem sich die Zielfunktion gut
durch ein quadratisches Modell approximieren ldsst. Fiir beide Methoden existieren verschiedene Varianten,
wobei das quadratische Modell jeweils durch eine Taylorentwicklung um die vorherige ,,.Losung* Pl realisiert
wird. In der nichtlinearen Optimierung mit dem Trust-Region-Verfahren wird die bisherige Zielfunktion

=) = [ s ~ 7" — min (7.10)

um die Jacobi-Matrix J = of Bﬁ(g ) und den Vorfaktor 0.5

@ =min {3 | -39 A" 1mei= o)

modifiziert. Die Zuschldge E := Apll werden fiir die Nebenbedingungen durch die diagonale Skalierungs-
matrix D gewichtet und auf den Vertrauensbereich mit dem ,,Radius* g[i] eingeschriinkt, dessen Grofe an-
schlieBend angepasst wird (Alt, 2002, Nocedal, 2006).

In einer ausfiihrlicheren Darstellung erhilt man die Zielfunktion

(11|

5@ = 5 || (Fo) + 3€) — 7| = J19€+ Fut!) — 7)1 =
—7 (7.28)

1/ > T/ = 1 1 -

= <J§ + 5) (J{ + 17) =57+ 35+ 58T aE

Der Term ¢’ ¥ entspricht der Fitness = aus der Formel (7.10) und wird z.B. in den Veroffentlichungen von

Branch (1999) und Coleman (1992, 1999) nicht beriicksichtigt, da dieser innerhalb einer Iteration unabhiingig

vom Vektor £ ist. Abgesehen von den konstanten Vorfaktoren, die in Nocedal (2006) durch die andere Definition
der Fitness eliminiert werden, kann man aufgrund der Beziehungen

L
- ~ . 2
Esz— B(ﬁ{‘])H —iT5=Y 0 (7.29)
=1
s e e o(Fs )
—— =2 T—=2) ¢ : =2J'v (7.30)
a(pll) ; a(pll) ; a(pll)
?= L 95 o7 L 925 827
—~ =2 : —+2) ¥ =237 +2 (7.31)
o(pll)? ;3(131‘])8(13[”) ; o(pll)? ; a(pll)?

den Term § := J " ¥/ als Gradient der Zielfunktion betrachten. Das Produkt H := J " J approximiert die Hesse-
Matrix fiir ,,gute Startwerte*, fiir welche die zweiten Ableitungen 3 (ﬂ ) der Residuen vernachléssigbar sind.

Das Trust-Region-Verfahren enthilt nach Alt (2002) und Nocedal (2006) insbesondere die folgenden Schritte:

1. Bestimmung der Niherungswerte und der Intervallgrenzen fiir die Parameter
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2. Formulierung des quadratischen Ersatzproblems

2

—

(¢) = min {; HJ{+17

(11|

1 +. L1 - - -
= §”T” +&T5+ 5fg"rﬂg . |IDE]| < gm} (7.32)
oder einer Variante davon

3. Losung { des Ersatzproblems durch eine exakte Methode oder durch ein Naherungsverfahren

4. Kontrolle der Fitness fiir den Vektor piit! .= plil 4 5 mit anschlieBender Akzeptanz oder Ablehnung der
neuen Losung

5. Anpassung der Umgebung ol fiir den niichsten Schritt
6. Wiederholung ab Schritt 3 oder Abbruch des Verfahrens.
Eine exakte Losung des Ersatzproblems erhilt man, indem man dieses in das Gleichungssystem*
(JTJ + NDQ)E i
u(e = 1€l) =0 (7.33)
(J I+ ,uD2> semidefinit

mit einer positiven Zahl ;; > 0 transformiert, was dquivalent zu der Aufgabe

<0 20)¢- )

ist (Nocedal, 2006). Die zweite Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn der Vektor 5 auf der ,,Oberfliche*
der (Hyper-)Kugel mit dem Radius ol liegt, oder wenn fiir die Werte innerhalb dieser Umgebung p1 = 0 in
die Formel eingesetzt wird. Speziell fiir die inneren Punkte und mit einer invertierbaren Matrix entspricht die
Losung wieder dem Gaul3-Newton-Schritt

£— (JTJ)_lJTﬁ. (7.35)

Neben den exakten Methoden existieren auch approximative Losungen wie der ,,Cauchy point*™ und die ,,dogleg
method* (Alt, 2002, Nocedal, 2006), oder die laut MATLAB-Hilfe dort eingesetzte Reduzierung auf ein zwei-
dimensionales Teilproblem. In der letztgenannten Variante des Trust-Region-Verfahrens wird nach Coleman
(1992), Branch (1999) oder Geiger (1999) die Anzahl der Variablen dadurch reduziert, dass man die Losung in
jedem Schritt nur innerhalb eines niederdimensionalen (meist sogar zweidimensionalen) Unterraums S sucht:

—

- o (1s 1+, L1 - o .
=) = mln{2||J£ +? = 0T+ €T g+ €T HE: |IDE| <ol ¢ e S}. (7.36)

Im zweidimensionalen Fall wird der Suchraum S durch zwei Vektoren {q1, g2} aufgespannt, von denen der
Erste durch die Richtung des Gradienten

G =J"7 (7.37)
gegeben ist. Fiir den zweiten Vektor versucht man das Gleichungssystem

<JTJ) G=-3T% (7.38)

*Das Vorzeichen der Residuen v wird hier an die geoditische Konvention angepasst und stimmt daher nicht mit der Herleitung in
Nocedal (2006) iiberein
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zu l6sen und falls dies nicht erfolgreich ist, bestimmt man einen beliebigen Vektor, der die Bedingung
(@) (373)@ <0 (7.39)

erfiillt. AnschlieBend bildet man nach Geiger (1999) mit dem Gram-Schmidt-Verfahren orthonormalisierte Vek-
toren

~ q1
q1 = 75
Il
B=0—q(q,q0) (7.40)
Q2= s
7

Setzt man anstelle des Vektors E die Linearkombination

—

§=a1q1 + a2q2 (7.41)

in die Fitnessfunktion des Trust-Region-Verfahrens (7.28) ein, so erhilt man unter Beriicksichtigung der Ortho-
normalitét

=/ A 1_, — ~ ~ N 1
() = §UTU + (a1q1 + az2) ' I+ 5

L 1
- §UT?7+ (a1,a2)" ((qu’qE)T(JTﬁ)) +§(a1,a2)T ((qu,qu)T(JTJ)(al,q}))(al’@) (7.42)

Js Hg

(1@ + a2d2) ' T I(ar @1 + asdp) =

eine dquivalente Optimierungsaufgabe fiir zwei Unbekannte (a1, az).

Eine MATLAB-spezifische Eigenheit ist die Verwendung des sogenannten Reflective-Verfahrens, um die Inter-
vallgrenzen der Parameter zu beriicksichtigen. Dabei werden die Parameter durch eine geeignete Transforma-
tion R auf das gewiinschte Intervall abgebildet und die Losung analog zu einer unbeschrinkten Optimierung
bestimmt. Ein Beispiel fiir eine lineare Transformation auf das Intervall [0,1] ist in der Grafik 7.7 gezeigt,
wobei y das urspriingliche Argument und = den reduzierten Wert bezeichnet.

AnschlieBend wird die GroBe der Umgebung ol fiir den nichsten Schritt bestimmt. Laut Nocedal (2006, S. 291)
bildet man fiir die Optimierung nach der Methode der kleinsten Quadrate den Quotienten

i @I — 96" + 3l
1512 = 19(AtT) + IE]|?

wobei der Zihler als aktuelle Reduktion (,,actual reduction®) und der Nenner als vorhergesagte Reduktion
(,,predicted reduction®) bezeichnet wird. Da der zweite Term des Nenners der Minimierungsaufgabe entspricht,
ist die Differenz zum ersten Wert entweder Null, was auf ein gefundenes Minimum hinweist und zum Abbruch
der Iteration fiihrt, oder aber strikt positiv. Hat der Quotient 7l annihernd den Wert 1, wobei die nummerischen
Abgrenzungen verschieden gewéhlt werden, so ist das quadratische Modell eine gute lokale Approximation,
fiir groBBere Werte kann man die Umgebung ol! sogar vergrofiern. In beiden Fillen reduziert der Zuschlag die
Fitness des Problems und der Vektor pit1 .= plil 4 5 wird fiir den nichsten Schritt als Niherung akzeptiert.
Dagegen fiihren alle anderen Werte des Quotienten zu einer Ablehnung der ,,Verbesserung®, da entweder ein
negativer Ziahler — und damit eine VergroBerung der Zielfunktion — vorliegt, oder das quadratische Modell an
dieser Stelle das Problem nicht gut genug approximiert. Wird der Schritt abgelehnt, so wird die Nidherung
plit1l .= plil beibehalten und die Optimierung mit einer kleineren Umgebung wiederholt.

(7.43)

Kontrolle der Parameter

In dem entwickelten Algorithmus kann die Optimierung in den in-situ Beobachtungen mehrmals wiederholt
werden, um das Restsignal weiter zu analysieren. Dabei werden in den weiteren Optimierungen insbesondere
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(o]
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o

Abbildung 7.7.: Eindimensionale Reflective-Transformation fiir einen Parameter auf das Intervall [0, 1] aus
Coleman (1992)

neue Basiszentren in der Nihe der alten Positionen detektiert. Nach der Optimierung werden alle Parameter
zu einer Losung zusammengefasst und noch einmal iiberpriift. In der Kontrolle werden die nichtlinearen Para-
meter festgehalten und nur die Skalierungsfaktoren durch eine vermittelnde Ausgleichung neu bestimmt. Ist die
Standardabweichung grofB3er als der Betrag des jeweiligen Parameters, so ist dieser nur sehr ungenau bestimmt.
In diesem Fall wird die Basisfunkion mit der gréten Differenz aus Standardabweichung und dem Betrag der
Skalierung aus dem Parametersatz komplett entfernt und eine neue lineare Ausgleichung der verbleibenden
Unbekannten durchgefiihrt. Diese empirische Methode soll sicherstellen, dass das Signal durch eine minimale
Anzahl an ,effektiven* radialen Basisfunktionen modelliert wird.

Zusammenfassung

Die Analyse der Parameter eines Modells ldsst sich allgemein als ein (iteratives) Minimierungsproblem

=) = | Fa(p") — 7] — min (7.10)

darstellen. In Abhéngigkeit von dem funktionalen Modell unterscheidet man zwischen linearen und nicht-
linearen Optimierungsaufgaben, wobei erstere in der Regel einfacher zu 16sen sind.
Im linearen Fall erhilt man die optimalen Parameter im Sinne der kleinsten Quadrate aus der Formel

p=(ATPA)IATPY. (7.16)
Ist die Normalgleichungsmatrix A T PA schlecht konditioniert und damit problematisch zu invertieren, so kann

man eine Regularisierung einsetzen. Eine bekannte Methode ist die Tikhonov-Phillips Regularisierung, in wel-
cher das Minimierungsproblem um einen Strafterm oS5(p) erweitert wird

_ ~ 2
=) = | Fo@ - 7| + o5, (7.17)
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fertigt.

7. Optimierung der Parameter
Fiir einen speziellen Strafterm und eine Parametrisierung durch radiale Basisfunktionen entsteht dabei eine
Zielfunktion, die — in Analogie zum eindimensionalen Fall — die Bezeichnung als (harmonische) Splines recht-
bestimmt.

Da die Invertierbarkeit der Normalgleichungsmatrix insbesondere von der Parametrisierung abhéngt, 14sst sich

das Problem auch durch eine Reduktion der Anzahl der Parameter 16sen. Um dennoch eine gute Nidherung

des Signals zu erhalten, werden die wenigen Parameter durch eine nichtlineare Optimierung aus den Daten

Zunichst ist aus der Menge der lokalen und globalen Verfahren ein geeigneter Optimierungsalgorithmus auszu-

wihlen. In dieser Arbeit wird exemplarisch der genetische Algorithmus als globale Methode getestet, welcher
zwar gute Ergebnisse liefern kann, die aber weder garantiert noch reproduzierbar sind.

Daher wird eine lokale Methode bevorzugt, die auf dem stabilen Trust-Region-Verfahren basiert. In dem ent-
=(6)

wickelten Algorithmus werden die Startwerte durch den Nutzer vorgegeben bzw. durch eine Interpolation der
Daten geschitzt und anschlieBend durch eine nichtlineare Optimierung mit der Ziefunktion

= min{i” (fB(ﬁm) +J§) — ﬂ|2 :

Anzahl zu finden.

D) < o7}
innerhalb der Vertrauensregion mit dem Radius ol! verbessert. Durch die Skalierung der Parameter mit der
Matrix D und die adaptive Anpassung des Radius erfolgt die Konvergenz in der Nihe der Startwerte. In der

(7.27)
MATLAB-Implementierung wird die Optimierung auf ein zweidimensionales Problem reduziert und die Be-
schrankung der Parameter durch eine Reflective-Transformation realisiert. Nach einer Wiederholung der Op-

timierung fiir weitere Basisfunktionen werden die optimierten Parameter erneut iiberpriift, um eine minimale
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8. Nummerische Experimente

In diesem Kapitel wird die nichtlineare Optimierung in der Analyse simulierter Satellitendaten durch radiale
Basisfunktionen eingesetzt. Zunichst werden die partiellen Ableitungen des Energieintegrals und der Line-of-
Sight Gradiometrie aus der Legendre- und der Wigner-Darstellung diskutiert. Um die Differentiation der Range-
Rate nach den Basisparametern zu iiberpriifen, wird eine nummerische Losung der Variationsgleichungen ver-
wendet. Fiir die zahlreichen Iterationen in einer nichtlinearen Optimierung wird jeweils der effektivste Ansatz
fiir jede Beobachtung gewihlt.

Die Optimierung der Parameter wird fiir die drei behandelten Beobachtungstypen in einem Interessensgebiet
durch eine Closed-Loop-Simulation getestet und das Ergebnis den bekannten Werten der Basisfunktionen
gegeniibergestellt. AnschlieBend wird ein globaler Datensatz an residualen in-situ Beobachtungen erzeugt und
fiir die Optimierung in kleinere Regionen unterteilt. Nach der getrennten Analyse werden die einzelnen Felder
zu einer globalen Losung kombiniert und die Qualitit der Approximationen durch statistische Malle untersucht.

8.1. Vergleich der partiellen Ableitungen

Potential

Im Kapitel 5 werden die Legendre-Darstellung und die Wigner-Darstellung des Potentials im Orbit

n+1
Uy (Ze, thp) = an?M Z (f) op(n) Py(cos wy) (4.25)
N n n
Uy(Ze,thp) = > Y D By (W) Sy (r, 1) exp (thu + im(Q — ©)) (5.33)

n=ng m=—-nk=—n

sowie deren Ableitungen nach den Basisparametern behandelt. Zunichst soll gezeigt werden, dass beide Re-
présentationen fiir Kreisbahnen jeweils das gleiche Funktional eines (residualen) Schwerefeldes beschreiben.
Dazu wird ein GRACE-dhnlicher Orbit mit einer zeitlichen Abtastung von At = 10s fiir eine Woche erzeugt.
Abgesehen von der Exzentrizitit e = 0 approximieren die Keplerelemente (I = 89.0169°, a = 6867.504 km,
Q = —23,471°) eine Bahn der GRACE-Mission im August 2002. Bedingt durch die MATLAB Programme
wird in den Simulationen die Anfangsposition innerhalb der Bahnebene durch den Perigdumsabstand (hier:
w = 92.861°) angegeben, obwohl fiir Kreisbahnen das Argument der Breite die formal bessere Wahl wire. Die
Basisfunktion wird durch die Legendre-Koeffizienten o,(n) = 0.95” mit den Grenzen ng = 0 und N = 100
simuliert. Das Zentrum stimmt zum Zeitpunkt ¢ = 65 min mit der Satellitenspur iiberein, was der Position
Ay & —26.73°, 9, =~ 109.24° entspricht. Der gewihlte Skalierungsfaktor 7, ~ 8.046 - 10719 erzeugt auf der
Erdoberfliche eine maximale Potentialinderung von AT = 1 m2

In den Abbildungen 8.1, 8.2 und 8.3 sind die Ableitungen emes residualen Potentials nach den Parametern
der Basisfunktion in einer zeitlichen und rdumlichen Darstellung visualisiert. In den zeitlichen Darstellungen
8.1 und 8.2 werden jeweils nur 3 Tage gezeigt, um den Verlauf des Signals — insbesondere die ,,Schwingung*
innerhalb der 95 Minuten eines Umlaufs — zu verdeutlichen. Die Position des Basiszentrums wird in den Ab-
bildungen durch eine griine Gerade markiert und durch eine Vergroflerung des ersten Bahnbogens noch einmal
hervorgehoben. Die letzte Zeile der Grafik zeigt jeweils den sphirischen Abstand zwischen dem Basiszentrum
und der Satellitenspur.

Aus den Grafiken erkennt man, dass die Ableitungen nach dem Skalierungsfaktor und nach dem Formparameter
beim direkten Uberflug iiber dem Basiszentrum jeweils ihren groften Wert annehmen, wihrend die anderen
Bahnen jeweils ein schwicheres Signal enthalten. In den Ableitungen nach der Kobreite der Basisfunktion
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Abbildung 8.1.: Ableitungen des Potentials einer Basisfunktion nach dem Skalierungsfaktor und dem Form-
parameter in der zeitlichen Darstellung
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Abbildung 8.2.: Ableitungen des Potentials einer Basisfunktion nach der Linge und der Kobreite des Basiszen-
trums in der zeitlichen Darstellung
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Ableitung des Potentials
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Abbildung 8.3.: Ableitungen des Potentials einer Basisfunktion in der raumlichen Darstellung
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Legendre-Darstellung | Wigner-Darstellung | relative Rechenzeit
1000 Datenpunkte:
N =90 0.070 0.205 10.607  23.604 | 1:152 1:115
N =120 0.083 0.266 23.903 40.396 | 1:288 1:152
N =150 0.109 0.510 35937  67.308 |1:320 1:132
5000 Datenpunkte:
N =90 0.217 1.426 34476 84.038 | 1:159 1:59
N =120 0.281 1.783 53.501 147905 | 1:190 1:83
N =150 0.473 3.854 84.992  242.248 | 1:180 1:63
10000 Datenpunkte:
N =90 0.566 4.105 60.491  166.279 | 1:107 1:41
N =120 0.767 5.372 102.860 279.553 | 1:134 1:52
N =150 0.999 6.807 152,777  444.093 | 1:153 1:65
Anzahl Basisfunktionen 1 10 1 10 1 10

Tabelle 8.1.: Rechenzeit in Sekunden bzw. relative Dauer fiir die Bestimmung des Potentials und der Ableitun-
gen nach den Basisparametern in der Wigner- und Legendre-Darstellung

ergibt sich beim direkten Uberflug jeweils eine Kombination aus Maxima, Nullstelle und Minima, welche
sich auch in den anderen Bogen geddmpft widerspiegelt. Fiir die Linge erhilt man die Abfolge aus lokalem
Maximum, Nullstelle und lokalem Minimum nur im direkten Uberflug, wihrend in den anderen Passagen nur
positive oder nur negative Werte mit deutlich groleren Extremwerten auftreten.

In allen Fillen ist die Differenz zwischen beiden Berechnungen mit Wigner- und Legendrefunktionen etwa
10 — 13 GroBenordnungen kleiner als die zugehorigen Werte, weshalb sich die Unterschiede auf die Rechen-
genauigkeit von maximal 16 Stellen in MATLAB zuriickfiihren lassen.

In der Grafik 8.3 werden die partiellen Ableitungen in einer Projektion auf die Kugeloberfliche dargestellt,
wobei das Zentrum (A, ~ —26.73°,9, ~ 109.24°) der Basis durch ein griines Kreuz hervorgehoben wird.
Da in diesem Beispiel nur eine Basisfunktion betrachtet wird, entspricht die Ableitung nach der Skalierung
bis auf einen Faktor dem Potential und zeigt daher ein Maximum in der Position des Zentrums. Auch die
partielle Ableitung des Formparameters weist in der Position des Zentrums ein Maximum — mit geringerer
rdaumlicher Ausdehnung — auf. Dagegen erhilt man fiir die Ableitungen nach der Linge und Kobreite des
Basiszentrums einen Nulldurchgang beim direkten Uberflug sowie ein benachbartes Maximum und Minimum
in der entsprechenden Richtung. Daraus folgt, dass innerhalb dieser Umgebung die partiellen Ableitungen der
Positionen und damit die Spalten in der Designmatrix sensitiv gegeniiber Anderungen der Werte sind und somit
eine (iterative) Verbesserung der Startwerte ermoglichen.

Um die Rechengeschwindigkeit zu testen, werden fiir die maximalen Entwicklungsgrade N €{90, 120, 150}
und eine Bahn mit 1000, 5000 und 10000 Messungen jeweils eine Bestimmung aller Ableitungen fiir eine und
fiir zehn Basisfunktionen durchgefiihrt. Das Ergebnis ist in der Tabelle 8.1 zusammengefasst und fiir einen bes-
seren Uberblick um eine ,relative Rechenzeit* — also den Quotient aus langsamer Losung dividiert durch den
schnelleren Ansatz — ergéinzt. Aufgrund der wesentlich kleineren Anzahl an Summanden ist die Legendre-
Darstellung in allen Fillen effektiver, wobei das Verhiltnis der Rechenzeiten zwischen 1 : 41 (10 Basis-
funktionen und 10000 Datenpunkte) und 1 : 320 (1 Basisfunktion und 1000 Beobachtungen) variiert.
Bemerkenswert ist die Verbesserung in der Effektivitit der Wigner-Darstellung fiir ldngere Datensitze oder
mehrere Basisfunktionen, was sich aus der Implementierung erkléren lisst. In der Legendre-Darstellung erfolgt
die Berechnung durch Matrizenmultiplikationen getrennt fiir jede Basisfunktion in einer Schleife, wobei die
Grofle der Matrizen mit der Zahl der Datenpunkte (Anzahl der Spalten) und dem Grad der Polynome wichst.
In der Wigner-Darstellung dagegen entspricht der Laufindex der Schleife der Anzahl der Datenpunkte, wéahrend
die Matrizen ihre Dimensionen nur geringfiigig fiir den Entwicklungsgrad und die Anzahl der Parameter dndern.
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Legendre-Darstellung | Wigner-Darstellung | relative Rechenzeit
1000 Datenpunkte:
N =90 0.109 0.554 13.932  31.026 | 1:128 1:56
N =120 0.125 0.708 25.964  54.612 | 1:208 1:77
N =150 0.182 1.368 45.895  94.705 | 1:252 1:69
5000 Datenpunkte:
N =90 0.507 4.049 47274  130.180 | 1:93 1:32
N =120 0.706 5.502 78.069 228965 | 1:111 1:42
N =150 0.873 7.228 115.6564 319.053 | 1:132 1:44
10000 Datenpunkte:
N =90 1.097 9.137 84.948  249.622 | 1:77 1:27
N =120 1.436 12.199 144.003 439.915 | 1:100 1:36
N =150 1.778 14.967 210.753 628.494 | 1:119 1:42
Anzahl Basisfunktionen 1 10 1 10 1 10

Tabelle 8.2.: Rechenzeit in Sekunden bzw. relative Dauer fiir die Bestimmung des LOS-Gradienten in der
Wigner- und Legendre-Darstellung

LOS-Gradiometrie

In der Line-of-Sight Gradiometrie sind die Wigner- und die Legendre-Darstellung durch die Formeln
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gegeben. Die partiellen Ableitungen und deren Differenzen sind in den Abbildungen 8.4, 8.5 und 8.6 zusammen-
gestellt, wobei die gleichen Bahn- und Basisparameter wie in der Simulation des Potentials verwendet werden.
Die Strukturen fiir die Ableitung nach der Form, der Skalierung und der Kobreite sind invertiert, d.h. einem
Maximum des Signals im Potential entspricht ein Minimum in der Line-of-Sight Gradiometrie und umge-
kehrt. AuBerdem konnen fiir die Skalierung und den Formparameter in der Umgebung der Extremwerte zwei
Nebenmaxima beobachtet werden. Alle Strukturen — insbesondere die Ableitung nach der Skalierung — sind
wesentlich enger in der Form als der entsprechende Verlauf im Energieintegral. Daraus folgt fiir die Position
des Basiszentrums, dass in der Optimierung bessere Startwerte notwendig sind. Andererseits kann die Gradio-
metrie dadurch feinere Strukturen erfassen, wenn die Messungen in der unmittelbaren Umgebung stattfinden.
In der rdumlichen Darstellung 8.4 erkennt man, dass auch die Ableitung nach der Linge vier schwichere
Extremwerte aufweist, die sich symmetrisch um das Zentrum verteilen. Im Vergleich zu den Ableitungen des
Energieintegrals sind die Strukturen fiir die Skalierung und den Formparameter in Nord-Siid-Richtung ge-
staucht, was auf die Nebenmaxima in Flugrichtung zuriickzufiihren ist. Auch hier sind die Unterschiede in der
Wigner- und Legendre-Darstellung etwa 10 — 15 GroBenordnungen kleiner als der entsprechende Wert des
Signals, was auf nummerische Fehler zuriickzufiihren ist.

Gemadl der Tabelle 8.2 ist die Legendre-Darstellung auch in der LOS-Gradiometrie die effizientere Methode.
Im relativen Vergleich ergibt sich eine zeitliche Verbesserung der Wigner-Darstellung, die auf der unterschied-
lichen Anzahl an Summanden — insbesondere in den partiellen Ableitungen nach der Position des Zentrums —
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Abbildung 8.4.: Ableitungen des LOS-Gradienten einer Basisfunktion in der riumlichen Darstellung
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Ableitung des LOS-Gradienten nach der Skalierung (Tag 1 bis 3) [1/3] Zoom zum 1. Umlauf
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Abbildung 8.5.: Ableitungen des LOS-Gradienten einer Basisfunktion nach dem Skalierungsfaktor und dem
Formparameter in einer zeitlichen Darstellung
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Abbildung 8.6.: Ableitungen des LOS-Gradienten einer Basisfunktion nach der Lange und der Kobreite des
Basiszentrums in einer zeitlichen Darstellung
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beruht. Der Unterschied in den Rechenzeiten reduziert sich fiir viele Datenpunkte und mehrere Basisfunktionen,
wobei im Beispiel mit 10 Basisfunktionen und 10000 Beobachtungen ein Verhiltnis von 1 : 27 erreicht wird.
Bei einem Vergleich mit den entsprechenden Zeiten in der Berechnung des Potentials ist die Bestimmung des
LOS-Gradienten in der jeweiligen Reprisentation langsamer, was durch die groflere Anzahl der Summanden
zu begriinden ist.

Range-Rate

Die partiellen Ableitungen der Range-Rate nach den Basisparametern konnen (bislang) nur mit Hilfe der
Wigner-d-Funktionen in einer geschlossenen Formel dargestellt werden. Dabei werden zunéchst die Bahn-
abweichungen aufgrund der radialen Basisfunktionen in einem rotierenden Koordinatensystem bestimmt, was
eine kreisformige Referenzbahn und ein Zentralfeld impliziert. Durch die Rotation ins Inertialsystem und die
Differenz der entsprechenden Terme konnen anschlieSend die Ableitungen der Range-Rate approximiert wer-
den.

Zur Kontrolle wird eine Implementierung der Variationsgleichungen fiir die radialen Basisfunktionen von
Heng Zhu verwendet. Die klassische Methode 16st fiir jeden Parameter ein Anfangswertproblem, wobei der
odel I13.m-Algorithmus von MATLAB zur Losung der Differentialgleichung eingesetzt wird. AuBerdem exis-
tiert eine Umsetzung der (nummerischen) Variation der Konstanten geméif Beutler (2005), welche zunéchst die
homogene Differentialgleichung 16st und die Ableitungen nach den Parametern mit einem linearen Gleichungs-
system und einer Integration durch die Trapezregel realisiert.

Im Gegensatz zu den in-situ Beobachtungen ist aufgrund der Integrationen in den Variationsgleichungen bzw.
durch die Approximationen der Hill-Theorie eine Aufteilung des Szenarios in kurze (kreisformige) Bahnbogen
erforderlich. Dazu werden aus einem realen Datensatz der GRACE-Mission im August 2002 die Keplerelemente
a1 = 6867504 m, 2 = —23.471°, I, = 89.0169° fiir beide Satellitenbahnen verwendet und fiir die geschlos-
sene Losung um die Exzentrizitit e = 0 ergdnzt. Die Anfangspositionen in der Bahnebene werden bedingt
durch die Programme wieder iiber den Perigdumsabstand w; = 92.861° bzw. wy = 93.952° festgelegt.

Daraus berechnet man zwei Bahnen mit einer Abtastung von At = 2.5s und selektiert iiber einem Testgebiet
einige Bahnbogen, welche jeweils aus 180 Datenpunkten bestehen. Aus den Mittelwerten der kartesischen
Positionen der Satelliten erhélt man das Baryzentrum, auf welches sich die Positionen in den Grafiken beziehen.
Die Basis wird mit den Parametern o4(n) = 0.95", np = 0 und N = 100 in der Mitte des ersten Bogens
platziert, was der Position Ay = 33.922° und ¥, ~ 59.175° entspricht. Der Skalierungsfaktor 7, ~ 8.046-10~19
erzeugt wieder eine maximale Potentialdnderung von AT =1 T—; auf der Erdoberfldche.

In den Abbildungen 8.7, 8.8 und 8.9 sind die Ableitungen der Range-Rate in einer raumlichen und zeitlichen
Darstellung zusammengefasst. Die partiellen Ableitungen der Range-Rate verhalten sich grundlegend anders
als die in-situ Beobachtungen des Energieintegrals und der LOS-Gradiometrie. Wie bereits in der Herleitung
diskutiert, beginnen alle Bogen fiir alle Parameter mit dem Startwert Null, was fiir die Bestimmung von Basis-
funktionen am Rand des Gebiets problematisch ist.

In den Ableitungen nach der Skalierung, dem Formparameter und der Lénge des Zentrums ist die Position der
Basisfunktion nicht mit einem signifikanten Wert des Signals (Maxima, Minima oder Nullstelle) korreliert und
die groBte Anderung des Signals findet sich in den Bahnbogen, welche nicht das Zentrum iiberfliegen (vgl.
zeitliche Darstellungen). Lediglich die Ableitung nach der Kobreite zeigt deutliche Extrema in der Umgebung
des Zentrums, wobei ein Wechsel der Vorzeichen auffillt, der eine Abhéngigkeit von der Flugrichtung nahe-
legt. Dies wird durch eine zuséitzliche Grafik in der letzten Zeile bestitigt, in der die Differenz zwischen der
Kobreite des Baryzentrums der Satelliten und der ¥¥,-Koordinate der Basis aufgetragen ist. Beginnt fiir einen
Bahnbogen die Differenz mit einem negativen Wert, so handelt es sich um einen absteigenden, ansonsten um
einen aufsteigenden Bahnbogen. Der Verlauf der partiellen Ableitungen legt nahe, dass die Messung vor allem
in Flugrichtung bzw. in Richtung der Kobreite sensitiv fiir die Position des Basiszentrums ist, wéhrend die
anderen Parameter schlechter zu bestimmen sind.

In allen Parametern unterscheiden sich die drei Berechnungen bereits in der 2. bis 3. Stelle, wobei die Differen-
zen aufgrund der Integrationen (in den Variationsgleichungen) und der linearisierten Hill-Theorie jeweils zum
Ende eines Bahnbogens zunehmen. Die Gréenordnung der Unterschiede lassen sich darauf zuriickfiihren, dass
alle drei Methoden eine andere Approximation der partiellen Ableitungen erzeugen.
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Abbildung 8.7.: Ableitungen der Range-Rate nach dem Skalierungsfaktor und dem Formparameter einer Basis-
funktion in einer zeitlichen Darstellung
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Abbildung 8.8.: Ableitungen der Range-Rate nach der Lange und Kobreite einer Basisfunktion in einer zeit-
lichen Darstellung
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Abbildung 8.9.: Ableitungen der Range-Rate nach den Parametern einer Basisfunktion in einer rdumlichen
Darstellung

Die geschlossenen Formeln des Hill-Ansatzes basieren auf der Linearisierung der Differentialgleichung (6.24)
und der Range-Rate (6.13) bzw. deren Ableitung (6.21) nach einem residualen Parameter. Die Variations-
gleichungen verwenden formal die exakte Ableitung der Range-Rate (6.4), allerdings werden die benétigten
Differentiale nummerisch bestimmt. Im Anfangswertproblem erfolgt dies durch eine nummerische Losung ei-
nes Differentialgleichungssystems je Parameter. Die Variation der Konstanten 16st nur das homogene System
durch eine Integration und bestimmt den inhomogenen Anteil durch ein lineares Gleichungssystem und die
Trapezregel. Eine weitere Approximation ergibt sich aus der variablen Schrittweite der MATLAB-Integratoren.
Um eine aufwendige Berechnung der Satellitenpositionen in jeder Variationsgleichung zu vermeiden, wird die
Bahn zwischen den vorhandenen Positionen interpoliert.

Die Rechenzeiten fiir die Entwicklungsgrade N e {90,120, 150} der Basisfunktionen sind in der Tabelle 8.3
zusammengestellt, wobei die Variation der Konstanten jeweils die schnellste Losung liefert. In der Variation der
Konstanten fiir einen Bahnbogen wichst die Rechenzeit mit der Anzahl der Parameter und des Entwicklungs-
grades nur langsam, wobei fiir 10 Bahnbogen mit je 180 Datenpunkten gerade einmal eine Verdoppelung der
Zeiten fiir die zehnfache Anzahl an Parametern erreicht wird. Die klassische Losung der Variationsgleichungen
als Anfangswertproblem erfordert eine nummerische Integration je Parameter, so dass sich bei der zehnfachen
Anzahl an Basisfunktionen auch die Rechenzeiten etwa um diesen Faktor verlingern. Die geschlossene Losung
ermoglicht prinzipiell die gemeinsame Bestimmung der Ableitungen fiir alle Bégen und Parameter, weshalb
sich die Rechenzeit fiir 10 Basisfunktionen nur geringfiigig wegen der Dimension der Matrizen vergroBert.
Allerdings liefern die Variationsgleichungen so effiziente Ansétze, dass die geschlossene Losung in ihrer aktu-
ellen Implementierung fiir eine begrenzte Anzahl an Parametern keine Alternative darstellt.

Zu den Rechenzeiten der Wigner-Darstellungen ist noch anzumerken, dass fiir die Range-Rate im Gegensatz
zu den skalaren in-situ Beobachtungen fiir jeden Datenpunkt und jeden Satelliten die 6 Komponenten der
Bahnabweichungen (Position und Geschwindigkeit) berechnet werden. Auflerdem sind wegen der fehlenden
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Wigner-Darstellung Variationsgleichungen
Anfangswertproblem Variation der Konstanten
180 Punkte:
N =90 410.504 446.249 | 3.636 37.556  0.463 0.625
N =120 941.680  1027.664 | 4.145 38.167 0.456 0.643
N =150 1928.434  2061.205 | 4.385 40.354 0474 0.805
1800 Punkte:
N =90 6011.929  6026.361 | 24.210 208.235 2.838 5.192
N =120 13877.001 13917.757 | 27.003 252.682 2.934 6.343
N =120 26180.779 26509.813 | 28.188 267.059  3.098 7.187
Anzahl Basisfunktionen 1 10 1 10 1 10

Tabelle 8.3.: Rechenzeit in Sekunden fiir die partiellen Ableitungen der Range-Rate nach den Basisparametern
mit der geschlossenen Losung im Hill-Ansatz, der Variation der Konstanten und dem Anfangs-
wertproblem der Variationsgleichungen

Symmetrien alle Ordnungen in den Summationen zu implementieren.

Aufgrund der schnelleren Berechnung wird in der nichtlinearen Optimierung nur die Variation der Konstanten
genutzt, welche — im Gegensatz zu der geschlossenen Losung — auch fiir eine beliebige Satellitenbahn und ein
allgemeines Referenzfeld giiltig ist.

8.2. Simulationen

Die Analyse von SST-Daten durch optimierte radiale Basisfunktionen soll an einer Simulation der residualen
Beobachtungen getestet werden. Dazu werden mit einem Orbitsimulator von Matthias Weigelt zwei Satelliten-
bahnen in einem GRACE-dhnlichen Szenario fiir einen Monat bestimmt. In der Integration werden nur das sta-
tische Schwerefeld der Erde und die Rotation gemifl den Konventionen des IERS (International Earth Rotation
and Reference Systems Service) beriicksichtigt. Die vorhandenen Korrekturterme beziehen sich auf den Au-
gust 2002, was dem Beginn der wissenschaftlichen GRACE-Mission nach der Kalibrierungsphase entspricht.
Als Startwerte der Integration werden die Positionen und Geschwindigkeiten der beiden GRACE-Satelliten aus
einem realen Datensatz verwendet, deren (gerundete) Keplerelemente zum Zeitpunkt ¢ = 0O in der Tabelle 8.4
zusammengestellt sind.

Satellit 1 Satellit 2

a | 6867504.400m 6867000.548 m

e 0.003285 0.003305

1 89.017° 89.017

Q) —23.471° —23.470°
w 92.861° 93.952°
M 48.722° 46.112°

Tabelle 8.4.: Startwerte der GRACE-Simulation aus einem realen Datensatz vom August 2002

Durch die Orbitintegration erhilt man zwei Satellitenbahnen, welche durch die Einfithrung eines Referenzfeldes
in die behandelten residualen SST-Beobachtungen umgewandelt werden. Fiir jeden Satelliten kann man mit
dem Energieintegral die Potentialwerte im Orbit berechnen, wihrend eine gemeinsame Auswertung die Line-
of-Sight Gradienten und die Range-Rate beziiglich des Baryzentrums der Satelliten liefert.
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8.2.1. Closed-Loop-Simulation
Energieintegral und LOS-Gradiometrie

In einem ersten Schritt wird untersucht, wie gut die Parameter eines residualen Feldes mit bekannten Para-
metern aus den simulierten SST-Daten geschitzt werden konnen. Dazu wihlt man als Referenzfeld das EGM96
bis Grad und Ordnung 120 und addiert zu diesem einige radiale Basisfunktionen in Form ihrer sphirisch-
harmonischen Koeffizienten. Uber diesem gestorten Feld wird eine Orbitintegration mit den Startwerten aus
der Tabelle 8.4 durchgefiihrt. AnschlieBend werden fiir eine regionale Analyse die Beobachtungen aus der
Umgebung der versteckten Basisfunktionen selektiert.

Fiir die Simulation werden 5 radiale Basisfunktionen mit den Grenzen ng = 10 und N = 120 gewihlt, deren
Parameter in der Tabelle 8.5 aufgelistet sind. In der Abbildung 8.10 sind die beiden in-situ Beobachtungen im
Orbit zusammen mit den Positionen der Basiszentren dargestellt. Aufgrund der Flughohe verschmelzen fiir das
Potential drei der Basisfunktionen zu einer gemeinsamen Struktur mit negativen Potentialinderungen (blau),
wihrend die anderen jeweils eine raumlich getrennte Struktur mit positiven Werten (rot) erzeugen. In den LOS-
Beobachtungen sind die positiven und negativen Bereiche vertauscht und die Strukturen der 5 Basisfunktionen
bleiben getrennt, was auf die hohere Auflosung der Gradiometrie zuriickzufiihren ist.

Residuales Potential (GRACE A) [m%/s?]

Residualer LOS-Gradient [E] x10*
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Abbildung 8.10.: In-situ Beobachtungen im Orbit aus einer Closed-Loop-Simulation mit 5 radialen Basis-
funktionen, deren Zentrum jeweils durch die Kreise markiert ist

Nummer | ¢ in [°]  Apin [°] op b

1 96.770 —34.880 0.981  0.112-10"°
2 99.660 —57.340 0.976 —0.144-107°
3 105.000 —50.000 0.991 —0.070-107°
4 109.450 —55.440 0.968 0.156 - 1079
5 110.560 —46.780 0.985 —0.178-107°

Tabelle 8.5.: Parameter der versteckten Basisfunktionen in der Closed-Loop-Simulation
Als Parameter der nichtlinearen Optimierung werden neben den Grenzen ng = 10 und N = 120 fiir die
Reihenentwicklung die folgenden Einstellungen gewéihlt:

e In der Startwertsuche werden die residualen Signale im Orbit auf ein Gitter mit dem Abstand 0.3° inter-
poliert und mit einem Binomialfilter der Dimension 5 geglittet. Akzeptierte ,,Hohen* miissen (im Betrag)
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mindestens 10 % des groBten Wertes erreichen.

e Alle Basisfunktionen werden mit den Legendre-Koeffizienten o4 (n) = o} bestimmt und mit dem Form-
parameter o = 0.9999 initialisiert.

e Die nichtlineare Optimierung erfolgt mit maximal 50 Iterationen und wird insgesamt zweimal wiederholt,
um weitere Details zu erfassen.

e In jedem Durchgang der nichtlinearen Optimierung konnen maximal 20 Basisfunktionen optimiert wer-
den, deren Parameter am Ende gemeinsam kontrolliert werden.

e Die Formparameter werden auf das Intervall [0.9, 1] eingeschrinkt, wéihrend sich die initialen Positionen
der Zentren maximal um 4° dndern konnen.

Neben den erwarteten Positionen in der Umgebung der versteckten Basisfunktionen werden im ersten Durch-
gang fiir das Potential 17 und fiir die LOS-Gradiometrie 16 Basiszentren akzeptiert. Diese lassen sich aus
der Uberlagerung der einzelnen Potentiale im Nahbereich und den Oszillationen der radialen Basisfunktionen
aufgrund des minimalen Grades ny = 10 erkldren. Der zweite Durchgang verwendet jeweils die maximal zuge-
lassene Anzahl von 20 Basisfunktionen, um feinere Signale zu erkennen und die fehlerhafte Modellierung des
vorherigen Schritts zu korrigieren. Die anschlieBende Kontrolle fiihrt in diesem Fall in beiden Beobachtungen
zu 35 Basisfunktionen, deren Positionen zusammen mit einer farblichen Kodierung der Formparameter in der
Abbildung 8.11 und in den Tabellen 8.6 und 8.7 dargestellt sind.

Pasition und Formparameter der Basisfunktionen Fasition und Formparameter der Basisfunktionen
(Energieintagral) (LOS-Gradiometrie)
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Abbildung 8.11.: Positionen der optimierten radialen Basisfunktionen aus den in-situ Beobachtungen, wobei
die Formparameter durch die Farbe dargestellt sind

In der ndheren Umgebung jeder versteckten Basisfunktion wird mindestens eine optimierte Position gefunden,
wobei die sphirischen Abstdnde in den letzten 5 Spalten der beiden Tabellen aufgelistet werden, sofern die
Distanz weniger als 10° betrégt. In beiden Beobachtungen wird insbesondere die Position der 3. Basisfunktion
(A3 = 50°,¥3 = 105°) mit einem Restfehler von 0.2814° bzw. 0.1086° sehr gut gefunden, was durch das signi-
fikante Signal aufgrund des grolen Formparameters o3 = 0.991 erklidrt werden kann. Am schlechtesten wird
jeweils die 4. Basisfunktion (A4 = 109.450°, ¥4 = —55.440°) detektiert, da deren Formparameter o4 = 0.968
eine relativ flache Struktur im Signal bewirkt. Gré8ere Abweichungen ergeben sich in den anderen Parametern,
da diese sehr stark korreliert sind. Fixiert man zum Beispiel die Parameter der anderen Basisfunktionen und alle
Zentren und variiert nur einen Formparameter, so dndert sich in der Optimierung notwendigerweise auch der zu-
gehorige Skalierungsfaktor. Andererseits wird das Signal jeweils durch die Kombination aller Basisfunktionen
approximiert, so dass sich die Anzahl und die Restfehler in den optimierten nichtlinearen Parametern direkt auf
alle Skalierungsfaktoren auswirken.

Abgesehen von den zusitzlichen Basisfunktionen in der Nihe der versteckten Zentren fillt auch eine Kon-
zentration an den Rindern des Gebiets auf. Diese Basisfunktionen modellieren einerseits einen globalen An-
teil, der sich daraus ergibt, dass die Anderung der Potentialwerte durch die Stérungen auBerhalb des Gebiets
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optimierte Parameter

sphérischer Abstand zur Basisfunktion

19b in [O] )\b in [O] gp My 1 2 3 4 5
96.837 —35.027 0.991  1.023-10"'0 | 0.1605 - - - -
110.403 —57.039 0.988  1.017-10710 - — 8.6088 1.7799 9.6101
85.543 —57.533 1.000  1.032-10"'2 - - - - -
123.380 —35.282 1.000 —1.804-10"13 - - - - -
87.571 —52.911 0.984 —2.267-10"12 - - - - -
109.610 —47.023 0.988 —1.965-10710 - - 5.4147 7.9332 0.9775
99.585 —56.734 0.987 —1.293.1010 - 0.6019 8.5191 9.9438 -
124.022 —69.149 0.996  8.143-10~13 - - - - -
98.216 —70.003 0.975  2.761-10'2 - - - - -
90.267 —69.626 1.000  2.479-10~'3 - - - - -
124.167 —45.661 0.989  3.257-10"13 - - - - -
124.392 —38.001 0.993  4.202-10"1!3 - - - - -
124.275 —51.646 0.997  1.103-10~'2 - - - - -
123.336  —32.549 1.000  8.103-10~'4 - - - - -
85.156 —59.592 0.983 —1.024-10"'2 - - - - -
109.130 —54.235 0.977  6.383-10~!1 — 9.9348 5.7823 1.1817 7.1556
108.715 —46.913 1.000  4.715-10~!! - — 4.7462 8.0912 1.8493
99.586 —56.004 1.000  2.589 - 101! - 1.3192 7.9807 9.8787 -
101.564 —35.690 0.955  7.341-1071'2 | 4.8599 - - - -
95.103 —39.154 0.991  5.849-10"'2 | 4.5657 - - - -
110.789 —73.146 0.939  6.921-10"12 - - - - -
121.000 —46.267 1.000  1.347-10"13 - - - - -
94.738 —34.152 0.984 1.639 - 1011 | 2.1572 - - - -
119.400 —59.031 0.954  6.407-10~12 - - - - -
122.276  —55.231 0.917 —2.491-10"1!2 - - - - -
83.656 —60.539 0.990  3.361-10"'3 - - - - -
120.772 —34.328 0.925  3.863-10"!3 - - - - -
107.636  —59.779 0.957  1.375-10"1!1 — 83204 9.7463 4.4954 -
87.193 —64.476 0.934  2.158-10"12 - - - - -
104.719 —49.979 1.000 —5.059-10"11 — 87937 0.2814 7.0435 6.5874
110.625 —57.687 1.000 —3.858-10711 - - 0.2266 2.4155 -
111.828 —45.992 0.998 —3.016-10~!! - — 7.8139 9.1538 1.4654
96.188 —35.582 1.000 —2.326-10"'' | 0.9086 - - - -
99.773 —59.229 0.968 —2.821-10"'! — 1.8652 - - -
88.124 —51.833 1.000  2.081-10"'2 - - - - -

Tabelle 8.6.: Optimierte Parameter in der Closed-Loop-Simulation aus dem Energieintegral, wobei die letzten 5
Spalten den sphirischen Abstand zu den versteckten Basisfunktionen aus der Tabelle 8.5 angeben,
sofern dieser weniger als 10° betragt
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optimierte Parameter sphérischer Abstand zur Basisfunktion
291, in [o] )\b in [O] Op Ui 1 2 3 4 5
110.623 —46.903 0.999 —1.688-10~1 - — 6.3489 8.1047 0.1313
99.787 —57.036 0.998 —2.262-10"10 - 0.3250 8.6236 9.7854 -
104.928 —49.916 0.997 —4.965 10" — 8.9622 0.1086 6.9483 6.3744

89.045 —34.061 1.000 —3.949-10"'2 | 7.7680 - - - -
104.066 —33.755 1.000 —3.168-10"12 | 7.3795 - - - -

116.958 —56.252 1.000 —4.634-10"12 - —  7.5445 -
113.943 —52.387 0.999  7.237-10712 - - 9.2210 5.3129 6.1936
109.425 —56.498 0.998  1.743-1071° - 9.7984 7.6209 0.9982 9.2014

96.839 —34.151 0.998 1.360 - 10710 | 0.7269 - - - -
116.315 —47.853 1.000 1.158 - 10712 - -
92.665 —56.550 1.000 —7.073-10"12 - 7.0387 - - -

99.241 —46.322 0.999  3.854-1012 - 6.7891 - -
98.952 —69.440 0.999 —4.099 1012 - - - - -
124.452 —66.451 1.000 —8.917-10~'3 - - - - -
123.245 —59.850 1.000 —2.980-10~'2 - - - - -
85.728 —30.755 0.999 —4.848-10"12 - - - - -
96.550 —57.150 1.000 —1.956-10" - 3.1157 - - -
109.450 —56.850 1.000 —1.107-10~1'0 - 9.8014 7.9106 1.3295 9.5257
96.850 —33.450 1.000 —7.012-10"'1 | 1.4222 - - - -
107.650 —47.550 1.000 —1.996-10~11 - — 3.5425 7.6926 2.9996
113.650 —47.250 1.000 —1.633-10~!1 - - 9.0299 8.6957 3.1205
102.850 —56.850 1.000 —1.706-10~11 - 3.2260 6.9870 6.7373 -
101.650 —50.850 1.000 —5.422-107!2 — 6.6809 3.4506 8.9642 9.7283
100.150 —49.350 1.000 —4.983-10712 — 7.8859 4.8913 - -

85.450 —38.550 1.000 —3.969 1012 - - - - -
102.850 —67.050 1.000 —3.111-10"'2 - - - - -
94.750 —67.350 1.000 —1.871-10"12 - - - - -
119.650 —59.850 1.000 —3.442-10"12 - - - - -
119.650 —69.150 1.000 —7.812-10~'3 - - - - -
124.450 —53.250 1.000 —1.406-1012 - - - - -
124.450 —33.150 1.000  1.974-10"1'2 - - - - -
124.450 —42.750 1.000  1.970-10~'2 - - - - -
85.450 —59.550 1.000 —1.645 1012 - - - - -
99.850 —56.850 1.000  1.412-10"10 - 0.5189 8.4401 9.6962 -
110.650 —47.550 1.000  6.160- 10~ - - 6.1120 7.5075 0.7263

Tabelle 8.7.: Optimierte Parameter in der Closed-Loop-Simulation aus der LOS-Gradiometrie, wobei die letz-
ten 5 Spalten den sphirischen Abstand zu den versteckten Basisfunktionen aus der Tabelle 8.5
angeben, sofern dieser weniger als 10° betrégt
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Abbildung 8.12.: Signal, Approximation und Differenz fiir das Energieintegral in der Closed-Loop-Simulation

nicht vollstandig verschwindet. Andererseits sind diese Zentren auch eine Folge der Startwertsuche, da ei-
ne zweidimensionale Interpolation (der Orbitdaten) stets Extremwerte am Rand erzeugt, die dann im zweiten
Durchlauf durch weitere Basisfunktionen korrigiert werden.

Die residualen Potentialwerte im Orbit (Standardabweichung: 0.013926 T—;, Maximum: 0.03700 T—; Minimum:

—0.05138 r:—;), die Approximation durch radiale Basisfunktionen und deren Differenz werden in der Abbildung

8.12 und der Tabelle 8.8 (Fall a)) gezeigt. Die Differenz der Potentialwerte im Orbit ist um 2 Groflenordnungen
2 2

kleiner als das Signal, weshalb deren statistische MaBe (Maximum: 0.00042 £, Minimum: —0.00035 {7,

Standardabweichung: 0.000085 ‘:—22) im Balkendiagramm nur schwer erkennbar sind. Die Korrelation beider
Felder bestitigt mit einem Wert von 99.998 % die hohe Giite der Approximation.

Die Losung der Line-of-Sight Gradiometrie wird in der Grafik 8.13 visualisiert. Die residuale Beobachtung
(Standardabweichung: 0.051124 mE) wird mit einer Korrelation von 99.403 % approximiert. Die Differenz aus
Signal und Approximation ist etwa eine Groflenordnung kleiner als die Beobachtung und erreicht noch eine
Standardabweichung von 0.005578 mE (vgl. in der Tabelle 8.8 Fall b)).

Aus den optimierten Parametern der LOS-Gradiometrie lassen sich die zugehorigen Potentialwerte im Bary-
zentrum berechnen. In der Abbildung 8.14 werden diese mit dem Potential der versteckten Basisfunktionen
an der gleichen Position im Orbit verglichen. Das Potential der versteckten Basisfunktionen variiert mit ei-
ner Standardabweichung von 0.013934 T—; (Maximum: 0.03698 T—; Minimum: —0.05149 ‘;‘—22) und wird mit
einer Korrelation von 98.565 % approximiert, wobei die Differenz eine Standardabweichung von 0.002596 T—;
aufweist (vgl. Fall c) in der Tabelle 8.8).

Vergleicht man die Potentialwerte aus der Analyse mit den zugehdrigen Werten aus den urspriinglichen Basis-
parametern, so stellt man fest, dass das Energieintegral die kleineren Differenzen aufweist und die Restfehler
annidhernd gleichmifig verteilt sind (vgl. Abbildung 8.12).

Die Rekonstruktion aus der LOS-Gradiometrie in der Grafik 8.14 hinterlédsst grolere Abweichungen, die in
diesem Fall eine erkennbare Nord-Siid-Struktur aufweisen. Die verbleibende Struktur lisst sich aus der Mehr-
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Abbildung 8.13.: Signal, Approximation und Differenz fiir den LOS-Gradienten in der Closed-Loop-
Simulation

deutigkeit einer regionalen Line-of-Sight Gradiometrie erklidren. Es existiert aufgrund der Auswertemethode
ein Nullraum an Funktionen, deren Potential durch die Beobachtung nicht erfasst werden kann!

Indem man in einer planaren Approximation jeden Bahnbogen als eine Gerade auffasst, findet man anschau-
lich ein erstes Beispiel fiir diese Funktionen. Die LOS-Gradiometrie approximiert die zweite Ableitung des
Potentials in Flugrichtung, weshalb das Signal in diesem Modell keine Informationen iiber einen Offset und
einen linearen Trend in dieser Richtung enthalten kann. Ohne weitere Informationen kann daher zu dem rekon-
struierten Potential in jedem Bogen stets eine Gerade an Potentialwerten addiert werden, deren Signal durch
die Line-of-Sight Gradiometrie nicht messbar ist.

In sphirischen Koordinaten lisst sich eine lineare Mehrdeutigkeit durch die Formel

IMros(A,9) = ap + a19 + az\ 8.1

approximieren. Die drei unbekannten Koeffizienten lassen sich eventuell {iber eine Analyse der Kreuzungs-
punkte oder eine Kombination mit dem Energieintegral bestimmen, was aber noch niher zu untersuchen ist.
AufBerdem ist in weiteren Arbeiten zu untersuchen, ob der Nullraum auch nichtlineare Potentialfunktionen ent-
hilt und ob diese eventuell direkt von den Bahnelementen — insbesondere der Inklination — der beiden Satelliten
abhéngen.

Range-Rate

Die Optimierung der Parameter aus den Range-Rate Beobachtungen bildet ein schwierigeres Problem. Die
Ursachen sind vor allem in der Art der Beobachtung zu suchen:

e Daes keine in-situ Beobachtung ist, sind in der Messung alle Stérungen des Schwerefeldes integriert ent-
halten. Eine punktweise Trennung in Groflen des Referenz- und des Residualfeldes ist nicht vollstandig
moglich.
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Abbildung 8.14.: Rekonstruktion der Potentialwerte aus der LOS-Gradiometrie in der Closed-Loop-Simulation

Tabelle 8.8.:

Maximum Minimum Std.-abweichung Korrelation

a) Energieintegral: 99.998 %
Signal [‘;‘—22] 0.03700 —0.05138 0.013926
Approximation [T—;] 0.03714 —0.05149 0.013925
Differenz [T—;] 0.00042 —0.00035 0.000085

LOS-Gradiometrie:

b) LOS-Gradient 99.403 %
Signal [ mE] 0.27567 —0.17891 0.051124
Approximation [ mE] 0.29534 —0.20803 0.050831
Differenz [ mE] 0.03050 —0.02719 0.005578

¢) Potential 98.565 %
Berechnung [T—;] 0.03698 —0.05149 0.013934
Approximation [T—;] 0.03285 —0.04880 0.012636
Differenz [T—;] 0.00604 —0.00590 0.002596

Statistische Mafle der Closed-Loop Simulation fiir das Energieintegral und den LOS-Gradienten

im Orbit
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e In der Integration iiber lingere Zeitrdume ,,verschmelzen® alle Storungen des Zentralfeldes zu einem
Signal, wihrend gleichzeitig die (nummerischen) Fehler zunehmen.

e Die Startwerte konnen bislang nicht aus den Beobachtungen bestimmt werden und die gewéhlten Werte
sind daher eventuell fiir die Optimierung nicht geeignet.

e Eine Analyse der partiellen Ableitungen zeigt, dass die Range-Rate vor allem in Flugrichtung bzw. in
Richtung der Kobreite sensitiv gegeniiber Anderungen in den Basisparametern ist.

Durch einige Veridnderungen in der Simulation kann man zumindest eine einfache Optimierung aus den Range-
Rate Messungen testen. Dazu wird als Referenzfeld nur der Zentralterm verwendet und das Potential durch vier
radiale Basisfunktionen gestort. Die Parameter sind in der Tabelle 8.9 aufgelistet und die Reihenentwicklung er-
folgt fiir die Grenzen ng = 10 bis N = 120 mit den Legendre-Koeffizienten o(n) = o}'. Die Orbitintegration
wird fiir 106 kurze Bahnbogen iiber dem Gebiet durchgefiihrt, deren erste Positionen jeweils aus den Kepler-
bahnen mit den Parametern a1 = a9 = 6867504 m, 1 = Qy = —23.471°, I; = I, = 89.0169°, ¢ = 0
gegeben sind.

GroBe wahre Parameter Startwert  optimierte Werte
Ay in [°] —34.8800 —34.3800 —34.8831
—57.3400 —57.9400 —57.3514

—55.4400 —54.7400 —55.6081

—46.7800 —47.5800 —46.9080

¥y in [°] 96.7700 98.0700 96.7665
99.6600 98.4600 99.5896

109.4500 110.5500 109.5038

110.5600 109.5600 110.5389

o 0.98100 0.9800 0.98440
0.97600 0.9800 0.97760

0.96800 0.9800 0.97330

0.98500 0.9800 0.98398

m 1.12000- 1079  0.94542-1072  1.03993-107°
—1.44000-1072 —1.26735-10"? —1.39402-10~

1.56000- 1079  1.24076-107Y —1.39401-10°

1.78000- 1079  1.85144-107°  1.36480-10~°

Tabelle 8.9.: Parameter der Closed-Loop-Simulation fiir den Range-Rate Ansatz

Die Optimierung erfolgt mit 20 Iterationen und ohne eine Wiederholung, wobei die korrekten Entwicklungs-
grade der Basisfunktionen verwendet werden. Fiir die anderen Parameter werden Niherungswerte erzeugt,
indem man zu den Positionen der Zentren maximal +1.3° addiert und die Formparameter durch o, = 0.98
initialisiert. Die Skalierungsfaktoren werden durch eine lineare Ausgleichung passend zu den Daten bestimmt.
AnschlieBend werden alle Parameter gemeinsam iterativ verbessert, wobei die partiellen Ableitungen durch die
Variation der Konstanten realisiert werden.

In der Abbildung 8.15 werden die Beobachtung, die Approximation und die Differenz visualisiert, wihrend die
Werte der optimierten Parameter in der Tabelle 8.9 dargestellt sind. Die simulierte Range-Rate variiert zwischen
einem Minimum von —1.74946 - 1075 @ und einem Maximum von 1.61741 - 10~° @ mit einer Standardab-
weichung von 4.959109-10~6 <. Die leferenz ist um eine GroBenordnung kleiner und enthilt Werte zwischen
—2.42835-107° 2 und 1.65770-10~° 2 mit der Standardabweichung von 1.310771-10~"™. Vergleicht man die
wahren Parameter mit den optlmlerten so fillt vor allem die gute Approximation in den Posmonen der Zentren
auf. Die Form- und die Skalierungsparameter beeinflussen sich gegenseitig und kompensieren die restlichen
Abweichungen in den Positionen, weshalb hier groere Abweichungen zu erwarten sind.
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Abbildung 8.15.: Signal, Approximation und Differenz der Range-Rate in der Closed-Loop Simulation

8.2.2. Analyse eines globalen Storfeldes

Durch Satellitenmissionen ergeben sich — in Abhéngigkeit von dem Orbit — (fast) globale Daten des Schwere-
feldes. Um die SST-Beobachtungen zu simulieren, wird erneut ein GRACE-dhnliches Szenario mit den Start-
werten vom August 2002 fiir einen Monat berechnet (vgl. Tabelle 8.4). Das wahre Schwerefeld wird durch das
GGMO02c des CSR bis Grad und Ordnung 120 reprisentiert, wihrend das EGM96 bis Grad und Ordnung 120
als Referenzfeld dient. Nach der Bestimmung der residualen Signale werden die Daten in Testgebiete unterteilt
und durch eine nichtlineare Optimierung der Basisparameter getrennt analysiert.

Potentialwerte im Orbit

Zur Vereinfachung wird die Selektion der Gebiete entlang der Breiten- und Léangenkreise durchgefiihrt. Fiir
ausreichend grofe Datensitze wihlt man eine Ausdehnung von AX = Av¥ = 30° in beide Richtungen, so dass
sich 72 Testfelder je Beobachtung ergeben. Die Abbildung 8.16 zeigt fiir einen Satelliten des Szenarios das
residuale Potential aus dem Energieintegral im Orbit und die Unterteilung des globalen Feldes.

Die Reihenentwicklung der Basisfunktionen erfolgt zwischen den Grenzen ng = 2 und N = 120, um den
Unterschied der sphirisch-harmonischen Koeffizienten der beiden Felder auch fiir die niedrigen Grade zu be-
riicksichtigen. Als Parameter der nichtlinearen Optimierung werden wieder die folgenden Einstellungen ge-
wihlt:

e Die Interpolation im Orbit erfolgt auf ein 0.3°-Gitter mit einem Binomialfilter der Dimension 5.
e Die Legendre-Koeffizienten sind fiir alle Basisfunktionen durch o,(n) = o}' gegeben.

e Es werden 50 Iterationen mit maximal 20 Basisfunktionen und 2 Durchgénge in der Optimierung ver-
wendet.
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Residuales Potential im Orbit [m?/s?]
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Abbildung 8.16.: Potentialwerte aus dem Energieintegral fiir einen simulierten GRACE-Satelliten mit den Gren-
zen der Testgebiete

e Die Formparameter werden mit o, = 0.9999 initialisiert und auf das Intervall [0.9, 1] eingeschrénkt.

e Die Zentren der Basisfunktionen konnen sich in der Optimierung maximal um 4° von den Startwerten
entfernen.

Kombiniert man nach der Analyse alle Losungen zu einem globalen Feld, so approximieren diese die Differenz
zwischen dem Potential des EGM96 und dem GGMO02c¢ im Orbit.

Die Kombination aller Beobachtungen, die Approximation durch radiale Basisfunktionen und deren Diffe-
renz ist in der Abbildung 8.17 dargestellt. Das Signal weist eine Standardabweichung von 0.325273 TTZ, einen

Maximalwert von 1.56807 I;—I; und ein Minimum von —2.90663 I;—I; auf. Die Differenz reduziert die Standard-

abweichung auf 0.071328 %2 (Maximum: 1.09748 TTQ, Minimum: —0.77336 %2) mit einer Korrelation von
97.566 % zwischen dem Signal und der Approximation (Fall a) in der Tabelle 8.10).

Das Bild der Differenzen wird vor allem von den nicht modellierten Anteilen in der Nédhe der Pole dominiert.
Betrachtet man eine Losung ohne die 12 nérdlichen und siidlichen Testfelder, so reduzieren sich die statistischen
Male (Maxima, Minima, Standardabweichungen) der Differenz deutlich, wie der Fall b) in der Tabelle belegt,
wihrend die Korrelation auf 99.048 % ansteigt.

Die schlechtere Losung in den ,,polaren* Gebieten ldsst sich auf folgende Ursachen zuriickfiihren:

1. In diesen Regionen ist bereits das (residuale) Signal groBer, da das Referenzfeld (EGM96) dort auf einer
unzureichenden Datenlage beruht.

2. Durch den geforderten Mindestabstand der Basiszentren (in der Startwertsuche) kénnen in jedem Durch-
gang in der Nihe der Pole weniger Basisfunktionen platziert werden.

3. Im Gegensatz zu den anderen Gebieten sind die Bewegungen der Zentren hier einseitig beschrinkt, da
der Algorithmus negative Kobreiten verhindert.

Das Abstandskriterium und die einseitige Beschrinkung der Bewegung der Zentren ergeben sich aus dem
Algorithmus und kénnen durch entsprechende Modifikationen behoben werden. Die einfachste Losung ist eine
Anpassung der Gebiete, z.B. durch eine grolere Ausdehnung in Richtung der Linge und eine Elimination
einer kleinen Polarregion. Wihlt man fiir diese Felder eine Ausdehnung von A\ = 40° in Ost-West-Richtung
und A?¥ = 25° in Nord-Siid-Richtung mit einem minimalen Abstand zu den Polen von 5°, so verbleiben 66
Testfelder fiir die Analyse.



175

8.2. Simulationen

dLs NI I

=

(Zualaylq 'uopewolddy "jeubis)
[ 5i,] usBuniyoeqoeg sje Jn) A Nsiels

FENEQ UsUoIp-un)sIseg a|eIpel Younp uoneulrolddy

[] & 8118100y

5, Wlliepansa ) 7/) slameiualod senpisay

[.] & e181goy

[.] & 8118100y
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Maximum Minimum Std.-abweichung Korrelation

Energieintegral:

a) alle Daten 97.566 %
Signal [25] 1.56807 —2.90663 0.325273
Approximation [ ] 1.52861 —2.36126 0.317355
Differenz [15] 1.09748  —0.77336 0.071328

b) ohne ,,Polgebiete* 99.048 %
Signal [™] 1.19302 —1.37826 0.233089
Approximation [ ] 1.24200 —1.32510 0.230871
Differenz [32] 0.42012 —0.44236 0.032082

c¢) angepasste Polarregionen 98.878 %
Signal [m—Q] 1.56807 —2.90663 0.313486
Approximation [™] 1.54404 —2.72188 0.309967
Differenz [32] 0.56401 —0.55554 0.046838

Tabelle 8.10.: Statistische Werte des Energieintegrals nach einer Kombination der Testfelder zu einer globalen
Losung

Die neue Aufteilung, die Approximation und die Differenz sind in Abbildung 8.18 gezeigt. Bei einer Ver-
nachlasmgung aller Daten innerhalb einer sphirischen Kappe von 5° um die beiden Pole bleibt das Intervall
[—2. 90663 , 1.56807 m? ] des Signals erhalten und die Standardabweichung verringert sich von 0.325273 > m

auf den Wert 0.313486 ”S“Q . Approximiert man nur diese Gebiete und kombiniert sie zu einer ,,globalen‘ Losung,
so wird das Restsignal mit einer Korrelation von 98.878 % erfasst, wobei die Differenz noch eine Standardab-
weichung von 0.046838 “s“—; aufweist (Fall ¢) in der Tabelle 8.10). Abgesehen von den polaren Regionen sind
die Restfehler vor allem an den Riindern der Gebiete zu erkennen. Dies ist eine Folge der Einschriankungen der
Startwertsuche und der separaten Analyse der Felder. Da keine Bedingung fiir die Stetigkeit der (optimierten)
Potentialwerte im Orbit bekannt ist, bildet eine globale Analyse mit allen Beobachtungen die einzige Alter-
native, was aber aus rechentechnischen Griinden nicht durchgefiihrt werden kann.

Die Grafiken 8.19, 8.20 und 8.21 und die Tabellen 8.11 und 8.12 zeigen die statistischen Mafle (Standardab-
weichung, Korrelation Maxima, Minima) fiir jedes der 66 Testfelder, deren Approximation und die Differenz.
In den Abbildungen entspricht jede Zeile einer Zone, welche durch zwei konstante Breitenkreise begrenzt wird.
Die 1. Zeile enthilt die Regionen mit ¢ € [5°,30°], gefolgt von 4 Zonen mit einer Ausdehnung von jeweils
30° in Richtung der Kobreite und die letzte Zeile erfasst die Gebiete mit ¢ € [150°,175°]. In Spaltenrichtung
werden die einzelnen Felder mit der Ausdehnung von 30° bzw. 40° dargestellt, wobei in den polaren Gebieten
9 und ansonsten 12 Felder auftreten.

Selbst in der Umgebung der Pole erreicht man noch eine Korrelation von mindestens 94 % zwischen dem Signal
und der Approximation. Abgesehen von den Fillen, in denen die Extremwerte oder die Standardabweichungen
bereits im Signal sehr kleine Werte annehmen, reduzieren sich diese in der Differenz deutlich, was die gute
Approximation bestitigt.

Fiir einen besseren Vergleich kann man eine ,relative Standardabweichung® — also den Quotienten aus den
Standardabweichungen der Differenz und des Signals — einfithren. Diese Grof3e liefert einen Anhaltspunkt
dafiir, wie viele Variationen des Signals durch die Approximation erfasst werden. Die relativen Standardab-
weichungen fiir die 66 Testfelder sind in dem Histogramm 8.22 dargestellt. Daraus erkennt man, dass sich die
Variationen in den Differenzen auf maximal 35 %, in den meisten Fillen aber auf unter 25 % der urspriinglichen
Werte reduzieren. Umgekehrt wird somit die Variation des urspriinglichen Signals mit mindestens 65 % durch
die radialen Basisfunktionen erfasst, wobei die Approximation insbesondere noch Fehler an den Ridndern der
Testgebiete beinhaltet.

Insgesamt werden in der Analyse des Energieintegrals 1895 radiale Basisfunktionen verwendet, deren Ver-
teilung auf die einzelnen Testgebiete in der Abbildung 8.23 veranschaulicht wird. Die Anzahl variiert zwischen
8 und 40 Basisfunktionen, wobei die Obergrenze von 40 Zentren durch die Einstellungen vorgegeben ist.
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Standardabweichung pro Testfeld [n?/sz]
(Signal, Approximation & Differenz)

Abbildung 8.19.: Standardabweichungen des Signals, der Approximation durch radiale Basisfunktionen und
deren Differenz fiir die 66 Testfelder des Energieintegrals
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Abbildung 8.20.: Korrelationen der 66 Testfelder des Energieintegrals
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Maxima pro Testfeld fur das Energieintegral [n?/sz]
(Signal, Approximation & Differenz)

Minima pro Testfeld fur das Energieintegral [n‘?/sz]

(Signal, Approximation & Differenz)
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Abbildung 8.21.: Maxima und Minima aus Signal, Approximation und deren Differenz fiir die 66 Testfelder
des Energieintegrals
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Zentrum des Signal Differenz
Gebiets (\, 9) | Max. [%|  Min. [%] s [2] | Max. [2]  Min [%]  sud. [25]
(—165,45) | 0.61901 —0.44876 0.180436 |  0.21894 —0.29857 0.045211
(—165,75) | 0.50994 —0.36741 0.160479 |  0.04006 —0.03280  0.007933
(~165,105) |  0.18576 —0.33476 0.103463 | 0.07611 —0.04640 0.012238
(~165,135) |  0.39666 —0.35256 0.152067 | 0.19876 —0.10331  0.024532
(~135,45) | 0.57401 —0.45298 0.180251 |  0.17180 —0.20506 0.032676
(~135,75) | 0.36166 —0.43581 0.177461 |  0.07021 —0.08648 0.014581
(~135,105) |  0.30562 —0.26189 0.143842 |  0.06827 —0.18749 0.017265
(~135,135) | 0.44456 —0.25013 0.130778 |  0.07997 —0.09113 0.018328
(—105,45) | 0.55334 —0.43657 0.216830 |  0.10684 —0.11988  0.024925
(—105,75) | 0.45134  —0.97936  0.194520 |  0.22047 —0.11755  0.027255
(~105,105) |  0.90570 —1.37827 0.366127 | 042012 —0.28492 0.050173
(—105,135) | 0.61458 —0.3608) 0.165128 | 0.35182 —0.19127  0.050834
(=75,45) | 042250 —0.42943 0.166354 | 0.20715 —0.11753  0.028803
(=75,75) | 034257 —1.07104 0240720 | 0.05256 —0.04623 0.011198
(=75,105) | 119302 —1.31309 0.406907 |  0.30543 —0.11917  0.032014
(~75,135) | 0.38019 —0.42337 0.166731 |  0.18689 —0.10001  0.021672
(—45,45) | 034430 —0.47664 0.132219 |  0.13487 —0.18424  0.033777
(—45,75) | 048107 —0.43871 0.208391 |  0.18082 —0.44237 0.035356
(—45,105) | 0.21566 —0.28762 0.106018 |  0.05452 —0.04394  0.008628
(—45,135) | 0.33745  —0.14667 0.099922 |  0.07728  —0.03679  0.009770
(~15,45) | 0.83993 —0.51818 0.256188 | 0.15670 —0.21066 0.033843
(—15,75) | 091089 —0.55099 0.282314 | 020864 —0.28649 0.057988
(~15,105) | 0.75522 —1.11593 0.302861 |  0.18188 —0.36550 0.044704
(~15,135) | 0.25416 —0.38125 0.140009 |  0.12087 —0.20025  0.022461
(15,45) | 0.89720 —1.27017 0.357727 |  0.23068 —0.29984  0.040557
(15,75) | 0.79728  —0.74515  0.290590 |  0.27383 —0.40702  0.044734
(15,105) |  0.66877 —0.73140 0.265455 | 0.12622 —0.21264 0.031283
(15,135) | 048241 —0.50469 0.195804 |  0.10341 —0.19367  0.034386
(45,45) | 1.06945 —0.75156 0.283255 |  0.25667 —0.32782  0.054549
45,75) | 0.63191 —0.68769 0.267423 |  0.19273 —0.13686  0.030291
(45,105) | 040664 —0.48970 0.216514 | 0.12962 —0.15418 0.019101
(45,135) | 032935 —0.58280 0.231112 | 0.11013 —0.08859  0.019282
(75,45) | 0.66532 —0.71772 0.226767 |  0.19611 —0.27645  0.049029
(75,75) | 0.81528 —1.18923 0.327266 |  0.32603 —0.22262  0.043566
(75,105) | 097148 —1.14028 0.342752 | 038422 —0.30359 0.057840
(75,135) | 031914 —0.43312 0.185838 | 0.03826 —0.04350 0.011389
(105,45) | 048121 —0.76004 0.250489 | 0.13193 —0.38310  0.040550
(105,75) | 096981 —0.74323 0.331189 | 035156 —0.18861  0.035862
(105,105) | 1.01137 —0.64584 0.242078 |  0.22247 —0.12673  0.034609
(105,135) | 033440 —0.43138 0.140132 |  0.16013 —0.18572  0.035926
(135,45) | 050302 —0.69610 0.220329 | 0.12678 —0.06818  0.019386
(135,75) | 077225 —0.60395 0.270080 | 0.12859 —0.22115  0.029595
(135,105) | 0.22328 —0.38790 0.156735 |  0.04871 —0.03172  0.008517
(135,135) | 0.66674 —0.27049 0.155247 |  0.08247 —0.07967 0.012194
(165,45) | 0.60741 —0.58466 0.178047 |  0.12905 —0.14543 0.017871
(165,75) | 051748 —0.45231 0.227334 | 0.11078 —0.09021  0.017245
(165,105 |  0.20209 —0.33585 0.142555 |  0.07947 —0.08233  0.019208
(165,135) | 0.36713 —0.28140 0.133713 |  0.06546 —0.08827 0.010908

Tabelle 8.11.: Statistische MaBle des Energieintegrals fiir ,,polferne* Gebiete
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Zentrum des Signal Differenz
Gebiets (\, 9) | Max. [%]  Min. [%] s [2] | Max [2]  Min [%] s [2%]
(—160,17.5) 0.91628  —0.42744  0.330008 0.11479  —0.17467  0.029689
(—160, 162.5) 1.24002 —0.67473  0.434165 0.38387  —0.25661 0.081644
(—120,17.5) 0.54535 —1.09806  0.426464 0.13517  —0.14913  0.027474
(—120,162.5) 1.00457 —1.17633 0.380131 0.33906  —0.22915 0.067815
(—80,17.5) 0.79211  —0.89623  0.352059 0.25101  —0.24653  0.075624
(—80,162.5) 1.35548  —1.05579  0.355958 0.30921  —0.42560 0.074730
(—40,17.5) 0.98136  —0.32216  0.326631 0.15427  —0.18120  0.038169
(—40,162.5) 0.78965  —0.96245 0.307675 0.42078  —0.45292  0.109080
(0,17.5) 0.83551 —0.97495 0.315673 0.19974  —0.20698 0.045164
(0,162.5) 1.39600 —1.52440 0.625724 0.32820 —0.55554  0.087900
(40,17.5) 0.84956  —0.97677  0.427558 0.38186  —0.47743  0.111705
(40,162.5) 1.56807 —2.90663 0.861226 0.56401  —0.27279  0.078907
(80,17.5) 1.07141  —1.29074 0.522687 0.17838  —0.20736  0.044234
(80, 162.5) 1.53157  —0.95195 0.396371 0.26358 —0.22306  0.059896
(120, 17.5) 0.69591  —0.57846  0.271004 0.41688  —0.34256  0.076435
(120,162.5) 0.81309 —0.68630 0.259584 0.19539 —0.18238  0.036026
(160, 17.5) 0.68545 —0.56478  0.277549 0.46484 —0.28924 0.074798
(160, 162.5) 1.10514  —0.67171 0.276447 0.38734 —0.20167 0.071655

Tabelle 8.12.: Statistische Malle des Energieintegrals fiir ,,polare Regionen

25

Quotient der Standardabweichungen (Differenz/Signal) fir 66 Testfelder

(Energieintegral)

Anzahl der Felder

Abbildung 8.22.: Relative Standardabweichungen der 66 Testfelder des Energieintegrals
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Anzahl der Basisfunktionen aus der Analyse des Energieintegrals (66 Testfelder) 40

Abbildung 8.23.: Anzahl der Basisfunktionen je Testgebiet fiir das Energieintegral

Line-of-Sight Gradiometrie

Die residualen LOS-Gradienten fiir alle Daten und die urspriingliche Aufteilung in 72 Testfelder ist in der
Abbildung 8.24 visualisiert. Neben dem grofleren Signal in den polaren Gebieten fallen noch die Strukturen im
Himalaja, dem Kongo-Becken und der Amazonasregion auf, die sich aus der Verbesserung der Daten seit der
Veroffentlichung des EGM96 ergeben.

Residualer LOS-Gradient im Orbit [E]
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Abbildung 8.24.: LOS-Gradienten aus der Simulation der GRACE-Mission

Die Kombination aller Daten aus 72 Testfeldern ist in der Abbildung 8.25 und der Tabelle 8.13 dargestellt.
Auch hier ergeben sich wieder die Probleme der Optimierung in den polaren Regionen (Fall a)).

Nach der Anpassung der Gebiete bleibt das Intervall des Signals (Maximum: 30.2462 mE und Minimum:
—28.7200 mE) erhalten, wihrend sich die Standardabweichung von 3.80384 mE auf 3.61389 mE reduziert.
Die Kombination der 66 Testfelder erreicht eine Korrelation von 97.981 %. In der Differenz aus Signal und
Approximation verringern sich die Extremwerte fast um eine Groenordnung, wihrend die Standardabweichung
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Abbildung 8.25.: Signal, Approximation und deren Differenz nach einer Kombination der 72 Testfelder der
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Abbildung 8.26.: Residualer LOS-Gradient, Approximation und deren Differenz nach einer Kombination der

66 Testfelder zu einer Losung unter Vernachlédssigung einer sphirischen Kappe mit einem

Radius von 5° um die beiden Pole
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Maximum Minimum Std.-abweichung Korrelation

LOS-Gradiometrie:

a) alle Daten 96.891 %
Signal [ mE] 30.2462 —28.7200 3.80384
Approximation [ mE] 27.8989 —30.6029 3.68546
Differenz [ mE] 13.2649 —11.3484 0.94110

b) ohne ,,Polgebiete* 96.878 %
Signal [ mE] 30.2462 —28.7200 3.83593
Approximation | mE] 27.8989 —30.6030 3.71599
Differenz [ mE] 13.2650 —11.3484 0.95094

c) angepasste Polarregionen 97.981 %
Signal [ mE] 30.2462 —28.7200 3.61389
Approximation | mE] 29.5010 —30.6029 3.54088
Differenz [ mE] 8.9544  —9.7109 0.72248

Tabelle 8.13.: Statistische Werte der LOS-Gradiometrie nach einer Kombination der Testfelder zu einer globa-
len Loésung

den Wert 0.72248 mE annimmt. Wie im Energieintegral bleiben auch hier grofere Differenzen vor allem in den
polaren Gebieten und den Rindern der Regionen erhalten.

Standardabweichung pro Testfeld fur die LOS-Gradiometrie [E]
(Signal, Approximation & Differenz)
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Abbildung 8.27.: Standardabweichungen des Signals, der Approximation durch radiale Basisfunktionen und
deren Differenz fiir die 66 Testfelder der LOS-Gradiometrie

Die Abbildungen 8.27 und 8.28 zeigen die Standardabweichungen der einzelnen Felder und die relativen Wer-
te in Form eines Histogramms. Abgesehen von drei Feldern erreicht man auch hier eine Reduzierung der
Variationen auf maximal 35 %. Die Korrelationen der Signale und deren Approximation fiir die einzelnen Fel-
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Quotient der Standardabweichungen (Differenz/Signal) fur 66 Testfelder
(LOS-Gradiometrie)
25 T T T

Anzahl der Felder
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Verbleibene Variation der Differenz

Abbildung 8.28.: Relative Standardabweichungen der 66 Testfelder der LOS-Gradiometrie

der kann man der Grafik 8.29 entnehmen. Die Werte variieren zwischen 87 % und 100 %, so dass noch immer
ein sehr grofler Anteil des Signals erfasst werden kann.

Sowohl in den Standardabweichungen und den Korrelationen als auch aus der Darstellung der Extremwerte in
der Abbildung 8.30 erkennt man einzelne Maf3e, die auf eine schlechtere Approximation der jeweiligen Felder
hindeuten (vgl. Tabelle 8.14 und 8.15). In einigen polaren Gebieten bleibt die GréBenordnung der Extremwerte
in der Differenz erhalten, wihrend in anderen Gebieten ,,nur* eine Korrelation von 87 % erreicht wird.

Die hohere Auflosung der LOS-Gradiometrie ldsst auch im Orbit noch mehr Informationen erkennen, zu deren
Erfassung eine grofere Anzahl an Basisfunktionen notwendig ist. Mit den gewihlten Einstellungen werden
insgesamt 2402 Basisfunktionen gefunden, deren Verteilung auf die Testgebiete in der Abbildung 8.31 skizziert
wird. Die Anzahl variiert zwischen 23 und 40 Basisfunktionen je Feld, wobei die zweite Zahl der maximal
zuldssige Wert ist. Fiir eine bessere Approximation kann man die Form oder die Anzahl der Basisfunktionen
noch anpassen. Um die Konvergenz der Methode zu erméglichen, sollte jedoch nur eine begrenzte Menge an
nichtlinearen Parametern optimiert werden.

Zusammenfassung

Im ersten Teil wird gezeigt, dass fiir Kreisbahnen die Legendre- und die Wigner-Darstellung der in-situ Beob-
achtungen im Rahmen der Rechengenauigkeit iibereinstimmen. Die Analyse der partiellen Ableitungen be-
stitigt die Moglichkeit einer nichtlinearen Optimierung fiir geeignete Startwerte. Die geschlossenen Formeln
fiir die Ableitungen der Range-Rate werden durch die Variationsgleichungen kontrolliert, wobei die GroéBen-
ordnungen der Differenzen durch die verschiedenen Néaherungen erklirt werden konnen. Fiir die iterative Ver-
besserung der Parameter wihlt man jeweils die effektivere Losung, also die Legendre-Darstellung bzw. die
Variation der Konstanten.

In einer Closed-Loop-Simulation werden mit 5 radialen Basisfunktionen die behandelten SST-Beobachtungen
erzeugt. Der Algorithmus optimiert die Signale durch deutlich mehr Basisfunktionen, wobei die Qualitét der
Approximation durch die statistischen MaBle (Standardabweichung, Korrelation, ...) und die Differenzen be-
statigt wird. Vergleicht man das Potential der Simulation mit der Rekonstruktion aus der LOS-Gradiometrie,
so verbleibt ein Restsignal im Potential. Dies belegt eine Mehrdeutigkeit der Gradiometrie, welche fiir die
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Zentrum des Signal Differenz
Gebiets (A,1) | Max. [mE] Min. [mE] Std. [mE] | Max. [mE] Min. [mE] Std. [mE]
(—165,45) 6.902 —10.996 2.3289 2.176 —1.382 0.3321
(—165,75) 2.128 —3.402 1.1247 1.296 —0.572 0.1439
(—165,105) 2.018 —1.378 0.5830 0.321 —0.341 0.0751
(—165,135) 2.657 —4.015 1.2568 0.336 —0.611 0.1261
(—135,45) 6.046 —9.729 2.0336 2.291 —1.746 0.3154
(—135,75) 3.683 —5.398 1.4537 1.397 —1.227 0.2848
(—135,105) 1.410 —1.477 0.6648 0.265 —0.318 0.0760
(—135,135) 1.399 —1.826 0.6028 0.630 —0.361 0.0850
(—105,45) 6.677 —7.493 2.7571 2417 —1.362 0.3850
(—105,75) 14.567 —16.242 3.0831 4.432 —4.550 0.9480
(—105,105) 19.296 —19.910 5.0026 8.954 —4.527 0.8774
(—105,135) 11.694 —11.192 2.4912 3.404 —2.369 0.4735
(—=175,45) 5.365 —5.124 1.6729 1.056 —1.015 0.1955
(—=75,75) 7.953 —12.402 1.4580 2.341 —1.895 0.2436
(—175,105) 22.094 —28.720 7.1429 4.292 —6.775 0.8539
(—75,135) 4.932 —3.365 1.5719 1.073 —1.416 0.2180
(—45,45) 4.765 —3.929 1.3596 1.617 —0.756 0.1720
(—45,75) 8.875 —8.156 1.8333 3.080 —1.419 0.3037
(—45,105) 1.017 —1.136 0.3555 0.732 —0.287 0.0903
(—45,135) 3.240 —2.588 1.0549 0.477 —0.499 0.1236
(—15,45) 7.981 —12.616 3.3275 2.426 —3.188 0.4988
(—15,75) 12.445 —16.194 4.2003 4.592 —6.153 1.0910
(—15,105) 15.244 —9.255 3.1682 4.856 —2.088 0.5762
(—15,135) 4.179 —3.876 1.2603 1.602 —0.768 0.2895
(15, 45) 17.704 —26.790 5.8527 5.315 —5.517 0.9958
(15,75) 7.992 —13.686 3.3056 4.402 —6.147 1.2219
(15,105) 10.394 —10.525 2.2425 5.669 —3.145 0.5960
(15,135) 4.143 —5.156 1.8744 0.863 —1.252 0.1938
(45, 45) 20.266 —23.439 4.8662 8.015 —3.988 1.2293
(45,75) 16.249 —9.160 3.3190 8.481 —4.073 0.6770
(45,105) 1.769 —2.363 0.8697 0.347 —0.502 0.1057
(45,135) 4.173 —4.678 1.5134 1.040 —1.587 0.1783
(75,45) 16.321 —11.453 4.2709 8.275 —-9.711 1.3020
(75,75) 17.068 —14.644 3.5305 6.664 —6.090 1.0127
(75,105) 15.343 —12.843 2.9123 6.299 —5.266 0.8398
(75,135) 3.696 —4.117 1.4037 0.711 —0.600 0.1245
(105,45) 9.801 —8.747 3.2056 3.107 —1.722 0.4592
(105, 75) 7.008 —9.214 2.0834 2.619 —2.228 0.5223
(105, 105) 10.215 —15.785 2.8981 2.283 —2.754 0.4922
(105, 135) 4.037 —4.136 1.4302 2.408 —1.705 0.3085
(135,45) 6.300 —4.169 1.5820 3.499 —1.673 0.4280
(135,75) 3.008 —3.740 1.3240 0.622 —0.878 0.2004
(135, 105) 2.500 —2.041 0.7147 2.496 —0.686 0.2826
(135,135) 5.562 —9.753 1.7119 1.881 —0.943 0.3585
(165, 45) 4.660 —4.579 1.1232 3.202 —3.647 0.5515
(165, 75) 3.349 —3.365 1.3341 0.683 —0.601 0.1625
(165, 105) 1.959 —2.669 0.6235 1.180 —0.501 0.1131
(165, 135) 2.347 —2.437 0.6728 0.544 —1.423 0.1599

Tabelle 8.14.: Statistische MaBle der LOS-Gradiometrie fiir ,,polferne* Gebiete
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Abbildung 8.29.: Korrelationen der 66 Testfelder der LOS-Gradiometrie

Zentrum des Signal Differenz
Gebiets (A\,19) | Max. [mE] Min. [mE] Std. [mE] | Max. [mE] Min. [mE] Std. [mE]
(—160,17.5) 5.980 —10.685 2.8243 2.537 —4.339 0.6215
(—160, 162.5) 11.256 —12.626 3.4247 3.260 —4.625 0.8953
(—120,17.5) 14.062 —10.277 4.8207 2.747 —3.737 0.5630
(—120,162.5) 19.405 —18.850 6.7950 4.194 —4.653 0.8362
(—80,17.5) 7.358 —6.243 2.4170 4.950 —5.247 1.0150
(—80,162.5) 18.233 —20.060 6.5168 7.099 —8.491 1.5195
(—40,17.5) 3.789 —6.717 2.0527 2.453 —1.814 0.5133
(—40,162.5) 12.472 —17.104 5.8991 8.726 —4.772 1.1903
0,17.5) 15.698 —17.103 4.2908 7.539 —8.590 1.4489
(0,162.5) 22.396 —26.802 7.1226 4.069 —3.616 1.0116
(40, 17.5) 16.400 —17.386 4.8504 4.599 —4.438 0.8255
(40, 162.5) 30.246 —22.239 7.5276 6.668 —9.082 1.1664
(80,17.5) 19.480 —21.826 8.4485 4.988 —4.897 0.9234
(80, 162.5) 20.670 —18.188 5.9187 4.125 —7.562 1.3258
(120, 17.5) 8.104 —8.271 3.1199 7.433 —5.207 1.0841
(120, 162.5) 15.028 —13.839 5.1903 2.798 —4.196 0.6516
(160, 17.5) 6.610 —10.808 3.2892 2.501 —2.855 0.5460
(160, 162.5) 11.519 —13.135 3.2996 5.542 —8.222 1.0710

Tabelle 8.15.: Statistische Mafle der LOS-Gradiometrie fiir ,,polare* Regionen
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Maxima pro Testfeld fur die LOS—Gradiometrie [E]
(Signal, Approximation & Differenz)
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Abbildung 8.30.: Maxima und Minima aus Signal, Approximation und deren Differenz fiir die 66 Testfelder
der LOS-Gradiometrie
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Anzahl der Basisfunktionen aus der Analyse des LOS-Gradienten (66 Testfelder) 40

Abbildung 8.31.: Anzahl der Basisfunktionen je Testgebiet fiir die LOS-Gradiometrie

Auswertung realer Daten noch zu eliminieren ist.

Der Ansatz der Range-Rate erweist sich als problematisch in dem entwickelten Algorithmus der nichtlinearen
Optimierung. Zu den Ursachen zéhlen die geringe Empfindlichkeit (der Ableitungen) gegeniiber den gesuchten
Basisparametern, das Versagen der aktuellen Startwertsuche aus den Beobachtungen und die Uberlagerung
aller Stérungen in dem ,,integrierten‘* Signal. In einem vereinfachten Szenario — mit vorgegebenen Startwerten
und dem Zentralfeld als Referenz — lassen sich vor allem die Zentren der Basisfunktionen optimieren.
AnschlieBend werden globale SST-Daten fiir das Energieintegral und die LOS-Gradiometrie simuliert, deren
residuales Signal aus der Differenz von zwei bekannten Schwerefeldern erzeugt wird. Der Datensatz wird in
kleinere Testgebiete aufgeteilt und durch optimierte radiale Basisfunktionen analysiert. Nach einer Anpassung
der Gebiete in den polaren Regionen erreichen sowohl die einzelnen Felder als auch deren globale Kombination
eine Korrelation zwischen dem Signal und der Approximation von mindestens 90 %, wihrend die Standardab-
weichungen in den meisten Fillen auf 25 % des urspriinglichen Wertes reduziert werden.
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9. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird die Modellierung des residualen Schwerefeldes durch optimierte radiale Basisfunktionen
untersucht. Die (Pseudo-)Beobachtungen werden aus den SST-Daten erzeugt. Verwendet werden das Potential
aus dem Energieintegral fiir einen Satelliten und die Line-of-Sight Gradiometrie und die Range-Rate fiir GRACE-
dhnliche Missionen. Die ersten beiden Ansétze kann man — mit einem vorher bestimmten und fixierten Orbit —
als in-situ Messungen betrachten, welche nur von den aktuellen Werten des Potentials abhéngen.

Fiir die Analyse wird zunéchst ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Beobachtungsgrofle und den
Parametern der radialen Basisfunktionen hergeleitet. Dieser wird in der bekannten Darstellung durch Legendre-
polynome, aber auch durch die neu entwickelte Wigner-Darstellung der radialen Basisfunktionen im Orbit
modelliert. Die Legendre-Darstellungen der verschiedenen Beobachtungen erweisen sich als wesentlich effizi-
enter, weshalb nur diese in den iterativen Algorithmen der Optimierung zum Einsatz kommen. Ein weiterer Vor-
teil ist die Verwendung beliebiger Satellitenbahnen, wihrend die Beschreibungen durch Wigner-d-Funktionen
nur fiir Kreisbahnen exakt giiltig sind. Andererseits bildet die Wigner-Darstellung ein wichtiges Modell dieser
Arbeit, da sie die partiellen Ableitungen sowohl in den Formeln als auch in deren nummerischen Umsetzungen
erheblich erleichtert. Fiir eine neue Art der Beobachtung ist es somit ratsam, zunéchst die Wigner-Darstellung
zu bestimmen, welche anschliefend als Referenz fiir eine Umsetzung durch die Legendrepolynome dienen
kann. AuBerdem konnen spezielle Beobachtungen wie z.B. die Range-Rate nur mit den Wigner-d-Funktionen
in einer geschlossenen Formel beschrieben und nach den Basisparametern differenziert werden.

Die Range-Rate erweist sich fiir den entwickelten Algorithmus als nicht geeignet zur nichtlinearen Optimierung
der Basisparameter aus einem komplexeren Schwerefeld. Zum einen konnen aus der Beobachtung (bislang) kei-
ne Startwerte der Parameter bestimmt werden und zum anderen handelt es sich nicht um eine in-situ Messung,
weshalb alle gravitativen und nicht-gravitativen Stérungen und die nummerischen Fehler im Signal ,,integriert*
werden. Ein weiteres Problem fiir die nichtlineare Optimierung aus der Range-Rate ist es, dass die Parameter
fiir die Basisfunktionen am Rand des Gebiets nur schlecht zu bestimmen sind. In einem vereinfachten Szenario
mit vorgegebenen Startwerten kann man vor allem die Positionen der Basisfunktionen verbessern.

Dagegen ist die Analyse der behandelten in-situ Beobachtungen durch radiale Basisfunktionen erfolgreich und
approximiert das Signal im Orbit in einer hohen Qualitdt. Sowohl fiir das Potential als auch die Line-of-Sight
Gradiometrie werden in den untersuchten Simulationen in der Regel Korrelationen von mehr als 90 % zwischen
dem Signal und der Approximation erreicht. Betrachtet man die relative Standardabweichung, so reduzieren
sich in den meisten Gebieten die Variationen des Signals auf maximal 25 % der urspriinglichen Werte, was
ebenfalls die gute Anpassung bestitigt.

In der Kombination zu einer globalen Losung bleiben die einzelnen Testfelder erkennbar, da bislang keine Be-
dingung implementiert ist, um einen stetigen Ubergang zu gewihrleisten. Einen Ausweg bietet hier eine nicht-
lineare Optimierung tiber den globalen Datensatz, welche aber aufgrund der Rechenkapazititen nicht durchge-
fiihrt werden konnte.

Die nichtlineare Optimierung kann in den Simulationen erfolgreich fiir die in-situ Beobachtungen eingesetzt
werden. Um die Ergebnisse fiir reale Daten zu verbessern, sind fiir beide Signale einige Modifikationen des
Algorithmus denkbar:

o Fiir Gebiete in den polaren Regionen ist noch eine Anpassung der Optimierung erforderlich. Dies betriftt
die Anzahl und die zulédssige Verteilung der Basisfunktionen, da das allgemein formulierte Abstands-
kriterium hier eventuell zu wenig Basisfunktionen zulédsst.

e Die bisherige Umsetzung der Erdrotation beinhaltet in beiden Darstellungen nur Drehungen um die €;_3-
Achse um die Sternzeit ©. In der Legendre-Darstellung lésst sich die Modellierung verbessern, indem
man die Rotationsparameter gemall den IERS-Konventionen zu Beginn einmal berechnet und z.B. in der
Form einer L x 9-Matrix in den Algorithmus integriert.
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e Fiir die Startwerte der Basiszentren in der Auswertung werden die Daten im Orbit auf ein (A, ¢)-Gitter
interpoliert. Durch eine Anderung der Interpolation konnte man die Variationen der Bahnhohe beriick-
sichtigen und die zusitzlichen Extremwerte am Rand des Gebiets reduzieren.

e Da sich die gefundenen Zentren in den Simulationen oft in einigen Bereichen konzentrieren, kann man
die Anzahl z.B. durch eine Clusteranalyse verringern, deren Ergebnisse dann als Startwerte einer weiteren
Optimierung verwendet werden.

In der Rekonstruktion des Potentials aus der regionalen LOS-Gradiometrie zeigen sich systematische Unter-
schiede zu den wahren Werten der Simulation, wobei die Strukturen anndhernd in Flugrichtung bzw. in Nord-
Siid-Richtung orientiert sind. Die Gradiometrie kann somit nicht alle Signalanteile des Potentials erfassen und
die Beobachtungsmethode weist einen sogenannten Nullraum auf. Fiir die Analyse realer Daten ist der Null-
raum néher zu analysieren. Da die Beobachtung der zweiten Ableitung des Potentials entspricht, sind gemif
einer planaren Niherung insbesondere ein Offset und ein linearer Trend in Flugrichtung nicht bestimmbar. Ob
auch nichtlineare Funktionen zu diesem Nullraum der Gradiometrie gehdren und ob diese eventuell von den
Bahnparametern abhéngen, bedarf weiterer Untersuchungen. Um das Potential dieses Nullraums zu erfassen,
kann man eine Kreuzungspunktanalyse der Bahnen oder eine Kombination mit dem Energieintegral — oder
einer anderen Beobachtung — in Betracht ziehen.

Basierend auf den Erfahrungen und den vorhandenen Programmen wird eine Implementierung fiir die GOCE-
Mission angestrebt. Da diese mit den Komponenten des Schweretensors und dem Ergebnis des Energieintegrals
mehrere in-situ Beobachtungen je Zeitpunkt beinhaltet, ist dabei eine Kombination der Messungen wiinschens-
wert.
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A. Wigner-Darstellung

In diesem Abschnitt wird die Wigner-Darstellung genauer untersucht. Dabei wird zunéchst gezeigt, dass auf-
grund der Symmetrien die Hilfte der Summanden fiir die Berechnung nicht notwendig ist, und dass man das
gleiche Ergebnis durch den zweifachen Realteil der anderen Terme erhilt. Der zweite Teil beschéftigt sich
mit zwei moglichen Implementierungen der Darstellung und der effizienten Umsetzung in MATLAB durch
Matrizenmultiplikationen.

A.1. Produkte der Legendre- und Wigner-d-Funktionen

In den Kapiteln 5 und 6 werden einige Funktionale des residualen Schwerefeldes durch eine Linearkombination
radialer Basisfunktionen modelliert. Fiir eine elegantere Darstellung (der Ableitungen) werden die Wigner-D-
Funktionen verwendet, deren Argumente («, 3, ) die Bewegung des Satelliten im Orbit beschreiben. Ein Teil
der Funktionale ldsst sich fiir eine Basisfunktion durch die Formel

n

v STCARREL P Oud) S DR Ve (0, 2
{ b($ea¢b R nbz 2n+10b(n) Z nm( b b) Z km(aaﬁay) nk( ag)fnk:m

n=no m=—n k=—n

(A.1)

mit den Koeffizienten f,,, beschreiben, weitere ergeben sich durch die Differentiation der Faktoren. Eine
Ubersicht der behandelten Funktionale findet sich in der Tabelle A.1, welche fiir andere Beobachtungsverfahren
wie z.B. die across-track-Komponente der GOCE-Mission noch zu ergénzen ist. Der zweite Teil der Liste betrifft
die Ableitung der Wigner-Darstellung nach den Basisparametern und kann durch die entsprechende Anderung
fiir alle Funktionale genutzt werden.

Demnach enthalten alle Funktionale des Schwerefeldes eine Summe

YDV, = 3 > Va1, 91) Dy (0, B.7) Yk (A2, 92) froms (A2)

m=—nk=—n

oder deren partielle Ableitung nach einem der Argumente. Alle Winkel (A1, 91, A2, V2, o, 3, y) konnen in der
allgemeinen Darstellung von der Bewegung der Satelliten oder auch dem Zentrum der Basisfunktion abhéngen,
wobei eventuell die Vorzeichen zu dndern sind.

Funktional Operator  Faktor fi,xm zu dndernder Term
Potential - 1 -

. 2 2
LOS-Gradient 88? { ’;—2 — ”;;1} -

. ~ po) —(n+1)

Gradient (eg—;-Komponente) Br — -
Gradient (€5—o-Komponente) é % % -

. ~ ody (—1I
Gradient (eg—3-Komponente) ﬁ 5% ﬁ dﬁm(—l ) — %
Basisparameter:

J

% . "ol

59 - Py (cosdy) — P! (cos i)
o Aoy (n)

B0s - (1) = 55,

Tabelle A.1.: Wigner-Darstellung der Schwerefunktionale im Orbit
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Das Ziel der folgenden Abschnitte ist es, durch die Verwendung der Symmetrien

Bom(cos ) = 4 L (€8 ?) m =0 (3.41)
(— )" Py jm|(cos ) m <0
Yntm(9,A) =P, im(cos ) exp(EmA) (3.44)
und die Beziehungen
A"y, (B) = (1) (B)  —n<km<n (3.95a)
Dkvm(a,ﬂ, v) = exp(—tka) Zm(ﬂ) exp(—wmy) (3.64)

die Anzahl der Summanden so zu verringern, dass die duflere Summation bei m = 0 beginnt. Mit den Ab-
kiirzungen A1 = Ay — v, Ao = Ay — @, (1 = cos ¥}y und (3 = cos ¥ und dem Faktor f,x,,, = 1 ldsst sich ein
einzelner Summand durch

Yam(A1, 91) Dp (0, 8,7) Yok (A, ¥2) =

wm (cos U1 ) exp(vmA1) exp(—ika)dy,, (B 3) exp(—1m~) Pog(cos ¥2) exp(tkAg) =

wm (cos U1 ) exp(em(A\g — )) dy,.,(B) nk(cosﬁg)exp(zk()\g —a)) =

i (G1) exp(mA1 )R, (8) Pk (G2) exp(ikAz) (A.3)

[
“u> “u> “c>

beschreiben. In der Doppelsumme (A.2) sind fiir jeweils einen festen Grad n drei Félle zu untersuchen:

1. Beide Ordnungen der Wigner-d-Funktionen haben das gleiche Vorzeichen, und mindestens eine ist von
Null verschieden.

2. Die Ordnungen haben verschiedene Vorzeichen und sind beide ungleich Null.
3. Beide Ordnungen sind identisch Null.

Um eine eindeutige Notation zu gewihrleisten, werden hier die positiven Ordnungen durch K, M > 0 be-
zeichnet und die negativen Werte entsprechend durch —M bzw. — K dargestellt. Im ersten Fall existieren zwei
Summanden mit (+K, +M) und (—K, —M ), die man auf folgende Weise zusammenfassen kann:

Pant (G1) exp(M A1) i (8) Parc (G2) exp(E Ao)
+ Doon(Q) exp(—oMAy) dig () Paok(Ga) exp(—iKAg) =
T~ e
()M Pt (61) (DM, (8) (~1)K Pac (G2)
P () iy r(8) Parc ()| exp(aM Ar) exp(1K As) + exp(—1M A1) exp(—1K Az)| =

Pt (C) e (8) Pakc (Ga) - 29%{ exp(eMA; + ZKAQ)}.

Auch im zweiten Fall existiert ein Paar von Summanden mit (— K, +M) und (+ K, —M):

(—1)K Pk (G2)
~ —_—
Ponr(Cr) exp(eMA1)d2 i 0 (B) P~k (C2) exp(—1KAs)
+ Poon(G) exp(—MAy)  di_3(8)  Pux(Ce) exp(iKAy) =
HA,_/ ~———
(=DM Py (C1) (~L)E+Mar - (B)

nM(Cl)dr—LK,M(ﬂ)(_1)K]3nK(C2)‘ [GXP(ZMAl) exp(—1KAg) + exp(—tMA1) exp(t K Ag)| =

nM(Cl)dzIQM(ﬂ)ﬁn,—K(CQ) . 29%{ exp(tM A — zKAg)}.

)
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SchlieBlich bleibt die Indexkombination KX = M = 0 ohne einen zweiten Partner tibrig:

ﬁn,g(cos %) gvo(ﬁ)ﬁmo(cos ¥g) = ﬁn,o(cos 91) gyo(ﬁ)ﬁmo(cos ¥2) -9%{ exp(())}.

Fiir eine Kombination der Ordnungen m = £M und k£ = +K folgt somit

S n 5 Yo om (A, 00) D2, (0, 8,7) Y zx(Na, 9
Yn,m()\lﬂgl)Dik,m(a?ﬁaV)Yn,:tk:(/\2ﬂ92)+{ ~m(h V) Dy, ,%(aﬂfy) wh(h2 2)}:

~ -~ 2 firm?+k%>0
= Re {Ynm(/\l, V1) DLy (0, B, 7)Y 41( Az, 792)} ) (A.4)
’ 1 firm=%k=0,
weshalb nur die Summanden mit m > 0 zu beachten sind. Anstelle der Fallunterscheidung kann man einen
zusétzlichen Faktor
1 + sign(m? + k?)
2
einfithren, der alle Terme mit £ = m = 0 halbiert. Damit kann der Spezialfall £ = m = 0 formal durch zwei
(identische) Summanden mit (+M/, +K) und (—M, —K) dargestellt werden, und es gilt

(A.S)

gnm =

1 . 2 4 k2 S
) (M ) D (0,87 T (o o)

1 + sign(m? + k?) & n S
+ g (2 >Yn,fm(>\17191) k,fm(oﬁﬁa’)/)ynk()‘??ﬂ?) =

> n S 1 + sign(m? + k2
— 2%e {Ynm(/\l,01)ka(a,ﬂ,y)Ynk()\27192) g (;” )}. (A.6)

Sind alle zusétzlichen Faktoren in der Reihe (A.2) reell, so kann zunéchst die Summation der komplexen Werte
erfolgen, und der Realteil am Ende bestimmt werden:

YDYn — Z Z S}nm()‘laﬁl)DZm(avﬁa’Y)?nk(A%ﬁZ)fnkzm =

m=—nk=—n

" &1 +sign(m? 4 k2) n S
= 2Re { Z Z g (2 )Ynm()\laﬂl)ka((%ﬁv’Y)Ynk(A%ﬁ?)fnkm} .

(A7)

m=0k=—n
Durch die Einfiihrung eines einfachen Faktors fir & = m = 0 kann somit auf alle Terme mit negativen
Ordnungen m = —n, ..., —1 verzichtet werden, was den Rechenaufwand der Summation ungefihr halbiert.
Auflerdem garantiert diese Darstellung, dass auch durch nummerische Fehler keine komplexen Grofien des
Schwerefeldes entstehen konnen.
Analoge Uberlegungen gelten fiir konjugiert-komplexe Kugelflichenfunktionen ?Zk (9, A) oder eine inverse
Rotation, wobei sich die Vorzeichen und Reihenfolge der Winkel entsprechend dndern.

A.2. Umsetzung der Wigner-Darstellung

Fiir die Berechnung des Potentials in der Wigner-Darstellung werden aus den inertialen Positionen &; und
Geschwindigkeiten Z; des Satelliten mit den Formeln aus dem Abschnitt 2.3 die momentanen Keplerelemente
berechnet. Unter Vernachldssigung der Exzentrizitédt kann der Effekt einer radialen Basisfunktion in der Wigner-
Darstellung durch die Formel

N

. GM R\" Arr
Uy, (Ze, hp) = 2Re ﬁbRn;O (r) ap(n) o+ 1

2 A T
2 P, (cos ) exp (zm <Q -0 - 5 )q,))

3% e (i (5 +u) Zm<—l>1+5ig“(m2+k2>ﬁnk<0)} (5.29)

2

k=—n
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bzw. in der Kurzform

N n n
Uy(Zes ) = > D D Bi(W6) Sy (r, I) exp (thu + im(Q — ©)) (5.33)

n=ngom=-—nk=—n

beschrieben werden. Als Vorbereitung fiir eine geeignete Umsetzung kann man zuerst die Anzahl der nétigen
Elemente abschédtzen. Wihlt man zum Beispiel ein Szenario aus L. = 5000 Datenpunkte im Testgebiet und
modelliert das Signal mit B = 10 Basisfunktionen und dem maximalen Entwicklungsgrad N = 100, so
ergeben sich folgende Groflenordnungen:

° ﬁnm(cosﬁb): o
Aus Grad und Ordnung der Legendrefunktionen erhilt man (w + N+ 1) Elemente je Basis-
funktion, also (12%1% +101) x B = 5151 x 10 = 51510.

o Po1(0):

Aufgrund der negativen Ordnungen ist die Anzahl (%

+ N+ 1) zu verdoppeln, allerdings ist bei

einer exakten Rechnung nur etwa die Hilfte der Werte von Null verschieden, was je nach Speicherung
ca. 5000 oder 10000 Eintridgen entspricht.

e exp (zk (% + u))
Aus dem Argument der Breite und der positiven und negativen Ordnung £ folgt fiir L Datenpunkte eine
Dimension von (2N + 1) x L = 201 x 5000 ~ 106.

® exp (zm (Qf ©-—-3— )\b)):
Wegen der Sternzeit © und der Rektaszension 2, der positiven Ordnung mn und den Basisparametern sind
hier L x (N + 1) x B = 5000 x 101 x 10 ~ 5 - 105 Werte zu beachten.

o dy (—1I):
km
Fiir einen Zeitpunkt und ohne die Symmetrien ldsst sich die Anzahl in Abhdngigkeit vom maximalen
Grad N durch
N _ 2N +3N? 4 N® .
DG +1)P=14+9+25+49+. c ~1-10°

Jj=0

berechnen. Durch die Symmetrie bzgl. der Ordnungen kann dieser Wert ungeféhr halbiert werden, wih-
rend fiir eine zeitabhingige Inklination W x L ~ 2.5-10° Elemente verwendet werden miissen.

o By, (¥v):
Jede Hilfsfunktion besitzt aufgrund der positiven und negativen Ordnungen jeweils

Eintrige, was auf w x B~ 10 - 106 Elemente fiihrt. Die Information der P,;(0)-Funktion ist
redundant in allen Hilfsfunktionen enthalten und sorgt so fiir einen unnétig gro3en Speicheraufwand.

N7 T2 3
2N+3](\3/ +N ~ 1106

o Sy (r,I):
Dieser Term héngt einerseits von dem Grad und den Ordnungen der Wigner-d-Funktionen und anderer-
seits von dem zeitlich verdnderlichen Bahnradius ab, was — unter Vernachlidssigung der Symmetrien — zu

AN+3NZENT o [, & 5.0 - 10° Eintréigen filhrt.

o exp (tku +wm(2 — O)):
Da diese Funktion nur von den Ordnungen und der Zeit abhéngt, sind bei einer geeigneten Umsetzung
(2N +1)? x L ~ 50 - 10° Elemente erforderlich.

Die Dimensionen der Faktoren lassen vermuten, dass eine Berechnung des Potentials iiber ein Matrix-Vektor-
Produkt ohne zusitzliche Annahmen und ohne eine Schleife fiir beide Methoden problematisch werden kann.
Die kritische GrofBe bilden die Wigner-d-Funktionen der Inklination, zu deren Umsetzung in dem Szenario ca.
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2.5 - 10 bzw. 5 - 10° Werte benotigt werden. Wihlt man jedoch fiir den untersuchten Zeitraum eine konstan-
te (mittlere) Inklination I, so reduziert sich die Anzahl auf ca. 500000 bzw. 1 - 10% Eintriige, wobei in der
Darstellung (5.33) fiir eine vergleichbare Reduktion zusétzlich der Radius gemittelt werden muss.

Trotz dieser Annahme ist fiir eine effiziente Umsetzung eine Schleife anstelle einer Multiplikation angebracht,
um die Verwendung (zu) groBer Matrizen zu vermeiden. Fiir die Auswahl iiber den Laufindex der Schleife
ist zu beachten, dass die Anzahl der Basisfunktionen in dieser Arbeit minimiert werden soll und dass der
maximale Grad selten eine Gréenordnung von N = 200 iiberschreitet, wihrend die Anzahl der Berechnungs-
punkte nahezu beliebig variieren kann. Es liegt daher nahe, eine Schleife iiber die Zeit zu verwenden, und
die anderen Summationen iiber Matrix-Vektor-Multiplikationen mit jeweils leicht handhabbaren Dimensionen
durchzufiihren.

Fiir die Auswertung zum Zeitpunkt ¢, ordnet man die Faktoren in Gleichung (5.29) um, und unterscheidet
zwischen positiven und negativen Werten der Ordnung k:

Uy (Ze, b)) =
A\
B, (e Z 5 [(B) o cm sn (o (-0~ 3 -]
L s )
. W, (k>0) 7p (k=0)
N Z [ 2711 : 1+sign(2m2 +k2)]3nk(0)] [exp (Zk (g +u>)}>
o W, (k<0) in  (k<0)

Um die gleiche Dimension fiir die Matrizen W, und W,, zu erhalten, erginzt man in der zweiten Matrix die
Eintrdge mit £ = 0 durch den Wert Null. Damit berechnen sich die Eintrige durch

47 1+ sign(m? + k%)

r Ltsign(m?4k? - (A.8)
23+1 HSIgn(;n = )dﬁ\k\m(_I)Pm—\k\(O) k<0
_‘k‘ O k _ 07

wobei die Elemente als Stufenmatrizen mit (N + 1) Spalten fiir die Ordnung % und den (N'(];H) + N + 1)
Zeilen fiir Grad n und Ordnung m gespeichert werden:

in’U 0 0 0 . 0
wlio,o w:lto,1 0 0 0
wlﬂ,o wjlcm 0 0 0
wzzto,o w:QtO,l wzztog 0 0
Wim =1 wi, wiy; wi, 0 0 (A.9)
Wis2 0 wim Wig 2 0 . 0
wa,o wi[N 1 wi’ oy

Ist die zeitliche Anderung der Inklination nicht mehr vernachlissigbar, so sind die Matrizen neu zu bestimmen,
andernfalls geniigt eine einmalige Berechnung mit einer gemittelten Inklination.
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Die Summation iiber die Ordnung & wird durchgefiihrt, indem man die Matrizen von links mit den Vektoren Up
bzw. ¥, (mit der Dimension (N + 1)) multipliziert. Da die Vektoren konjugiert-komplex zueinander sind, ist
nur eine Berechnung je Zeitpunkt erforderlich:

7, = [exp (10 (g +u)) exp (u (g +u)) .. exp (zN (g +u))r. (A.10)

Die Doppelsummation iiber » und m kann durch eine Matrix V bewirkt werden, die durch

1) oh(1) oi(1) w3) b (1) o)
v_ v8§2> w(2) vl(2) () 0N (2) oN(2) Al
W(B) wi() vl(B) w}(B) ... v¥ (B) N(B)
mit den Elementen
o (b) = (f)nﬂ (12) B (cos 93) exp (zm (Q - g - )\b>) (A.12)

definiert ist. Die Matrix besitzt fiir jede Basisfunktion eine Zeile, wihrend die (W + N+ 1) Spalten

den Grad n und die Ordnung m beriicksichtigen.
Das Storpotential von B radialen Basisfunktionen berechnet sich dann mit

B B

0T = Z Wy (Ze, 1hp) = Z 2Re {an}]{wV (Wpip + W, (ﬂ'p)*]} 7 (A.13)
b=1 b=1

wobei der (MATLAB) Pseudocode auf der Seite 199 gezeigt wird.

In der letzten Multiplikation des Pseudocodes ist eigentlich anstelle der Diagonalmatrix D ein Spaltenvektor der

Skalierungsfaktoren erforderlich, um die Potentialwerte im Orbit zu erhalten. Die hier gewihlte Berechnung

liefert jedoch sowohl die einzelnen Potentiale je Basisfunktion als auch deren partielle Ableitung nach den

Skalierungsfaktoren, wenn man D durch die Einheitsmatrix ersetzt.

Analog ldsst sich auch die Line-of-Sight Gradiometrie durch Matrizenmultiplikationen darstellen. Gemaiss der

Herleitung

O*Wy(Ze, V) _ i82‘l’b(fe,¢b) n laq’b(feﬂﬂb) _
0Y2 a? Ou? a or

N n n
=3 3 ST B W) () exp (thu + um(Q - ©))

n=ng m=—nk=—n

(5.57)

o]

a? ar

ist dabei zusitzlich der Faktor

a? ar

el

in den Summationen zu beriicksichtigen. In den Programmen wird dieser aufgeteilt, wobei der erste Term auf
einen neuen Vektor

ki2
Zp = _ﬁyp (A.14)
fithrt und der zweite eine Matrix X mit den Elementen
xm (b) = _nt () op(n) Pym/(cos ¥p) exp (zm (Q -0 - g - Ab)) (A.15)
ar r

erzeugt. Damit berechnet sich der LOS-Gradient durch die Matrixmultiplikationen

B

9%8T GM . . s
- Z 20Re {an (V W, + Wy, (5,)] + X [W,2, + W, (Z,) ])} . (A.16)
b=1

0%y
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o)

% Vektoren von Grad n und Ordnung m

GRAD = [0,1,1,2,2,2,3,3,3,...1";
ORDNUNG = [0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,...1";
K = (0:maxGrad)’;

% Lange der Basisfunktionen in Radiant

lambda = BASIS.lambda*RHO;

% Produkte aus Legendrefunktionen und Legendre-Koeffizienten
PNMrad = Pnm.*shapeparameter (GRAD, sigma)

% Bestimmung der Winkel der Rotation
ialpha = (Omega-GAST-pi/2);

igamma = (pi/2+u);

% Initalisierung der Potentialwerte
PSI = zeros(T,B);
for 11 = 1:L
% Winkel fiir einen Zeitpunkt
alphat = ialpha(ll);
gammat igamma (11);

[}

% Matrix aller "Dampfungsterme" fiir einen Zeitpunkt

Rrn = (R./r(11l)).” (GRAD+1);
% Vervielfachung filir jede Basisfunktion
Rrn = repmat (Rrn,1,B);

% Transponierte Matrix V:

% (Damfungsterm & Position Basis & GAST & Omega)
VT = Rrn.*PNMrad.*exp (1*ORDNUNG~* (alphat-lambda)) ;
% Vektor y:

yp = exp(ixKxgammat) ;

% "Potential" (ohne Skalierungsfaktoren)

% [Zeile = Zeitpunkt/Spalte = Basisfunktion]

PSI(1ll,:) = VI."x(Wp » yp + Wn *x conj(yp));
end

% Diagonalmatrix der Skalierungsfaktoren
D = GM/Rxdiag(etal,eta2,...,etaB);

% Matrix der Potentialwerte

psi = 2xreal (PSI*D);

Abbildung A.1.: Pseudocode fiir die Auswertung der Wigner-Darstellung
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B. Programme

Dieses Kapitel liefert eine Ubersicht iiber die entwickelten Programme. Der erste Abschnitt befasst sich mit der
grafischen Benutzeroberfldche und einigen speziellen Variablen, wihrend der zweite Teil die Programme und
deren Beschreibung in einer Tabelle auflistet. Um alle Routinen nutzen zu konnen, sind in die Basisversion der
MATLAB-Software (hier in den Versionen 7.6 R2008a und 7.9 R2009b) die offiziellen Pakete zur nichtlinearen
Optimierung (,,Optimization Toolbox*) und fiir die genetischen Algorithmen (,,Genetic Algorithm and Direct
Search Toolbox‘) einzubinden.

B.1. Grafische Benutzeroberflache

In dem Projekt entstanden zahlreiche MATLAB-Funktionen, um die vorprozessierten (residualen) Satelliten-
beobachtungen durch radiale Basisfunktionen zu analysieren. Ein Teil der Programme dient der Simulation
der Beobachtungen, der Kontrolle — z.B. durch die Gegeniiberstellung der Ergebnisse aus der Wigner- und
Legendre-Darstellung—, der Visualisierung oder der Selektion der Daten und ist nicht fiir die Optimierung er-
forderlich.

Um auch anderen Nutzern die Handhabung zu erleichtern, kann durch die Eingabe des Befehls ,,orb* das
Hauptprogramm fiir die optimierten radialen Basisfunktionen gestartet werden. Dies Offnet eine grafische
Benutzeroberfliche, welche in der Abbildung B.1 dargestellt ist'. Die Oberfliche ist in die Bereiche Pro-
gramm, Funktionen, Potential, LoS-Gradient, Gradienten, Range-Rate und Sonstiges unterteilt und wird
durch den Cursor bedient. In vielen Anwendungen wird eine Sicherung der Ergebnisse angeboten, welche
durch die Eingabe eines Dateinamens durch den Nutzer zu bestétigen ist. In den verschiedenen Optimierungen
werden die relevanten Daten, die Bilder und ein Protokoll automatisch gespeichert.

In den Programmen und Dateien ist zu beachten, dass MATLAB neben den iiblichen nummerischen Variablen-
typen (Skalar, Vektor und Matrix) mit ganzzahligen, reellen, komplexen oder logischen Elementen auch die
Typen ,,struct* und ,,cell* kennt. Beide Arten kombinieren verschiedenartige Eintréige (inklusive beschreibender
Strings) zu einer Variablen, unterscheiden sich aber beziiglich des Zugriffs. Wihrend die cell-Variablen nur in
der Eingabe von nummerischen Werten durch den Nutzer Verwendung finden, werden die struct-Variablen hiu-
fig genutzt, um die Ubersichtlichkeit bei der Parameteriibergabe zwischen den Funktionen zu erh6hen. Als Bei-
spiel soll hier die struct-Variable der Parameter der Basisfunktionen vorgestellt werden, die in der Simulation
(Bezeichnung: BASIS), der Optimierung (optBASIS) und in der Vorgabe der Startwerte (apBASIS) in den
automatisch generierten Dateien auftaucht:

e BASIS.lambda: Position der Basisfunktionen in Léngenrichtung in Grad (\p) mitb =1,2,..., B

e BASIS.theta: Position der Basisfunktionen in Kobreitenrichtung in Grad (9;)
e BASIS.skala: Skalierungsfaktoren ohne den Vorfaktor GTM ()

e BASIS.sigma: skalarer Formparameter fiir jede Basisfunktion (o)

e BASIS.Modell: Bezeichnung des Modells der Legendre-Koeffizienten

e BASIS.maxGrad: maximaler Grad der Reihenentwicklung (N )

e BASIS.minGrad: minimaler Grad der Reihenentwicklung (1)

e BASIS.basiszahl: Anzahl der Basisfunktion (B)

'Es sei darauf hingewiesen, dass eine grafische Oberfliche nicht das eigentliche Ziel der Arbeit ist und daher mitunter nicht die
eleganteste, sondern die einfachste Methode verwendet wird.
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Programm Funktionen Potential LoS-Gradient Gradienten Range-Rate Sonstiges L]

Abbildung B.1.: Grafische Benutzeroberfliche des Hauptprogramms orb.m fiir den Aufruf der Funktionen

o BASIS.ICnm und BASIS.ISnm: (lokale) sphérisch-harmonische Koeffizienten fiir die Summe aller Basis-
funktionen als zwei Vektoren.

Die sphirisch-harmonischen Koeffizienten der Schwerefelder liegen in verschiedenen Formaten vor. In dieser
Arbeit werden insbesondere zwei Varianten verwendet. Fiir die radialen Basisfunktionen wird in der Regel die
Darstellung durch zwei Vektoren fiir den Sinus- und Kosinusanteil gewihlt, wobei jeweils zuerst nach dem
Grad n und innerhalb eines Grades nach den Ordnungen m sortiert wird:

(Coo Cio Cii T Cor T CTsy Ty Ty ...

(§00 §10 g11 g20 g21 §22 §30 §31 g32 )

Die Sinus-Terme S,q = 0 konnen theoretisch entfallen, werden hier aber fiir eine gleiche Dimension der
Vektoren beibehalten. Eine andere Variante besteht aus zwei Dreiecksmatrizen fiir den Sinus- und Kosinus-
anteil, wobei in einer Zeile bzw. Spalte der Grad bzw. die Ordnung konstant ist. Indem man die ,,Sinus-Matrix*
transponiert und die Ordnung m = 0 entfernt, lassen sich die Koeffizienten in dem [6nm\§nm]—Format als
quadratische Matrix

Coo Su Sa ... Smi
Cio Cu S22 ... S
Co On O ' fir0 <m<n<N
IR Snw
Cno Cn1 Chno Cnn

anordnen. Die Darstellung im [énm \?nm} -Format wird in dieser Arbeit fiir die sphérisch-harmonische Synthese
und die Referenzfelder bevorzugt. Eine Umwandlung der Formate ist durch die Funktionen cs2vector.m und
vector2cs.m implementiert.
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BASISselect.m

cart2keplerm

cs2orbit.m

deBias.m

deleteFile.m

eulerYnm.m

exAnomaly.m

fillBase.m

greenwich2.m

HillObs2GA.m

isposn.m

konstanten.m

wihlt die gewiinschten radialen Basisfunktionen aus einer vorhande-
nen struct-Variablen an Parametern aus.

berechnet die Keplerelemente aus den raumfesten Koordinaten ohne
die Anomalien und den Perigdumsabstand.

fiihrt eine Orbitintegration fiir ein Potential aus sphérisch-
harmonischen Koeffizienten im [C,1,\ Sy ]-Format aus. Es wird nur
das gravitative Potential und eine gleichmafige Erdrotation mit der
Winkelgeschwindigkeit © um die z-Achse beriicksichtigt.

reduziert ein eindimensionales Signal um einen Offset, einen linearen
oder einen quadratischen Trend je Bogen, wobei die Parameter durch
eine vermittelnde Ausgleichung aus den Daten geschitzt werden.

eliminiert eine eventuell vorhandene Datei mit gleichem Namen aus
dem aktuellen Ordner.

rotiert eine Kugelflachenfunktion ffnm()\, ) in der komplexen Nor-
mierung um die drei Eulerwinkel (c, (3, 7).

berechnet die exzentrische Anomalie E aus der groflen Halbachse,
der Exzentrizitit und der Zeit. Dazu wird die Keplergleichung

M = FE — esin E unter der Annahme M = 4/ % - t iterativ gelost.

kontrolliert und ergénzt die struct-Variable der Basisparameter. Unter
anderem wird iiberpriift, ob die Entwicklungsgrade ganzzahlig und
positiv sind und ob die Anzahl der Werte fiir Position, Form und
Skalierung iibereinstimmt.

approximiert die Sternzeit Greenwich © aus der (Tages-)Zeit t und
dem Julianischen Datum JD gemiss den Formeln aus dem Orbit-
integrator SOPS von Martin G6tzelmann.

analysiert die residualen in-situ Beobachtungen (Potential, LOS-
Gradient) durch einen hybriden genetischen Algorithmus. Das Signal
wird durch optimierte radiale Basisfunktionen modelliert, deren Form
und Position durch stochastische Ansétze bestimmt werden. Fiir die
Skalierungsfaktoren wird ein lineares Ausgleichungsproblem gelost,
dessen Konditionszahl im Penalty-Term verwendet wird.

Diese Option ist nur moglich, wenn die ,,Genetic Algorithm and Direct
Search Toolbox‘ von MATLAB vorhanden ist!

kontrolliert, ob ein Wert skalar, reell, positiv und ganzzahlig ist. Falls
eine der Bedingungen nicht erfiillt ist, so wird der Wert durch das
zweite Argument der Eingabe ersetzt und eine Warnung am Bild-
schirm ausgegeben.

ladt die gemeinsamen Konstanten der Programme, insbesondere die
Werte des geoditischen Erdmodells {GM, R, O, ...}
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matsum.m addiert zwei Matrizen mit unterschiedlichen Dimensionen, wobei die
fehlenden Elemente jeweils durch Null ergénzt werden. Diese Addi-
tion wird unter anderem eingesetzt, um die sphérisch-harmonischen
Koeffizienten des globalen Feldes mit den residualen Koeffizienten zu
kombinieren.

numdiff.m approximiert die erste und zweite Ableitung eines Signals mit dem
zentralen Differenzenquotienten.

orbit2global.m bereitet die HilfsgroBen der Wigner-Darstellung inklusive der
»dparse‘-Matrizen aus dem Produkt der Legendre- und Wigner-d-
Funktionen vor.

radialBase.m visualisiert die radialen Basisfunktionen dreidimensional nach der
Transformation des Koordinatensystems und der Drehung durch die
Wigner-d-Funktionen.

radialBase2lnm.m berechnet die sphirisch-harmonischen Koeffizienten der radialen
Basisfunktionen mit einer geschlossenen Formel aus den Basispara-
metern.

rotmat.m erstellt eine Rotationsmatrix um die erste, zweite oder dritte Achse des

kartesischen dreidimensionalen Raumes.

satellitePosition.m integriert den Orbit iiber dem Zentralfeld, dem Referenzfeld und
dem kombinierten Feld mit den Basisfunktionen, um die Anderun-
gen der Bahn zu analysieren. Die Orbitintegration beriicksichtigt nur
das gravitative Potential (der sphirisch-harmonischen Koeffizienten
im [6nm\§nm]-Format) und eine gleichmifige Erdrotation mit der
Winkelgeschwindigkeit © um die z-Achse.

searchExtrema2.m sucht die Startwerte fiir die Analyse der in-situ Beobachtungen.
Die Daten werden im Orbit auf ein Gitter interpoliert und eventu-
ell durch einen Binomialfilter geglittet. AnschlieBend werden durch
einen Algorithmus der Bildverarbeitung alle lokalen Extremwerte be-
stimmt und nach ihrem Betrag sortiert.

shapeParameter.m berechnet aus dem skalaren Formparameter je Basis, dem Modell
und dem Vektor der Grade die reelle Zahlenfolge der Legendre-
Koeffizienten o, (n) und deren Ableitung.

vans.m schitzt die Parameter mit einer vermittelnden Ausgleichung nach dem
Gauf3-Markov Modell mit normierten Spalten der Designmatrix A fiir
eine stabilere Losung.

DATA_SELECTION — Auswahl des Gebiets, des Referenzfeldes usw.
arcObservation.m visualisiert die Beobachtungen und das Residualsignal im Orbit.
arcSelect.m visualisiert die Beobachtungen und das Residualsignal fiir einzelne

Satellitenbahnen und gibt die Keplerelemente am Bildschirm aus.

DataSelect.m filtert die in-situ Beobachtungen, wobei einzelne Messwerte oder gan-
ze Bogen (manuell) entfernt werden.
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findFlags.m

getbase.m

getbounds.m

getreference.m

regionBaseSelect.m

regionSelect.m

time2index.m

sucht die kritischen Zeitpunkte der Messungen, welche bereits aus der
Vorbereitung durch ,,flags” markiert sind. Dies betrifft insbesondere
die Zeitrdaume der Kalibrierungen oder der Orbitintegrationen.

liest eine Datei mit a priori Startwerten fiir die Parameter der radialen
Basisfunktionen ein.

ermoglicht die Eingabe von Grenzen fiir eine regionale Selektion. Bis-
lang sind ein geographisches Rechteck, eine sphérische Kappe um
einen Zentralpunkt oder die Verwendung aller Daten implementiert.

liest Eie sghéirisch—harmonischen Koeffizienten des Referenzfeldes
(im [Cpm \ Snm)-Format) ein.

selektiert aus einer Struktur an vorgegebenen Basisfunktionen alle
Zentren im Interessensgebiet.

wihlt aus einer Datei die Satellitendaten fiir ein regionales Gebiet aus
und ergidnzt gegebenenfalls die Werte. Fehlende Keplerelemente wer-
den aus den Positionen und Geschwindigkeiten im Inertialsystem be-
rechnet.

bestimmt die Anzahl der Beobachtungen je Bahnbogen und die dazu-
gehorigen Indizes.

GRADIENTEN_BASIS

compareGrad_dnkm2Pn.m

compareGradE_Pn2SHS.m

grad4baseSH.m

grad4dbase.m

grad4dbasePn.m

— Simulation der Gradienten der Basisfunktionen

vergleicht die Gradienten der Basisfunktionen aus der Wigner-
Darstellung  (grad4dbase.m) mit der Legendre-Darstellung
(grad4dbasePn.m) in einem rotierenden Koordinatensystem.

vergleicht die Gradienten der Basisfunktionen aus der sphérisch-
harmonischen Synthese (grad4baseSH.m) mit der Legendre-
Darstellung (dbasegradient_v.m) in einem erdfesten (kartesischen)
Koordinatensystem.

berechnet den Gradienten der Basisfunktionen aus der Ableitung der
sphirisch-harmonischen Koeffizienten und deren Synthese im erd-
festen Koordinatensystem.

berechnet den Gradienten der radialen Basisfunktionen aus der
Wigner-Darstellung in einem rotierenden Koordinatensystem.

berechnet den Gradienten der Basisfunktionen aus der Legendre-
Darstellung in einem rotierenden Koordinatensystem.

GUIS

cell2num.m

— grafische Benutzeroberflache, Eingabefenster etc.

wandelt die Eingaben (eines grafischen Eingabefensters) vom cell-
Format in nummerische Werte um, wobei die internen Funktionen
cell2mat.m und str2num.m verwendet werden.
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getGUlestimation.m kontrolliert die Eingaben fiir die Optimierung (GUloptimize.m und
GUlgenetic.m) und ergénzt diese gegebenenfalls durch Defaultwerte,
welche als globale Variablen vorliegen.

GUloptimize.m offnet ein Fenster, in welchem die Optionen der nichtlinearen Opti-
mierung (Iterationen, Interpolation, Startwerte, Anzahl der Parameter
je Basis, ...) eingegeben werden.

GUlgenetic.m offnet ein Fenster, in welchem die Optionen fiir den genetischen
Algorithmus (Anzahl und Form der Basisfunktionen, Generationen,
GroBe der Population, ...) eingegeben werden (Variante von GUI-
optimize.m).

GUIreferenz.m offnet ein Fenster, in welchem das Feld der spharisch-harmonischen
Koeffizienten, der Entwicklungsgrad und das zu subtrahierende
Normalfeld U eingegeben werden konnen.

inBase.m offnet ein Fenster, in welchem die Parameter der Basisfunktionen mit
ersten Kontrollen eingegeben werden.

inGrace.m ermOglicht die Eingabe der Keplerelemente fiir zwei Satelliten (vgl.
inKeplerm), insbesondere fiir die GRACE-Mission. Ublicherweise
werden skalare Werte je Mission erwartet, so dass jede Bahn eine
Keplerellipse beschreibt. Zurzeit erfolgt keine Kontrolle, ob die Bah-
nen ,,dhnlich genug* fiir eine Range-Rate-Messung sind!

inKeplerm ermoglicht die Eingabe der skalaren Keplerelemente einer Satelliten-
mission und berechnet die Keplerellipse. Anschlieend wird die Bahn
ins erdfeste System transformiert und auf das Interessensgebiet redu-
ziert.

orb.m erzeugt die grafische Benutzeroberflache fiir das Hauptprogramm.
Dieses ermdoglicht die Auswahl der einzelnen Programme durch den
Cursor. Um die Implementierung zu erleichtern, werden die Funktio-
nen

orb_basegradient.m (Gradient einer Basisfunktion)

orb_estimate.m (Ausgleichung der Skalierungsfaktoren)

orb_extra.m (z.B. Julianisches Datum aus Tag und Monat)

orb_functions.m (spezielle Funktionen)

orb_gradiometry.m (Line-of-Sight Gradient im Orbit)

orb_potential.m (Potential im Orbit)

orb_rangerate.m (Range-Rate zwischen 2 Satelliten)

orb_search.m (initiale Basiszentren aus den Daten)

orbend.m (Ende des Hauptprogramms)

als ,,Zwischenschicht* zwischen dem Hauptprogramm und den eigent-

lichen Aufrufen eingefiihrt. Diese Routinen konnen jeweils fiir meh-

rere Teilfunktionen gemeinsam verwendet werden und beinhalten z.B.

die Eingabe der Parameter oder die Selektion der Daten.

questreference.m fragt den Benutzer nach dem Namen des Referenzfeldes und dessen
Entwicklungsgrad, falls diese Angabe in der Datei bislang nicht vor-
handen ist (oder nicht erkannt wird).
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savedlg.m

iiberpriift vor dem Speichern, ob eine Datei mit gleichem Namen be-
reits existiert. In diesem Fall wird nach einem neuen Namen oder der
expliziten Bestitigung zum Uberschreiben der Daten gefragt.

LEGENDRE_WIGNER

aeqleg.m

cs2vector.m

dklegendreO.m

legendre_orderl.m

legendreP.m

LeNorm.m

PTR.m

PW_dwigner4KM.m

PW_legendre.m

PW_SHgrad.m

— Legendre- und Wigner-d-Funktionen sowie deren Produkte

liefert die Legendrefunktionen P, (0) am Aquator, wobei fiir unge-
rade Werte von (n — m) der Wert Null angenommen wird.

separiert  die
dem quadratischen

sphdrisch-harmonischen ~ Koeffizienten  aus

[Crum\Snm|-Format  und  sortiert  die-
se als Vektoren énm = [600,610,6117620,621,. . .]T und
Snm = [So00, S10, 511, S20, Sa1,...] T (vel. vector2cs.m).

berechnet rekursiv die unnormierten Legendrepolynome P, (cos 1) in-
klusive der ersten bis dritten Ableitung.

bestimmt die zugeordneten Legendrefunktionen P,,,(cos) fiir die
Graden =0,1,..., N und eine feste Ordnung m.

berechnet die zugeordneten Legendrefunktionen P, (cos®) sowie
deren 1. und 2. Ableitung fiir alle Grade n = 0,1,..., N und Ord-
nungen m = 0, ..., n. Die Funktionen werden als Matrix ausgegeben,
wobei die Winkel ¢ in Spaltenrichtung variieren, wéihrend Grad und
Ordnung analog zu den Vektoren C,,, oder S,,, in Zeilenrichtung
sortiert sind.

stellt die Faktoren fiir den Wechsel der Normierungen der Legendre-
funktionen P,,,,,(cos ) — Py (cos ) bereit.

bestimmt aus Grad und Ordnung den Index, um ein vorgegebenes Ele-
ment aus den Legendrefunktionen oder den sphérisch-harmonischen
Koeffizienten im Vektorformat auszuwihlen.

variiert die Rekursion der normierten Wigner-d-Funktionen &gm(ﬁ)
(vgl. wigner.m), so dass jeweils die vier Kombinationen der Ordnun-
gen (+k, £m) gemeinsam bestimmt werden. Die Berechnung er-
folgt dabei punktweise fiir einen skalaren Winkel 3 und alle Grade
n=20,1,...,N.

berechnet die zugeordneten normierten Legendrefunktionen
P (cosd) fiir eine skalare Kobreite ¥ und alle Grade und Ord-
nungen als quadratische Matrix. Diese ist analog zum [C,\Spm]-
Format aufgebaut, wobei wegen der Symmetrie nur die untere

Dreiecksmatrix verwendet wird.

berechnet den Gradienten eines Potentials aus sphérisch-
harmonischen Koeffizienten im erdfesten System fiir einen einzelnen
Punkt.
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SHS.m berechnet eine sphirisch-harmonische Synthese fiir ein globales Git-
ter. Dabei werden die Legendrefunktionen und die trigonometrischen
Basisfunktionen getrennt berechnet und anschliefend durch eine Ma-
trizenmultiplikation kombiniert.

SHSc.m berechnet eine sphérisch-harmonische Synthese fiir eine Matrix an Po-
sitionen (z.B. Satellitenbahn) gemiB einer Methode mit komplexen
Basisfunktionen von L. Cunningham.

SHSdenorm subtrahiert das ellipsoidische Normalfeld U mit den Koeffizienten
{Ja, Ju, Js, Js} von einem anderen Schwerefeld.

vector2cs.m ordnet die 2 Vektoren ?nm = [Coo, C10, C11, Cag, Cat,...]T und
Snm = [S00, 810, S11, 520, - . .| T der sphirisch-harmonischen Koeffi-
zienten im quadratischen [C',;,\ Sy ]|-Format an (vgl. cs2vector.m).

wigner.m berechnet rekursiv die normierten Wigner-d-Funktionen d}, () fiir
die Grade n = 0,1,..., N und die beiden (skalaren) Ordnungen
(k,m).

wignerD.m visualisiert die Wigner-D-Funktionen (= Produkt aus Wigner-d-
Funktion und 2 Exponentialfunktionen) fiir die Ordnungen (k, m) und
den Grad n.

LOS_GRADIOMETRIE — Simulation und Analyse der Line-of-Sight Gradiometrie

compareLOS_dnkm2Pn.m  vergleicht die Line-of-Sight Gradienten und deren Ableitung nach den
Basisparametern aus der Wigner-Darstellung (LoS4dBase.m) mit der
Legendre-Darstellung (LoS4dBasePn.m).

LoS4dBase.m berechnet die LOS-Gradienten und deren Ableitung nach den Basis-
parametern in der Wigner-Darstellung. Fiir die Erdrotation wird nur
die Drehung um die z-Achse beriicksichtigt und die Formel ist nur fiir
Kreisbahnen exakt giiltig!

LoS4dBasePn.m berechnet die Line-of-Sight Gradienten und deren Ableitung nach den
Basisparametern in der Legendre-Darstellung. Die Berechnung ist all-
gemein giiltig, allerdings ist — in der Ableitung nach den Positionen
des Zentrums — bislang nur eine Rotation der Erde um die z-Achse
implementiert.

LoS4estimateSkala.m schitzt die linearen Skalierungsfaktoren durch eine vermittelnde Aus-
gleichung. Die Designmatrix mit den Ableitungen wird durch ein
anderes Programm (LoS4GRIDestimation.m, LoS4SOLVestimation.m
oder HillObs2GA.m) vorher bestimmt.

LoS4GA3.m wertet den Fitnesswert und die Residuen der LOS-Gradiometrie in der
Legendre-Darstellung fiir den hybriden genetischen Algorithmus aus.
Die nichtlinearen Parameter (Form und Position) werden durch den
genetischen Algorithmus bestimmt, wéhrend die Skalierungsfaktoren
durch eine lineare Ausgleichung geschitzt werden.
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LoS4GRIDestimation.m

LoS4numeric.m

LoS4Residual4d.m

LoS4Residual3.m

LoS4Residual2.m

LoS4Residuall.m

LoS4SOLVestimation.m

pL0S4SOLVestimation.m

generiert die Designmatrix fiir das lineare Problem der Basis-
funktionen mit vorgegebenen Positionen und Formparametern.

kontrolliert die Line-of-Sight Gradienten durch eine (einfache) num-
merische Differentiation des Potentials nach den Bahnelementen.

berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-
Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung aller Parameter aus der
Line-of-Sight Gradiometrie.

berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-
Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung der Basiszentren und der
Skalierung der Basisfunktionen aus der Line-of-Sight Gradiometrie.
Fiir die Formparameter werden die Startwerte der Optimierung fest-
gehalten.

berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-
Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung der Formparameter und
der Skalierungsfaktoren der Basisfunktionen aus der Line-of-Sight
Gradiometrie. Fiir die Positionen der Basiszentren werden die Start-
werte der Optimierung festgehalten.

berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-
Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung der Formparameter
der Basisfunktionen aus der Line-of-Sight Gradiometrie. Fiir die
Positionen der Basiszentren werden die Startwerte der Optimierung
festgehalten, wihrend fiir die Skalierungsfaktoren in jedem Schritt ein
lineares Ausgleichungsproblem gelost wird.

fiihrt eine nichtlineare Optimierung der Basisparameter fiir die (resi-
dualen) Line-of-Sight Gradienten im Orbit durch. Im residualen Si-
gnal werden durch einen Algorithmus der Bildverarbeitung (search-
Extrema2.m) mogliche Positionen gesucht und zusammen mit einem
vorgegebenen Startwert fiir die Formparameter eine Skalierung fiir
jede Basisfunktion geschitzt. Diese Werte werden gemeinsam durch
ein iteratives Trust-Region-Verfahren (Isqnonlin.m) verbessert und am
Ende kontrolliert.

variiert die nichtlineare Optimierung der Basisparameter aus
LoS4SOLVestimation.m, indem die a priori Startwerte vorgegeben
werden.

POTENTIAL_ORBIT

compare_dnkm2Pn.m

compare_SHS2Pn.m

— Simulation und Analyse der Potentialwerte im Orbit

vergleicht das Potential im Orbit und dessen Ableitung nach den
Basisparametern aus der Wigner-Darstellung (PiO4dBase.m) mit der
Legendre-Darstellung (PiO4dBasePn.m)

vergleicht das Potential im Orbit aus der Legendre-Darstellung
(PiO4dBasePn.m) mit einer sphirisch-harmonischen Synthese des
Feldes.
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PiO4dBase.m berechnet das Potential und dessen Ableitungen nach den Basis-
parametern in der Wigner-Darstellung. Fiir die Erdrotation wird nur
die Drehung um die z-Achse beriicksichtigt und die Formel ist nur fiir
Kreisbahnen exakt giiltig!

PiO4dBasePn.m berechnet das Potential und dessen Ableitungen nach den Basis-
parametern in der Legendre-Darstellung. Die Berechnung ist all-
gemein giiltig, allerdings ist — in der Ableitung nach den Positionen
des Zentrums — bislang nur eine Rotation der Erde um die z-Achse
implementiert.

PiO4estimateSkala.m schitzt die linearen Skalierungsfaktoren durch eine vermittelnde Aus-
gleichung. Die Designmatrix mit den Ableitungen wird durch ein
anderes Programm (PiO4GRIDestimation.m, PiO4SOLVestimation.m
oder HillObs2GA.m) vorher bestimmt.

PiO4GA3.m wertet den Fitnesswert und die Residuen des Energieintegrals in der
Legendre-Darstellung fiir den hybriden genetischen Algorithmus aus.
Die nichtlinearen Parameter (Form und Position) werden durch den
genetischen Algorithmus bestimmt, wéhrend die Skalierungsfaktoren
durch eine lineare Ausgleichung geschitzt werden.

PiO4GRIDestimation.m generiert die Designmatrix fiir das lineare Problem der Basis-
funktionen mit vorgegebenen Positionen und Formparametern.

PiO4reference.m berechnet das Potential eines Referenzfeldes entlang der Satelliten-
positionen durch eine spharisch-harmonische Synthese.

PiO4Residual4d.m berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-
Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung aller Parameter aus dem
Energieintegral.

PiO4Residual3.m berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-

Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung der Basiszentren und
der Skalierung der Basisfunktionen aus dem Energieintegral. Fiir die
Formparameter werden die Startwerte der Optimierung festgehalten.

PiO4Residual2.m berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-
Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung der Formparameter und
der Skalierung der Basisfunktionen aus dem Energieintegral. Fiir die
Positionen der Basiszentren werden die Startwerte der Optimierung
festgehalten.

PiO4Residuall.m berechnet die Residuen und die Jacobi-Matrix in der Legendre-
Darstellung fiir die nichtlineare Optimierung der Formparameter der
Basisfunktionen aus dem Energieintegral. Fiir die Positionen der
Basiszentren werden die Startwerte der Optimierung festgehalten,
wihrend fiir die Skalierungsfaktoren in jedem Schritt ein lineares Aus-
gleichungsproblem gelost wird.
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PiO4SOLVestimation.m

fiihrt eine nichtlineare Optimierung der Basisparameter fiir das (resi-
duale) Potential im Orbit durch. Im residualen Signal werden durch
einen Algorithmus der Bildverarbeitung (searchExtrema2.m) mogli-
che Positionen gesucht und zusammen mit einem vorgegebenen Start-
wert fiir die Formparameter eine Skalierung fiir jede Basisfunktion
geschitzt. Diese Werte werden gemeinsam durch ein iteratives Trust-
Region-Verfahren (Isgnonlin.m) verbessert und am Ende kontrolliert.

RANGE_RATE

compareRR_dnkm2var.m

dxHILL2dbase.m

iLaplace_Hill. m

PRRHA4solvestimation.m

rangerate.m

RRH4partial.m

RRvarResidual4d.m

— Analyse der Range-Rate mit dem geschlossenen Ansatz

vergleicht die partiellen Ableitungen der Range-Rate nach
den Basisparametern aus der geschlossenen Formel im Hill-
System (RRH4partialm) mit der nummerischen Variation der
Konstanten (RRvar4Constants.m) und dem Anfangswertproblem
(varEq_Rangerate4.m).

differenziert die Positionsédnderung aufgrund des residualen Poten-
tials (in der Wigner-Darstellung) nach den Basisparametern. Da-
bei wird die Hill-Differentialgleichung im rotierenden Koordinaten-
system durch eine Laplace-Transformation geschlossen gelst und die
Bahninderungen ins Inertialsystem iibertragen.

berechnet die inverse Laplace-Transformation fiir den zeitabhingigen
Anteil der Bahnabweichungen im Hill-System. Die endgiiltige Sum-
mation bzw. die Berechnung der Range-Rate erfolgt anschliefend im
Programm dxHILL2dbase.m.

fiihrt eine nichtlineare Optimierung der Basisparameter aus der
Range-Rate durch. Im Gegensatz zu den in-situ Messungen ist hier
keine Bestimmung der Startwerte aus den Extremwerten der Da-
ten moglich. Diese miissen daher durch eine andere Beobachtung
(Energieintegral, LOS-Gradiometrie, ...) oder eine globale Such-
strategie (z.B. iiber den genetischen Algorithmus) bestimmt werden.
AnschlieBend werden die Parameter iiber ein Trust-Region-Verfahren
verbessert, wobei im Gegensatz zu den anderen Beobachtungen in je-
dem Schritt eine Orbitintegration iiber dem verbesserten Feld durch-
gefiihrt wird.

berechnet aus den relativen Positionen und Geschwindigkeiten der
beiden Satelliten im Inertialsystem die Range-Rate sowie eventuell
die partielle Ableitung nach einem beliebigen Parameter p, mit der
Kettenregel.

approximiert die partiellen Ableitungen der Range-Rate nach den
Parametern der Basisfunktionen mit den geschlossenen Formeln des
Hill-Systems. Diese beinhalten implizit eine Rotation der Erde mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit © und eine kreisformige Re-
ferenzbahn.

berechnet die Residuen und die approximierte Jacobi-Matrix fiir die
nichtlineare Optimierung aller Parameter aus der Range-Rate. Die Be-
rechnung erfolgt iiber die nummerische Variation der Konstanten.
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timePerArc.m bestimmt die ,,Zeit pro Bogen* 7 fiir die Laplace-Transformation.
VISUAL — Visualisierung und Statistik
lambdathetaBox.m bestimmt ein regionales Gebiet fiir die 2D-Darstellung, so dass alle

Satellitendaten enthalten sind.

NaN2vec.m detektiert Sprungstellen im Zeitvektor (Annahme: gleiche Abstinde)
und belegt das letzte Element pro Bogen durch NaN (,,not a number*),
um eine grafische Verbindung der einzelnen Bahnen zu vermeiden.

plotbases.m stellt die optimierten und die versteckten Basisfunktionen inklusive
der Form- und Skalierungsparameter in einer Projektion auf die Erd-
oberflidche dar.

plotorbitX.m visualisiert Orbitdaten fiir mehrere Grofien (z.B fiir Beobachtung, Ap-
proximation und Differenz) in einer einheitlichen Projektion auf der
Erdoberflache.

plotsphere2.m visualisiert den Orbit zusammen mit einem eindimensionalen Si-

gnal (Potential, LOS-Gradient, ...) in einem dreidimensionalen
Koordinatensystem inklusive der skalierten (Erd-)Kugel.

plotStatistic.m visualisiert die statistischen Werte von Signal, Approximation und
Differenz (Extremwerte, Standardabweichung, Korrelation, ...).

relFehlerm berechnet den relativen Fehler zweier GroBBen, wobei sehr kleine Wer-
te aus nummerischen Griinden ausgeklammert werden.

shplotl.m stellt den Betrag der sphérisch-harmonischen Koeffizienten (bzw. de-
ren Logarithmus) dar. Die Koeffizienten werden dabei mit cs2sc.m in
Form eines Dreiecks angeordnet.

sphereSystem2.m wechselt die Darstellungen der Linge zwischen den dquivalenten
Systemen [—180°/180°] und [0°/360°]. Die meisten Grafiken benéti-
gen das System [—180°/180°], in welchem auch die Kiistenlinien und
ggf. die Gewisser vorliegen.

statistic.m analysiert ein eindimensionales Signal und gibt die statistischen Wer-
te (Extremwerte, Grofle des Intervalls, Mittelwert und Standardab-
weichung) am Bildschirm aus. Wird ein zweiter Vektor eingegeben,
so wird dieser als Approximation des Signals behandelt und auch die
Differenz und die Korrelation untersucht.
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EXTERNE_PROGRAMME

cart2kep.m

coast3.mat

cs2sc.m

dateZjul.m

extrema.m

extremal.m

kep2cart.m

kepler.m

multmatvek.m

plotcol.m

rot.m

sphdist.m

— Programme und Daten anderer Autoren

berechnet alle Keplerelemente aus den raumfesten Koordinaten nach
den Formeln aus Kaula. Bei geoditischen Missionen wird hédufig eine
sehr kleine Exzentrizitit angestrebt, was zu einer schlechten Trennung
von Anomalie und Perigdumsabstand — und im Extremfall auch zu
komplexen Winkeln — fithren kann.

Autor: Nico Sneeuw (1996)

enthilt die Kiistenlinien der Kontinente und der grofen Inseln.

ordnet die sphirisch-harmonischen Koeffizienten im [/Sn|Chm \]-
Format an, was fiir den maximalen Grad N eine [N + 1 x 2N + 1]-
Matrix liefert. Die Zeilen geben jeweils den Grad (41) wieder, wih-
rend die Spalten die verschiedenen Ordnungen — getrennt nach Sinus-
und Kosinustermen — beinhalten.

Autoren: Nico Sneeuw (1994)/Matthias Weigelt (1999)

berechnet das Julianische Datum aus Jahr, Monat, Tag und der Uhr-
zeit.
Autor: Christian Gerlach (2003)

bestimmt die lokalen Extremwerte eines eindimensionalen Signals un-
ter der Beriicksichtigung von Datenliicken.

Autor: Adridn Vargas Aguilera (2007)
www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/12275

bestimmt die lokalen Extremwerte in einem zweidimensionalen Si-
gnal (auf einem regelmifBigen Gitter). Die Suche wird innerhalb der
Matrix der Daten in Zeilen- und Spaltenrichtung, sowie in Richtung
der Diagonalen durchgefiihrt.

Autor: Adridn Vargas Aguilera (2007)
www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/12275

bestimmt aus den Keplerelementen die raumfesten Koordinaten.
Autor: Nico Sneeuw (1996)

bestimmt iterativ die exzentrische Anomalie aus der Keplergleichung
M =F —esinE.
Autor: Nico Sneeuw (1996)

rotiert eine Matrix von Positionen um eine beliebige Achse.
Autor: Mattias Weigelt (2004)

visualisiert mehrdimensionale Signale, wobei die ersten Vektoren als
Koordinaten und der letzte Vektor fiir die Farbcodierung verwendet
werden.

Autor: Nico Sneeuw (1996)

rotiert eine Matrix an Positionen (und Geschwindigkeiten) um eine
Achse des Koordinatensystems.
Autor: Nico Sneeuw (1996)

berechnet den sphérischen Abstand und das Azimut zwischen zwei
Datensitzen aus sphérischen Koordinaten.
Autor: Matthias Weigelt (2005)


www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/12275
www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/12275
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VariationEgquation — Losung der Variationsgleichungen von Heng Zhu

dbasegradient.m differenziert den Gradienten der radialen Basisfunktionen in der
Legendre-Darstellung nach einem Parameter py, in einer punkt-
weisen Implementierung fiir die Losung der Variationsgleichungen als
Anfangswertproblem (vgl. varEq_Rangerate4.m).

dbasegradient_v.m differenziert den Gradienten der radialen Basisfunktionen in der
Legendre-Darstellung nach allen Parametern in einer vektorisierten
Implementierung fiir die nummerische Variation der Konstanten (vgl.
RRvard4Constants.m).

PW_SHtensor.m berechnet den Tensor des Referenzfeldes durch eine sphérisch-
harmonische Synthese. Die Implementierung erfolgt fiir die Orbit-
integration jeweils fiir einen Zeitpunkt (punktweise) und verzichtet
auf die iiblichen Kontrollen. Fiir kompaktere Formeln wird die Dar-
stellung durch komplexe Kugelflachenfunktionen verwendet.

RRvar4Constants.m 16st die Variationsgleichungen bzgl. der Parameter der Basis-
funktionen durch die nummerische Variation der Konstanten. Die not-
wendige Integration ist durch die Trapezregel realisiert, was eine lang-
same Anderung oder eine hohe Abtastung erforderlich macht.

varEq_Rangerate4.m 16st die Variationsgleichung fiir einen Parameter py der radialen Basis-
funktionen als Anfangswertproblem.

varEq_Rangerate_homo.m  16st den homogenen Anteil der Variationsgleichung fiir das Referenz-
feld mit den Start-Vektoren (7 bis (g.

vector2cis.m ordnet die Vektoren énm = [600, 610, 611, 620, 621, .. .]T und
Som = [?00,310,311,520,521, .. .]T der sphirisch-harmonischen
Koeffizienten als komplexe untere Dreiecksmatrix [Cpy, — 1557, \0]
an. Die Rechenzeit wird dabei nur unwesentlich verlidngert, wihrend
die Formeln in der komplexen Darstellungen eleganter zu implemen-
tieren sind.

Abschlieffend sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Programme fiir die Analyse regionaler Daten mit
optimierten Basisfunktionen entwickelt wurden. Daraus ergeben sich gewisse Einschrinkungen beziiglich der
Anzahl der Datenpunkte oder der Basisfunktionen, so dass z.B. fiir eine globale Anwendung eine Uberarbeitung
erforderlich sein kann.
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